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1 Určitý integrál a základńı aplikace

Definice

Pro integrovatelnou funkci f(x) je určitý integrál

b�

a

f(x) dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a)

Nevlastńı integrál
∞�

a

f(x) dx = lim
b→∞

b�

a

f(x) dx

Daľśı pravidla, která jsme prob́ırali na konci 9. cvičeńı

• Linearita
b�

a

Cf(x) +Dg(x) dx = C

b�

a

f(x) dx+D

b�

a

g(x) dx

• Spojeńı/rozděleńı meźı

c�

a

f(x) dx+

d�

c

f(x) dx =

d�

a

f(x) dx

• Substituce: muśıte transformovat i meze.

• Per Partes
b�

a

uv� dx = u(b)v(b)− u(a)v(a)−
b�

a

u�v dx
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2 Základńı integrace

1.
2π�

0

sinx dx

2.
π
4�

0

cos2 x dx

3.
6�

2

√
x− 2 dx

4.
1�

−1

�
1 + x

1− x
dx

5.
1�

0

x4 (1− x)4

1 + x2
dx

6.
1�

−1

x2
�
ex + e−x

�
dx

7.
1�

−1

x
�
ex + e−x

�
dx

8.
π
4�

−π
4

tanx dx

9. ∞�

1

arctanx dx

10. ∞�

0

1

1 + x2
dx
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11.
1�

−1

1

x2
dx

12. ∞�

1

1

x
dx

13.
1�

0

lnx dx

3 Aplikace

3.1 Spočtěte obsah mezi grafem funkce a osou x na zadaném intervalu

1. f(x) = sin ax, x0 = 0, x1 = π, pro a ∈ R. Co se stane když horńı mez změńıme na π
a?

2. f(x) = x(x− 1)(x− 2), x0 = 0, x1 = 2

3.2 Spočtěte obsah ohraničený grafy následuj́ıćıch funkćı, nebo křivek

1. f1(x) = 2 + x, f2(x) = x2 − 6x+ 8

2. f1(x) = 2− x2, f2(x) : y
3 = x2

3. Odvod’te vzorec pro obsah elipsy.

4. Astroida

Je křivka kterou dostaneme valeńım kružnice o poloměru r v kružnici o poloměru 4r. Para-
metricky je zadaná takto

x(t) = 3 cos t+ cos(3t)

y(t) = 3 sin(t)− sin(3t)

Ze znalosti parametrického předpisu této křivky napǐste vzorce pro délku této křivky a obsah
útvaru touto křivkou vymezeného. K výpočtu hodnot můžete použ́ıt program.
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Obrázek 1: Astroida
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3.3 Délka grafu funkce

1. Dokažte, že vzorec pro délku nezáviśı na parametrizaci

2. Př́ıklady ze sb́ırky (441-444).

3.4 Rotačńı tělesa

1. Máme graf funkce f(x) = x
1+x2 , spočtěte objem tělesa které vznikne rotaćı této křivky okolo

osy x i osy y. Také spočtěte obsah mezi plochy mezi osou x a grafem této funkce.

2. Máme graf funkce f(x) =
√
1 + x2, spočtěte objem tělesa které vznikne rotaćı okolo os x, y

s t́ım, že výška tohoto tělesa je omezena př́ımkou y = h. Dále spočtěte obsah pláště tohoto
rotačńıho tělesa. Dokážete tuto křivku nějak parametrizovat a spoč́ıtat tyto veličiny pomoćı
této parametrizace? Je to jednodušš́ı zp̊usob? Také spočtěte obsah mezi př́ımkou y = h a
grafem této funkce, samozřejmě předpokládáme, že h > 1. Viz následuj́ıćı obrázek.

Obrázek 2: Graf s omezenou vyskou

4 Základńı diferenciálńı rovnice

1.
y�� = 0

2.
y� = y
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3.
y� = y2

4.
y�� = y

5.
y�� = −y

6.
y� = xy
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