5. BAZA A DIMENZIA

V tejto kapitole sa oboznamime s pojmom bdzy vektorového priestoru, co ndm v niekto-
rych vektorovych priestoroch umozni zaviest siradnice. Dalej budeme definovat dimen-
ziu vektorového priestoru a odvodime jej zakladné vlastnosti. V nasledujicej kapitole
si potom okrem iného dokéZeme, Ze dimenzia je zakladny Struktirny invariant tzv.
konecnorozmernych vektorovych priestorov.

I v tejto kapitole V' oznacuje nejaky vektorovy priestor nad pevnym polom K.

5.1. Steinitzova veta a koneénorozmerné priestory
Zacneme jednym technickym vysledkom klucového vyznamu.

5.1.1. Veta. (Steinitz) Nech uq,...,Un,v1,...,0, € V. Ak vektory ui,...,u, st

linedrne nezdvislé a vSetky patria do linedrneho obalu [v1,. .., vy], takn < m.
Doékaz. Kedze u; € [v1,...,vn] pre kazdé j < n, existuji ¢; = (c1j,...,cm;j)T € K™
také, ze

U; = C1;01 —|—...—|—cm]~fvm = (vl,...,vm) - Cj.

Inak povedané

(U1, ...,uy) = (v1,...,0y) - C,
kde C = (¢;ij)mxn je matica so stipcami ¢4, . .., c,.

Predpokladajme, ze m < n. Potom podla tvrdenia 3.3.6 ma homogénna sustava
C -z = 0 aspoii jedno rieSenie = (z1,...,2,)? # 0. Jednoduchym vypoétom dosté-
vame

T1U + .o+ TpUuy = (U, ..., Uy,) - T
=(v1,...,Up) - C-x=(v1,...,v,) -0=0,
¢o je v spore s linedarnou nezéavislostou vektorov wq, ..., u,.

5.1.2 Tvrdenie. Pre lubovolny vektorovy priestor V nasledujiice podmienky si ekvi-
valentné:

(i) ezistuje koneénd mnozina X CV takd, zZe [X| =V,

(ii) kaZdd linedrne nezdvisla mnozina Y CV je konecnd.

Doékaz. (i)= (ii): Nech X C V je kone¢na mnozina, ktord generuje V. Podla Steini-
tzovej vety pre lubovolné lineidrne nezévislé vektory wq,...,u, plati n < # X, teda
kazda linedrne nezavisla mnozina Y C V' je konecna.
(ii) = (i): Budeme dokazovat logicky ekivalentnt implikaciu — (i) = — (ii).
Predpokladajme, ze ziadna kone¢na podmnozina priestoru V negeneruje V. Potom
vo V mozeme zostrojit postupnost vektorov (y,)>2, taku, ze yo # 0 a pre kazdé n > 0



2 PAVOL ZLATOS: LINEARNA ALGEBRA A GEOMETRIA

plati ¥, ¢ [yo,...,Yn—1|. Podla tvrdenia 4.4.1 je kazdy pociatoény tsek (yo,-..,Yn)
tejto postupnosti linedrne nezavisly, takze celd postupnost je linedrne nezavisla podla
tvrdenia 4.6.1. Teda vo V existuje nekonecna linedrne nezavisld mnozina, napr. ¥ =

{yn; n € N}.

Hovorime, Ze vektorovy priestor V je konecnorozmernyj, ak spliia niektort (teda nevy-
hnutne obe) z ekvivalentnych podmienok (i), (ii) prave dokdzaného tvrdenia. V opa¢nom
pripade hovorime, ze V' je nekonecnorozmerny vektorovy priestor.

5.2. Baza a dimenzia kone¢norozmerného priestoru

Nech V' je konecnorozmerny vektorovy priestor. Bdzou priestoru V nazyvame kazdu

linedrne nezéavisli usporiadni n-ticu (uq,...,u,) vektorov z V, ktord generuje cely

priestor V. Strucne tiez hovorime, ze vektory uq,...,u, tvoria bazu priestoru V.
Nasledujtce tvrdenie je priamym dosledkom vety 4.4.4.

5.2.1. Tvrdenie. Nech V je konecnorozmerny vektorovy priestor. Potom

(a) lubovolni linedrne nezavisli usporiadand k-ticu (wy, ..., uy) vektorov z V- mozno
doplnit do nejakej bdzy (wy,..., Uk, ..., u,) priestoru V;

(b) z lubovolnej generujicej usporiadanej m-tice (vy,...,v,,) vektorov z V. mozno
vybrat nejakd bazu (v;,,...,v;, ) priestoru V.

5.2.2. Veta. Nech V' je konecnorozmerny vektorovy priestor. Potom
(a) V ma aspon jednu bazu;
(b) lubovolné dve bdzy priestoru V. magi rovnaky pocet prvkov.

Dokaz. (a) je bezprostrednym désledkom predchadzajiceho tvrdenia, ktoré nam do-
konca déva dva varianty dokazu: jeden doplnenim prazdnej mnoziny (ktora je linedrne
nezavisld) na bazu vo V, druhy vyberom bazy z nejakej koneénej generujicej mnoziny
vo V.

(b) je zasa bezprostrednym dosledkom Steinitzovej vety. Ak st totiz (uq,...,u,),
(v1,...,vy) dve bazy vo V, tak, kedZe (uq,...,u,) je linedrne nezavisla a (vy,...,v,,)
generuje cely priestor V', musi platif n < m. Nakolko vSak i (vy,...,v,,) je linedrne
nezavisla a (uq, ..., u,) generuje celé V, plati tiez m < n. Teda m = n.

Prave dokazana veta nam umoznuje korektne definovat dimenziu alebo tiez rozmer
konecnorozmerného vektorového priestoru V' ako pocet prvkov jeho Tubovolnej bézy.
Dimenziu vektorového priestoru V' znac¢ime dim V. Ak dimV = n, hovorime, ze V je
n-rozmerny vektorovy priestor. Ak V' je nekonec¢norozmerny priestor, kladieme dim V' =
00. V pripade, Ze bude potrebné zdoraznit lohu pola K, budeme pouZivat podrobnejsie
oznacenie dimg V.

Teda V je koneCnorozmerny prave vtedy, ked dim V' < oo.

Dokaz nasledujuceho tvrdenia prenechavame ako cvicenie ¢itatelovi.

5.2.3. Tvrdenie. Nech dimV =n, vq,...,v,, € V. Potom lubovolné dve z nasleduji-
cich podmienok implikuju tretiu:
(i) vektory vy,...,v,, su linedrne nezavislé;

(ii) [v1,...,0m] =V;
(iii)) m = n.
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To okrem iného znamena, Ze na overenie, ¢i n vektorov vq,..., v, tvori bazu n-roz-
merného vektorového priestoru V', staci overit len jednu (a to fubovolni1) z podmienok

(i), (i)
5.3. Stiradnice vektora vzhladom na dant bazu
Nasledujuca veta je sSpecialnym pripadom vety 4.4.2.

5.3.1. Veta. Vektory uq,...,u, tvoria bdzu vektorového priestoru V prdve vtedy, ked
kazdy vektor @ € V mozno jednoznacne vyjadrit v tvare linedrnej kombindcie x =
ciul + ...+ cpuy.

Uvedomme si, ze existencia aspon jedného vyjadrenia * = ciu; + ... + c,u, je
ekvivalentnd s podmienkou, Ze vektory uq,...,u, generuju V. Jednoznacnost tohto
vyjadrenia je zasa ekvivalentnd s linedrnou nezavislostou vektorov uy, ..., u,.

Teda a = (uy,...,uy,) je bazou V vtedy a len vtedy, ked pre kazdé x € V existuje
prave jedno ¢ = (c1,...,c,)T € K™ také, ze

r=cu+...+c,u, = a-cC.

Tento jednozna¢ne urceny stipcovy vektor ¢ € K™ budeme nazyvat suradnice vektora
x vzhladom na bdzu o a oznacovat

c=(T)a-

Teda kazda baza a v n-rozmernom vektorovom priestore V' definuje suradnicové zob-
razenie * — (T)o z V do stipcového vektorového priestoru K.
Jednoduchy dékaz nasledujiceho tvrdenia prenechdvame ako cvicenie éitatelovi.

5.3.2. Tvrdenie. Nech a = (uq,...,u,) je bdza konecnorozmerného vektorového
priestoru V. Potom prislusné suradnicové zobrazenie V.— K™ je bijektivne a zachovdva
linedrne kombindcie, t.j. pre lubovolné a,b € K, x,y € V plati

(ax +bY)o = a(x) o + D(Y) -

K nemu inverzné zobrazenie K™ — V' je dané predpisom ¢ — o - c.

V oznaceni posledného tvrdenia teda pre Iubovolné x € V', ¢ € K™ plati
x=0a-(T)a, (a-c)o =c.

Prvéa rovnost ukazuje, ako mozno vektor x zrekonstruovat z danej bazy a a jeho strad-
nic (¢)a Vv tejto baze; druhd zachytava zrejmy fakt, ze stradnice linedrnej kombinacie
S ciu; v baze uq, ..., u, tvori vektor (c1,...,c,)7T.

Préve zavedené stradnice by sme mohli podrobnejsie nazvat stlpcovymi sturadnicami
vzhladom na dant bazu. Podobnym sposobom mozno zaviest i riadkové siradnice a
dokazaf pre ne analogické tvrdenia ako pre stipcové. V takom pripade je samozrejme
vhodnejsie zapisovat prislusnii bazu ako stipcovy vektor o = (u1,...,u,)7 a v pripade
riadkového priestoru V' = K™ ju stotoznit s maticou s riadkami w1, ..., u,. Podrobnosti
prenechdvame na doplnenie ¢itatelovi.
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5.3.3. Priklad. Oznacme e,gn) = s;(I,) € K™ stipcovy vektor pozostévajtci zo samych
nal, okrem i-tej zlozky, ktora je 1. Potom (™ = (eﬁ”), . ,87(1”)) je béza stlpcového
vektorového priestoru K". Nazyvame ju kanonickou bdzou tohto priestoru. Tato bazu
mozno zrejmym sposobom stotoznit s jednotkovou maticou I,,. Pokial nebude hrozit
nedorozumenie, budeme horny index (n) vynechavat a prislusna bazu oznacovat struéne

e = (e1,...,e,). Pre lubovolny vektor © = (z1,...,2,)? € K" plati
T =x1€1+ ... +2Tp€y,

preto (x). = @, t.j. kazdy vektor & € K" splyva so svojimi vlastnymi stradnicami
v kanonickej baze.

Kanonicka baza riadkového vektorového priestoru K™ je tvorena riadkami jednotko-
vej matice I,, a znac¢ime ju (™ = (eﬁ"), .. .,e%n))T alebo strucne € = (ey,...,e,)7,
t.j. rovnako ako v predchadzajicom pripade, len s tym rozdielom, ze €(™) = € je teraz
stipec vektorov a kazdé e; je riadok pozostavajuci zo samych nil, okrem i-teho miesta,

ktoré je 1.

V predoslom priklade je, okrem iného, zahrnuty aj dékaz nasledujiceho ocakavaného
vysledku.

5.3.4. Veta. Pre lubovolné n € N plati dim K™ = n.
5.3.5. Priklad. Stlpce matice

1 1 11
1 1 10
1 1 0 0
1 0 0 0

tvoria bazu a (stipcového) vektorového priestoru K* (presvedéte sa o tom s vyuzitim
tvrdenia 5.2.3 a vety 5.3.4). Stradnice vektora © = (21, 72,73, 74)T € K™ v baze a st
dané vztahom
(%)a = (x4, 23 — 24,22 — 23,21 — 22)"
Plati totiz
x1
L2
T3
Xq

24 + (23 — T4) + (22 — x3) + (21 — x2)

— e
O ==
o O =
SO O

Overte.

5.3.6. Priklad. Ozna¢me €™ = (1,z,...,2") usporiadand (n + 1)-ticu prvjch n + 1
mocnin premennej z. Lahko nahliadneme, ze £€(™) je baza vektorového priestoru K (™ [z]
vSetkych polynémov stupiia < n v premennej x nad polom K. Stradnice polynému
flz) =31 a;x" v tejto baze tvori vektor

(f)g(n) = (ao,al, .. ,an)T € Kn+1.

Teda dim K (™ [z] = n+1. Na druhej strane vektorovy priestor K [x] vietkych polynémov
v premennej x nad polom K zrejme nie je konecnorozmerny, teda dim K[z] = co.
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5.3.7. Priklad. Nech m,n € N. Pre Tubovolné 1 < k < m, 1 < [ < n oznacme
E}Jnn) = Eji; = (0i10;1)mxn maticu typu m x n nad polom K, pozostavajicu zo samych
nual, okrem miesta (k, 1), na ktorom je 1. Zrejme kazda maticu A = (ax;) € K™*" mozno

jednoznacne vyjadrit v tvare
m n
A=>"> auEy,

—

z ¢oho vyplyva, Ze matice E,(;ln’n), 1 <k <m,1 <1 < n, tvoria bazu vektorového

priestoru K™*™ vSetkych matic typu m x n nad polom K. Jej $pecidlnym pripadom je
kanonicka béaza e(™ v priestore K”. Dostavame tak dalsi o¢akavany vztah: dim K*" =
mn.

5.3.8. Priklad. Pole C vSetkych komplexnych ¢isel je rozSirenim pola R vsetkych
redlnych ¢isel. Teda C mozno povazovat za vektorovy priestor nad polom R (pozri
priklad 1.6.1). Kazdé komplexné ¢islo z mozno jednoznac¢ne vyjadrit v tvare

z=a+ bi=al + bi,

kde a = Re z, b = Im 2 st redlne ¢isla, nazyvané redlna resp. imagindrna cast komplex-
ného ¢isla z, a i je imagindrna jednotka. To znamend, ze komplexné ¢isla (t.j. vektory)
1, i tvoria bazu vektorového priestoru C nad polom R. Stiradnicové zobrazenie vzhladom
na tato bazu je dané vztahom

() = (iﬁi) B (i((zt?)>

kde Z = a — bi je ¢islo komplexne zdruZené k cCislu z = a + bi. Teda dimgr C = 2. Na
druhej strane kazdé pole K, uvazované ako vektorovy priestor nad sebou samym ma
dimenziu 1, t.j. dimg K = 1. Specidlne dimg R = 1 aj dimc C = 1.

—

5.4. Dimenzia prieniku, suc¢tu a sti¢inu vektorovych priestorov

V tomto paragrafe preskiimame niektoré zakladné vlastnosti dimenzie, uvazovanej ako
zobrazenie definované na vSetkych vektorovych priestoroch nad pevnym polom K.

Na zaciatok si uvedomme, Ze Tubovolny linedrny podpriestor S vektorového prie-
storu V' je i sdm vektorovym priestorom nad tym istym polom, teda pojmy ako baza
podpriestoru S a dimenzia podpriestoru S maji dobre definovany vyznam. Zrejme
kazdy podpriestor kone¢norozmerného vektorového priestoru je i sdm kone¢norozmerny.

5.4.1. Veta. (Grassmannova formula) Nech S, T C V si konecnorozmerné linedrne
podpriestory vektoroveho priestoru V. Potom

dim(S+7T) =dim S + dim7T — dim(SNT).

Doékaz. Ozna¢me dim S = m, dimT = n, dim(S NT) = k. Nech uy,...,u; je baza
podpriestoru S NT. Doplinme tato bazu do bazy wi,...,u,v1,...,V,,_; podpriestoru
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S, a taktiez do bazy wi,...,us,ws,...,w,_ podpriestoru 7T'. Dokazeme, ze vektory
ULy e ooy Upy VY, oy, Uy, W1, - . ., Wy tvoria bazu podpriestoru S + 7. Tym budeme
hotovi, lebo potom naozaj plati

dim(S+T)=k+(m—-k)+(n—k)=m+n—k
=dim S +dim7 —dim(SNT).

KedZe vektory wi,...,up,v1,...,Um_k, W1, ..., W, _j zrejme generuji podpriestor
S 4+ T (premyslite si detaily), zostdva dokazat, ze st tiez linedrne nezavislé. Nech
A1, 0,01, .. bp_k,C1,...,Ccn_k sU skalary také, ze

aiuy + ... +apup +bivi+ .. A by kU 1w + .. F Cp pWe—i = 0.
Potom
a1y + ...+ agur +b1v1 + .+ by kU = —(C1w1 + ... F Cp— kWi k),

pricom vektor na lavej strane patri do S a vektor na pravej do T'. Ttto spolo¢ni hodnotu
z € SNT mozno vyjadrit ako linedrnu kombinéciu len vektorov u,...,us. Z jedno-
znacnosti vyjadrenia z v baze uq,...,ur,v1,...,V,,_i podpriestoru S tak dostavame
by =...=by_r =0. Preto

a1y + ...+ arup +ciwi + ...+ Cp_pWp_r = 0.

Z linearnej nezavislosti bazy uq,...,ug, wy,...,w,_; podpriestoru T' potom vyplyva
ar=...=a,=0,c1=...=c¢p_ =0. Teda uy, ..., up,v1,...,Vp_g,W1,..., Wy_L
su linedrne nezavislé vektory.

5.4.2. Doésledok. Nech S, T su linedrne podpriestory vektoroveho priestoru V. Potom
SNT = {0}, t.j. sicet S+ T je direktny, prdve vtedy, ked

dim(S +7) =dim S + dim 7.

Préve dokazané vztahy pre dimenzie koneénorozmernych podpriestorov nejakého vek-
torového priestoru napadne pripominaja vztah

H(XUY)=#X+#Y —#(XNY)

pre pocty prvkov koneénych mnozin z paragrafu 0.2, ktory sa v pripade disjunktnych
mnozin redukuje na rovnost

H#(XUY)=#X+#Y.

To znamend, Ze kone¢norozmerné vektorové priestory (hoci v typickom pripade priesto-
rov nenulovej dimenzie nad nekoneénym polom ide o nekoneéné mnoziny) sa spravaji
do znacnej miery podobne ako kone¢né mnoziny. Dimenzia dim V' kone¢norozmerného
priestoru V' je tak akousi mierou jeho ,velkosti“, podobne ako pocet prvkov # X je
mierou velkosti koneénej mnoziny X . Direktny (priamy) stcet linedrnych podpriestorov
je tak analégiou zjednotenia disjunktnych mnozin.

Na rozdiel od multiplikativneho charakteru poc¢tu prvkov kartezianskeho stic¢inu ko-
nec¢nych mnozin, ktory je dany formulou

#(X XY)=#X #Y,

sa vSak dimenzia priameho stéinu koneénorozmernych vektorovych priestorov (pozri
priklad 1.6.4) sprava aditivne, t.j. do zna¢nej miery podobne ako logaritmus.
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5.4.3. Tvrdenie. Nech V, W si konecnorozmerné vektorové priestory nad polom K.
Potom pre dimenziu ich priameho sucinu plati

dim(V x W) =dimV + dim W.

Dokaz. Nech vq,...,v,, je baza priestoru V a ws,...,w, je baza priestoru W. Staci
overit, ze vektory (v1,0),..., (vm,0),(0,w;),...,(0,w,) tvoria bazu priameho stcinu
V x W. Podrobnosti prenechavame ¢itatelovi.

V désledku toho pre kone¢norozmerné priestory Vi, ..., Vi nad polom K plati
dim(Vp x ... x Vi) =dimV; + ... 4+ dim Vj,
a pre k-tu priamu mocninu V* priestoru V méame
dim V¥ = k dim V.

Pozndmka. Ak obvyklym spdsobom rozsirime aritmetiku prirodzenych c¢isel aj na sym-
bol oo, t.j. polozime n + 0o =oco+n=o0c+ o0 =0 pren € NJ0-co=00-0=0a
n-o0o=o00-n=o00-00 =00 pren > 0, lahko nahliadneme, Ze vztahy dokézané v tomto
paragrafe zostavaju v platnosti aj pre nekone¢norozmerné priestory.

5.5. Usporiadané a neusporiadané bazy

Ak (uy,...,u,) je baza vektorovévo priestoru V, tak (uq(1),...,Us(n)) je tiez baza V
pre Tubovolnt premutéciou o mnoziny {1,...,n}. Inak povedané, vlastnost , byt bazou
vektorového priestoru® nezavisi od poradia vektorov v baze — nie je to ani tak vlastnost
prislusnej usporiadanej n-tice (uq,...,u,) ako skor mnoziny {uq,...,u,}. Na druhej
strane je rozumné povazovat bazy (w1, ...,un) a (Ug(1), - -, Us(n)), kde o je neidenticka
permutéacia, za rézne. Prislichaju im totiz rézne stiradnicové zobrazenia. Napr. € =
(e1,e2,e3), n = (ez,e3,e1) st bazy stlpcového priestoru K2, lisiace sa len poradim
svojich vektorov. Pre stradnice Tubovolného vektora @ = (x1, 72, 23)7 € K3 v tychto
bazach vsak plati:

T €2
(@)e=| 22|, (®)y=|as
T3 x1

Teda (z)e # (x)y, okrem pripadu, ked z; = zo = x3.

Doteraz $tudované bazy by sme vlastne mali presnejSie nazyvat konecnymi uspo-
riadanymi bdzami. To naznacuje moznosti uvazovat jednak o nekoneénych, jednak
o ,neusporiadanych® bazach. Kedze v centre nasho zaujmu nadalej zostavaju iba konec-
norozmerné priestory, oboch tychto otézok sa len letmo dotkneme.

Hovorime, ze nekone¢na postupnost (ux)3>, = (%o, w1, U2, ..., Uy, ...) je bdza, pres-
nejsie usporiadand baza vektorového priestoru V', ak je linedrne nezavisla a generuje cely
priestor V.

Treba zdoraznit, Ze podmienka generovania priestoru V hovori, Ze kazdy vektor
x € V mozno vyjadrit ako koneénd linedrnu kombindciu @ = > )_, cruy, kde n €
N a ¢p,...,c, € K, prvkov prislusnej bazy. ,,Nekonecné linedrne kombinéacie“ tvaru
> reo kU sme zatial nedefinovali a len samotna algebraicka struktira vektorého pries-
toru nam to vo vSeobecnosti ani neumoznuje.

Nasledujuce tvrdenie, ktorého dékaz neuvadzame, je obdobou tvrdenia 5.3.1.
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5.5.1. Tvrdenie. Postupnost vektorov (ui)5>, je bdzou vektorového priestoru V prdve
vtedy, ked kazdy vektor @ € V' moZno jednoznacne az na nulové cleny vyjadrit v tvare
linearnej kombindcie

T = Coug +Ccr1uy + ...+ cpuy,

kde n € N a cg,c1,...,cp € K.

Uvedomme si podstatnost vsuvky ,aZz na nulové ¢leny“. Vzhladom na premennt
hodnotu n dlzky prislusnej linedrnej kombinécie mozno napr. vektor ug —u; € V pisat
aj v tvare ug — uy + Ous + Oug a pod.

Na druhej strane, pri danej baze o = (uy);>, priestoru V kazdy vektor x € V
jednozna¢ne urcuje postupnost skalarov (c)s2, € K" takt, Ze c;, = 0 pre vietky k aZ
na koneény pocet, t.j. (cx)i, € K™ (pozri priklad 4.1.3 (a)), a plati

oo

xr = E CrUL .

k=0

Vsimnite si, ze takéto linedrne kombinécie obsahuji len koneéne mnoho nenulovych
s¢itancov, takze s ich definiciou nie je Ziaden problém. Uvedent postupnost (i),
potom nazyvame sturadnicami vektora x vzhladom ma bdzu o a oznacujeme ju ()e.
(Vzhladom na to, Ze nemienime dalej rozvijat prislusni teériu pre nekoneénorozmerné
priestory, nema zmysel blizsie Specifikovaf, ¢ tym mienime ,riadkova® alebo ,stipcovi®
postupnost (cx)p )

5.5.2. Priklad. Postupnost & = (27)%2, = (1,z,22,...,2",...) vSetkjch mocnin
premennej = je bazou priestoru K [z] vSetkych polynémov v premennej = nad polom K.
(Presvedéte sa o tom.) Stradnicami polynému

n
f(x):a0+a1$+...+an$"22aixi € Klz]
i=0

v tejto béaze je postupnost

(f)e = (ao,ai,...,an,0,0,...) e KM,

Podmnozinu X vektorového priestoru V nazyvame bdzou, presnejSie neusporiada-
nou bdzou priestoru V, ak X je linedrne nezavislad a [X]| = V. PouZiva sa tiez nézov
Hamelova baza.

Aj v pripade Hamelovych baz plati obdoba tvrdeni 5.3.1 a 5.5.1, ¢o umoziuje zaviest
na priestore V s takouto bazou stradnicové zobrazenie V — K(X) (pripominame, Ze
K& oznacuje vektorovy priestor vietkych zobrazeni f: X — K takych, ze f () =0
pre vSetky € X az na koneény pocet — pozri priklad 4.1.3). Suradnicami vektora
v € V wvzhladom na bdzu X nazyvame jednoznatne uréené zobrazenie f € K(X), pre

ktoré plati
v = Z f(x)x.
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(Vzhladom na koneény pocet nenulovych séitancov je uvedend linedrna kombinéacia
dobre definovana.) I tieto stradnice oznacujeme obvyklym sposobom (v)x = f.

Zostava otéazka, ¢i aj kazdy nekonec¢norozmerny vektorovy priestor ma bazu, podob-
ne ako kone¢norozmerné priestory resp. nekone¢norozmerné priestory polynémov K|z].
Inak povedané, radi by sme vediet, ¢i vobec kazdy vektorovy priestor mé bazu. Na
zédklade zakladnych axiém tedrie mnozin nemozno na tuto otdzku odpovedat. Az prijatie
tzv. axiomy viberu, postulujicej platnost istého principu platného pre koneéné mnoziny
aj pre nekone¢né mnoziny, nam umoziuje dat na uvedent otazku kladnt odpoved. Teda
za predpokladu axiémy vyberu mé kazdy vektorovy priestor nad Iubovolnym polom
toto tvrdenie zarucuje skutoc¢ne len existenciu takejto bazy a ni¢ viac. Nedava nam
nijakd konkrétnu bazu ani navod ako ju zostrojit.

K prikladom vektorovych priestorov, v ktorych nevieme nijako rozumne popisat Ha-
melovu bazu, hoci jej existenciu mame zaruéent, patria priestory KX, kde X je neko-
neénd mnozina, priestor C(a,b) vSetkych spojitych funkcii z netrividlneho uzavretého
interalu (a, b) do mnoziny R, no taktiez polia R ¢i C uvazované ako vektorové priestory
nad polom Q. Nie je to vSak az takd chyba, lebo v mnohych nekonecnorozmernych
priestoroch studovanych vo funkcionalnej analyze st uzitocnejsie iné typy ,,baz“, umoz-
nujuce vyjadrovat vektory z priestoru napr. v tvare istych ,nekonec¢nych linearnych
kombinacii“ Y °  ¢p@, prvkov ,bazy“.

*5.6. Fyzika v n-rozmernom priestore

Na zaver kapitoly si dovolime jedno odbocenie od hlavnej témy. Ked sa uz tolko ba-
vime o dimenzii, mozeme spolu trochu porozmyslat, ako sa trojrozmernost ,nasho*
priestoru prejavuje v matematickej podobe niektorych fyzikalnych zakonov. Na zaklade
toho sa pokuisime o extrapoléaciu tychto zakonov za hranice trojrozmerného priestoru.
Inak povedané, podnikneme spolu metafyzikalny (nie metafyzicky) myslienkovy expe-
riment, v ktorom sa pokusime trochu po$pekulovat nad otdzkou, ako by asi mohla
vyzerat ,fyzika v m-rozmernom priestore®. Samozrejme, nie je jasné, ¢i by pre n # 3
v n-rozmernom priestore mohli existovat vobec nejaki ,fyzici, t.j. ¢i by tu ,,fyziku“ mal
kto pestovat. Touto otazkou sa vSak zaoberaf nebudeme, hoci nase tvahy ndm aj na
nu naznacdia ist odpoved. Ale nebudeme predbiehat.

Ak sa len trochu hlbSie zamyslime nad charakterom priestoru, do ktorého sme nevdo-
jak vrhnuti, uvedomime si, Ze je plny zédhad. Je koneény (ohrani¢eny) alebo nekonecny
(neohraniceny)? Je diskrétny (pozostévajuci z akychsi najmensich, dalej uz nedelitel-
nych casti) alebo spojity (stvisly a donekoneéna delitelny)? KedZe skiisenost ndm na
tieto otazky nedéava jednoznacénii odpoved, filozofi sa oddédvna pokusali zodpovedat ich
na zaklade Spekulativnych tvah. Aktualne nekone¢no, ¢i uz smerom do dialky (t. j. sme-
rozmerom) sa vSak vymykéa nasim predstavdm. Rovnako problematicka je vSak pred-
stava ohrani¢eného priestoru ako i predstava akejsi najmensej, dalej uz nedelitelnej
priestorovej oblasti. Priestor si totiz nepredstavujeme ako sticno, t.j. ako ,nieco”, ale
ako prazdnu formu, naplnent sicnami. Za hranicou, ohranic¢ujicou ,.cely priestor®, by
uz nemohlo byt absolitne ni¢, ¢o si vSak nedokédzeme predstavit inak, ako prazdny prie-
stor. Podobne, akdkolvek malé priestorova oblast, je asponn myslienkovo (hoc nie nutne
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fyzikalne) dalej delitelnd na mensie casti.

Moderna fyzika sa s podobnymi otazkami nevysporadiva nijakou definitivnou odpo-
vedou. Namiesto toho konstruuje rozne matematické modely a na ich zéklade ziskava
predpovede, ktoré mozno porovnat s vysledkami experimentov. Tym sa tieto modely
¢lastocne potvrdzuju alebo falzifikuji. NavySe hypotéza zakriveného priestoru oddeluje
otazky (ne)konecnosti a (ne)ohrani¢enosti. Zakriveny priestor moze byt (sam v sebe)
neohraniceny a pritom mat koneény objem. Ale tak, ako zakrivena gulova plocha pou-
kazuje na existenciu trojrozmerného (nezakriveného) priestoru, zakriveny konecne velky
trojrozmerny priestor vyvolava otazku existencie nejakého viacrozmerného, neohrani-
¢eného a nezakriveného priestoru.

My sa vSak na tomto mieste nemienime zaoberat otdzkou konecnosti ¢i nekone¢no-
pozornost upriamime na omnoho tvrdsiu hranicu priestoru, ktort predstavuje jeho troj-
rozmernost. Na tato hranicu narazime, ked sa pokusime uskuto¢nit Styri rozne, navza-
jom kolmé tisecky, vychadzajice z jedného bodu. Priestor nam také nieco nedovoli.
Pritom existencia takychto tiseciek nevedie nevyhnutne k sporu, ich uskutoc¢neniu neb-
rania nijaké logické zékony, ale len a len priestor. Aby sme si uvedomili rozdiel medzi
priestorovou nepredstavitelnostou a logickou nemoznostou, pokisme sa vmysliet do po-
stavenia akychsi plochych bytosti, obyvajacich dvojrozmerny priestor, t.j. rovinu. V ro-
vine mozno uskuto¢nit len dve rézne navzajom kolmé tsecky vychddzajice z daného
bodu. Nasi ,,dvojrozmerni ludkovia® by si zrejme nevedeli predstavif tri takéto tisecky, ¢o
pre nas nepredstavuje nijaky problém. Podobne nejaké bytosti, obyvajice n-rozmerny
priestor, kde n > 3, by si asi vedeli predstavit n navzdjom kolmych tseciek. Teda ich
existencia je logicky moznd.

Vrafme sa vSak k povodnej otazke: ako sa prejavuje trojrozmernost nasho priestoru
v matematickej podobe niektorych fyzikalnych zdkonov a aku ,fyziku* by asi objavili
Hfyzici“ v n-rozmernom priestore.

Samozrejme, nebudeme sa zaoberat uvedenymi otazkami v celej ich Sirke, len sa
pokiisime ilustrovat naznac¢eni problematiku na priklade Newtonovho gravita¢ného z&-
kona. Uplne analogicky by sme mohli postupovat i v pripade Coulombovho zakona pre
elektrostaticku silu.

Podla Newtonovho gravitaéného zékona centralne symetrické teleso o hmotnosti M
vytvara okolo seba centralne symetrické gravitacné pole, ktoré na hmotny bod o hmot-
nosti m vo vzdialenosti r od stredu telesa pdsobi silou

mM

F =
r2

b

kde s je gravitaéna konStanta, ktorej hodnotu mozno stanovif experimentalne. Gravi-
ta¢nd hmotnost je priamo definované ako miera gravitaéného ucéinku telesa, ¢o vyjadruje
priama umernost uvedenej sily hmotnostiam oboch telies. Z centralnej symetrie gravi-
tacného pola, ktord je désledkom izotropie (homogenity) priestoru, vyplyva, Ze uvedena
sila zavisi len od vzajomnej vzdialenosti oboch telies a nie od dalsich parametrov ich
vzadjomnej polohy, napr. od smeru. Navyse je rozumné predpokladat, Ze gravitacéna sila
bude slabniit so vzdialenostou r. Na prvy pohlad vsak nie je jasné, preco by mala slab-
nut akurat nepriamo timerne jej druhej mocnine. Ukézeme si, Ze prave to je dosledkom
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trojrozmernosti priestoru. Rovnako opravnene vSak mozno tvrdit, Ze trojrozmernost
priestoru je dosledkom prislusnej podoby v nom platného gravitacného zakona.

Gravitacné pole si znazornujeme geometricky pomocou kriviek nazyvanych silociary.
Tie maju v pripade centralne symetrického pola v izotropnom priestore tvar polpriamok
vychadzajucich zo stredu zdroja. Velkost pritazlivej sily posobiacej na hmotny bod je
(okrem jeho hmotnosti) priamo timerna hustote tychto silo¢iar v danom mieste. Kedze
na povrchu gulovej plochy s polomerom r, opisanej okolo stredu prifazlivosti je hustota
silo¢iar vSade rovnaka, tato hustota klesa so vzdialenostou r nepriamo imerne plo$nému
obsahu povrchu danej gulovej plochy. Tento obsah mé hodnotu 4772. To znamena, Ze
velkost pritazlivej sily F' je nepriamo timerné druhej mocnine vzdialenosti 7.

Pod (n — 1)-rozmernou sférou rozumieme povrch n-rozmernej gule v n-rozmernom
priestore. Ak si jej stred zvolime za pociatok stradnej sustavy, tak (n — 1)-rozmerna
sféru s polomerom r mozno stotoznit s mnozinou

SP=U(r) = {(x1,...,2,) € RY; 22 + ... 4+ 22 =12},
Velkost (n — 1)-rozmerného povrchu sféry S(™~1)(r) je priamo timernad mocnine 7",
Rovnakou tvahou ako v predchéddzajicom odstavci tak mozno odvodit nasledujici tvar
Newtonovho gravitacného zakona v n-rozmernom priestore:

F= An Tn——l’
kde s, je gravitaéna konstanta, M je hmotnost centralne symetrického telesa vytvara-
juceho prislusné gravitacné pole, m je hmotnost hmotného bodu a r jeho vzdialenost
od stredu pritazlivosti. Specialne si uvedomme, Ze v jednorozmernom priestore, t.j. na
priamke, gravitac¢nd sila nezavisi na vzdialenosti (silo¢iary sa nemaji kam rozptylit, ich
hustota sa so vzdialenosfou nement).

Préca, ktort je potrebné vynaloZif na premiestnenie hmotného bodu s hmotnostou m
zo vzdialenosti r1 > 0 do vzdialenosti r9 > r1 od stredu pritazlivosti, je dand integralom

T2 T2
A:/ Fdr:%an/ ri=mdr.

Pre jednotlivé hodnoty n dostavame

A =seymM(re —11), ak n =1,
A:%Qlinr—Q, ak n =2,
™
M 1 1
A:%nm (n2_ n2), ak n > 3.
n—2\ry 2

DalSou analyzou uvedenych vztahov (¢o uz nebudeme robit) mozno zistit, Ze pohyb
v jedno- a dvojrozmernom priestore, t.j. na priamke a v rovine, by bol nesmierne ener-
geticky naro¢ny. Vymanit sa z gravita¢ného pola daného telesa (ro — oo) by si vyzia-
dalo nekonecne velka energiu. NavySe v rovine je v takomto poli mozny len pohyb po
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kruhovych uzavretych orbitach, alebo po neuzavretych orbitach (tvaru ruzice), pricom
oba typy st stabilné. Uzavreta draha prechddzajica v roznych vzdialenostiach od stredu
pritazlivosti nie je mozné. (Pripadom n = 1 sa ani nemusime zaoberat, lebo na priamke
jednoducho ,nie je dost miesta“ na pohyb bodu po uzavretej orbite ,,okolo* iného bodu
— zrazka by bola nevyhnutna.) Gravitacné pdsobenie v n-rozmernom priestore je pre
n > 4 zasa daleko od zdroja také slabé a blizko zdroja také silné, Ze iné uzavreté orbity
ako kruhové nie s mozné, a i tie st nestabilné. Aj t4 najmensia odchylka od kruhovej
drahy (zapri¢inend napr. posobenim dalsich planét) by sposobila zmenu kruhovej drahy
na Spirdlova (napr. unik Zeme od Slnka alebo pad nar). Nestabilita pre n = 4 ma
Specidlny charakter: za velmi idealizovanych predpokladov si mozno predstavit prechod
z jednej kruhovej orbity na int1 v désledku dvoch po sebe nasledujtcich presne zladenych
»drgnuti“ v opa¢nych smeroch (pri ktorych sa zachovéa energia a moment hybnosti).
Kazdopadne vsak stabilné kruhové orbity st mozné len v dimenziach 2 a 3 a stabilné
eliptické orbity len v dimenzii 3.

K podobnym efektom by dochadzalo aj posobenim elektrostatickej sily, pod vplyvom
ktorej sa elektrény pohybuji okolo jadra atému. Dvojrozmerny atém by bol natolko
stabilny, Ze by sa vobec nemohol ionizovat, teda v dvojrozmernom priestore by vébec
nemohlo dochadzat ku vzniku chemickych zlacenin. Vo viac nez trojrozmernom prie-
store by zas nemohli existovat stabilné atémy — pri najmensej odchylke by elektrén po
spiralovej drahe z atomu unikol alebo spadol na jadro. Jemnejsia analyza kvantovo-
mechanickych javov ukazuje, ze pre n > 5 — aj bez pdsobenia vyvolavajiceho mala
odchylku — by elektrény v obale atému samovolne prechadzali na c¢oraz vzdialenejSie
orbity, teda atom vo viac nez Stvorrozmernom priestore by sa spontanne ionizoval.
Pripad n = 4 je opiit singuldrny: moment hybnosti obiehajiceho elektrénu by mohol
nadobudat len jedini pevne stanoveni hodnotu.

Pokial teda uzname opravnenost vykonanej extrapolécie fyzikdlnych zédkonov troj-
rozmerného sveta aj na svety inych rozmerov (¢o je zrejme najproblematickejsie miesto
nasich tvah), dochddzame k zaveru, ze tak stabilné systémy planét obiehajucich okolo
centralnych hviezd ako aj stabilné a jednako zlucovania schopné atémy pozostavajice
z jadra a elektronového obalu sit mozné len v trojrozmernom priestore.

CVICENIA

1. Dokéazte tvrdenie 5.2.3. (Ndvod: Pouzite Stenitzovu vetu 5.1.1 a tvrdenie 5.2.1.)

2. Vyberte z danych vektorov bazu vektorového priestoru V nad polom K (ak je to mozné; ak to
nie je mozné, zdévodnite preco):
(a) K=R, V=R x=(2237, y=(-1,0,2)T, 2= (0,2,71)7, u=(1,2,7)T, v = (3,2,1)T;
(b) K= C) V= (C47 T = (1ai717i)7 Y= (ialai71)’ z= (1a1a1a1)7 U= (1707071)’ v = (0717170)7
(c) K =125, V=173 = = (0,1,2,3)T, y = (1,2,3,49)7, 2 = (2,1,0,49)T, u = (1,3,0,2)7,
v=(3,4,0,1)T;
(d) K=Q,V=0QW[z], fo(x) =1, fi(z) =1+, f2(z) = (1 +2)2, f3(z) = (1 +2)>.

3. Dopliite uvedené vektory do bazy vektorového priestoru V nad polom K (ak je to mozné; ak to
nie je mozné, zdévodnite preco):
(a) K =R, V =R®z], g(x) =14 2z + 722, h(z) =1+ x;
by K=C,V=C%u=(1+i,1-1,22)T, v=(1+3i,3 1,4+ 2i,—2+4i)7T;
(c) K=Zr,V = Z;S) [z], fo(z) =5+ 6z + 522 + 623, f1(z) = 6 + bz + 622 + 5x3;
(d) K=27Z11,V = Zﬁ) [z], fo(z) =5+ 6z + 522 + 623, f1(z) = 6 + bz + 622 + 5x3.
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. 'V kazdej z tloh cviceni 2 a 3 urcte dimenziu linedrneho podpriestoru generovaného vsSetkymi
danymi vektormi.

5. Dokazte tvrdenie 5.3.2.
6. Podrobne dokazte, ze €(™) = (ey,...,en) je baza vektorového priestoru K™.
7. Doplite vynechané podrobnosti v priklade 5.3.5.
8. Dokéazte, ze uvedend konecéna postupnost vektorov B tvori bazu vektorového priestoru V nad
polom K a néjdite sturadnice vektorov @, y v tejto baze.
(a) K=R,V=R?B=((123)",01,-1,1)"(2107"),z=(1,1,1)7, y = (0,1,-2)7;
b)) K=C,V=C®z,B=(141i1+izi—22),x=f(z) =2 y=g(z) =1+ 2%
(c) K =17, V =174, B = ((1,1,0,007,(0,0,1,1)7,(1,0,0, 1), (0,1,1,1)T), @ = (1,0,0,0)T,
y=(1,1,1,0)7;
dK=R,V=C,B8=(1+,1l—-1),xz=1,y=1
8. Dokazte, ze vektory wi, ..., Uk, V1, .., Um_k, Wi,...,W,_ z dokazu vety 5.4.1 naozaj generuju
linearny podpriestor S + T
9. ZovSeobecnite dosledok 5.4.2 na stcet Iubovolného koneéného poctu linedrnych podpriestorov a
dokazte toto zovseobecnenie.
10. Doplnte vynechané podrobnosti v dékaze tvrdenia 5.4.3.
11. Nech A € K™*™ je matica v stupnovitom tvare. Dokazte, ze
(a) jej nenulové riadky tvoria bazu linearneho podpriestoru [r1(A), ..., rm(A)] C K1xn;
(b) jej stipce, v ktorych lezia vedtice prvky jej riadkov, tvoria bazu linedrneho podpriestoru
(51(A), .., sn(A)] C K<L,
(c) Odvodte z (a) a (b), Ze pre matice v stupniovitom tvare plati dim[ri(A),...,rm(A)] =
dim[s1(A),..., sn(A)].
12. Nech A, B € K™*", Dokazte postupne nasledujice tvrdenia:
(a) A~ B = [ri(A),...,rm(A)] = [ri(B),...,rm(B)].
(b) Ak A ~ B a B jenavySe v stupliovitom tvare, tak jej nenulové riadky tvoria bazu linedrneho
podpriestoru [r1(A),...,rm(A)] C K1xXn,
(c) Na zéklade (b) sformulujte postup, ako mozno Gpravou vhodnej matice pomocou ERO néjst
k danym (riadkovym) vektorom @1, ..., xn € K™ nejakd bazu ich linedrneho obalu [x1, ..., zm].
Té&to baza nie je spravidla (az na velmi $pecidlne pripady) vybrand z vektorov «i,...,®m, na
druhej strane vSak mozno dpravou prislusnej matice na redukovany stupnovity tvar dosiahnut
velmi jednoduchy a prehladny tvar tejto bazy.
(d) Rieste analogickt tilohu ako v (c) pre stipcové vektory.
13. S vyuzitim cvicenia 12 (b) nanovo dokazte jednoznaénost redukovaného stupniovitého tvaru danej
matice, t.j. pre lubovolné matice A, B € K™*" v redukovanom stupniovitom tvare plati A ~
B = A = B (porovnaj s cvi¢enim 3.13). (Ndvod: Uvedomte si, ze sa sta¢i obmedzit na matice
s nenulovymi riadkami, a dalej postupujte indukciou podla poétu riadkov m.)
14. S pouzitim cvicenia 13 dokdzte zosilnenie tvrdenia z cvidenia 12 (a) do podoby ekvivalencie, t.j.
pre lubovolné A, B € K™*"™ plati A~ B < [r1(A),...,rm(A)] = [ri(B),...,rm(B)].
15. S vyuzitim vysledkov cvienia 12 néajdite pre uvedené vektory z vektorového priestoru V nad

polom K ,¢o najjednoduchsiu“ bézu ich linedrneho obalu a dopliite ju (ak treba) do ,,¢o najjed-
noduchsej*“ bazy celého priestoru V:

(a) K=R,V =R* a=(2,0,0,3), y=(4,-1,4,0), z = (2,-1,4,3), u = (2,2, -8, —9);

(b) K =R,V =R% & =(0,0,2,-1)7, y = (3,-1,2,007, 2 = (-3,1,2,-2)T, u = (2,-1,1,-2)T;
() K=C,V=C3a=(i1,1+i),y=(1+i,1-12), z=(2,-1,3 - 2i)7T;

(d) K=R, V=RO®[z], f(x) =2+ x4+ 22 — 23, g(z) = 222 — 2%, h(z) = 1 — = + 2z2;

(e) K=175,V =23, &= (2,4,3), y=(0,1,2), 2= (4,0,0);

() K =77, V=7 [a], f(z) =2+ 4z + 322, g(x) = = + 222, h(z) = 4.
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Nech q # %1 je Iubovolné redlne ¢islo. Pre k,n € N, k < n, definujme g-binomicky koeficient ako

iraz () — (@"=D@" 1) (g
vyraz (k)q = (¢F=1)(¢F—1—-1)...(¢—1)

navyse kladieme (Z)q = 0. Potom pre lubovolné k < n plati:

@) (7), = G2 (b) (;) = lim (%), © (0)y = () =1

@ (1), = (), (), = ), + (), ek 1<k <

Dokézte. Rovnosti (c¢) a (d) sa nazyvaju pravidlami g-Pascalovho trojuholnika pre g-binomické
koeficienty (porovnaj s cvi¢enim 0.18).

—1  Specialne pre k = 0 sa tym mysli (g)q =1.Prek>n

Nech pole K je kone¢né a mé préve ¢ prvkov. Pre k,n € N oznaéme Cy(n, k) pocet vsetkych
k-rozmernych linedrnych podpriestorov vektorového priestoru K™. Dokazte postupne nasledujtce
tvrdenia:

(a) Pre lubovolné n plati Cyq(n,0) = Cq(n,n) =1 a Cy(n, k) =0 pre k > n.

(b) Cy(n, k) sa rovna pocétu vietkych matic A € K**" v redukovanom stupiiovitom tvare, ktoré
maju vsetky riadky nenulové. (Ndvod: Uvazujte K™ ako priestor riadkovych vektorov a na zaklade
cviceni 12 a 13 reprezentujte kazdy jeho k-rozmerny linedrny podpriestor jednoznac¢ne urcenou
bazou, ktorej vektory, zapisané ako riadky pod sebou, tvoria maticu v redukovanom stupnovitom
tvare.)

(c) Pre 1 < k < n plati Cy(n + 1,k) = Cq(n,k — 1) + ¢*Cy(n, k). To spolu s (a) zabezpecuje,
ze &isla Cy(n, k) vyhovuju rovnakym podmienkam g-Pascalovho trojuholnika ako g-binomické
koeficienty (Z)q. (Ndvod: Vyuzite (b); matice A € K¥*("+1) y redukovanom stupiiovitom tvare

s nenulovymi riadkami rozdelte do dvoch skupin podla toho, ¢i vedici prvok posledného riadku
lezi alebo nelezi v poslednom stlpci — ukazte, ze prvych je Cq(n, k — 1) a druhych ¢*Cy(n, k).)
(d) Odvodte z (a) a (c) rovnost Cq(n, k) = (Z)q pre vSetky k,n € N.

(e) Kolko k-rozmernych linedrnych podpriestorov maji vektorové priestory Zg nad polom Zj;, pre
p=2,3,5"7,n=0,1,2,3,4,5, 0 < k < n? Zostrojte pociatocné useky prislusnych p-Pascalovych
trojuholnikov.

Nech K je pole a (pr(z))72, je postupnost polynémov z Klx] taka, ze stupen polynému py(x)
je préve k. Dokazte, ze postupnost (pg(z)) je bazou vektorového priestoru K|z]| (vyuzite cvice-
nie 4.11).



