9. AFINNE PODPRIESTORY A SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

V tejto kapitole sa opiit pozrieme cez prizmu toho, ¢o sme sa dosial naucili, na stustavy
linedrnych rovnic. Uvidime, Ze mnoZina rieSeni kazdej takej stustavy tvori afinny (v ho-
mogénnom pripade dokonca linedrny) podpriestor niektorého stipcového vektorového
priestoru K". Taktiez naopak, ukazeme, ze kazdy afinny podpriestor v K™ mozno po-
pisat ako podpriestor rieseni vhodnej ststavy linedarnych rovnic. Na vyjadrenie mnoziny
rieSeni tejto ststavy pomocou parametrov sa potom mozno divat ako na parametrické
rovnice prislusného afinného podpriestoru. Ziskané znalosti nam umoznia v konkrétnych
pripadoch uréit vzajomnu polohu afinnych podpriestorov.

V celej kapitole K oznacuje pevné, inak lubovolné, pole; m, n st Tubovolné, pevne
zvolené prirodzené cisla.

9.1. Podpriestor rieseni homogénnej stistavy a jeho baza

Nech A € K™*™ b € K™. Uvazujme homogénnu ststavu linearnych rovnic s maticou A
A-x=0,
a nehomogénnu sastavu s maticou A a pravou stranou b
A-x=0b.
Mnoziny ich rieSeni oznacime
R(A)={x e K"; A -x =0},

resp.
R(A|b) = {z € K"; A-x = b}.

Predpisom ¢(x) = A - « je definované linearne zobrazenie ¢: K" — K™, pri¢om
R(A) = Ker ¢. Z toho okamzite vyplyva

9.1.1. Tvrdenie. Pre lubovolni maticu A € K™*™ mnozina R(A) rieseni homogén-
nej sustavy A - x = 0 tvort linedrny podpriestor vektorového priestoru K™.

Doteraz sme homogénnu stistavu riesili apravou jej matice A na redukovany stuprno-
vity tvar B. Z tohto tvaru sme potom vycitali, ktoré nezname si zvolime za parametre
a ktoré nezname si vyjadrime pomocou nich. Presnejsie, nezndmu x; sme si zvolili
za parameter prave vtedy, ked sa v j-tom stipci matice B nenachadzal vedici prvok
ziadneho riadku matice B; ak sa v j-tom stlpci nachédzal veduci prvok nejakého riadku,
tak neznamu x; sme si vyjadrili pomocou tychto parametrov.

Uvedend veta nam umoziuje alternativny popis mnoziny rieSeni R(A) — kedze ide
o linedrny podpriestor v K™, mdzeme ho najispornejsie popisat zadanim (niektorej)
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jeho bazy. Kazdu béazu priestoru R(A) nazyvame tiez fundamentdlnym systémom rie-
seni sustavy A - x = 0. Potom kazdé riesenie prislusnej homogénnej ststavy mozno
jednoznac¢ne vyjadrit ako linedrnu kombinaciu vektorov z fundamentélneho systému
rieseni, a tiez naopak, kazda linedarna kombinacia vektorov fundamentalneho systému je
rieSenim prislusnej sustavy. Fundamentalny systém rieSeni najdeme nasledujicim po-
stupom.

Maticu A upravime pomocou ERO na redukovany stupniovity tvar B € K™*",
Mnozinu {1,...,n} rozdelime na dve podmnoziny J, J’, podla toho, ¢i sa v j-tom
stIpci matice B nachadza alebo nenachadza vedici prvok nejakého jej riadku. Oznaéme
k pocet prvkov mnoziny J' a zapiSme ju v tvare J' = {j; < jo < ... < jr}. Pre kazdy
index j; € J' zostrojime vektor v; = (vy,...,v,)7 € K™ takto: Zvolime v;,;, = 1 a
vj,1 = 0 pre 7 # [. Pre j € J vypoc¢itame hodnoty v;; k uvedenym hodnotam parametrov
Vj1,- -,V tak, aby cely vektor v; vyhovoval podmienke B - v; = 0. Potom vektory
v1, Va,..., V) tvoria bazu podpriestoru rieseni R(A). Pritom zrejme plati k = n—h(A).

Namiesto dokazu posledného tvrdenia si cely postup ozrejmime na priklade.

9.1.2. Priklad. Predpokladajme, Ze sme maticu A pomocou ERO uz upravili na re-
dukovany stupnovity tvar

120 0 —1/3
oo 1 0 12
B=10001 22

0000 0

Vedice prvky riadkov sa nachadzaja v stipcoch 1, 3 a 4. Teda nezndme 5 a x5 si zvolime
za parametre a nezname x1, x3 a x4 si vyjadrime pomocou nich. NaSa prva volba je
zo = 1, x5 = 0. Tomu zodpoveda vektor v; = (—2,1,0,0,0)”. Druh4 volba parametrov
je T3 = 0, z5 = 1. Tomu zodpoveda vektor vy = (1/3,0,—1/2,2,1)T. Potom vektory
v1, v tvoria bazu podpriestoru (fundamentalny systém) rieseni R(A) = R(B) C R®.

Ak sa .z estetickych dovodov“ chceme vyhnat zlomkom vo vysledku, sta¢i miesto
vektorov obsahujtcich ako stradnice zlomky vziat ich vhodné nenulové skaldrne né-
sobky. V nasom pripade sta¢i nahradif bazovy vektor vo ,kraj$im*“ bazovym vektorom
6vy = (2,0,-3,12,6)7.

Pre ,,velkost“ podpriestoru rieSeni homogénnej ststavy z nagich tvah vyplyva

9.1.3. Tvrdenie. Pre lubovolni maticu A € K™*™ plati

dimR(A) =n — h(A).

9.2. Podpriestor rieseni nehomogénnej sustavy

Prejdime teraz k otdzke Struktiry mnoziny rieSeni R(A | b) nehomogénnej stastavy A -
x =0>.
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9.2.1. Tvrdenie. Nech A € K™*" be K™.

(a) Ak y,z € R(A|b), taky — z € R(A).

(b) Ak z € R(A|b), x € R(A), tak z+x € R(A|b).
Dokaz. Mozno overit priamym vypoctom.

Z uvedeného tvrdenia vyplyva, Ze na popis mnoziny R(A | b) vSetkych rieseni neho-
mogénnej sustavy staci poznat podpriestor R(A) vSetkych rieseni prislusnej homogénnej
ststavy, t.j. nejaky fundamentalny systém (v1, ..., vy) jej rieSeni, a lubovolné jedno rie-
Senie z € R(A |b) nehomogénnej sustavy. Tvrdenie mozno potom schématicky zapisat
v niektorom z tvarov

R(A|b)=2z+R(A)={z+z; € R(A)}
=z+[vy,...,v]={z4+cv1+...+cpvE; c1,...,cr € K}
Kazdy si moze vybrat ten, ktory sa mu najvic¢smi pozdéava.

S vyuzitim pojmov predchadzajicej kapitoly mozno nase tivahy zhrntif do nasledu-
jacej podoby.
9.2.2. Tvrdenie. Nech A € K™*", b e K™. Ak sustava A -x = b md aspon jedno

riesenie, tak R(A |b) je afinny podpriestor v K™ so zameranim R(A). To znamend,

DirR(A|b)=R(A) ¢ dimR(A|b)=dimR(A)=mn—h(A).

9.3. Frobeniova veta a rieSenie nehomogénnej saustavy

Odpoved na otézku riesitelnosti nehomogénnej stistavy mozno dat porovnanim hodnosti
jej zékladnej a rozsirenej matice.

Zacneme pozorovanim, ze sustava A - = b méa aspon jedno riesenie z € K™ prave
vtedy, ked b € Im¢ (kde p(x) = A - x). Ak tento pripad nastane, tak, ako sme uz
ukdzali, R(A|b) = z+ R(A).

9.3.1. Veta. (Frobenius) Nech A € K™*™ b € K™. Potom nehomogénna sistava
A - x = b mad rieSenie prave vtedy, ked h(A|b) = h(A).

Dokaz. 7 poznamky vyslovenej tesne pred vetou vyplyva, Ze ststava A - x = b ma
rieSenie prave vtedy, ked b € [s1(A),...,s,(A)], t.j. prave vtedy ked

[s1(A),...,8,(A),b] =[s1(A),...,s,(A)].
Kedze

h(A|b) = dim[s1(A),...,s,(A),b],
h(A) = dim[s1(A),...,s,(A)]

a druhy z tychto podpriestorov je podpriestorom prvého, uvedena podmienka je zrejme
ekvivalentné s rovnostou h(A|b) = h(A).
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Frobeniova veta vlastne hovori uz znamu vec: nehomogénna stustava A - = b nema
rieSenie prave vtedy, ked sa pri tprave jej rozsirenej matice (A | b) na redukovany stup-
fovity tvar objavi nejaky riadok tvaru (0,...,0|d) € K™™' kde 0 # d € K. Takyto
riadok totiz zodpoveda rovnici 0 = d.

Ak upravime pomocou ERO rozsireni maticu (A | b) na redukovany stuptiovity tvar
(B|c), kde B € K™*™ a ¢ € K™, tak B je tiez v redukovanom stupiovitom tvare.
Potom R(A|b) = R(B|c) # () prave vtedy, ked sa ziaden veduci prvok nejakého
riadku matice (B |c) nenachadza v poslednom, t.j. (n + 1)-om stipci. Bazu priestoru
rieSeni R(A) = R(B) ndjdeme postupom popisanym v paragrafe 9.1. Nech J, J' a k
maji tam uvedeny vyznam. Jedno rieSenie z = (z1,...,2,)7 nehomogénnej sustavy
dostaneme volbou parametrov z;, = ... = z;, = 0 pre j; € J'. Zvy$né hodnoty z;
potom vypocitame tak, aby z vyhovovalo podmienke B -z = ¢, t.j. z; = ¢; pre j € J.

9.3.2. Priklad. Predpokladajme, Ze sme maticu (A |b) pomocou ERO uz upravili na
redukovany stupnovity tvar

100 3 1/4 0 2
0104 2 —1| -1
Blo=10 011 -5 6 |-27
0000 0 01l 0

Vidime, ze h(B|c) = h(B) = 3, teda R(A|b) = R(B|c) # (. Veduce prvky riadkov
sa nachadzaju v stipcoch 1, 2 a 3. Teda nezname x4, o5 a xg si zvolime za parametre
a nezname x1, T2 a r3 si vyjadrime pomocou nich. Prvej volbe x4 = 1, x5 = 24 = 0
zodpoveda vektor v; = (—3,—4,-1,1,0,0)T. Druh4 volba 74 = 0, x5 = 1, 26 = 0
nam d4 vektor vy = (—1/4,—-2,5,0,1,0). Tretou volbou x4 = x5 = 0, 16 = 1 ziskame
vektor vz = (0,1, —6,0,0,1)7. Potom vektory v, vs, v3 tvoria bazu podpriestoru rieseni
R(A) = R(B) C R® prislusnej homogénnej stistavy. Kone¢ne volbou parametrov x4 =
x5 = 16 = 0 ziskame jedno riesenie z = (2, —1,-2/7,0,0,0)7 nehomogénnej ststavy.

Vysledok mozno prehladne zapisat do tabulky (treba si vSak uvedomit, Zze sme ju
vypliiali uvedenym postupom):

U1 ()] V3 z
1 | =3 [—1/4] 0 2
Tz | =4 | —2 [ 1 | =1
T3 -1 5} —6 —2/7
T4 1 0 0 0
T6 0 0 1 0

Porovnajte tuto tabulku s maticou (B |c)!

9.4. Parametrické a vSeobecné rovnice afinnych podpriestorov

Hoci sa v tomto i v nasledujicom paragrafe obmedzime len na afinné podpriestory
stIpcového vektorového priestoru K™, nase Givahy maju irsiu platnost. Zvolenim pevnej
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bézy ich moZno pomocou suradnicového zobrazenia zrejmym sposobom preniest aj na
afinné podpriestory Iubovolného kone¢norozmerného vektorového priestoru V.
Kazdy afinny podpriestor M C K™ ma tvar

M=p+ui,...,u;] =p+[c]

pre nejaky bod p = (p1,...,pn)’ € M a vhodni usporiadanii k-ticu o = (u1, ..., ux)
vektorov z K™, kde u; = (uy,,...,un;)T. To znamena, 7e pre lubovolné = € K™ plati
x € M prave vtedy, ked existuje t = (t1,...,t,)7 € K* také, ze

r=p+a-t,

kde usporiadant k-ticu o sme ako obycajne stotoznili s maticou (u;;) € K nxk g0
stipcami wy,...,u;. Rovnost £ = p + o - t je maticovym zapisom parametrickyjch
rovnic afinného podpriestoru M C K™. Vektor t € K™ nazyvame vektorom parametrov
a jeho zlozky t1,...,tx € K parametrami. Po rozpisani do zloziek

r1 =p1 +uirts +uiste + ... + uikty
To = pa + ug1ty + uoste + ... + Uity

Tn = Pn + Up1ll + Upoly + ..o+ Unily

dostaneme obvyklejsi tvar, s akym sme sa v dimenzii n = 2 resp. n = 3 uz stretli
v stredoskolskej analytickej geometrii.

Ak navySe vektory uq,...,uy su linedrne nezavislé, ¢o mozno vzdy dosiahnut vyne-
chanim ,nadbytoc¢nych® vektorov, tak parametrické rovnice podpriestoru M nam priamo
ukézu jeho dimenziu: dim M = k.

Zapis afinného podpriestoru M C K" v tvare M = p+ [a], kde p € M a «a je
nejaké usporiadand k-tica, ktord generuje jeho zameranie Dir M (mozZeme si dovolit
predpokladat, ze a je dokonca baza v Dir M), budeme nazyvat jeho parametrickym
vyjadrenim. Parametrické vyjadrenie M = p + [« afinného podpriestoru mozno pria-
mo prepisat do jeho parametrickych rovnic € = p + « - t, (t € K*). Taktiez naopak,
z jeho parametrickych rovnic mozno okamzite ziskat jeho parametrické vyjadrenie. Stuvis
medzi tymito dvoma druhmi popisu je natolko bezprostredny, Ze ich ani nemusime prili$
uzkostlivo rozlisovat.

Na druhej strane, v predchadzajucich paragrafoch sme videli, ze kazda ststava line-
drnych rovnic A - & = b s rozéirenou maticou (A |b) € K™*("+1) (pokial m4 riesenie),
popisuje afinny podpriestor R(A|b) C K™. Najst parametrické rovnice tohto podpries-
toru uz vieme, treba si to len uvedomit. Ak totiz 8 = (vy,...,vx) je baza podpriestoru
R(A) rieseni prislusenej homogénnej sustavy a z € R(A|b) je lubovolné jedno riesenie
nehomogénnej ststavy — a jedno i druhé (pokial existuje) naozaj vieme najst —, tak

r=z+03-t,

kde t € K* je vektor parametrov, st parametrické rovnice afinného podpriestoru
R(A|b) C K™
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Inak povedané, vyriesit ststavu linearnych rovnic A - & = b znamena vlastne najst
nejaké (pripadne nie celkom hocaké ale v istom zmysle ,pekné®) parametrické rovnice
(alebo parametrické vyjadrenie) afinného podpriestoru R(A |b) C K™.

Casto je vSak potrebné riesit obratent tlohu: k parametricky zadanému afinnému
podpriestoru M C K™ najst jeho wSeobecné rouvnice, t.j. ststavu linedrnych rovnic
A -x =bonnezndmych z1,...,x, taka, ze M = R(A|b).

Nech teda M = p + [a] je afinny podpriestor v. K™, dany bodom p € K" a

usporiadanou k-ticou @ = (uy,...,ux) vektorov z K™, ktora stotoZnime s maticou
a = (ui;) € K™% 50 stipcami u ;. Parametrické rovnice * = p + o - t podpriestoru M,
kde z = (21,...,2,)T € K™ je vektor nezndmych a t = (t,...,t;)T € K* je vektor

parametrov, mozno prepisat do tvaru
I, - x=a-t+ p,
ktory mozno reprezentovat blokovou maticou

(In || p).

Nasa metéda bude zalozend na elimindcit parametrov tq,...,t; Upravou tejto matice
pomocou ERO. Maticu (I,, | & | p) budeme upravovat na riadkovo ekvivalentni maticu
tak, aby stredny blok vo vyslednej matici bol v stupnovitom tvare. Moézu nastat dve
moznosti

(1) h(ax) = n, ¢o spozname podla toho, ze vSetky riadky stredného bloku vyslednej
matice st nenulové. V tom pripade M = V a vSeobecné rovnice tohto podpriestoru
tvori prazdna ststava (t.j. sistava ktord neobsahuje ziadnu rovnicu). My sa jed-
noducho uspokojime s konstatovanim M = V' a nijakymi vSeobecnymi rovnicami
sa dalej nebudeme zaoberat.

(2) h(a) < n. Vtedy mozno stredny blok vyslednej matice rozdelit do dvoch pod
sebou umiestnenych blokov (%), kde horny blok D je stupnovita matica typu
h(a) x k, ktord ma vSetky riadky nenulové, teda dolny nulovy blok ma rozmer
(n — h(a)) x k. Toto rozdelenie stredného bloku indukuje rozdelenie celej vysled-

nej matice do blokov
A | DY
Alo]|b)’

Potom A - & = b st vSeobecné rovnice afinného podpriestoru M, t.j. plati M =
p+[a] =R(A|b).

Popisany algoritmus mozno stru¢ne zhrnat do schémy
gro (A | D |V
(I |a|p) (Ao ts):

kde D je matica v stupriovitom tvare s nenulovymi riadkami (ktorych pocet teda nutne
je h(D) = h(ex)). Ako vedlajsi produkt takéhoto vypoctu, mozno z k-tice o vybrat bazu
zamerania Dir M = [a]: je tvorend vektormi u;,,...,u;, kde 1 <j; <...<j < kst
indexy tych stlpcov matice D, v ktorych sa nachadzaji vedtce prvky jej riadkov (pozri
tvrdenie 4.5.3). Spravnost celého algoritmu vyplyva z nasledujtaceho tvrdenia.
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9.4.1. Tvrdenie. Nech B € K™™ C € K"* ¢ p € K". Ak blokovd matica
(B|C|p) je riadkovo ekvivalentnd s blokovou maticou

A | D |V
A0 ]|b)’

kde D je matica v stupriovitom tvare s nenulovymi riadkamsi, tak

R(A|b)={z e K™ 3te KF)(B-x=C-t + p)}.

Doékaz. Matica (B | C | p) zodpoveda ststave B-x = C-t + p v nezndmych 1, ..., 2,

t1,...,tr. Podobne matica
A | D |V
A0 |b

zodpoveda sustave

A.-xz=D-t+V
A-x=b

v rovnakych neznamych. Vzhladom na riadkovt ekvivalenciu prislusnych matic si obe
sustavy ekvivalentné.
Dokézeme, ze pre Tubovolné x € K™ nasledujice podmienky st ekvivalentné:

(i) A-x=1b;
(i) 3te K*)(A'-x=D-t+b & A-x=0);
(iii) Jte KM)(B-x=C -t + p).

Kedze implikacie (ii) = (iii) = (i) platia trivialne, vysvetlenie potrebuje iba implikacia
(i) = (ii). Zrejme hodnost matice D sa rovna poctu jej riadkov a ten je < n. Preto tiez
h(D|A"-x —b") = h(D) nezavisle na x. Ale to podla Frobeniovej vety 9.3.1 znamena,
7e ststava D -t = A’ - x — b’ (v neznamych t1,...,t;) mé nejaké riesenie t € K* pre
fubovolné = € K™.

Pozndmka. 7 uvedeného dokazu vyplyva, ze tvrdenie 9.4.1 zostéva v platnosti, aj ked
matica D nie je v stupniovitom tvare; sta¢i ziadat len linedrnu nezévislost jej riadkov.
Ta vSak mozno najistejsie nahliadnut prave tpravou prislusnej matice na stupriovity
tvar.

9.4.2. Priklad. Najdeme vSeobecné rovnice afinného podpriestorru M = p + [a] stlp-
cového vektorového priestoru Z3; nad polom Z1, kde p = (1,2,3,4,5)T a a je tvorena
stipcami matice

O = O~ N
W O N Ot =
T O NN O
o © oo
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Budeme upravovat maticu

100 0 012 1 0 1|1
01 00 0|1 5 2 62
0 01 0 O0j0 2 7 0|3
0 001 0|1 6 0 94
0 00 0 110 3 5 815

pomocou ERO tak, aby stredny blok nadobudol stupriovity tvar. Po niekolkych krokoch
dostaneme

1 00 0 02 1 0 1)1
5 1 0 0 0j0 10 2 07
4 3 0 0 1|0 O O 8|4
10 2 1.0 0|0 O O O0]6

9 301 110 0 0 012

Predovsetkym vidime, ze treti vektor Stvorice o je linearnou kombinaciou predcha-
dzajucich dvoch, preto ho mozno v prislusnom parametrickom vyjadreni podpriestoru
M vynechat. Zvysné tri vektory v a st linearne nezavislé, ¢ize dim M = 3. Konecne,
vSeobecné rovnice podpriestoru M vyzeraju takto

].0(171 —|—2.T2+I3 =6
921 + 322 + x4+ x5 =2.

Dosadenim sa mozno presvedcit, ze bod p skutoéne vyhovuje tejto stustave a vektory
stvorice av prislusnej homogénne;j stistave.

9.5. Rovnice prieniku a spojenia afinnych podpriestorov

V tomto paragrafe sa pokusime zostavit vSeobecné recepty, pomocou ktorych budeme
vediet napisat ¢i uz vSeobecné alebo parametrické rovnice prieniku a spojenia dvoch afin-
njch podpriestorov stipcového vektorového priestoru K™. Pri tom vezmeme do tGvahy
tri moznosti zadania pévodnych podpriestorov:

(1) Oba podpriestory st zadané vSeobecnymi rovnicami.

(2) Oba podpriestory st zadané parametricky.

(3) Jeden podpriestor je zadany pomocou vSeobecnych rovnic a druhy parametricky.
Kazdu situaciu budeme ilustrovat na jednom az dvoch konkrétnych prikladoch, v kto-
rych navyse vySetrime i vzajomnu polohu oboch afinnych podpriestorov.

(1) Nech afinné podpriestory M, N C K™ maji vSeobecné rovnice A - x = b resp.
B-x=c kde Ac K™ be K™, B € K", ¢ e K'. Potom vSeobecnymi rovnicami
prieniku M N N je ststava

s rozsirenou maticou
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Parametrické vyjadrenie prieniku M N N mozZno ziskat vyrieSenim tejto sistavy.

Ak hladame parametrické vyjadrenie spojenia M LIN, najprv vyrieSenim stistav s roz-
Sirenymi maticami (A |b) resp. (B|c) ziskame parametrické vyjadrenia jednotlivych
podpriestorov M a N. Z nich na zaklade tvrdenia 8.3.3 (b) zostavime parametrické vy-
jadrenie podpriestoru M U N (pozri tiez priklad 8.3.5). Konec¢ne, ak nas zaujimaja vse-
obecné rovnice podpriestoru M U N, moZzeme ich odvodit z jeho parametrickych rovnic
metédou opisanou v druhej ¢asti predchddzajuceho paragrafu 9.4 (pozri tvrdenie 9.4.1
a priklad 9.4.2).

9.5.1. Priklad. Afinné podpriestory M, N vektorového priestoru Q* st dané su-
stavami

$1+£IZ‘2—.€E3+1‘4:9

T1— X9+ 23— T4 =—3
resp.

1 +3r9+ 223 —x4 =0
1 — 3Ty —2x3+ x4 =6.

Ak dame tieto sustavy dohromady, ziskame vSeobecné rovnice prieniku. Ich rieSenie
vSak bude vyhodné trochu odlozit a najprv upravit rozsirené matice povodnych sistav:

11—119N10003
1 -1 1 -1|-3 01 -1 1(6)"

1 3 2 —-1j0) (1.0 0 0 3
1 -3 -2 1 |6 0 1 2/3 -1/3|-1)"
Z upravenych matic okamzite dostavame parametrické vyjadrenie povodnych podpries-

torov (matica v hranatych zatvorkdch oznacuje linedrny podpriestor generovany jej
stipcami)

3 0 0 3 0 0
6 1 -1 1 9 1
M=1ol*T11 o N=1o "3 o
0 0 1 0 0 3

Ak napiSeme obe upravené rozsirené matice vSeobecnych rovnic podpriestorov M a
N do blokov pod seba, dostaneme rozsirenii maticu vSeobecnych rovnic podpriestoru
M N N. Jej tipravou na redukovany stupnovity tvar vyjde

100 0 3
010 1/5| 9/5
0 0 1 —4/5|-21/5
000 O 0
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Odtial uz priamo vyplyva parametrické vyjadrenie

3 0

| o9 -1
MON= 915 | 7] 4
0 5

Zistili sme, ze dvojrozmerné afinné podpriestory M, N maji jednorozmerny prienik,
teda st roznobezné. Preto tiez dim(M U N)=2+4+2—-1=3.

Ak postavime vedla seba generatory smerovych podpriestorov Dir M a Dir N, tp-
ravou prislusnej matice zistime, Ze prvé tri si linedrne nezavislé a posledny z nich je
linedrnou kombinéciou predchadzajtcich. Teda stipce matice

0 0 0
1 -1 -2
P = 1 0 3
0 1 0

tvoria bazu zamerania afinného podpriestoru M LI N. Jeho parametrické vyjadrenie je
MUN =p+ 8],

kde p = (3,9/5,—21/5,0)7. Upravou blokovej matice (I, | 3| p) podla algoritmu z dru-
hej Casti paragrafu 9.4. (pozri poznamku za tvrdenim 9.4.1) vymenou prvého a posled-
ného riadku dostaneme vSeobecné rovnice podpriestoru M LI N:

5131:3.

(2) Nech M = p+ [a], N = q + [B] st parametrické vyjadrenia dvoch afinnych
podpriestorov v K™. Potom, ako uz vieme, M LU N = p + [q — p, o, 3] a podla tvrde-
nia 4.5.3 vynechanim vhodnych stipcov z blokovej matice (¢ — p, a, 3) mozno dostat
bazu zamerania Dir(M LI N). VSeobecné rovnice podpriestoru M LU N dostaneme tpra-
vou blokovej matice (I, | g — p, o, 3| p), pripadne matice, v ktorej je prostredny blok
nahradeny bézou zamerania Dir(M LI N), podla algoritmu z paragrafu 9.4.

Pokial nés zaujimaju vSeobecné rovnice prieniku M NN, najjednoduchsie ich ziskame
tak, ze parametrické rovnice kazdého z podpriestorov M, N prevedieme na vSeobecné
rovnice a tieto spojime dohromady. Parametrické vyjadrenie prieniku M NN dostaneme
vyrieSenim jeho vSeobecnych rovnic.

Jestvuje aj ind cesta k parametrickym rovniciam prieniku M N N. Ako vedlajsi pro-
dukt pri nej mozno ziskat bazy zamerani Dir M, Dir N, Dir(MUN), teda aj parametrické
rovnice spojenia M LI N. Pri tejto metéde upravujeme blokovi maticu (|8 |q — p)
pomocou ERO na stupnovity tvar

A"B"c’
0 | B|c)’
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kde matica A’ mé vSetky riadky nenulové (teda linedrne nezéavislé a ich pocet je h(A') =
h(a) = dim M). Prienik M N N je tvoreny vSetkymi * = q + B -t € N, ktoré patria
zaroven do M, t.j. existuje vektor parametrov s taky, ze £ = p + « - s. Hladdme teda
vSetky vektory parametrov t, ku ktorym existuje nejaky vektor parametrov s taky, ze
plati

a-s=03-t+ (qg—p).

Podla tvrdenia 9.4.1 (sta¢l v iom zamenit poradie prvého a druhého zvislého bloku)
k danému t existuje takéto s prave vtedy, ked B -t = ¢. VyrieSenim tejto ststavy
ziskame parametrické vyjadrenie

t=r+v-z,

kde r € R(B | c) a ~ je baza linedrneho podpriestoru R(B), s vektorom parametrov z,
ktoré dosadime do parametrickych rovnic podpriestoru N. Dostaneme tak parametrické
rovnice

r=q+pB-(r+v-2)=(@+B-7)+(B-7) 2
podpriestoru M N N.

Metdda zostavenia vSeobecnych rovnic prieniku M N N ako i oboch typov rovnic
spojenia M U N, popisand v prvej ¢asti bodu (2), je (aspon difame) dostato¢ne jasna.
V nasledujicom priklade sa preto ststredime len na najdenie parametrickych rovnic
prieniku M N N metddou z druhej casti a urcenie vzajomnej polohy M a N.

9.5.2. Priklad. Nech

3
8
) Nl_ 9

132 J SR NG
W Tt N
[CR "
W Ut N
A O NN

0
2
2
3

N =

11

st afinné podpriestory v R*. Zrejme Dir N; = Dir N; ozna¢me tento linedrny podpries-
tor D. Obe tlohy o dvojiciach podpriestorov M, N7 aj M, No budeme riesit stcasne.
Plati

1 111 2 370 1 1 1(1 2 370 1
1 412 2 82 1 0 3[/1 0 5|20
1 1|5 0 9|2 2] 710 o0]4 -2 6|2 1
2 513 4 11/3 2 0 0/l0 0 0/1 0

Ak si z matice na pravej strane odmyslime krajny pravy blok, po vynechani rovnice
0 = 0 z nej dostaneme ststavu

4t; — 2t9 4 6t3 = 0.

Linearny podpriestor Dir M N D je tvoreny prave vSetkymi linedrnyni kombinaciami 3-¢,
kde 3 je matica generatorov D (a jeho baza, ¢o mozno zistit doupravenim stredného
bloku na stuprtiovity tvar) a t vyhovuje uvedenej homogénnej rovnici. Teda dim(Dir M N
D) = dim Dir M = 2. Preto Dir M C D a plati M || Ny aj M || Ns.
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Ststava

411 — 2t9 4+ 6t3 = 2
0=1,

ktorej musi vyhovovat vektor parametrov ¢ = (t;,to,t3)", aby nim uréeny bod z IN;
patril aj do M, nem4 riesenie. Preto M N N1 = () a M, Ny st pravé rovnobezky.
Naopak, analogické ststava pre dvojicu M, Ny vedie na jedini, ocividne riesitelni
rovnicu
41 — 2to 4 6tz = 1.

V dosledku toho M C Ns.

(3) Nech afinny podpriestor M C K™ je dany vSeobecnymi rovnicami A -x = b a
afinny podpriestor N = g + [8] C K™ je dany parametricky. Ak hladdme vSeobecné rov-
nice prieniku M NN, sta¢i najst vSeobecné rovnice podpriestoru N a pridaf ich k ststave
A - x = b. Ich vyrieSenim potom mozno dostat aj parametrické vyjadrenie M N N. Ak
hladdme popis spojenia M LI N, najvyhodnejSie je vyrieSit vSeobecné rovnice podpries-
toru M a z parametrickych vyjadreni oboch podpriestorov M, N zostavif parametrické
vyjadrenie M LU N podla tvrdenia 8.3.3 a prikladu 8.3.5. Elimindciou parametrov odtial
dostaneme vSeobecné rovnice podpriestoru M LI N.

Iné metdéda, ako najst parametrické vyjadrenie prieniku M N N spociva v dosadeni
parametrického vyjadrenia podpriestoru N do vSeobecnych rovnic podpriestoru M. Tym
dostaneme ststavu

alebo po uprave s nou ekvivalentnt ststavu
(A-B)-t=b- A-q,

ktorej musi vyhovovat vektor parametrov ¢, aby nim uréeny bod * = g + 3-t € N patril
aj do podpriestoru M, teda do prieniku M N N. Uvedentu stustavu vyrieSime tpravou
jej rozsirenej matice (A-3|b — A - q). Podobne ako v pripade (2) rieSenie dostaneme
v parametrickom tvare

t=r+v-z,

kder e R(A-B|b — A-q) a~ je baza linedrneho podpriestoru R(A - 3), s vektorom
parametrov z, ktoré dosadime do parametrickych rovnic podpriestoru N. Tak ziskame
parametrické rovnice

r=q+B-(r+v-2)=@+p7)+ (B )=

podpriestoru M N N.

I tentokrat sa v nasledujicom priklade zameriame len na najdenie parametrickych

rovnic prieniku M N N druhou z opisanych metdd a na urcenie vzajomnej polohy M a
N.
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9.5.3. Priklad. Afinny podpriestor M C R* m4 vSeobecné rovnice
Ty —To+r3—x4 =1
Tr1+x9 — T3+ 14 = 3.

Rozsitenti maticu tejto ststavy oznaéime (A |b). Afinny podpriestor N C R* je ur-
¢eny ako afinny obal N = /(p,q,r,s) bodov p= (3,0,1,1)7, ¢ = (4,-1,2,2)T, r =
(4,1,2,0)7 a s = (7,3,4,5)T. Jeho parametrické vyjadrenie potom je

3 1 1 4

0 -1 1 3

1 1 -1 4

Kedze
1 1 4
Algopr—ps_p—(1 -1 L 1) [-1 1 3)_ (223
a-pr=p’s=P) =11 1 _1 1 1 1 3| \o o 8)
1 -1 4
3

)
N

|
S o
~__

1 1 -1 1 -1
b_A'p_(:’))_(l 1 -1 1)' -
1
bod tvaru p + t1(q — p) + to(r — p) + t3(s — p) € N patri do prieniku M N N préave
vtedy, ked prislusny vektor parametrov ¢ = (t1,t2,t3)7 vyhovuje stistave s rozsirenou

maticou
2 2 3| -2 N 1 1 0] -1
0 0 8| 0 0 0 1| 0 /°

Podpriestor rieseni tejto sistavy ma parametrické vyjadrenie

-1 -1
0 |+ 1
0 0
Dosadenim do parametrického vyjadrenia N dostaneme
3 1 1 4 1 1 1 4 1
0 -1 1 3 -1 1 3
MON=11]*"l 1+ 1 3| 8 T1l1o1 o3 (1)
1 1 -1 4 1 -1 4
2 r 0
|1 2
“lo] "] o
2 [ —2

a dim(M N N) = 1. Lahko nahliadneme, Zze hodnost matice siustavy podpriestoru M
je 2, preto tiez dimM =4 —2 = 2, a dim N = 3. Z toho dovodu M N N je vlastny
podpriestor tak v M ako aj v N, ¢ize M, N st roznobezné.
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CVICENIA

. Najdite nejaky fundamentilny systém rieseni stustavy homogénnych linedrnych rovnic A-x =0

pre matice

10-1-10 V21 V3
(a)A:<20—1 1 —1> € Q8%5; (b)A:( 1v2 1 >6R3X3;
101 5 —2 3 2 1+6
. . . 0409
(c) A= (é': _11__15i 2—1’_331) € C2%3, (d) A= (8??(5)) € Z?i<4'

Vyjadrite vSeobecné riesenie kazdej sustavy ako linedrnu kombinaciu fundamentalneho systému
rieseni.

Najdite nejaké riesenie nehomogénnej stistavy A-ax = b a fundamentalny systém rieSeni prislusne;j
homogénnej ststavy danej rozsirenou maticou

@ (Alb) = (237]2) e 0¥ ) (Alb) = (1 7,

-1
e7T2 ) € R2%3.

1 210]-1 s 1231 34
(c)(A|b):(—1121 2>€RX; (d)(A|b):<111 4>€Z5 .
2 751]-1 340]2

Vyjadrite vSeobecné riesenie kazdej sustavy v tvare suctu jedného jej rieSenia a linedrnej kombi-
nacie fundamentalneho systému rieseni prislusnej homogénnej stustavy.

V kazdom z nasledujucich pripadov napiste parametrické rovnice afinného podpriestoru M vek-
torového priestoru R3 alebo R* nad polom R a najdite jeho vSeobecné rovnice:

(a) M ={(0,2,-1)} C R?’;

(b) M = (1,-1,2) +[(1,-5,4)] C RS?

(c) M =[(1,3,-1),(2,0,5)] C RB;

(d) M = {(e1 + eq,2e2 — e3) C R*

(e) M = (0,2,—1,1) + [(3,1,10,—8), (3, 5,8, —6)] C R*;

(f) M =¢((1,1,1,0),(1,1,0,1),(1,0,1,1),(0,1,1,1)) C R%;

(g) M =R*.

. Pre dané linedrne podpriestory S, T' vektorového priestoru R* néijdite v kazdom z nasledujicich

pripadov nejaké bazy linearnych podpriestorov SNT, S + T C R* a uréte ich dimenzie:
(a) S=1(1,1,1,1)7,(2,0,0,3)T], T = [(3,2,1,0)7, (6,3,2,4)T];

(b) S=[e1 — ez +2e3+e4], T =[(1,0,2,0)7,(2,-1,4,1)T, (4,-1,8,1)T];

(c) S=[e1+e2,e2+e3,e3+eq], T=1[(1,0,1,07T,(0,1,0,1)7,(1,0,0,1)7].

Pre dané afinné podpriestory M, N vektorového priestoru R* najdite v kazdom z nasledujtcich
pripadov vseobecné aj parametrické rovnice ich prieniku M N N a urcte ich vzajomnu polohu ako
aj dimenziu spojenia M U N:

(a) M =¢((1,0,2,0)7,(0,2,0,1)T), N = (4,1,7,2)T + [(1,2,3,4)T,(0,1,2,3)7,(0,0,1,2)T];

(b) M =(0,0,1,-1)T + [(1,2,2,1)7,(2,1,1,2)T], N = [(0,1,1,0)T, (1,0,0,1)7, (1,—1,0,0)77;
(c) M = [e1,e2], N = (1,1,1,1)T + [es, ea].

Afinné podpriestory M, N vektorového priestoru R® sti dané vieobecnymi rovnicami. V kazdom
z nasledujucich pripadov zistite ich vzajomnt polohu, napiste parametrické rovnice ich prieniku
aj spojenia a urcte dimenzie afinnych oboch podpriestorov M N N, M U N:
(a) M: 21+ 222 =0, xz20 —3z3 =1, 423 — x4 + x5 = 2,

N: 2x1+3x3 —25 =5, x2a + 24 =0, 1 — 223 =T;
(b) M: z1+z2+23+x4+25 =5, 21 —x2+ 23 =1, T2+ 224 — x5 =2, 23 =1,

N: 3x1 +x2 +2x3 +5x4 — x5 = 10, 1 + 23 4+ 224 — 25 = 1;
(c) M: z1 =1, z20 =2, 23 =3,

N: z1+x2+2x3=06, r1 — 22 + 3 = 2.

Jeden z afinnych podpriestorov M, N vektorového priestoru R* je dany vSeobecnymi rovnicami
a druhy parametricky. V kazdom z nasledujtcich pripadov zistite ich vzajomni polohu, napiste
parametrické rovnice ich prieniku M NN a vSeobecné rovnice ich spojenia M LIN a urcte dimenzie
afinnych podpriestorov M NN, M U N:



10.

9. AFINNE PODPRIESTORY A SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC 15

(@ M: 2+y+2=0,z—-2y+z=4, x—u=0, N = [(1,0,—1,0)T];
(by M: 22 —y+22=3, z+2z—2u=0, N =1(1,4,1,1)7,(1,0,1,0)T];
()M: 24+y=0, z4+2=1, c+u=2, N =10((1,1,2,2)7,(2,2,3,2)T).

Nech V je vektorovy priestor nad polom K a S je jeho linedrny podpriestor. Oznac¢me V/S
mnozinu v8etkych afinnych podpriestorov M priestoru V takych, ze Dir M = S. Dokazte postup-
ne nasledujtce tvrdenia:

(a) Pre kazdy prvok & € V existuje préave jeden podpriestor X € V/S taky, ze @ € X. Inymi
slovami, mnozina V/S tvori rozklad mnoziny V a triedou rozkladu, do ktorej patri prvok & € V,
je afinny podpriestor & + S € V/S (pozri paragraf 0.6).

(b) Prvky @,y € V patria do tej istej triedy rozkladu V/S prave vtedy, ked @ — y € S. Inak
povedané, vztahom & =g y < @ —y € S je definovana ekvivalencia na mnozine V prislichajica
k rozkladu V/S, teda V/S =V/=g.

(c) Nech @1 =g @2, y1 =5 y2 a ¢ € K. Potom tiez @1 + y1 =g €2 + Y2 a ce1 =g caa.

(d) Nech X =ax+ S, Y =y + S patria do V/S. Vdaka (c) st predpismi X +Y = (xz +y) + 5,
c¢X = cx + S korektne definované operdcie na mnozine V/S (to znamend, ze vysledky tychto
operéacii nezavisia na reprezentantoch x, y tried X resp. Y ale vyluéne na podpriestoroch X, Y).
(e) Mnozina V/S s uvedenymi operaciami suctu a skaldrneho nésobku tvor{ vektorovy priestor
nad polom K; nazyvame ho faktorovy priestor vektorového priestoru V podla podpriestoru S. Co
je nulou v tomto vektorovom priestore?

(f) Priradenim @ — (g(x) = & + S je definované surjektivne linedrne zobrazenie {g: V — V/S
s jadrom Ker (g = S.

(g) Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a ¢: V — U je linedrne zobrazenie. Priradenim
x+Ker p — @(x) je korektne definované injektivne linedrne zobrazenie V/ Ker ¢ — U. V dosledku
toho plati V/Ker ¢ = Im ¢.

(h) Ak V je koneénorozmerny, tak dim V/S = dimV — dim S, &o je dalsia analdgia medzi vlast-
nostami dimenzie a logaritmu (porovnaj s tvrdenim 5.4.3).

. Nech V je vektorovy priestor nad polom K a S, T st jeho linearne podpriestory. Dokazte tzv.

kosostvorcovi vetu o izomorfizme:

(S+T)/T=S/(SNT).
(Ndvod: Dokazte, ze priradenim ( +y) + T — x+ (SNT), kde ® € S, y € T, je korektne
definovany linearny izomorfizmus (S +1)/T — S/(SNT).)
Nech pole K mé koneény pocet prvkov g, V je vektorovy priestor nad K kone¢nej dimenzie n a
S je jeho linedrny podpriestor dimenzie k (0 < k < n). Dokazte postupne nasledujice tvrdenia:
(a) Faktorovy priestor V/S ma prave ¢"* prvkov.
(b) Pocet v8etkych k-rozmernych afinngch podpriestorov priestoru V' je prave gk (Z)q, kde (Z)q
je g-binomicky koeficient (pozri cviéenia 5.16, 5.17).



