10. DETERMINANTY

V tejto kapitole zavedieme determinanty stvorcovych matic lubovolného rozmerun xn
nad pevnym polom I, preskiimame ich zakladné vlastnosti a naucime sa ich poditat.
TaktieZ si ukaZeme niekolko prikladov ich vyuZitia.

Citatel sa pravdepodobne uz na strednej skole stretol s determinantmi realnych
matic rozmerov 2 X 2 a 3 x 3. Mozno tiez vie previest vypocet determinantov vyssich
radov na vypocet determinantov nizsich radov pomocou ich rozvoja podla nejakého
riadku alebo stipca. So vseobecnou definiciou determinantu sa vsak asi dosial nestre-
tol. Ako ¢oskoro uvidime, nie je to nijako priezracnd definicia a na prvy pohlad uréite
neposobi ,.prirodzenym“ dojmom. KedZe nechceme, aby tato definicia ,spadla z neba“,
nas vyklad za¢neme pomerne dlhym tvodom, ktory ma poslazit ako jej motivacia.

10.1. Orientovany objem a multilinearne alternujiace funkcie

Na zacdiatok si polozme prirodzenu otazku: Ako vyzeraji vzorce pre plosny obsah
rovnobeznika v rovine R?, ktorého dve susedné strany tvoria vektory w = (uy,uz)7,
v = (v1,v2)T, resp. pre objem rovnobeZnostena v priestore R?, ktorého tri susedné
hrany tvoria vektory w = (uy, us, u3)?, v = (vi, ve,v3)T, w = (wy,we,w3)1?

Vzorce, ktoré by vyjadrovali prislusny obsah alebo objem len pomocou suradnic
vektorov w, v resp. u, v, w, asi len tak z rukava nevysypeme, moZzeme sa vSak pokusit
ich odvodit. Najschodnejsia cesta vedie cez ujasnenie si vlastnosti, ktorym by mali
takéto vzorce vyhovovat. Uvidime, Ze tieto vlastnosti uz jednoznaéne (aZ na volbu jed-
notkového obsahu & objemu) uréuji hladané vzorce nielen v rovine éi v trojrozmer-
nom priestore, ale mozno ich bezprostredne zovseobecnit na n-rozmerné vektorové
priestory K™ nad lubovolnym polom K, hoci tu pojem ,,n-rozmerného objemu® straca
svo] nazorny geometricky vyznam.

Oznaéme teda P(X) obsah rovinného ttvaru X. Zrejme P(X) je vidy nezaporné
realne ¢islo a pre zhodné ttvary X, Y plati P(X) = P(Y). Obsah je navyse aditivny,
t.j. pre utvary X, Y také, ze P(XNY') =0, plati P(XUY ) = P(X )+ P(Y"). Koneéne,
P(X) = 0 pre lubovolnt tsecku X.

Obsah rovnobe’nika {aw + bv; a,b € (0,1)} uréeného vektormi u,v € R? budeme
znadit P(w,v). Z préave sformulovanych vlastnosti obsahu vyplyvaji rovnosti

P(u,v) = P(v,u) Pleu, v) = [el P(u,v)
pre Iubovolné u,v € R?, ¢ € Z. Druha vlastnost sa nazyva pozitivna homogenita a
pre ¢ = 3 je znazornena na nasledujiucom obrazku.

1]

Obr. 10.1. K pozitivne] homogenite obsahu vektorového rovnobeznika
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Platnost druhej rovnosti pre vsetky ¢ € Q mozno uz z toho jednoducho dokazat (pozri
cvicenie 1). S jej platnostou pre vietky ¢ € R je to uz trochu zloZitejsie — zaklada sa
na istych ivah o ,spojitosti obsahu —, a tak jej radsej uverime bez dokazu.

Pozrime sa teraz na dalsie dva obrazky. (Podotykame, Ze oba znazoriuju situéciu
v rovine, teda pri pohlade na ne treba potlacit priestorové videnie, ktoré sa nam
mimovolne otvara.)

E B C B

N\

Obr. 10.2. K aditivite obsahu vektorového rovnobeznika

V prvom pripade uréuju vektory x 4+ y, v rovnobeznik OABC, vektory y, v
rovnobeznik ODEC a rovnobeznik vektorov @, v je zhodny s rovnobeznikom DABE.
Zo zhodnosti trojuholnikov OAD, C'BE potom na zéklade uvedenych vlastnosti ob-
sahu vyplyva rovnost

P(x +y,v) = P(e,v)+ P(y,v).

V druhom pripade uréuju vektory @, v rovnobeznik OABC, vektory  + y, v
rovnobeznik ODEC a rovnobeznik vektorov y, v je zhodny s rovnobeznikom DABE.
Zo zhodnosti trojuholnikov ODA, CEB vyplyva P(x,v) = P(xz + y,v) + P(y,v),
teda

Pz +y,v) = P(a,v) &P(y,v).

To je v porovnani s prvym pripadom neprijemné prekvapenie, uréite by sme dali
prednost rovnakej formule. Vsimnime si vSak , Ze ,kratsie otocenie® vektora y do
vektora v je orientované proti ,kratsim otoceniam® vektorov @ aj @ + y do vektora v.
V druhom pripade by sa nam preto hodilo, aby obsah rovnobeznika ur¢eného vektormi
y, v mal z toho dovodu opac¢né znamienko ako obsahy rovnobeznikov prisliichajtcich
vektorom @, v resp. ® + y, v. Tento ciel mo’no dosiahnut, ak namiesto plo$ného
obsahu vektorovych rovnobeznikov budeme uvazovat ich orientovany plosny obsah,
ktory meni znamienko zamenou poradia dvoch vektorov, teda moze nadobudat aj
zaporné hodnoty. Povodny nezaporny plosny obsah potom dostaneme ako absolitnu
hodnotu orientovaného obsahu. Tento pristup nam navyse umozni zbavit sa absoliitne;]
hodnoty v rovnosti P(cu,v) = |¢|P(u,v).

Podobnymi tivahami, ktoré by si vSak vyZziadali trochu zloZitejsie obrazky, ten-
tokrat znazornujice naozaj priestorové situacie, by sme mohli dospiet 1 k potrebe
skimat orientovany objem rovnobeznostena {au + bv + cw; a,b,¢ € (0,1)} uréeného
vektormi u, v, w v trojrozmernom priestore R?, pripadne orientovany n-rozmerny
objem rovnobeZnostena {a1uy + ...+ apUy; a1,...,a, € (0,1)} uréeného vektormi
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uy,...,U, v n-rozmernom priestore R™ (pre n > 3 vSak bez moZnosti sprostredkovat
si geometricky vhlad obrazkami).

Pre ¢itatela, ktory sa uz stretol s wektorovym sicinom v R3, poznamenajme, Ze
orientovany n-rozmerny objem sa sprava do znac¢nej miery podobne. Vektorovy stéin
u x v dvoch vektorov u,v € R?, je vektor kolmy na rovinu [u,v], ktorého dlZka sa
rovna plosnému obsahu rovnobeZnika vektorov w, v a orientacia je dana pravidlom
pravej ruky (ak poloZime dlan pravej ruky mali¢kom na vektor u tak, Ze zakrivené
prsty smeruju k vektoru v po obliku zodpovedajicom uhlu < 180°, vztyceny palec
ukazuje smer aj orientaciu vektora w x v). Z toho dovodu u x v = (v X u).

Ak nahradime realne ¢isla Iubovolnym polom K, vykonané ivahy nas privadzaja
k nasledujicim definiciam. Nech V' je vektorovy priestor nad polom K a1 < n € N.
Hovorime, ze zobrazenie F: V" — K je

(a) n-linedrne alebo tiez multilinedrne, ak pre kazdé 1 < j < n a lubovolné vektory
Wi, .., Uj—1,Ujq1,..., Uy, €V priradenie

x— Fluy,...,uj_1,2,%41,...,Uy,)

definuje linedrne zobrazenie V. — K, t.]. pre vietky &,y € V, a,b € K plati

Fluy,...,uj_1,a2 + by, uiq1,...,up)
=aF(wy,..., %1, @, Uj41,...,Up) FOF(Ur,. .., U1, Y, Ujq1,...,Up);
(b) antisymetricke, ak pre vsetky 1 <i < j < n alubovolné vektory wy,...,u, € V
plati
Flur,...;u, .. %), ) = SF (U, uj, .. %, Uy).

Inak povedané, F': V" — K je n-linearne, ak dosadenim lubovolnych n <1 pevnych
vektorov na akékolvek miesta do F' dostaneme linearne zobrazenie vo zvysnej volne]
premennej; F' je antisymetrické, ak zamenou poradia lubovolnych dvoch argumentov
v F sa hodnota vysledku zmeni na opaén.

Cielom nagich ivah teda bolo ¢itatela presved¢it, Ze n-rozmerny orientovany objem
v R™ je multilinearna antisymetricka funkcia

R*x...xR" = R.
—_——

n-krat

Ukazuje sa vsak, Zze antisymetriu mozno nahradit zdanlivo slabsou, geometricky na-
zornou podmienkou, motivovanou oéividnym vzfahom P(w,u) = 0 pre obsah dege-
nerovaného vektorového rovnobeznika. Hovorime, ze zobrazenie F': V"' — K je
(¢) alternujice, ak pre Iubovolné uq,...,u, € V z podmienky u; = u; pre nejaké
1 <2<y <n vyplyva
Fluy,...,u,) =0.

Ukazeme si, ze uvedené tri vlastnosti spolu tesne stvisia. Najprv ale pripomenme,
ze pole K ma charakteristiku 2, ak v nom plati 1 + 1 = 0, ¢o je ekvivalentné
s podmienkou (Va € K)(a = <a). Prikladom je pole Zjy (pozri paragraf 1.2). Ak
char K # 2, tak (Va € K)(a = ©a = a=0).
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10.1.1. Lema. Nech V je vektorovy priestor nad polom K a F : V" — K je
Iubovolné zobrazenie.

(a) Ak char K # 2 a F je antisymetrické, tak F je alternujiice.

(b) Ak F je multilinedrne a alternujtce, tak F je antisymetrické.

Dokaz. (a) sme uz vlastne dokazali v ivahe predchadzajicej tito lemu.

(b) Nech F je multilinearne a alternujtce. Poloime & = u;, y = u; a zafixu-
jme zvy$né z vektorov uy,...,u,. Potom G(z,y) = F(uy,...,2,...,y,...,Uy,) je
bilinedrne (t.j. 2-linedrne) alternujice zobrazenie V? — K. Staéi dokézat, %e G je
antisymentrické. Vdaka uvedenym vlastnostiam plati

Gle,y) + Gly,z) = Gz, z) + Gz, y) + Gy, z) + Gy, y)
=Gx+y,x+y) =0,

teda G(z,y) = <Gy, x).

Pre multilinearne zobrazenie tak alternacia implikuje antisymetriu, kym opac¢na
implikacia plati len za dodatoéného predpokladu char X' # 2 (no, na druhej strane,
aj bez multilinearity).

10.1.2. Lema. Nech F: V" — K, o: {1,....,n} — {1,...,n} st lubovolné zobraze-
nia a uy,...,u, € V.
(a) Ak F je antisymetrické a o je permutacia, tak

F(ua(1)7 . ,ug(n)) = (<:>1)|U|F(’UJ1, ce ,un).
(b) Ak F je alternujice a o nie je permutécia, tak

F(ua(l), o ,ua(n)) =0.

Dokaz. (a) Stadéi si uvedomif, Ze |o| oznacuje najmensi pocet traspozicii (t. j. vymien
poradia dvojic), z ktorych moZno zlozit permutéciu o (pozri paragraf 0.5).

(b) Ak o nie je permutécia, tak o(i) = o(j), preto tiez u, ;) = Uy(j), pre nejaké
1 <17 < j < n. Oznaéme vy, = U,(p) pre 1 < k < n. Potom v; = v;, a v dosledku
alternacie F(vq,...,v;,...,0;5,...,v,) = 0.

Zaznamenajme teraz niektoré zakladné vlastnosti multilinearnych alternujicich
(teda automaticky aj antisymetrickych) zobrazeni, ktoré budeme ststavne vyuZivat.

10.1.3. Lema. Nech F': V" — K je multilinearne alternujice zobraznie. Potom pre
Iubovolné vy, ...,v, € V plati:
(a) Pripocitanim skaldarneho nasobku nejakého z vektorov k inému vektoru sa hod-
nota F(vy,...,v,) nezmenti, t. j. pre lubovolné ¢ € K at,j <n plati

Flvg,...,v,...,0; 4 cv;,...,v,) = F(v1,...,0,...,0;,...,0,).
(b) Ak st vektory vy,...,v, linedrne zavislé, tak F(vy,...,v,) =0.
Dokaz. (a) Priamym vypoétom s pouZitim multilinearity a alternacie dostavame

Flvg,...,v,...,0; +cv;,...,0,)

=F(vy,...,04...,05,...,0,) + cF(v1,...,0,...,0;,...,0y)
=F(vy,...,0;,...,05,...,0y)
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(b) Ak st vektory vyq,...,v, linedrne zavislé, tak niektory z nich, povedzme vy,
je linearnou kombinaciou ostatnych, teda vy = E#k ¢;v; pre vhodné skalary c;.
Z multilinearity a alternéacie F' potom vyplyva

Flvy,...,05,...,0,) = ZciF(vl,...,vi,...,vn) =0,
itk
lebo v kazdom z uvedenych vyrazov F(vy,...,v;,...,v,) sa vektor v; vyskytuje ako
argument na ¢-tom aj na k-tom mieste.

Pozrime sa teraz blizsie, ako vyzeraji vSetky bilinearne alternujice zobrazenia
F: K? x K? - K nad polom K. Zvolme lubovolné vektory w = u,e; + use; a
v =vie; + vey z K2, Ak dvakrat po sebe vyuZijeme bilinearitu a na zaver alternaciu
a antisymetriu F, postupne dostaneme

F(u,v) = F(uie; + uzey, v) = u1 F(eq,v) + us F(ez,v)
= u1F(ey, viey +veeq) + usF(eq, vie; +voez)

=ujv1F(er,e1) +uivaF(eq, ez) + usvi Fles, er) + uzvaF(es, ez)

Ui U1
= F(e1,es)(uivy Sugvy) = Fley, ey) ,
Uz U2
kde vyraz
Ui v
= U1V U2V
Uz U2

v s v , . . U1l U1 -
¢itatel uz iste poznd ako determinant matice (u,v) = ( ) c K2%2,
Uz U2

Podobnym sposobom moZno odvodif aj tvar Iubovolnej n-linedrnej alternujicej
funkcie F': K™*" — K (i teraz, ako oby¢ajne, prirodzene stotoZiujeme n-t karte-
zidnsku mocninu (K™)" stipcového vektorového priestoru V = K" s priestorom matic
("*™). Nech A = (a;;) € K™ je matica so stipcami

k13
S]‘(A) =ai;€e1+ ... tap;e, = E ajje;.
=1

S vyuzitim n-linearity F' pre kazdy z n stipcov matice A mo’no vyraz F(A) postupne
roznasobit, ¢im dostaneme sticéet n” ¢élenov tvaru

Ag(1)1---Ao(n) nF(ea'(l)7 SRR ea’(n))7
z ktorych kazdy zodpoveda jednému zobrazeniu o mnoziny {1,...,n} do seba. Podla

lemy 10.1.2 séitance prislichajice zobrazeniam o ¢ S, st vietky rovné 0 a pre o € S,
plati

Fleg) s eom) = (S F(er, ... en).
Zaverom tak dostivame

F(A)=F(er,....en) Y (D)1 . to(nyn
ocES,

= F(In) Z (<:>1)|U|a0'(1) 1+ 8g(n)n
ocES,

kde prislugna suma obsahuje n! s¢itancov, jeden pre kazd( permutaciu o € S,.
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10.2. Definicia a zakladné vlastnosti determinantu

Determinantom Stvorcovej matice A = (a;;) € K"*" nazyvame vyraz

all d1n

detA=| : Cl = Z (<:>1)|U|Ga(1)1---aa(n)n-
ocES,

ani Ce Unn
Ak nehrozi zémena s absolitnou hodnotou, pouZivame tiez oznacenie |A|. Determi-
nant $tvorcovej matice radu n budeme nazyvat determinant radu n.
Specidlne pre maticu (a;;) € K**?* dostavame vzorec

ajlp adiz2 ais
dp1 Q29 d23| = @11022033 + A21032013 + A31A12023
asy dasz ass

& A31022013 021012033 < 011032023,

znamy ako Sarrusovo pravidlo.

Skor ako kuriozitu poznamenajme, Ze uvedena definicia zahtha aj pripad n = 0:
pre (jedint) prazdnu maticu Iy = ( ) € K°*° déva det Iy = det( ) = 1.

Nasledujtce dve vlastnosti determinantov dokazeme ako dosledky nasej definicie.

10.2.1. Tvrdenie. Determinant transponovanej matice sa rovna determinantu po-
vodnej matice, t. j.

det AT = det A
pre lubovolnit A € K"*",

Dokaz. Podla definicii transponovanej matice a determinantu

det AT = Z (<:>1)|U|a1cr(1) <o Upo(n)-
cES,

Ked?e pre 0 € S, plati i = o(j) & j = o7 1(i), zoradenim éinitelov v stéine
U1g(1) - - - Gno(n) Podla druhého indexu tento nadobudne tvar a,-1(1)1...d5-1(n)n-
Pritom priradenie o — o~ ! je bijekcia S, — S,. Navyse, ak ¢ = 7 0...0 7t je
rozklad permutécie ¢ na transpozicie, tak ¢! je kompozicia tych istych transpozicii
v opa¢nom poradi, preto |o| = ‘0_1 ‘ V dosledku toho zamenou sumécie cez o € S,
za sumaciu cez 01 = p € §,, dostédvame

det AT = Z (<:>1)|g|ag(1)1 e Cg(n)yn = det A.
2ES,

Vdaka prave dokazanému tvrdeniu si vsetky vysledky o determinantoch matic
zachovaji svoju platnost, ak v nich kazdy vyskyt slova ,stlpec* nahradime slovom
yriadok® a naopak. Tento princip zameny riadkov a stlpcov budeme ¢asto vyuzivat.
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10.2.2. Tvrdenie. Nech1 <m <n a A € K"*" je blokovd matica tvaru
B C
(0 5)
kde B € Km*m_C ¢ Km*(n=m) o D ¢ K(n=m)x(n=m) Potom
det A = det B - det D.

Dokaz. 7 uvedeného blokového tvaru matice A vyplyva

bij7 ak 1 Slvj va

Ci j—m, ak1<:<m<j<n,
@ =
Y 0, ak1<j<m<i<n,

di_m]‘_m, ak m < i,j <n.

Oznatme G = {o € S,; (V5 < m)(o(j) < m)}. Potom pre ¢ € S, ~ G plati
Ag(1)1 -+ Go(nyn = 0, teda do hodnoty determinantu matice A prispievaja len séi-
tance zodpovedajiice permutaciam o € G. Navyse, (Vo € G)(m < j = m < o(j)),
takZe pre o € G moZno definovat permutéacie o' € S,, a ¢ € S,_,, predpismi
o'(j)=o0(3),ak 1 <j <m,resp. o''(k) = o(k + m)em, ak 1 <k < n<m. Zrejme
priradenim o — (¢',0") je dana bijekcia G — Sy, X Sp—m a plati |o] = |o'| + |0"].
Takze mozeme pisat

det A = Z(@l)w'aa(l) 1---A(m)mbo(m+1) m+1---Ao(n)n

cedG

= Z(@l)'a [+lo |ba./(1) 1o ba./(m) mdcr”(l) 1o da’”(n—m) n—m
cedG

= Z (<:>1)|U |ba./(1) 1+ ba./(m) m Z (<:>1)|U |da//(1) 1--- da’”(n—m) n—m
UIESm U”ESn—m

= det B - det D.

Na zéklade tvrdenia 10.2.1 teraz vieme, ze det A = det B - det D, aj ked sa nulovy
blok 0 nachadza nad a blok C € K"="™xm p6d diagonalou matice A. Tvrdenie
10.2.2 mozno taktiez zrejmym sposobom zovseobecnit na matice pozostavajice z via-
cerych diagonélne zoradenych stvorcovych blokov, pod (nad) ktorymi st samé nuly.
Spomenme explicitne nasledujiice dva pripady:

(1) Ak Aq,..., Ag st Stvorcové matice, tak
det diag( A1, ..., Ag) = det Ay -...- det Ay.

(2) Matica A € K™*" sa nazyva hornd (dolnd) trojuholnikovd matica, ak a;; = 0
pre i < j (resp. pre ¢ > j). Pre horné aj dolné trojuholnikové matice plati

det A = ayy...anp,

t.]j. determinant takej matice je sti¢inom jej diagonalnych prvkov. Speciélne to
plati pre diagonalne matice.
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10.3. Charakterizacia determinantu a regularnych matic

[’Jvahy z paragrafu 10.1 mozno zhrnat do nasledujicej vety.

10.3.1. Veta. Determinant radu n je n-linearna alternujica funkcia K"*" — K

st]/pcov matice. Navyse, pre kazdy skalar ¢ € K existuje jediné multilinearne alternu-

nxXn

juce zobrazenie F: K — K stlpcov matice také, ze F(I,) = c. Toto F je dané
predpisom

F(A) = cdet A.

nxXn

Determinant det: K — K je teda jednoznaéne uréeny ako n-linedrna alternu-

juca funkcia stipcov matice taka, ze
det I,, = det(eq,...,e,) = 1.

Tato rovnost zodpoveda prirodzenej volbe jednotky orientovaného n-rozmerného ob-
jemu v ™ — je nou orientovany objem rovnobeznostena uréeného vektormi eq, ..., e,
(v tomto poradi).

V paragrafe 10.1 sme vlastne dokazali, ze kazda n-linearna alternujica funkcia
F: K™" — K musi mat uvedeny tvar, t.j. je skalarnym nasobkom determinantu.
Zostava vsak overit, Zze determinant, tak, ako sme ho definovali, je naozaj multilinearne
alternujice zobrazenie. Hoci tieto vlastnosti st intutivne jasné z nasej konstrukcie,
pre ambicioznejsieho ¢itatela podame ich dokaz vychadzajici len z definicie determi-
nantu. Navyse sa tym nas vyklad stane formélne nezavislym na motivaé¢nych tivahach
o orientovanom objeme z prvej casti tvodného paragrafu 10.1.

Dokaz vety 10.3.1 odlozime az do nasledujiceho paragrafu, kde nam poslazi ako
vhodny ivod do dal$ieho okruhu otazok. Na tomto mieste vsak zaznamename dva
bezprostredné dosledky tejto charakterizacnej vety. Samozrejme, v jej dokaze sa na
ne nebudeme odvolavat.

10.3.2. Veta. (Cauchy) Pre lubovolné matice A, B € K™"*" plati
det(A - B) = det A - det B;

t.j. determinant sucéinu matic sa rovna sucinu ich determinantov.

TNXn nxXn

Dokaz. Zvolme pevne maticu A € K a definujme zobrazenie F': K — K
predpisom F(B) = det(A- B) pre B € K"*". Overime, Ze F je n-linearne alternujtce
zobrazenie stipcov matice B; ozna¢me ich vy,...,v,.

Najprv overime, ze F' je alternujice. Nech 1 <1 < 57 < n a B je matica takd, ze
v; = v, prenejaké: < j. Potomaj A-v; = A-v;, as vyuzitim alternéacie determinantu
dostavame

F(B)=det(A-(vy,...,05,...,0j,...,0,))

=det(A-vy,...,A - v;,..., A - v;,...., A -v,) =0.

Teraz dokazeme multilinearitu F'. Zafixujme stlpce vy,...,v;_1,vj41,...,0, ana

miesto j-teho stipca dosadme vektor ax + by. S vyuZitim n-linearity determinantu
nam vyjde
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Flvy,...,ax +by,...,v,) =det(A - (v1,...,ax + by,...,v,))

=det(A -vy,...,A - (ax +by),..., A - v,))

=det(A -vy,...,a(A - &)+ bA-y),...., A -v,))

=adet(A-vy,....,A @,...,A-v,)
+bdet(A-vy,..., A y,...., A v,)

=adet(A-(vy,...,x,...,0,))
+bdet(A - (v1,...,y,...,0,))

=aF(vy,...,¢,...,0,) +bF(v1,....y,...,0,).

Podla vety 10.3.1 mé F tvar F(B) = cdet B pre jednoznaéne uréeny skalar ¢ =
F(I,)=det(A-I,) = det A.

10.3.3. Veta. Stvorcovd matica A € K"*" je reguldrna prave vtedy, ked det A # 0.

V tom pripade
det(A_1> = (det A)™".

Dokaz. Ak A je singularna, tak jej stipce s linearne zavislé. Podla lemy 10.1.3 (b)
je F(A) = 0 pre lubovolnt n-linearnu alternujicu funkciu F: K"*" — K. Teda
specialne det A = 0. Naopak, nech A je regularna. Potom podla vety 10.3.2,

det A - det(A_1> = det(A . A_1> =detl, =1.

Preto det A # 0 a det(A™!) = (det A)™!.

10.4. Laplaceov rozvoj determinantu

Nas vyklad za¢neme slibenym dokazom. KedZe pre n = 0, 1 niet ¢o dokazovat, aby
sme sa vyhli rozpitvavaniu trivialit, budeme v celom paragrafe predopkladat, ze n > 2.

Dokaz vety 10.8.1. Najprv dokdzeme, ze determinant je alternujica funkcia. Nech
A€ K" je taka, Ze s;(A) = s;(A) pre nejaké ¢ < j. Oznaéme 7 € S, transpoziciu,
ktora vymieha ¢ a j (a ostatné prvky nechava namieste). Potom pre vsetky k,1 < n
plati ar; = ar(xy ;. Mnozina vSetkych parnych permutécii mnoziny {1,...,n} sa zvykne
znacit A,. Zrejme priradenim o — 7 o ¢ je dana bijekcia A,, — S, ~ A,. S vyuZitim
toho mozeme pocitat

det A= ()Vap0y1 . ag(yn

ocES,

= Z Ug(1)1 -+ -Ug(n)n <7 Z Ag(1)1---Uo(n)n
occA, cES, ~A,

= Z Ag(1)1---Ao(n)n e Z Q(rog)(1)1 -+ Q(roo)(n)n
UEAn UEAn

= Z (Ao(1)1 -+ Go(n)yn SUr(e(1))1 -+ Ar(o(n))n) = 0.
ocE€A,
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Teraz dokazeme, ze det A je linedrnou funkciou j-teho stipca (aij,...,an;)T. Pre
i <n oznatme S,(1,7) ={oc € Sp; i = 0(j)} a poloZme

dij= ) (&) agay1 - do(on) 1o 41 - o) ne
0€S8,(i,5)

Potom zrejme

"
det A = Z&ijaij = (G1j,...,0an;) - (alj,...,anj)T,

=1
¢o dokazuje spominanu linearitu.

Na zaklade tvrdenia 10.2.1 plati aj ,,riadkova verzia“ prave dokazanej vety 10.3.1.
Speciélne, determinant je takisto multilinearna alternujica funkcia riadkov matice a
(kedze o € S,(1,7) & o~' € S,(j,1)) pre i-ty riadok (a;i,...,a;,) matice A jej
determinant ma rozvoj

"
det A = Zaij&ij = (ai1y. -y ain) - (i1, .. ,&m)T.

i=1

s rovnako definovanymi koeficientmi a;;.
Uvedeny prvok a;; nazyvame algebraickym doplnkom prvku a;; v matici A. Maticu

A= (8ij)nxn nazyvame maticow algebraickych doplnkov k matici A.

10.4.1. Tvrdenie. Nech A;; oznacuje maticu radu n <1, ktord vznikne z matice

A € K" vynechanim i-teho riadku a j-teho st]/pca. Potom

dij = (1)1 Ay).

Dokaz. Oznacme B maticu, ktora vznikne nahradenim j-teho stipca matice A stip—
covym vektorom e; € K". Zrejme a;; = |B|. Ak budeme v matici B postupne
vymienat stipce sindexmi j a j + 1, dalej 7 +1 a 7 + 2, atd., aZ nakoniec n <1 a n,
a potom riadky s indexmi 7 a ¢ + 1, dalej « + 1 a 7 + 2, atd., az napokon n <1 a n,

_ (A O
c= (% ).

kde b vznikne z i-teho riadku matice A vynechanim j-teho prvku a 0 je nulovy stipec

dostaneme maticu tvaru

diéky n<1. Podla tvrdenia 10.2.2 (a poznamky za jeho dokazom), determinant tejto
matice je |A;;|. KedZe determinant je alternujica funkeia tak stlpcov ako aj riadkov
matice a vSetkych vymien bolo dohromady (n <j) + (n <) = 2n <(1 4 j), plati

aij = |B| = (£1)*" (0| = (&1)77|Aj].

Determinanty matic, ktoré vzniknt vynechanim niektorych riadkov a rovnakého
poctu sitpcov z matice A € K"*" nazyvame jej minormi, pripadne subdeterms-
nantmi determinantu |A|. Dosadenim ziskanych hodnét algebraickych doplnkov do
rozvoja determinantu radu n podla niektorého riadku resp. stipca tak dostavame jeho

vyjadrenie pomocou subdeterminantov radu n <1.
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10.4.2. Veta. Nech A € K"*" 1 < k,l <n. Potom

n n

Al =) () g, |Ag| =) (1) aq |Aul.

Uvedené stéty nazyvame Laplaceovymi rozvojmi determinantu |A| — prvy podla
k-teho riadku, druhy podla /-teho stlpca.

10.5. Vypocet determinantu

Skor nez sa pustime do vypoctov konkrétnych determinantov, skiisme si urobit inven-
taru prostriedkov, ktoré mame nato k dispozicii, a posudit ich vhodnost.

Asi sa zhodneme na tom, Ze vypocet determinantu radu n podla jeho definicie, ako
stuétu n! stiéinov po n ¢éiniteloch, by bol znac¢ne fazkopadny. Pokial sme sa stretli len
s pripadmi n = 2 alebo n = 3, nemusime si to jasne uvedomit. Avsak uz 4! = 24,
5! = 120 a funkcia n! velmi rychlo rastie. Preto je potrebné pouvaZovat o nejakej inej
metode.

KedZe determinant je multilinearnou alternujiicou funkciou tak riadkov ako aj stip—
cov matice, ako najprirodzenejs$ia sa nam pontka metoda tpravy matice na hornt pri-
padne dolnt trojuholnikovii maticu pomocou elementarnych riadkovych 1 stipcovych
operacii. Ako sme uZ spominali v poznamke (2) za dokazom tvrdenia 10.2.2:

(0) Determinant trojuholnikovej matice sa rovnda suéinu jej diagonalnych prvkov.

Pripomenme si aj nasledujice pravidla z paragrafu 10.1 o vplyve ERO a ESO na
determinant:

(1) Vymenou poradia dvoch riadkov alebo stipcov matice sa hodnota jej determi-
nantu zmeni na opacnu.

(2) Vynasobenim nejakého riadku alebo stipca matice nenulovym skalarom ¢ € K
sa jej determinant zmeni na c-nasobok povodnej hodnoty.

(3) Pripoéitanim skaldrneho nasobku nejakého riadku matice k jej inému riadku,
resp. nasobku nejakého jej stipca k inému stipcu sa hodnota jej determinantu
nezmeni.

Vsimnite si, Ze len treti typ menovanych tuprav nechéva determinant bezo zmeny!
Poznamenajme, Ze Gpravy typu (3) spolu s pravidlom (0) plne posta¢uji na vypocet
akéhokolvek determinantu. Bez pravidiel (1) a (2) sa mozno kludne zaobist, obéas
nam vsak mozu pomoct sprehladnit situaciu, preto sa im nebudeme vyhybat.

Casto byva uZitoéné vislovne si uvedomif nasledujtci désledok pravidiel (1)-(3):

(4) Ak matica obsahuje nulovy riadok alebo stipec, pripadne dva rovnaké riadky
alebo stlpce, tak jej determinant je 0.

Mohlo by sa zdaft, Ze sme akosi pozabudli na Laplaceov rozvoj. Tato metoda
umoznuje previest vypocet determinantu radu n na vypocéet n determinantov radu
n <1, presnejsie na istu ich linearnu kombinaciu. Ak by sme dosledne pokracovali
dalej, mohli by sme tiato dlohu previest na vypocet n(n < 1) determinantov radu
n <2, atd., az by sme napokon dostali n! determinantov radu 1. Ak si to dobre pre-
myslime, zistime, ze takyto vypocet by bol rovnako efektivny (¢éi, lepsie povedané,
neefektivny) ako vypocet determinantu priamo na zaklade jeho definicie.



12 FAVOL ZLA1O0OD: LINEARNA ALGEDRA A GEROME LT RIA

Jednako sa Laplaceovho rozvoja celkom nezriekame. Odportc¢ame ho vsak pouzivat
len vtedy, ked si1 vietky prvky prislugného riadku ¢i stipca, podla ktorého determinant
rozvijame, az na jednu vynimku rovné nule. Vtedy vlastne nejde ani tak o rozvoj ako
o znizenie radu daného determinantu o 1 (bez nérastu poétu determinantov). Toto
odportcanie sformulujeme do nasho predposledného pravidlas:

(5) Nech vsetky prvky i-teho riadku pripadne j-teho stipca matice A s vynimkou
prvku a;; st rovné 0. Potom

|A| = (1) ag; | Ayl

Vsimnite si, Ze pravidlo (0) mozno dostat ako dosledok (n <1)-nasobného pouzitia
pravidla (5) a zrejmého faktu, Ze determinant matice (a) typu 1 x 1 je samotna hod-
nota a.

Ak si eSte uvedomime, ze determinanty radu 2 mozno najvyhodnejsie pocitat pria-
mo z definicie:

ajlr a2
az21 422

(6)

= a11029 <>021012,

je to uz naozaj vsetko, ¢o potrebujeme vediet na efektivny vypocet determinantu.

10.5.1. Priklad. Vypodéitame determinant redlnej matice

2 2 1 1 1
5 6 3 4 5
A= 7 5 3 &5 7
13 10 3 8 13
7T 2 1 1 6

Najprv odpoé¢itame prvy riadok od piateho a druhy od stvrtého. V matici, ktora
takto ziskame, odpocitame piaty stlpec od prvého a stvrty od druhého. Postupne tak
dostaneme

2 2 1 1 1] (1 1 1 1 1
56 3 4 5 |02 3 45

Al=|7 5 3 5 7[=|0 0 3 5 7|=1-2-3-4.5=120.
8 4 04 8 |00 0 4 8
50005 100005

Priznavame, Ze vypocet, ktory sme prave predviedli je tak trochu podraz voéi ¢i-
tatelovi. U'pravy, ktoré sme pri hom pouzili, boli totiz len opa¢nym postupom, ktorym
sme pri formulacii Glohy z vopred narafi¢enej vyslednej hornej trojuholnikovej mati-
ktorého autor ,,nevpustil do kuchyne®, mé len malt nadej toto optimalne riesenie najst.
Teda aspon pokial je iloha dobre postavena. Predvedieme preto aj iné, ,normalne“
riedenie, na aké ma Sancu prist aj nezasvateny riesitel.

Najprv odpocitame treti stipec od stvrtého aj piateho a jeho dvojnasobok od
prvého aj druhého stipca. V dalsom kroku determinant rozvinieme podla prvého

riadku:
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0

0100 slo001 2
s 0 31 2 U o
Aj=|1 <1 3 2 4=
74 5 10
7 4 3 5 10 = 0 0 s
5 0 10 5

Teraz odpocitame prvy stipec od posledného a ziskany determinant rozvinieme podla
posledného riadku:

S IR

|A| = —=5 el 2 3.
7T 4 5 3 L s 3
5 0 0 0

Po odpoéitani trojnasobku druhého stipca od tretieho a rozvinuti podla prvého riadku
sme koneéne v cieli:

=5(12+3-4) =524 = 120.

0 1 0
Al=<5 |l 2 «3|=5
- 12

‘@1 &3
4
4 =12

10.5.2. Priklad. Vypodéitame tzv. Vandermondov determinant radu n

1z 2} x?_l

1 29 a3 xht
VD, (21, 22,...,2,) = ) ) )

1 2, 22 gzt

Odpoc¢itanim prvého riadku od vsetkych ostatnych riadkov a naslednym rozvojom
podla prvého stlpca dostaneme

2 n—1
1 1 x] :fl )
0 xo&x zie2? .. 2l7lell”
2 1 2 1
VD, (21, 22,...,2,) =
2 2 n—1 n—1
0 &2 ;&7 ... T, SI4
2 2 n—1 n—1
Ty ST TH, LA ... Ty STy
— —1
T, &y 2l et L a2l sl

Odpocitajme teraz od kazdého stipca po¢ntc druhym xq-nasobok predchadzajiaceho
stlpca. V determinante, ktory ziskame, je na mieste (¢, k), kde 1 < ¢,k < n &1, prvok

(#f ©o1) S (*’1/'5:11 syl = xfgll(xiﬂ ).
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Ak teda vyjmeme z i-teho riadku ¢initel x;41 <1, postupne nam vyjde

Ty Sxy x2(ry Swr) ... J}g_z(lfz &)
VD, (21, 22,...,25) =
Tn &1 Tp(r, Sa1) ... 2" (2, Saq)
1 x4 x5 —2
= (13 &w1)... (v Su1)
1 =z, :ch_2
=(ry&w1)... (vp ©x1) VDpg(2a, ... 2q).
Teraz uz aj bez poéitania determinantov vidime, Ze
VD, _1(xg, ... xn) = (23 Sag) ... (v Sx2) VDp_o(as, ... 24),

atd. KedZe zrejme VDq(a,) = 1, dostavame vysledok

VD, (21, 22,...,25) = H (z; <x;),
1<:<y<n

kde symbolom [] oznac¢ujeme stiéin prislusnych éinitelov.

10.6. Inverzna matica a Cramerovo pravidlo

V tomto zavere¢nom paragrafe si predvedieme dva priklady vyuzitia determinantov.
Vyjadrime pomocou nich inverznt maticu k regularnej stvorcovej matici a rieSenie
sustavy linearnych rovnic s regularnou stvorcovou maticou. Vopred poznamenajme,
7e tieto vyjadrenia sa na priame vypocty prilis nehodia. Na druhej strane tym, Ze vy-
jadrujt inverznti maticu a riesenie spominanej ststavy v tvare prehladnych ucelenych
forml, st1 vyznamné hlavne z teoretického hladiska.

Nech A € K™"*" a1l <1,k < n strozne indexy. Oznaé¢me B maticu, ktora vznikne
z matice A nahradenim jej k-teho riadku ¢-tym riadkom. Potom matica B mé (aspon)
dva riadky rovnaké, menovite i-ty a k-ty, preto |B| = 0. Na druhej strane matice A
a B sa lisia nanajvys v k-tom riadku, preto Ap; = By; pre kazdé 1 < j < n. Z toho
dovodu s algebraické doplnky zodpovedajucich si prvkov k-tych riadkov oboch matic
rovnakeé: .

brj = (1) |Byj| = (1) [Agj| = .

Ak rozvinieme determinant matice B podla jej k-teho riadku, dostaneme

7

det B = zn:bkjgkj = Zaijakj = 0.

Spojenie tejto rovnosti s Laplaceovym rozvojom determinantu matice A podla k-teho
riadku dava

n o~

Z aij&kj = TZ(A) Tk <A

i=1

|A|, aki=Fk,

)T:Ti(A)‘3k<AVT> - { 0, aki#k.



1V, DETERMINANLY 19

Inak povedané

A-AT =|A|I,.

Inverzntt maticu k regularnej Stvorcovej matici A potom dostaneme tak, Ze trans-
ponovant maticu jej algebraickych doplnkov vydelime determinantom |A|. Tym sme
dokazali nasledujicu vetu.

10.6.1. Veta. Nech A € K"*" je regularna matica. Potom

A—l — L A/T
| Al

10.6.2. Priklad. Najdeme inverzni maticu k realnej matici
1 &2
A= :
(5 3)
Jej determinant a maticu algebraickych doplnkov vypocéitame lahko:

A =1-(8) 5. (2) =1, X:(ﬁg (:’5>

2 1
l/e3 2
-1 _ =
4 _7<<:>5 1)'

Poznamenajme vsak, Ze okrem s$tvorcovych matic rdadu 2, kedy je to v podstate
jedno, je vypocet inverznej matice pomocou ERO alebo ESO, ako sme ho popisali
v paragrafe 7.4, podstatne vyhodnejsi nez vypocet na zédklade vety 10.6.1. Uz pre
matice radu 3 by sme na to potrebovali vypocitat jeden determinant radu 3 a de-

Preto

vat determinantov radu 2. Vo vseobecnom pripade by sme museli vypoc¢itat jeden
determinant radu n a n? determinantov radu n <1.

Citatel sa pravdepodobne po prvykrat stretol s determinantmi v stvislosti s riese-
nim sustav linearnych rovnic, v ktorych je pocet rovnic a neznamych ten isty. Mozno
by si v pripadoch 2 x 2 a 3 X 3 este vedel spomentt aj na prislusné vzorce. Takéto
vzorce, zname ako Cramerovo pravidlo, vsak platia v lubovolnom rozmere n x n.

10.6.3. Veta. Nech A € K"*"™ je regularna matica, b € K™ aprel < j < n nech A?

oznacuje maticu, ktora vznikne z matice A nahradenim jej j-teho st]/pca st]/pcovym
vektorom b. Potom stistava A - = b ma jediné riesenie

T
w:<|A’f| U |Az|> |
Al 4] A

Dokaz. Podla vety 7.4.5 méa uvedend ststava jediné riesenie 2 = A~!-b. Ak do tohto
vyjadrenia dosadime za A™! z vety 10.6.1, pre j-tu zlozku vektora ® nam vyjde
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lebo zodpovedajtce si prvky j-tych stipcov matic A a A? maju rovnaké algebraické
doplnky, takze uvedeny stcet je Laplaceov rozvoj determinantu |A?| podla j-teho

stipca.

Varujeme vsak ¢itatela pred pouzivanim Cramerovho pravidla na riesenie konkrét-
nych ststav n linearnych rovnic o n neznamych. Metdéda tpravy rozsirenej matice
sustavy na redukovany stupniovity tvar pomocou ERO je ovela rychlejsia a pohodlnej-
sia. Kym vyriesenie takej sustavy pomocou ERO vzaduje upravu jedinej matice typu
n x (n 4 1), pri rieSeni Cramerovym pravidlom by sme museli pri vypocte determi-
nantov upravit n + 1 matic typu n x n.

Na obranu determinantov vSak poznamenajme, Ze stretnutie s najdolezitejsimi pri-
kladmi ich vyuzitia néas este len ¢aka. Popri tzv. Gramovych determinantoch to bude
najma v suvislosti s charakteristickym polynémom a vlastnymi hodnotami linearnych
transformacii a Stvorcovych matic.

CVICENIA

1. Nech U, V st vektorové priestory nad polom Q. DokéZte nasledujiice tvrdenia:
(a) Ak F: V — U je zobrazenie také, ze pre vsetky ¢ € Z, v € V plati F(cv) = cF(v), tak
uvedené rovnost plati aj pre vietky ¢ € Q.
(b) Ak F: V — U je zobrazenie také, 7e pre vietky ¢ € Z, v € V plati F(cv) = |c|F(v), tak
uvedené rovnost plati aj pre vietky ¢ € Q.

2. Nech U, Vq,...,V, st vektorové priestory nad polom K. Podobne ako v paragrafe 10.1 definujte
pojem n-linedrneho zobrazenia F: Vi x ... x V,, — U. Ozna¢me L, (Vi,...,V,,U) mnoZinu
véetkych n-linedrnych zobrazeni F': Vi x ... xV, — U; ak Vi = ... =V, =V tak miesto
Lp(Vi,...,V,,U) piseme len £, (V,U). DokdZte, Ze mnozina L, (Vi,...,V,,U) tvor{ linedrny
podpriestor vektorového priestoru UV X XVn yietkych zobrazeni Vi x ... x V,, — U.

3. Nech U, V st vektorové priestory nad polom K a n > 2. Definujte pojmy symetrického, anti-
symetrického a alternujtceho zobrazenia F': V* — U. DokaZte postupne nasledujtce tvrdenia:
(a) Mnoziny Sym,, (V,U) vSetkych symetrickych zobrazeni V" — U, Asym, (V,U) vsetkych
antisymetrickych zobrazeni V* — U a Alt, (V,U) vsetkych alternujicich zobrazen{ V" — K
st linedrne podpriestory vektorového priestoru UY" vietkych zobrazen{ V" — U.

(b) Ak char K = 2, tak Sym,,(V,U) = Asym,, (V,U).

(c) Ak char K # 2, tak Asym,,(V,U) C Alt, (V,U) a Sym,(V,U) N Asym,, (V,U) = {0}, kde 0
tentokrat oznacuje identicky nulové zobrazenie V* — U.

(d) L,(V,U)NAlt, (V,U) C L (V,U) N Asym,, (V,U).

(e) Ak char K # 2, tak L,(V,U) N Alt,(V,U) = Lp(V,U) N Asym ,(V,U).

(f) N4jdite priklad bilinedrneho (t. j. 2-linedrneho) zobrazenia Zo X Zy — Z3, ktoré je symetrické
(teda aj antisymetrické), no nie je alternujtce.

(g) Ak dim V' = n, tak dim (£, (V, K)NAlt,(V, K)) = 1. (Ndvod: Dobre si uvedomte, ¢o vlastne
hovori druh4 ¢ast vety 10.3.1.)

4. Dokazte Lemy 10.1.2 a 10.1.3 za vSeobecnejsich podmienok cvi¢enia 3, t.j. pre zobrazenia
F:Vr =U.

5. (a) Vypocitajte orientovany aj neorientovany plosny obsah rovnobeZnika ur¢eného vektormi
u= (1,57 v=(3-4)7 v rovine R
(b) Vypoditajte orientovany aj neorientovany objem rovnobeZnostena uréeného vektormi u =
(3,2,-1), v=(5,0,4), w = (1,1,1) v priestore R3.

(c) Vypoéitajte orientovany aj neorientovany Stvorrozmerny objem Stvorrozmerného ,rovno-

benonadstena® uréeného vektormi e; + ez, es — 2es, 4dez — 2eq, 3e; + e4 v priestore R%.

6. Vypoditajte nasledujice determinanty nad polom R:

2-204 0
05 3 —2 35 7 4 37181 —17 0 00l
11 6 —4 01 0 -1 26 —21 401 28 5711 b o025

@11 50 ®liss o ©507500 20 [ () 3_6232—21; (6)121323
33 9 —6 4711 6 00 3 1 L1114 PR
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Rozhodnite, pre ktoré hodnoty parametra A je uvedenid matica regularna resp. singulérna.
Rieste nad kazdym z poli Q, R, C, Z2 a Z7 pre nasledujice matice (ak vam prekdZa, ze niektory
prvok matice nepatri do prislusného pola Z,, nahradte ho jeho zvyskom po deleni &islom p):

1100 A=1 1 0 4
0 =X A 0
A1) -2 A1 5 3
W18 e (VA () e )
101 0 0 5 A
Pre lubovolnti maticu A rozmeru n X n nad polom K a skalar ¢ € K plati det(cA) = ¢" det A,

speciédlne det(—A) = (—1)™ det A. Dokazte.

Nechn > 2 a A, B, C, D s $tvorcové matice rddu n nad polom K. Na priklade ukaZte, Ze
(okrem pripadu B = 0 alebo C = 0) pre z nich zloZena blokovii maticu neplati nasledujice
,zovieobecnenie® pravidla na Vypo(zet determinantu matic rozmeru 2 x 2:
& 2| =14l1DI - |Bl|C).

Pomocou algebraickych doplnkov najdite explicitné vyjadrenie pre inverzné matice k nasledu-
Jjacim maticiam a sformulujte nutné a postac¢ujice podmienky ich existencie:

a b a? 0a 00a
@) m(in) @) @) @ (o),

1z 2z c00

Zovseobecnite vysledky tloh (d), (e) na matice fubovolného radu n.

N4jdite rieSenia nasledujlcich ststav linedrnych rovnic nad polom R pomocou Cramerovho
pravidla:

(a) z+y=1,3z —by = 4;

b)z—dy=—-2Tz+2y=1;

(c)z4+y—2=0,224+32=3,3z+y— 2z = —5;

(d) 22 +y+2:=10, 42 —y = =3, y + 2z = 0;
(e)z+2y+32+4u=10,y+224+3u=6,z4+2u=3, y—z4+u=1.

Nech A € K™*" je matica nad polom K a I C {1,...,m}, J C{1,...,n} sG dve mnoziny
indexov s rovnakym poctom prvkov k& < min(m,n). Oznaéme A;; € K*** Stvorcovi maticu
radu k tvorenl tymi prvkami a;; matice A, pre ktoré i € I a j € J. Determinanty takto
vzniknutych matic A;; nazyvame minormi matice A € K™X" riddu k. Jednoducho povedané,
minory matice A st determinanty Stvorcovych matic, ktoré vzniknt vynechanim niektorych
riadkov a stipcov matice A. Minory prislichajice mnozinam indexov tvaru I =.J = {1,... k}
sa nazyvaju hlavné minory matice A.

Dokézte, Ze hodnost matice A je najvacsie prirodzené ¢&islo k, pre ktoré existuje nenulovy
minor radu k matice A. (Ndvod: Ukézte, ze ak v;, (A), ..., r;, (A) st linedrne nezavislé riadky

matice A, tak existuji indexy stipcov J1, ..., jr také, Ze matica (aiqu) mé hodnost k.)

kxk

(a) Vypocitajte vietky minory realnej matice (; é :; ) )

241 0 31 4
(b) Vypoéitajte vsetky hlavné minory komplexnej matice < :; 3-2i 2 6—i> )

2—1 1451 0 2i
Nech A € K™X™ je Stvorcovad matica rddu n a I, J s dve podmnoZiny mnoziny {1,...,n}
s rovnakym poétom prvkov k < n. Algebraickym doplnkom minora |Ary| matice A (pozri
cvi¢enie 12) nazyvame vyraz (—1)/T7|Ap 5|, kde I’, J’ ozna¢ujt doplnky mnozin I resp. J
vmnozine {1,...,nta I+J =3 .11+ > j. Nech dalej Py(n) oznacuje mnozinu vietkych
k-prvkovych podmnozin mnoziny {1, ...,n} (zrejme # Pr(n) = (Z))
Dokézte nasledujtce zovSeobecnenia Laplaceovho rozvoja determinantu z vety 10.4.2:
(a) Laplaceov rozvoj determinantu podla vybraniych riadkov. Pre lubovolnt mnozinu I € Py (n)
vybranych (indexov) riadkov matice A plati

|A| = Z (—1)"* A |Ap 5.
JEPE(n)
(b) Laplaceov rozvoj determinaniu podla vybranych stlpcov. Pre Tubovolnt mno#inu J € Pr(n)
vybranych (indexov) stipcov matice A plati

Al= > (- ALllAp .
I€Py(n)
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15. (a) Vypoditajte algebraické doplnky minorov rddu 2 realnej matice (_41 g _42 _12) .
372 0
(b) Rozvinte determinant matice z Glohy (a) podla prvého a druhého riadku. Vysledok prorov-

najte s hodnotou determinatu ziskanou priamym vypodétom.

16. Nech K je pole, zg,x1,...,%, sl navzdjom rdzne a yo,y1,...,Yyn su [ubovolné prvky z K.
(a) Dokéazte, e potom existuje préave jeden polyném f(z) = aop+a1z+.. Fape”™ € K" [z] taky,
ze f(xo) = yo, f(®1) = y1, ..., f(zn) = yn; f(z) sa nazyva interpolacny polyném konelne]
funkcie z; — y;, kde 0 < ¢ < n. (Ndvod: Rozpiste uvedené rovnosti do ststavy linedrnych
rovnic v nezndmych ag, a1, ..., a, a vyuzite Vandermondov determinant.)
(b) Odvodte tzv. Lagrangeov tvar interpolacného polynému

n
Fay=>"u [] =2

im0 i T T
(c) Vyjadrite koeficienty interpola¢ného polynému f(z) pomocou Cramerovho pravidla.
(d) Nech K je pole redlnych &isel R. V pripade ekvidistancného delenia zo, z1 = =g + d,
x2 = xg +2d, ..., ¥n = xop + nd s krokom d > 0, najdite explicitné vzorce pre koeficienty
interpola¢ného polynému, ak 0 < n < 3.

17. S vyuzitim vysledkov predchidzajiceho cvi¢enia rieste nasledujice Glohy:

(a) Néjdite kvadratické polynémy fo(z), fi(2), fo(2) € R([z], ktorych grafy prechidzaja
bodmi (-1, 0), (1,0), (3, =2), resp. (—1,0), (0, —1), (2,5), resp. (0, —1), (2,5), (3,—2).
(b) Néjdite kubické polynémy g1 (2), g2(z) € R(3)[z], ktorych grafy prechadzajt bodmi (0, —1),
(1,0), (2,5), (3,—2), resp. (—=1,0), (0,—1), (1,0), (2,5).
(c) N4jdite bikvadraticky polyném h(x) € R(Y[z], ktorého graf prechiddza bodmi (—1,0),
(0,—1), (1,0), (2,5), (3,—2).
(d) Naértnite grafy funkcii fo, f1, f2, 91, g2 a h na intervale (—2,4) a porovnajte ich.

18. Permanentom &tvorcovej matice A = (@i )nxn nad polom K nazyvame vyraz

per A = Z Uo(1)1 -+ Go(n)n-
cESy

Formaélne teda permanent dostaneme vynechanim znamienkovych koeficientov sgn o = (—1)|U|
v definicii determinantu. DokéZte postupne nasledujiice tvrdenia:
(a) Ak maticu chdpeme ako riadok jej stipcov, tak permanent je n-linedrne symetrické zobraze-
nie K*X™ — K (pozri cvicenie 3).
(b) Pre Tubovolnti maticu A € K®*™ plati per AT = per A.
(c) Ak char K = 2, tak pre kazd( maticu A € K™X™ plati per A = det A.

19. (a) Odvodte vseobecny vzorec na vypocet permanentu matic rozmeru 2 x 2.

(b) Odvodte vzorec analogicky Sarrusovmu pravidlu na vypolet permanentu matic rozmeru
3 x 3.1

oy . . 13 240
(c) Vypolitajte permanenty redlnych matic A = (2 e ), B=1{37-1].

11 1

(c) Odvodte z vysledkov Glohy (a), Ye permanent regularne] stvorcove] matice sa mo%e rovnat
nule; kym permanent singularnej $tvorcovej matice nemusi byt 0.

20. Nech X = {z1,...,2,} je n-prvkovd mnozina a (X, H) je orientovany graf s mnoZinou vr-
cholov X (pozri cvicenie 2.7). Hovorime, %e permutdcia ¢ € S, Zije na grafe (X, H), ak pre
kazdé i < n plati (v, 2,(;)) € H.

(a) Nech H € R™X™ je incidennd matica grafu (X, H). Potom pocet vietkych permutécii
o € 8,, ktoré 7iji na grafe (X, H), je prave per H. Dokézte.

(b) Pre kazdy z grafov z obrazku 2.1 vypoditajte permanent jeho inciden¢nej matice a urcte
pocet permutécif, ktoré na fiom #ija (pokiste sa riesit obe Glohy pre dany graf v optimalnom
poradi).

1Stoji za poznamku, ¥e — na rozdiel od determinantu — nepozname nijaky jednoduchy, rychly
algoritmus na vypocet permanentu $tvorcovych matic vieobecného rddu n nad polami charakteris-
tiky # 2. Dokonca mame dobré dévody domnievat sa, Ze taky algoritmus neexistuje.



