
M1130 — Př́ıklady ze cvičeńı a domáćı úlohy na procvičeńı

• Jde o seznam typových úloh, které se prob́ıraj́ı na cvičeńı a daľśıch obdobných úloh na procvičeńı
za domáćı úlohu. Na ṕısemkách se objev́ı výhradně modifikace př́ıklad̊u z této sb́ırky a jim
obdobné př́ıklady.

• Př́ıklady označené hvězdičkou jsou určeny pro studenty, kteř́ı by se na cvičeńı př́ılǐs nudili a jsou
zde uvedeny pouze jako doplňuj́ıćı př́ıklady, které nebudou obsahem ṕısemek.

• Program jednotlivých cvičeńı si sestavuj́ı vyučuj́ıćı sami a mohou se lǐsit i v rámci jednotlivých
cvičeńı jednoho vyučuj́ıćıho.

• Velké množstv́ı př́ıklad̊u je převzato ze sb́ırky
”
Seminář ze středoškolské matematiky“ autor̊u

Herman, Kučera, Šimša (skriptum MU, 2004). Daľśımi př́ıklady přispěli doc. Čadek, dr. Kruml
(oba v roce 2019), doc. Šilhan (2020) a doc. Kĺıma (2019-2020).

Aktuálńı verze sb́ırky ze dne 22. listopadu 2021.

1 Úvodńı hodina - zápis množin

Cvičeńı konaná 14. a 15. 9. 2021.

Př́ıklad 1.1: Pomoćı množinového zápisu zapǐste následuj́ıćı množiny definované slovně:

1. Množinu všech přirozených č́ısel, která jsou dělitená třemi.

2. Množinu všech celých č́ısel, která dávaj́ı po děleńı osmi zbytek 5.

3. Množinu všech (kladných) reálných č́ısel, jejichž druhá mocnina je větš́ı než 3.

4. Množinu všech (kladných) reálných č́ısel, jejichž druhá mocnina je menš́ı než jejich trojnásobek.

5. Množinu všech dvojic reálných č́ısel, kde prvńı je trojnásobkem druhého.

6. Množinu všech dvojic kladných reálných č́ısel, kde prvńı je větš́ı než trojnásobek druhého.

7. Množinu všech trojic přirozených č́ısel, která mohou být délkami stran pravoúhlého trojúhelńıka.
Je tato množina prázdná?



Př́ıklad 1.2: Pomoćı množinového zápisu zapǐste následuj́ıćı množiny definované slovně:

1. Množinu všech lichých přirozených č́ısel, která jsou dělitená 5.

2. Množinu všech dvouciferných celých č́ısel, která jsou dělitená 17.

3. Množinu všech reálných č́ısel x, která jsou řešeńım nerovnice x2 + 2x+ 1 > 0.

4. Množinu všech kladných reálných č́ısel, jejichž třet́ı mocnina je menš́ı než jejich druhá
mocnina.

5. Množinu všech dvojic přirozených č́ısel, kde prvńı děĺı druhé.

6. Množinu všech dvojic celých č́ısel, která se navzájem děĺı, tj. prvńı děĺı druhé a naopak.

7. Množinu všech čtveřic celých č́ısel, kde třet́ı je součtem prvńıch dvou a čtvrté je součinem
prvńıch tř́ı.

Př́ıklad 1.3: Napǐste formálńı definice:

1. Celé č́ıslo a je sudé.

2. Celé č́ıslo a je liché.

3. Celé č́ıslo a je dělitelné třemi.

4. Celé č́ıslo a neńı dělitelné třemi.

5. Celé č́ıslo a je dělitelné č́ıslem b.

Př́ıklad 1.4: Dokažte platnost následuj́ıćıch tvrzeńı pro libovolná celá č́ısla a a b.

1. Z č́ısel a, b a a+ b je aspoň jedno sudé.

2. Pokud je a+ b sudé, pak a− b je sudé.

3. Č́ıslo a+ b je sudé právě tehdy, když je sudé č́ıslo a− b.

4. Pokud je a+ b sudé, pak a2 + b2 je také sudé.

5. Pokud je a+ b liché, pak a2 + b2 je také liché.

6. Č́ıslo a2 + a je sudé č́ıslo.

7. Č́ıslo a3 − a je dělitelné 3.

8. Č́ıslo a4 − a2 je dělitelné 4.



Př́ıklad 1.5: Necht’ a, b, c, d jsou r̊uzná jednociferná kladná celá č́ısla taková, že 3 děĺı a2 +
b2 + c2 + d2. Dokažte, že potom a2 + b2 neńı dělitelné 3.

Př́ıklad 1.6: V následuj́ıćıch př́ıkladech zapǐste množinu M bod̊u v rovině, a pak určete
výčtem prvk̊u množinu všech dvojic celých č́ısel x a y takových, že [x, y] ∈M .

1. M je obdélńık, jehož tři vrcholy jsou [−2,−2], [−2, 0] a [1,−2].

2. M je trojúhelńık ABC, kde A = [3, 2], B = [1,−2] a C = [−1, 1].

3. M je množina bod̊u [x, y] v kruhu se středem (8, 3) a poloměrem 4, pro které nav́ıc plat́ı
x ≤ y.

4. M je pr̊unik trojúhelńıku, jehož vrcholy jsou počátek [0, 0] a body [0, 4] a [4, 0], s množinou
všech bod̊u [x, y], pro které plat́ı (x− y − 2)2 = 9.

5. M je tvořena body (x, y) rovnoběžńıku, jehož tři vrcholy jsou [0, 0], [−6, 0] a [4, 3], které
zároveň lež́ı pod př́ımkou y = x+ 1.

Pozn.: Body obdélńıku, trojúhelńıku atd. mı́ńıme body, které jsou bud’
”

uvnitř“ nebo
”

na hra-
nici“ tohoto útvaru. Rozmyslete si, jak by se řešeńı lǐsilo v př́ıpadě, kdybychom uvažovali pouze

”
vnitřńı“ body.

Př́ıklad 1.7: Necht’ M je množina bod̊u v rovině, které jsou uvnitř (tj. nikoli na stranách)
čtverce se středem v bodě [4, 3], stranou délky 2, jehož úhlopř́ıčky jsou rovnoběžné s osami x a y.
Napǐste množinu M formálně (tj. body roviny o souřadnićıch, které splňuj́ı vhodné nerovnosti).
Určete dále všechny body s celoč́ıselnými souřadnicemi, které množina M obsahuje.

2 Vyhodnoceńı vstupńıho testu

Cvičeńı konaná 21. a 22. 9. 2021.

Př́ıklad 2.1: Necht’ T = [r, s] je těžǐstě 4ABC, kde A = [2,−1], B = [−1, 3] a C = [5, 7].
Určete hodnoty r a s.

Př́ıklad 2.2: Necht’ S = 72 cm2 je povrch krychle vepsané do kulové plochy o poloměru r.
Určete hodnotu r.

Př́ıklad 2.3: Necht’ M je množina všech reálných č́ısel, která splňuj́ı nerovnici |2x+1| < x+3.
Určete množinu M .



Př́ıklad 2.4: Komplexńı č́ıslo z je řešeńım rovnice z + |z| = 5 + (2 + i)2. Určete komplexńı
č́ıslo z2.

Př́ıklad 2.5: Č́ısla a, b ∈ R, a < b, jsou řešeńım rovnice x2 log x+3,5 = 100
√
x. Určete č́ıslo

k = ab2.

Př́ıklad 2.6: Necht’ č́ıslo c je součtem všech řešeńı rovnice cosx + sinx =
√

2 v intervalu
[0, 2π]. Určete hodnotu c.

Př́ıklad 2.7: Určete počet všech lichých pěticiferných přirozených č́ısel, která neobsahuj́ı ve
svém zápisu cifru 9.

Př́ıklad 2.8: Necht’ c = a2 + b2, kde a a b jsou délky poloos kuželosečky k o rovnici k :
3x2 + 5y2 + 6x− 20y + 8 = 0. Určete hodnotu c.

Př́ıklad 2.9: Definujte, co je to aritmetický pr̊uměr n-tice reálných č́ısel a1, a2, . . . , an a co je
medián těchto č́ısel. Na př́ıkladech čtyř č́ısel ukažte, že někdy je medián menš́ı než aritmetický
pr̊uměr a jindy je tomu naopak.

Př́ıklad 2.10: Pro n-tici kladných reálných č́ısel se definuj́ı kromě aritmetického pr̊uměru i
jiné pr̊uměry. Nejznáměǰśı je geometrický a harmonický pr̊uměr:

G(a1, a2, . . . , an) = n
√
a1 · a2 · · · · · an,

H(a1, a2, . . . , an) =
n

1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

.

Dokažte, že pro každá dvě kladná reálná č́ısla a1, a2 plat́ı A(a1, a2) ≥ G(a1, a2) ≥ H(a1, a2).
Pro která a1, a2 nastane rovnost? (A znač́ı aritmetický pr̊uměr č́ısel v závorce.)

Př́ıklad 2.11∗: Jaká je pr̊uměrná rychlost auta, které jede n stejně dlouhých úsek̊u postupně
rychlostmi v1, v2, . . . , vn?

Př́ıklad 2.12∗: Nerovnosti z př́ıkladu 2.10 plat́ı nejen pro dvojice, ale pro všechny n-tice
kladných reálných č́ısel. Dokažte, že z nerovnosti A ≥ G plyne nerovnost G ≥ H. Zkuste
dokázat nerovnost A ≥ G.



3 Reálné funkce a jejich grafy

Cvičeńı konaná 29. 9. 2021.

Zopakujte si, co je zobrazeńı množiny A do množiny B. O zobrazeńı do množiny reálných
č́ısel R budeme mluvit jako o funkci.

Př́ıklad 3.1: Určete definičńı obor a obor hodnot zadaných funkćı. Dále načrtněte graf a roz-
hodněte, zda je funkce injektivńı, surjektivńı (zobrazeńı ze svého definičńıho oboru) a zda je
rostoućı, resp. klesaj́ıćı.

1. f(x) = 2x+ 7,

2. f(x) = |3x+ 1| − x,

3. f(x) = 1
x−1 ,

4. f(x) = x2 + 2x+ 3,

5. f(x) = log10(x+ 2),

6. f(x) = 2x−3,

7. f(x) = (x− 1)2 + (x+ 2)2,

8. f(x) = 3 cosx,

9. f(x) = tan(−x).

Př́ıklad 3.2: Funkce f je dána následuj́ıćım předpisem

f(x) =
1

log10(x
2 − 1)− 1

.

Najděte jej́ı definičńı obor jako podmnožinu reálných č́ısel. Najděte jej́ı obor hodnot.

Př́ıklad 3.3: Zkoumejte, jak se měńı graf funkce y = f(x), když přejdeme k funkci:

1. y = 2f(x),

2. y = 1
3
· f(x),

3. y = −f(x),

4. y = f(−x),



5. y = f(x+ 3),

6. y = f(x− 2),

7. y = f(x)− 4,

8. y = f(x) + 6,

9. y = f(3x),

10. y = f(x
2
).

Je-li p̊uvodńı funkce rostoućı na svém definičńım oboru, co můžeme ř́ıci o nově vytvořených
funkćıch?

Př́ıklad 3.4: S využit́ım úlohy 3.3 rozložte následuj́ıćı funkce jako složeńı ”jednodušš́ıch”funkćı.

1. f(x) = |3x− 8|+ 2,

2. g(x) = 3
x+5

+ 2,

3. h(x) = log10(2x+ 3)− 5.

Nakreslete grafy těchto funkćı. Rozhodněte, zda jsou funkce rostoućı, resp. klesaj́ıćı, př́ıpadně
dejte př́ıklad vhodných interval̊u, na kterých je funkce rostoućı, resp. klesaj́ıćı.

Př́ıklad 3.5: Mějme funkci f(x) s definičńım oborem D(f) = R a oborem hodnot H(f) =
(0, π/2) a předpokládejme, že f(x) je klesaj́ıćı na celém definičńım oboru.

a) Dokažte, že pak funkce cos(f(x)) je rostoućı na celém definičńım oboru.

b) Rozhodněte o chováńı funkce g(x) = cos(x−π/2)
f(x)

na intervalu (0, π/2). Možné odpovědi jsou,

že funkce g(x) je na tomto intervalu bud’ rostoućı nebo klesaj́ıćı nebo se takto chová jen
na části daného intervalu nebo monotonie záviśı na volbě funkce f(x). Odpověd’ je vždy
třeba dokázat.

4 Maximálńı intervaly monotonie funkćı

Cvičeńı konaná 5. a 6. 10. 2021.

Př́ıklad 4.1:

1. Definujte (formálně) pojem
”
funkce f je rostoućı na intervalu I“.

2. Definujte formálně
”
maximálńı interval, kde je funkce f rostoućı“.



3. U funkćı z př́ıklad̊u 3.1, 3.2 a 3.4 zjistěte, na kterých maximálńıch intervalech jsou rostoućı,
resp. klesaj́ıćı.

4. Zformulujte precizně tvrzeńı, že složeńı rostoućıch funkćı (na intervalu) je rostoućı funkce
(na intervalu) a větu dokažte. Zejména si uvědomte, jaké všechny předpoklady je třeba
uvést. Přesněji: pokud g je rostoućı funkce na intervalu I, kde I ⊆ D(g), a dále f je
rostoućı funkce na intervalu J ⊆ D(f), potom ještě muśıme něco předpokládat o množině
{g(x);x ∈ I}, abychom mohli dokázat, že f ◦ g je rostoućı na intevalu I.

Př́ıklad 4.2: Nakreslete graf funkce

f(x) = 2 cos(3x+
π

2
)− 1.

Určete všechny maximálńı intervaly, na nichž je funkce klesaj́ıćı (resp. rostoućı). Určete všechna
x ∈ R splňuj́ıćı f(x) = 0. Určete zejména, kolik je takových reálných č́ısel v intervalu (0, 2π).

Př́ıklad 4.3: Mějme funkci

f(x) =
1

|e2x−1 − 1|
.

Určete jej́ı definičńı obor, obor hodnot, načrtněte jej́ı graf a určete, na kterých maximálńıch
intervalech je tato funkce rostoućı nebo klesaj́ıćı.

Př́ıklad 4.4: Necht’ f a g jsou rostoućı funkce na intervalu I, tj. zejména I ⊆ D(f) ∩D(g).
Rozhodněte, zda je rostoućı nebo klesaj́ıćı funkce h daná následuj́ıćım předpisem:

1. h(x) = f(x) + g(x),

2. h(x) = f(x)− g(x),

3. h(x) = f(x) · g(x),

4. h(x) = −g(x),

5. h(x) = g(x) · g(x),

6. h(x) = |g(x)|,

7. h(x) = 1
g(x)

.

V př́ıpadech, kdy odpov́ıdáte
”
ano“, se pokuste o formálńı d̊ukaz. V př́ıpadech, kdy odpov́ıdáte

”
ne“, dejte protipř́ıklad a nav́ıc se pokuste (přidáńım vhodných předpoklad̊u pro funkce f a g)

zformulovat platné tvrzeńı.



Př́ıklad 4.5: Necht’ g je rostoućı funkce na intervalu I, tj. zejména I ⊆ D(g) a necht’ c ∈ R je
pevně zvolené reálné č́ıslo. Rozhodněte, zda je rostoućı nebo klesaj́ıćı funkce h daná následuj́ıćım
předpisem:

1. h(x) = g(x) + c,

2. h(x) = c− g(x),

3. h(x) = c · g(x).

Pozor, odpověd’ se může lǐsit v závislosti na paramatru c.

Př́ıklad 4.6: Udejte př́ıklad rostoućıch funkćı f a g s definičńım oborem R takových, že
funkce h, daná předpisem h(x) = f(x) · g(x), je klesaj́ıćı funkce na celém definičńım oboru
D(h) = R.

Nápověda: Pokuste se nejdř́ıve načrtnout grafy vašich funkćı f , g a h. Poté se pokuste
vymyslet nějaký vhodný předpis pro tyto funkce (jako složeńı elementárńıch funkćı).

Př́ıklad 4.7: Necht’ f je rostoućı funkce na celém definičńım oboru D(f) = R s oborem
hodnot H(f) = (0,∞). Uvažujme dále funkci g danou předpisem g(x) = x · f(x). Dokažte, že
funkce g je rostoućı na intervalu I = (0,∞).

V d̊ukazu identifikujte krok, kde se využije předpoklad H(f) = (0,∞), a dále krok, kde se
využije předpoklad, že I obsahuje pouze kladná reálná č́ısla.

Ukažte, že oba tyto předpoklady jsou nutné. Zejména dejte př́ıklad rostoućı funkce f s
definičńım oborem D(f) = R, takové, že H(f) obsahuje 0 nebo záporné č́ıslo, pro niž funkce
g(x) = x · f(x) neńı rostoućı na intervalu I = (0,∞). Poté zformulujte podobně tvrzeńı o
existenci funkce f v druhém př́ıpadě a dejte vhodný př́ıklad takové funkce.

5 Kvadratické funkce

Cvičeńı konaná 12. a 13. 10. 2021.

Př́ıklad 5.1: Pomoćı úpravy na čtverec odvod’te “vzoreček” pro řešeńı obecné kvadratické
rovnice

ax2 + bx+ c = 0,

kde a, b, c ∈ R, a 6= 0. Načrtněte graf kvadratické funkce f(x) = ax2 + bx + c pro a > 0 a pro
a < 0. Určete, jaké maximum nebo minimum tato funkce nabývá a v kterém bodě.



Př́ıklad 5.2: Určete všechny hodnoty parametru r ∈ R tak, aby daná nerovnost platila pro
všechna x ∈ A. (Kreslete si, jak muśı vypadat grafy př́ıslušných kvadratických funkćı.)

a) (r + 4)x2 − 2rx+ 2r − 6 < 0, A = R.

b) rx2 − 4x+ 3r + 1 > 0, A = (0,∞).

c) (r − 2)x2 + rx+ 1− r > 0, A = (0,∞).

d) (x− 3r)(x− r − 3) < 0, A = [1, 3].

Př́ıklad 5.3: Určete všechny hodnoty parametru r ∈ R tak, aby nerovnost (r − 2)x2 + rx+
3r + 2 > 0, platila pro všechna x ∈ [3, 5].

Př́ıklad 5.4: Určete všechny hodnoty parametru r ∈ R tak, aby nerovnost

(rx− 1)(x+ r) < 0

platila pro všechna x ∈ A.

a) A = (0, 1).

b) A = (−1, 1).

c) A = (−2, 2).

d) A = (0,∞).

Př́ıklad 5.5: Určete, kdy pro řešeńı x1 ≤ x2 rovnice

2x2 − 2(2a+ 1)x+ a(a− 1) = 0

plat́ı x1 < a < x2. Nápověda: Vyznačte na grafu př́ıslušné kvadratické funkce jej́ı hodnotu v a.

Př́ıklad 5.6: Určete, kdy pro řešeńı x1 a x2 rovnice

(a− 2)x2 − 2(a+ 3)x+ 4a = 0

plat́ı x1 > 3 a x2 < 2.

Př́ıklad 5.7: Určete, pro která a ∈ R má následuj́ıćı polynom dvojnásobný kořen

(2a− 5)x2 − 2(a− 1)x+ 3.



Př́ıklad 5.8: Najděte nejmenš́ı celé č́ıslo k, pro něž má rovnice

x2 − 2(k + 2)x+ 12 + k2 = 0

dvě r̊uzná reálná řešeńı.

Př́ıklad 5.9∗: Nalezněte kvadratickou rovnici s celoč́ıselnými koeficienty, jej́ımž jedńım řešeńım
je

x1 =

√
5−
√

3√
5 +
√

3
.

Př́ıklad 5.10∗: Označme

a =
3

√
3
√

21 + 8, b =
3

√
3
√

21− 8 .

Dokažte, že součin i rozd́ıl těchto dvou reálných č́ısel je celoč́ıselný a určete jej. Zjednodušte
algebraické výrazy pro č́ısla a a b tak, aby obsahovala kromě celých č́ısel a obvyklých operaćı
již pouze druhé odmocniny.

Nápověda: Napǐste si kvadratickou rovnici s dvojićı řešeńı a, −b.

Prvńı vnitrosemestrálńı ṕısemka

Ṕısemka na obsah kapitol 1, 3, 4 a 5.

sk. A (18.10)

1. Mějme funkci f(x) = 3 sin(|x + π
3
|). Určete jej́ı definičńı obor, obor hodnot a načrtněte

jej́ı graf. Rozhodněte, zda je funkce periodická. Určete dále všechny hodnoty x, pro které plat́ı
f(x) = 0.

2. Mějme funkci f(x) =
√
x2 − 4− 2. Určete jej́ı definičńı obor, obor hodnot, načrtněte jej́ı

graf a určete, na kterých maximálńıch intervalech je tato funkce rostoućı nebo klesaj́ıćı. Dále
uvažujme funkci g = f ◦ f . Určete definičńı obor a obor hodnot funkce g.

3. Mějme funkci f(x) = ex
3

− lnx
. Rozhodněte o monotonii této funkce na intervalu (0, 1).

Nápověda: Př́ıklad neńı určený na výpočet pomoćı derivaćı (i takový postup vyžaduje ověřováńı
platnosti jistých nerovnost́ı, takže je srovnatelně obt́ı̌zný). Zadanou funkci f(x) lze chápat jako
součin dvou jednodušš́ıch funkćı na daném intervalu, který je také podstatný pro správnou od-
pověd’.



4. Určete všechny hodnoty parametru r ∈ R tak, aby nerovnost (r − 1)x2 + 2rx + r > 0
platila pro všechna x ∈ [−2,∞).

5. Necht’ a, b, c jsou celá č́ısla taková, že č́ısla a + b, a + c a b + c dávaj́ı stejný zbytek po
děleńı 3. Dokažte, že č́ıslo a+ b+ c je dělitelné 3.

sk. B (22.10)

1. Mějme funkci f(x) = 1√
x−1−1

. Určete jej́ı definičńı obor, obor hodnot, načrtněte jej́ı graf

a určete maximálńı intervaly monotonie. Dále uvažujme funkci g danou vztahem g(x) = f( 1
x
).

Určete definičńı obor a obor hodnot funkce g.

2. Mějme funkci f(x) = sin(π sinx). Určete jej́ı definičńı obor, obor hodnot, určete ma-
ximálńı interval monotonie I1 obsahuj́ıćı x = 0 a také najděte nějaký maximálńı interval I2,
kde je funkce f(x) klesaj́ıćı. Dále určete všechna x taková, že f(x) = 0.

3. Mějme funkci f(x) = e|x−3|(−x2 + 6x − 10). Rozhodněte o monotonii této funkce na
intervalu [0, 3].

4. Určete všechny hodnoty parametru r ∈ R tak, aby nerovnost (r + 3)x2 − 2rx + 2 > 0
platila pro všechna x ∈ [0, 2].

5. Necht’ a, b jsou celá č́ısla. Dokažte, že alespoň jedno z č́ısel a+ b, 2ab, a− b je dělitelné 4.

6 Funkce s absolutńı hodnotou,

racionálńı kořeny celoč́ıselných polynomů

Cvičeńı konaná 19. a 20.10. 2021.

Př́ıklad 6.1: Uvažujme funkci f : R→ R danou předpisem

f(x) = |2x− 3| − |x+ 2|+ |10− 3x| − 1 .

1. Nakreslete graf funkce f : R→ R na intervalu [−5, 5].

2. Najděte obor hodnot funkce f .

3. Určete maximálńı intervaly, na kterých je funkce f monotónńı.

4. Určete, pro která x ∈ R plat́ı f(x) < 2.



Př́ıklad 6.2: Řešte v R rovnice

1. |x+ 1| − |x|+ 3|x− 1| − 2|x− 2| = |x+ 2|,

2.
|x2 − 4x|+ 3

x2 + |x− 5|
= 1

3. |x2 − 4x− 5| − 3 = x2 + |x− 4|.

Př́ıklad 6.3: Uvažujme dvě funkce f, g : R→ R dané předpisy

f(x) =
∣∣ |x+ 1|+ |x− 1|

∣∣ , g(x) =
∣∣ |x+ 1| − |x− 1|

∣∣ .
1. Načrtněte grafy funkćı f a g.

2. Najděte obor hodnot těchto funkćı.

3. Najděte maximálńı intervaly, na kterých je funkce f rostoućı, resp. klesaj́ıćı.

4. Najděte maximálńı intervaly, na kterých je funkce g rostoućı, resp. klesaj́ıćı.

5. Určete všechna řešeńı nerovnice g(x) < f(x), tj.∣∣ |x+ 1| − |x− 1|
∣∣ < ∣∣ |x+ 1|+ |x− 1|

∣∣ .
Př́ıklad 6.4∗: Určete všechna x ∈ R, pro která plat́ı∣∣∣∣x+

1

x+ 1

∣∣∣∣ ≥ 1.

Př́ıklad 6.5: Najděte nějaký polynom s celoč́ıselnými koeficienty,

1. jehož kořeny jsou 0, 1,−1/2,

2. jehož jediný reálný kořen je −1, ale stupeň polynomu je větš́ı než 1,

3. který má trojnásobný kořen 1,

4. jehož kořeny jsou
√

2, −1 a př́ıpadně daľśı reálná č́ısla.

Př́ıklad 6.6: Dokažte kritérium pro racionálńı kořeny polynomů s celoč́ıselnými koeficienty:
Pokud zlomek ve zkráceném tvaru p

q
je kořenem polynomu f = anx

n+an−1x
n−1 + · · ·+a1x+a0

s celoč́ıselnými koeficienty, potom p | a0 a q | an.



Př́ıklad 6.7: Najděte všechny racionálńı kořeny polynomu:

1. 2x3 + x2 − 4x− 3,

2. 27x3 + 27x2 − 4,

3. 4x4 + 7x3 + 2x2 + 7x− 2.

Př́ıklad 6.8: Určete všechny hodnoty parametru a ∈ R tak, aby obě rovnice měly aspoň
jedno společné řešeńı.

x2 + ax+ 8 = 0, x2 + x+ a = 0.

Př́ıklad 6.9: Určete všechny hodnoty parametru a ∈ R tak, aby obě rovnice měly aspoň
jedno společné řešeńı.

(1− 2a)x2 − 6ax− 1 = 0, ax2 − x+ 1 = 0.

Př́ıklad 6.10: Určete všechny parametry a ∈ R takové, že má následuj́ıćı dvojice rovnic
nějaké společné reálné řešeńı:

ax2 + x+ a = 0, x2 + ax+ a = 0.

7 Př́ıklady s odmocninami, Vietovy vztahy

Cvičeńı konaná 26.10. a 27.10. 2021.

Př́ıklad 7.1: Řešte v R rovnice:

1.
√
x+ 1− 1 =

√
x−
√
x+ 8,

2.
√

3x+ 4 +
√
x− 4 = 2

√
x,

3.
√

3x+ 2 =
√

5x+ 3 + 2
√

2x+ 1.



Př́ıklad 7.2: Řešte v R nerovnice:

1. 3 > x+ 3 ·
√

1− x2,

2.
√
x+ 3−

√
x− 1 >

√
2x− 1,

3. 1 ≥ x+
√

4− x2.

4.
√

2x+ 1−
√

2x− 1 >
√
x+ 4−

√
x+ 2

5.
√
x+ 2−

√
x− 1 >

√
2x− 3.

Př́ıklad 7.3: Označme x1, x2 řešeńı rovnice 3x2+8x+4 = 0. Aniž danou rovnici řeš́ıte, určete
č́ıslo:

1. x21 + x22,

2. x31 + x32,

3. 1
x1

+ 1
x2

,

4. x1 − x2,

5. x21x2 + x1x
2
2,

6. x21 − x22.

Př́ıklad 7.4: Označme x1, x2, x3 řešeńı rovnice x3 + 3x2 − 7x − 6 = 0. Aniž danou rovnici
řeš́ıte, určete č́ıslo:

1. x21 + x22 + x23,

2.∗ x31 + x32 + x33,

3. 1
x1

+ 1
x2

+ 1
x3

,

4. (x1 − x2)2 + (x2 − x3)2 + (x3 − x1)2,

5. x21x
2
2 + x21x

2
3 + x22x

2
3.

Př́ıklad 7.5∗: Necht’ polynom x3 + ax2 + bx+ c má tři kladné kořeny. Dokažte, že a3 ≤ 27c.



8 Exponenciálńı a logarimické funkce

Cvičeńı konaná 2. a 3. 11. 2021.

Př́ıklad 8.1: Mocniny a exponenciálńı funkce ax.

1. Pro a > 0 a n ∈ Z definujte an.

2. Je-li a > 1 reálné č́ıslo a n < m celá č́ısla, pak an < am. Dokažte.

3. Pro a > 0 reálné a x = p
q
, p ∈ Z, q ∈ N definujte ax.

4.∗ Pro a > 0 reálné a x, y racionálńı, dokažte, že axay = ax+y a (ax)y = axy.

5. Pro a > 1 a x ∈ R definujeme ax = sup{ay ∈ R; y ∈ Q, y ≤ x}. Udělejte totéž pro
a ∈ (0, 1).

6.∗ Dokažte, že funkce ax je rostoućı pro a > 1 a klesaj́ıćı pro a ∈ (0, 1).

7.∗ Pro a > 0 reálné a x, y reálná, dokažte, že axay = ax+y a (ax)y = axy.

8. Nakreslete graf exponenciálńı funkce pro r̊uzná a.

Př́ıklad 8.2: Logaritmická funkce loga x.

1. Definujte inverzńı funkci k funkci f .

2. Definujte loga x jako inverzńı funkci k exponenciálńı funkci ax.

3. Jak je to s monotoníı logaritmické funkce? Nakreslete grafy logaritmické funkce pro r̊uzné
základy.

Př́ıklad 8.3: Z vlastnost́ı exponenciálńıch funkćı dokažte tyto vlastnosti logaritmických funkćı:

1. loga(xy) = loga x+ loga y.

2. loga
x
y

= loga x− loga y.

3. loga(x
y) = y loga x.

4. loga x = logb x
logb a

.

5. loga b = 1
logb a

.

6. bloga c = cloga b.

7. logay x
y = loga x.

Doplňte vždy chyběj́ıćı předpoklady na použité parametry a, b, c, x, y.



Př́ıklad 8.4: Určete

1. 491− 1
2
log7 25.

2. log
(

log
√

5
√

10
)
.

3. 81
1

log5 3 .

4. log2
2
3

+ log4
9
4
.

5. 32 log3 2+log3 5.

6. 1
log2 3

+ 1
log4 9

− 1
log8 3

.

7. 36log6 5 + 101−log10 2 − 3log9 36.

9 Exponenciálńı a logarimické funkce – dokončeńı

Cvičeńı konaná 9. a 10. 11. 2021.

Př́ıklad 9.1: Pomoćı č́ısel a, b, c vyjádřete x:

1. x = log100 40; a = log2 5.

2. x = log6 16; a = log12 27.

3. x = log 1
300

; a = log 2, b = log 3, c = log 5.

4. x = log140 63; a = log2 3, b = log3 5, c = log7 2.

Př́ıklad 9.2: Řešte v R rovnice:

1. 4x + 2x+1 = 24.

2. |x|x2−2x = 1.

3. 6 · 9x − 13 · 6x + 6 · 4x = 0.

4.
(
3
5

)x
+ 7

5
= 2x.



Př́ıklad 9.3: Řešte v R rovnice:

1. log 5 + log(x+ 10) = 1− log(2x− 1) + log(21x− 20).

2. log0,5x x
2 − 14 log16x x

3 + 40 log4x

√
x = 0.

3. 15log5 3 · x1+log5(9x) = 1.

4. log
√

1 + x+ 3 log
√

1− x = log
√

1− x2 + 2.

Př́ıklad 9.4: Řešte v R nerovnice:

1. 1
3x+5

≤ 1
3x+1−1 .

2. 8x + 18x − 2 · 27x > 0.

3. log(x−2)(2x− 3) > log(x−2)(24− 6x).

4. xlog2 x > 2.

Př́ıklad 9.5: a) Řešte v R rovnici log3 x
2 · log9 x = 3.

b) Využijte předchoźı výsledek a vyřešte rovnici log3(|z|+ 1)2 · log9(|z|+ 1) = 3.

Druhá vnitrosemestrálńı ṕısemka

Psaná dne 18.11.2021 na obsah kapitol 6-9.

1. Řešte v R rovnici 4 + 2x− x2 = |x− 1|+ |x+ 2|.

2. Řešte v R nerovnici
√

2 + x2 −
√

2− x2 > 1.

3. Řešte v R rovnici 8x + 2 = 4x + 2x+1.

4. Určete všechna řešeńı nerovnice logx+1(2x+ 1) > 2 + logx+1(
3x−1
x+1

).

5. Uvažujme funkci f danou předpisem f(x) = log2 x+ log4 x+ log8 x.
a) Určete definičńı obor funkce a zd̊uvodněte, že funkce je na něm rostoućı.
b) Pro libovolné n ∈ R vypočtěte f(4n). [Výsledek zapǐste jako polynom v proměnné n ∈ Z.]
c) Využijte předchoźı výsledek a vyřešte rovnici 2 log2 x+ 2 log4 x+ 2 log8 x+ 11 = 0.
d) Podobně vyřešte nerovnici log2 x+ log4 x+ log8 x < log16 x

5.



10 Goniometrické funkce

Cvičeńı konaná 23. a 24. 11. 2021.

Př́ıklad 10.1: Odvod’te základńı vztahy:

1. sin2 x+ cos2 x = 1,

2. sin(−x) = − sinx, cos(−x) = cos x, tg(−x) = − tg x,

3. sin(x+ 2π) = sinx, cos(x+ 2π) = cos x, tg(x+ π) = tg x,

4. sinx = sin(π − x) = − sin(π + x) = − sin(2π − x),

5. cosx = − cos(π − x) = − cos(π + x) = cos(2π − x), tg x = − tg(π − x).

6. cosx = sin(x+ π
2
) = sin(π

2
− x), sinx = cos(π

2
− x).

Př́ıklad 10.2∗: Předpokládejme, že plat́ı eix = cosx+ i sinx, kde x je libovolné reálné č́ıslo.
Dále předpokládejme, že pro umocňováńı reálného č́ısla e na komplexńı č́ısla plat́ı obvyklé
vlastnosti pro umocňováńı. Odvod’te součtové vzorce

sin(x+ y) = sin x cos y + cosx sin y, cos(x+ y) = cos x cos y − sinx sin y .

Součtových vzorc̊u využijte k odvozeńı vzorc̊u (e) a (f) z předchoźıho př́ıkladu.

Př́ıklad 10.3: Odvod’te dále vztahy:

1. sin 2x = 2 sin x cosx, cos 2x = cos2 x− sin2 x,

2. sinx+ sin y = 2 sin x+y
2

cos x−y
2

, cosx+ cos y = 2 cos x+y
2

cos x−y
2

,

3. sinx− sin y = 2 sin x−y
2

cos x+y
2

, cosx− cos y = −2 sin x+y
2

sin x−y
2

.

Nápověda: V částech 2. a 3. napǐste x = α + β a y = α− β a použijte součtové vzorce.

Př́ıklad 10.4: Za předpokladu, že výrazy dávaj́ı smysl, dokažte následuj́ıćı rovnosti. Popǐste,
pro které hodnoty tyto rovnosti plat́ı.

1. tg(x+ y) = tg x+tg y
1−tg x tg y ,

2. tg(x− y) = tg x−tg y
1+tg x tg y

,

3. tg x · tg
(
π
2

+ x
)

= −1.

Nápověda: 1) Ve vztahu tg(x+y) = sin(x+y)
cos(x+y)

použijte součtové vzorce pro sin(x+y) a cos(x+y).

2) Ve vztahu tg(x − y) = sin(x−y)
cos(x−y) použijte součtové vzorce pro sin(x − y) a cos(x − y). 3) Ve

výrazu tg
(
π
2

+ x
)

=
sin(π

2
+x)

cos(π
2
+x)

použijte vzorce pro sin(π
2

+ x) a cos(π
2

+ x).



Př́ıklad 10.5: Odvod’te následuj́ıćı vztahy (a promyslete, pro které hodnoty x ∈ R plat́ı):

1. sinx =
2 tg x

2

1+tg2 x
2
,

2. cosx =
1−tg2 x

2

1+tg2 x
2
,

3. tg x =
2 tg x

2

1−tg2 x
2
.

Nápověda: Ve všech př́ıpadech na pravé straně použijte tg x
2

=
sin x

2

cos x
2

a následně upravte složený

zlomek.

Př́ıklad 10.6: a) Za předpokladu, že výrazy na obou stranách rovnosti dávaj́ı smysl, dokažte:

sin 2x =
4 cotg 2x

cotg2x− tg2x
.

b) Určete, pro která reálná č́ısla x maj́ı výrazy smysl.

Př́ıklad 10.7: Za předpokladu, že výrazy na obou stranách rovnosti dávaj́ı smysl, dokažte:

1. sinx+cosx
cos3 x

= 1 + tg x+ tg2 x+ tg3 x,

2. 1+sin 2x
cos 2x

= tg(π
4

+ x),

3. tg 3x
tg x

= 3−tg2 x
1−3 tg2 x ,

4. 1−cos 2x+sin 2x
1+cos 2x+sin 2x

= tg x,

5. cos6 x− sin6 x = 1
4
(3 + cos2 2x) cos 2x,

6. sinx cos(y − x) + cos x sin(y − x) = sin y.

Nápověda: 1) Na pravé straně použijte tg x = sinx
cosx

, upravte na společný jmenovatel a použijte
vztah sin2 x + cos2 x = 1. 2) Použijte součtový vzorec pro tg(x + π

4
), upravte složený zlomek a

pak porovnejte s levou stranou. 3) Použijte součtový vzorec pro tg(3x) = tg(x+ 2x), pak znova
pro tg(2x) = tg(x+x) a upravte složený zlomek. 4) Použijte vzorce pro sin(2x) a cos(2x) a také
sin2 x+ cos2 x = 1; výsledný zlomek pak zjednodušte. 5) Použijte vztah a6 − b6 = (a2 − b2)(a2 +
ab + b2)(a2 − ab + b2). Přitom zde a2 + b2 = 1 a 1− a2b2 = 1− 1

4
sin2 2x. 6) Použijte součtové

vzorce.



Př́ıklad 10.8: Vypočtěte bez kalkulačky:

1. cos 15◦,

2. tg 75◦,

3. tg 20◦ + tg 40◦ +
√

3 tg 20◦ tg 40◦,

4. sin 160◦ cos 110◦ + sin 250◦ cos 340◦ + tg 110◦ tg 340◦,

5. sin 3π
10

sin π
10
− sin 3π

5
sin 2π

5
+ sin 7π

10
sin 3π

10
.

Nápověda: 1) 15 = 45 − 30. 2) 75 = 45 + 30. 3) použijte vztah 10.4-1 pro argumenty 20◦ a
40◦. 4) použijte vztahy z př́ıkladu 10.1 na posunut́ı argument̊u do základńıho intervalu. Potom
součtový vzorec na součet prvńıch dvou člen̊u a vzorec z 10.4-3 na třet́ı sč́ıtanec. 5) použijte
posledńı vzorec z 10.3-3 v opačném směru.

Př́ıklad 10.9∗: Dokažte, že pro vnitřńı úhly α, β, γ trojúhelńıka plat́ı:

cosα + cos β + cos γ = 1 + 4 sin
α

2
sin

β

2
sin

γ

2
.

11 Inverzńı funkce (geometrických funkćı)

Cvičeńı konaná 30.11. a 1. 12. 2021.

Př́ıklad 11.1: Najděte maximálńı intervaly, na kterých je funkce f monotónńı. Na těchto
intervalech určete inverzńı funkci.

1. f(x) = x2 + x− 6,

2. f(x) =
√
x2 + 4x− 12.

Př́ıklad 11.2: Funkce arcsin je inverzńı funkce k funkci sin na intervalu [−π
2
; π
2
]. Napǐste

předpis inverzńı funkce k funkci sin na intervalu

1. [2kπ − π
2
; 2kπ + π

2
],

2. [(2k + 1)π − π
2
; (2k + 1)π + π

2
]

pomoćı funkce arcsin.

3 Navrhněte a řešte analogickou úlohu pro dvojice funkćı cos, arccos, resp. tg, arctg.



Př́ıklad 11.3: Najděte maximálńı interval obsahuj́ıćı 0, na němž je funkce f monotónńı.
Na tomto intervalu určete inverzńı funkci.

1. f(x) = sin x · cosx,

2. f(x) = sin x+ cosx,

3. f(x) =
√

3 · sinx+ cosx,

4. f(x) = log(cosx),

5. f(x) = log(log(x+ 10)).

Př́ıklad 11.4: Funkce arccos je inverzńı funkce k funkci cos : [0, π] → [−1, 1]. Pomoćı této
funkce vyjádřete funkci g, která je inverzńı k funkci f(x) = 3 cos 2x− 1 uvažované na intervalu
[π
2
, π]. (Definičńı obor funkce g je tedy obor hodnot funkce f , pokud zúž́ıme definičńı obor

funkce f na interval [π
2
, π].)

Př́ıklad 11.5: Následuj́ıćı vztahy lze použ́ıt pro výpočet arccos x a arctanx při znalosti hod-
noty arcsinx. Dokažte tyto vztahy.

1. Pro libovolné x ∈ [−1, 1] plat́ı arcsinx+ arccosx = π
2
.

2. Pro libovolné x ∈ R plat́ı arctanx = arcsin
(

x√
x2+1

)
.

Nápověda: 1) Použijte vztah cos y = sin(π
2
− y) = x pro y ∈ [0, π]. 2) Umocněte na druhou

x = tg y = sin y
cos y

a nahrad’te cos2 y výrazem 1− sin2 y. Následně rovnost upravte rovnost do tvaru

x2 = (x2 + 1) sin2 y, z ńı̌z lze hodnotu y = arctanx vypoč́ıtat pomoćı funkce arcsinx.

12 Rovnice a nerovnice s goniometrickými funkcemi

Cvičeńı konaná 7. a 8. 12. 2021.

Př́ıklad 12.1: Určete nejmenš́ı periodu zadané funkce:

1. f(x) = sin x+ cosx,

2. f(x) = sin 3x,

3. f(x) = | cos 2x|,

4. f(x) = sin 1
x
,

5. f(x) = sin x2,

6. f(x) = sin x+ tg x.



Př́ıklad 12.2: Určete obor hodnot a nejmenš́ı periodu následuj́ıćıch funkćı.
a) f(x) = sin(x) sin(x+ π),
b) g(x) = | sin(x) sin(x+ π

2
)|,

c) h(x) = sin(x) + sin(x+ π
2
) + sin(x+ π) + sin(x+ 3π

2
).

Př́ıklad 12.3: U dané funkce určete, zda je sudá nebo lichá.

1. f(x) = x · sinx,

2. f(x) = x · cos 2x,

3. f(x) = x+ sinx,

4. f(x) = sin 1
x
,

5. f(x) = cos x2,

6. f(x) = sin2 x,

7. f(x) = | sinx+ cosx|,

8. f(x) = sin |x|.

Př́ıklad 12.4: Udejte př́ıklad funkce s vhodným definičńım oborem, která má předepsané
vlastnosti:

1. perioda 3π, obor hodnot [1, 2],

2. perioda 1, obor hodnot R,

3. perioda 2, obor hodnot [0, 1] ∪ (2, 3), rostoućı na intervalu (0, 2).

Př́ıklad 12.5: Udejte př́ıklad funkce s definičńım oborem obsahuj́ıćı interval I, pro niž je
obor hodnot na intervalu I roven (0,∞), tzn. f(I) = (0,∞).

1. I = (n,∞), pro pevně zvolené n ∈ N,

2. I = (−∞, n), pro pevně zvolené n ∈ N,

3. I = (0, n), pro pevně zvolené n ∈ N,

4. I = (a, b), pro pevně zvolená a, b ∈ R splňuj́ıćı a < b,



Př́ıklad 12.6: Udejte př́ıklad funkce s definičńım oborem R takové, že pro libovolné kladné
reálné č́ıslo ε je obor hodnot na intervalu (0, ε) roven I, tzn. f(0, ε) = I.

1. I = [−1, 1],

2. I = (−1, 1),

3. I = [0, 1],

4. I = (0, 1),

5. I = (0,∞).

Př́ıklad 12.7: Řešte v R rovnice nejdř́ıve graficky a poté i algebraickým výpočtem:

1. sinx = sin 2x,

2. sin 3x+ cos 3x = 0,

3. sin 2x = cos 3x.

Nápověda: 2) V druhé části úkolu lze nahradit cos pomoćı sin dle vztahu 10.1-6), a potom
použ́ıt 10.3-2). 3) Převed’te cos 3x na levou stranu a použijte stejný postup jako v 2) s využit́ım
10.3-3).

Př́ıklad 12.8: Řešte v R následuj́ıćı rovnice. Vždy určete počet řešeńı v intervalu [0, 2π).

1. sin 2x =
√

2 cosx,

2. 2 sin2 x+ 7 cosx− 5 = 0,

3. 2 cosx cos 2x = cosx,

4.
√

3 cosx+ sinx = 2,

5. sin 3x+ sinx = sin 2x,

6. sin 5x cos 3x = sin 6x cos 2x,

7. sin 2x+ cos 2x = sinx+ cosx.

Nápověda: 1) Použijte 10.3-1). 2) Nahrad’te sin2 x (pomoćı goniometrické jedničky) výrazem
1− cos2 x a řešte kvadratickou rovnici v proměnné y = cosx. 3) Po převedeńı na levou stranu,
lze cosx vytknout. 4) Podělte 2 a použijte 10.2 zprava doleva. 5) Použijte 10.3-2) na levou
stranu. 6) Použijte 10.3-2) zprava doleva. 7) Použijte 10.1-6) a 10.3-2).



Př́ıklad 12.9: Řešte graficky v R následuj́ıćı nerovnice.

1. sinx > 1
2
,

2. sinx < cosx,

3. tg x ≤ −
√

3.

Př́ıklad 12.10: Řešte v R následuj́ıćı nerovnice.

1. sin 3x < sinx,

2. 2 cos2 x+ 5 cosx+ 2 ≥ 0,

3. sinx+ cosx < 1
cosx

,

4. sin 2x+ sinx ≤ 0,

5. 1− cosx ≤ tg x− sinx,

6. sinx+ sin 2x+ sin 3x < 0,

7. sin 3x > 4 sinx cos 2x.

Nápověda: 1) Použijte 10.3-3). 2) Použijte substituci y = cosx a řešte kvadratickou nerov-
nici. 3) Pronásobte cosx a použijte 10.1-1). Potom lze dělit sinx, ovšem pozor na znaménka při
násobeńı a děleńı. 4) Použijte 10.3-2). 5) Pravá strana je součin levé strany a tg x. 6) Sečtěte
(dle 10.3-2)) sinx+ sin 3x. 7) Vyjádřit obě strany pomoćı sinx (za použit́ı 10.2, resp. 10.3-1),
s přihlédnut́ım k 10.1-1).

Př́ıklad 12.11: Určete, která x ∈ R splňuj́ı následuj́ıćı nerovnosti.
a) sinx < 1

cosx
,

b) 0 < sinx <
√
3

4 cosx
.


