M1130 — Priklady ze cviceni a doméaci tlohy na procvic¢eni

e Jde o seznam typovych tloh, které se probiraji na cviceni a dalsich obdobnych tloh na procvi¢eni
za domaci dlohu. Na pisemkdach se objevi vyhradné modifikace piikladu z této sbirky a jim
obdobné piiklady.

e Piiklady oznacené hvézdickou jsou uréeny pro studenty, kteii by se na cvic¢eni p#ilis nudili a jsou
zde uvedeny pouze jako dopliujici priklady, které nebudou obsahem pisemek.

e Program jednotlivych cviceni si sestavuji vyucujici sami a mohou se lisit i v ramci jednotlivych
cviceni jednoho vyucujiciho.

e Velké mnozstvi piikladu je prevzato ze sbirky ,,Semindf ze stfedoskolské matematiky“ autoru

Herman, Kucera, Simsa (skriptum MU, 2004). Dalsimi piiklady pfispéli doc. Cadek, dr. Kruml
(oba v roce 2019), doc. Silhan (2020) a doc. Klima (2019-2020).

Aktudlni verze shirky ze dne 7. f{jna 2021.

1 Uvodni hodina - zapis mnozin

Cviceni konand 14. a 15. 9. 2021.

Priklad 1.1: Pomoci mnozinového zapisu zapiste nasledujici mnoziny definované slovneé:
1. Mnozinu vSech pftirozenych ¢isel, kterd jsou délitend tfemi.
2. Mnozinu vsech celych cisel, ktera davaji po déleni osmi zbytek 5.
3. Mnozinu vsech (kladnych) redlnych cisel, jejichz druh& mocnina je vétsi nez 3.
4. Mnozinu vsech (kladnych) redlnych ¢isel, jejichz druhd mocnina je mensi nez jejich trojnasobek.
5. Mnozinu vsech dvojic redlnych ¢isel, kde prvni je trojnasobkem druhého.
6. Mnozinu vSech dvojic kladnych realnych ¢isel, kde prvni je vétsi nez trojnasobek druhého.

7. Mnozinu vSech trojic ptirozenych ¢isel, ktera mohou byt délkami stran pravothlého trojuhelnika.
Je tato mnozina prazdna?



Priklad 1.2: Pomoci mnozinového zapisu zapiste nasledujici mnoziny definované slovné:

1.

Mnozinu vsech lichych prirozenych ¢éisel, ktera jsou délitena 5.

. Mnozinu vsech dvoucifernych celych ¢éisel, kterd jsou délitena 17.

Mnozinu viech redlnych éisel z, kterd jsou feSenim nerovnice x? + 2z + 1 > 0.

. Mnozinu vSech kladnych realnych ¢isel, jejichz tfeti mocnina je mensi nez jejich druha

mocnina.

Mnozinu vSech dvojic pfirozenych ¢isel, kde prvni déli druhé.

. Mnozinu vSech dvojic celych ¢isel, ktera se navzajem déli, tj. prvni déli druhé a naopak.

Mnozinu vSech ¢tveric celych cisel, kde tieti je souc¢tem prvnich dvou a ¢tvrté je soucinem
prvnich tii.

Piiklad 1.3: Napiste formalni definice:

1.

Celé cislo a je sudé.

Celé cislo a je liché.

Celé cislo a je délitelné tremi.
Celé cislo a neni délitelné tiemi.

Celé cislo a je délitelné cislem b.

Priklad 1.4: Dokazte platnost nasledujicich tvrzeni pro libovolna celd ¢isla a a b.

1.

2.

7 cisel a, b a a + b je aspon jedno sudé.
Pokud je a + b sudé, pak a — b je sudé.

Cislo a + b je sudé prave tehdy, kdyz je sudé éislo a — b.

. Pokud je a + b sudé, pak a® + b? je také sudé.

Pokud je a + b liché, pak a® + b* je také liché.
Cislo a? 4 a je sudé &islo.
Cislo a® — a je délitelné 3.

Cislo a* — a? je délitelné 4.



Piiklad 1.5: Nechf a,b, ¢, d jsou rizna jednocifernd kladnd celd éisla takova, ze 3 déli a® +
b? + ¢ 4+ d?. Dokaizte, zZe potom a? + b? neni délitelné 3.

Piiklad 1.6: V nésledujicich ptikladech zapiste mnozinu M bodu v roviné, a pak urcete
vyctem prvki mnozinu vsech dvojic celych ¢isel z a y takovych, ze [x,y] € M.

1. M je obdélnik, jehoz tii vrcholy jsou [—2,—2], [-2,0] a [1, —2].
2. M je trojihelnik ABC, kde A =[3,2], B=[1,-2] a C = [-1,1].

3. M je mnozina bodu [z,y] v kruhu se sttedem (8, 3) a polomérem 4, pro které navic plati
z <.

4. M je prunik trojihelniku, jehoz vrcholy jsou pocétek [0, 0] a body [0, 4] a [4, 0], s mnozinou
vsech bodt [z, y], pro které plati (z —y — 2)? = 9.

5. M je tvofena body (z,y) rovnobézniku, jehoz tii vrcholy jsou [0,0], [—6,0] a [4, 3], které
zaroven lezi pod piimkou y = x + 1.

Pozn.: Body obdélniku, trojihelniku atd. minime body, které jsou bud ,uvnitr“ nebo ,na hra-
nici“ tohoto utvaru. Rozmyslete si, jak by se resent lisilo v pripadé, kdybychom uvaZovali pouze
Lunitrni“ body.

Priklad 1.7: Necht M je mnozina bodu v roving, které jsou uvniti (tj. nikoli na strandch)
¢tverce se stiedem v bodé [4, 3], stranou délky 2, jehoz ihlopticky jsou rovnobézné s osami z a y.
Napiste mnozinu M formélné (tj. body roviny o souradnicich, které splnuji vhodné nerovnosti).
Urcete dale vSechny body s celociselnymi souradnicemi, které mnozina M obsahuje.

2 Vyhodnoceni vstupniho testu

Cviceni konand 21. a 22. 9. 2021.

Priklad 2.1: Necht T = [r,s] je téziste AABC, kde A = [2,—1], B =[-1,3] a C = [5,7].
Urcete hodnoty r a s.

Piiklad 2.2: Necht S = 72cm? je povrch krychle vepsané do kulové plochy o poloméru 7.
Urcéete hodnotu 7.

Priklad 2.3: Necht M je mnozina vsech redlnych ¢isel, kterd splituji nerovnici [2z+1| < z+3.
Urcete mnozinu M.



Priklad 2.4: Komplexnf ¢islo z je fesenim rovnice z + |z| = 5 + (2 + )%, Urcete komplexn{
¢islo 22,

Piiklad 2.5: Cisla a,b € R, a < b, jsou fesenfm rovnice z2'°8+35 = 100,/z. Urcete ¢islo
k = ab®.

Piiklad 2.6: Necht ¢islo ¢ je souctem vsech feseni rovnice cosz + sinx = V2 v intervalu
[0, 27]. Urcete hodnotu c.

Priklad 2.7: Urcete pocet vSech lichych péticifernych ptirozenych cisel, kterd neobsahuji ve
svém zapisu cifru 9.

Piiklad 2.8: Necht ¢ = a? + V%, kde a a b jsou délky poloos kuZelosecky k o rovnici k
322 + 5y% + 6x — 20y + 8 = 0. Urcete hodnotu c.

Priiklad 2.9: Definujte, co je to aritmeticky prumér n-tice redlnych cisel a1, as, ..., a, a co je
median téchto ¢isel. Na ptikladech ¢tyt ¢isel ukazte, ze nékdy je median mensi nez aritmeticky
prumeér a jindy je tomu naopak.

Piiklad 2.10: Pro n-tici kladnych realnych cisel se definuji kromé aritmetického prumeéru i

jiné prumeéry. Nejznaméjsi je geometricky a harmonicky prumeér:

G(al,ag,...,an) = \7@1‘&2 ..... Qs

H(ay,as,...,a,) =

Dokazte, ze pro kazda dvé kladnd redlna cisla ay,ay plati A(aq,as) > G(ay,az) > H(ay,as).
Pro ktera a;, as nastane rovnost? (A znaci aritmeticky prumeér ¢isel v zavorce.)

Priklad 2.11*: Jakd je prumérna rychlost auta, které jede n stejné dlouhych tseku postupné
rychlostmi vy, v, ..., 0,7

Priklad 2.12*: Nerovnosti z piikladu 2.10 plati nejen pro dvojice, ale pro vSechny n-tice
kladnych realnych cisel. Dokazte, ze z nerovnosti A > G plyne nerovnost G > H. Zkuste
dokézat nerovnost A > G.



3 Realné funkce a jejich grafy

Cviceni konand 29. 9. 2021.

Zopakujte si, co je zobrazeni mnoziny A do mnoziny B. O zobrazeni do mnoziny realnych
¢isel R budeme mluvit jako o funkei.

Priiklad 3.1: Urcete definicni obor a obor hodnot zadanych funkci. Dale nac¢rtnéte graf a roz-
hodnéte, zda je funkce injektivni, surjektivni (zobrazeni ze svého definiéniho oboru) a zda je
rostouci, resp. klesajici.

1. f(z)=22+7,

2. f(x) =83z +1| — =z,
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Priklad 3.2: Funkce f je ddna néasledujicim predpisem

1
logyg(z? —1) —1°

fx) =
Najdéte jeji definicni obor jako podmnozinu redlnych ¢isel. Najdéte jeji obor hodnot.

Piiklad 3.3: Zkoumejte, jak se méni graf funkce y = f(x), kdyz prejdeme k funkci:



(
6. y=flz—2),
7. y=flz) -4
8. y=[f(z)+6,
9. y=f(3z),

(

10. y = f(2).

Je-li puvodni funkce rostouci na svém definiénim oboru, co muzeme tici o nové vytvorenych
funkcich?

Priiklad 3.4: S vyuzitim tlohy 3.3 rozlozte nasledujici funkce jako slozeni ” jednodussich” funkei.
1. f(z) =13z — 8| +2,

2. g(2) = 75 +2,

3. h(z) =log,o(22 + 3) — 5.

Nakreslete grafy téchto funkci. Rozhodnéte, zda jsou funkce rostouci, resp. klesajici, ptipadné
dejte priklad vhodnych intervali, na kterych je funkce rostouci, resp. klesajici.

Piiklad 3.5: Meéjme funkei f(z) s definiécnim oborem D(f) = R a oborem hodnot H(f) =
(0,7/2) a predpokladejme, ze f(z) je klesajici na celém definiénim oboru.
a) Dokazte, ze pak funkce cos(f(z)) je rostouci na celém definicnim oboru.

b) Rozhodnéte o chovéni funkce g(x) = % na intervalu (0, 7/2). Mozné odpovédi jsou,

ze funkee g(z) je na tomto intervalu bud rostouci nebo klesajici nebo se takto chova jen
na ¢dsti daného intervalu nebo monotonie zavisi na volbé funkce f(x). Odpoved je vzdy
treba dokazat.

4 Maximalni intervaly monotonie funkci

Cvicen{ konand 5. a 6. 10. 2021.

Priklad 4.1:
1. Definujte (formélné) pojem ,funkce f je rostouci na intervalu 7.

2. Definujte formdlné ,maximalni interval, kde je funkce f rostouci®.



3. U funkci z prikladu 3.1, 3.2 a 3.4 zjistéte, na kterych maximélnich intervalech jsou rostouci,
resp. klesajici.

4. Zformulujte precizné tvrzeni, ze slozeni rostoucich funkei (na intervalu) je rostouci funkce
(na intervalu) a vétu dokazte. Zejména si uvédomte, jaké vsechny predpoklady je tieba
uvést. Presnéji: pokud g je rostouci funkce na intervalu I, kde I C D(g), a déle f je
rostouci funkce na intervalu J C D(f), potom jesté musime néco predpokladat o mnoziné
{g9(z); x € I}, abychom mohli dokézat, ze f o g je rostouci na intevalu I.

Priklad 4.2: Nakreslete graf funkce
f(z) =2cos(3x + g) -1

Urcete vSechny maximéln{ intervaly, na nichz je funkce klesajici (resp. rostouci). Urcete viechna
x € R splaujici f(x) = 0. Urcete zejména, kolik je takovych redlnych ¢isel v intervalu (0, 27).

Piiklad 4.3: Méjme funkci
1
J@) = gy

Urcete jeji definiéni obor, obor hodnot, nacrtnéte jeji graf a urcete, na kterych maximélnich
intervalech je tato funkce rostouci nebo klesajici.

Priklad 4.4: Necht f a g jsou rostouci funkce na intervalu I, tj. zejména I C D(f) N D(g).
Rozhodnéte, zda je rostouci nebo klesajici funkce h danéd nésledujicim predpisem:

L h(z) = f(z) + g(x),
2. hz) = f(z) — g(z),
3. h(z) = f(z) - g(x),

4. hx) = —g(z),

5. h(z) = g(z) - g(z),

6. h(z) = [g(x)],

7. hiz) = 5k

V ptipadech, kdy odpovidate ,ano“, se pokuste o formalni dikaz. V ptipadech, kdy odpovidate
,ne‘, dejte protipiiklad a navic se pokuste (pfidanim vhodnych pfedpokladu pro funkce f a g)
zformulovat platné tvrzeni.



Priklad 4.5: Necht g je rostouci funkce na intervalu I, tj. zejména I C D(g) a necht ¢ € R je
pevneé zvolené realné ¢islo. Rozhodnéte, zda je rostouci nebo klesajici funkce h dand nasledujicim
predpisem:

L h(z) = g(z) + ¢,
2. hx) = ¢ g(a),
3. h(z) =c-g(z).

Pozor, odpoved se muze lisit v zdvislosti na paramatru c.

Priklad 4.6: Udejte piiklad rostoucich funkci f a g s definicnim oborem R takovych, ze
funkce h, dand predpisem h(x) = f(x) - g(z), je klesajici funkce na celém definiénim oboru
D(h) =R.

Ndpovéda: Pokuste se nejdrive nacrtnout grafy vasich funkci f, g a h. Poté se pokuste
vymyslet néjaky vhodny predpis pro tyto funkce (jako sloZeni elementdrnich funkci).

Priklad 4.7: Nechf f je rostouci funkce na celém definicnim oboru D(f) = R s oborem
hodnot H(f) = (0,00). Uvazujme déle funkci g danou pfedpisem g(x) = z - f(z). Dokazte, ze
funkce g je rostouci na intervalu I = (0, c0).

V dukazu identifikujte krok, kde se vyuzije predpoklad H(f) = (0, 00), a déle krok, kde se
vyuzije predpoklad, ze I obsahuje pouze kladné realna c¢isla.

Ukazte, ze oba tyto predpoklady jsou nutné. Zejména dejte piiklad rostouci funkce f s
definiénim oborem D(f) = R, takové, ze H(f) obsahuje 0 nebo zédporné ¢islo, pro niz funkce
g(x) = x - f(x) neni rostouci na intervalu I = (0,00). Poté zformulujte podobné tvrzeni o
existenci funkce f v druhém pripadé a dejte vhodny piiklad takové funkce.

5 Kwvadratické funkce

Cviceni{ konand 12. a 13. 10. 2021.

Piiklad 5.1: Pomoci tpravy na ¢tverec odvodte “vzorecek” pro feSeni obecné kvadratické
rovnice
ar® +bxr+c =0,

kde a,b,c € R, a # 0. Nacrtnéte graf kvadratické funkce f(z) = az® + bz + ¢ pro a > 0 a pro
a < 0. Urcete, jaké maximum nebo minimum tato funkce nabyva a v kterém bodé.



Piiklad 5.2: Urcete vSechny hodnoty parametru r» € R tak, aby dana nerovnost platila pro

viechna = € A. (Kreslete si, jak musi vypadat grafy piislusnych kvadratickych funkei.)
a) (r+4)z? —=2re+2r—6<0, A=R.
b) ra? —4z +3r+1>0, A= (0,00).
c) (r=2)z>+rrx+1-—r>0, A= (0,00).
d) (z—=3r)(x—r—3)<0, A=]1,3].

Priklad 5.3: Urcete viechny hodnoty parametru r € R tak, aby nerovnost (r — 2)x? + rx +

3r + 2 > 0, platila pro vSechna z € [3,5].
Priiklad 5.4: Urcete vSechny hodnoty parametru r € R tak, aby nerovnost
(re—1)(z+7r) <0

platila pro vsechna = € A.

a) A=(0,1).
b) A= (—1,1).
¢) A=(-2,2)
d) A= (0,00).

Priiklad 5.5: Urcete, kdy pro feseni x; < xo rovnice

20 —2(2a+ Dz +ala—1) =0

plati 1 < a < x5. Napovéda: Vyznacte na grafu prislusné kvadratické funkce jeji hodnotu v a.

Piiklad 5.6: Urcete, kdy pro feSeni x; a x5 rovnice
(a —2)z* —2(a+3)z+4a =0

plati 1 > 3 a x5 < 2.

Priiklad 5.7: Urcete, pro kterd a € R ma nasledujici polynom dvojnasobny kotfen

(2a — 5)z* — 2(a — 1)z + 3.



Priklad 5.8: Najdéte nejmensi celé ¢islo k, pro néz ma rovnice
2 =2k +2)z+12+ k=0
dvé ruzna redlnd teseni.
Piiklad 5.9*: Naleznéte kvadratickou rovnici s celo¢iselnymi koeficienty, jejimz jednim fesenim

Jje
x —M

Piiklad 5.10*: Ogznacme

a=1\/3V21+8, b=1/3v21—-8.

Dokazte, ze soucin i rozdil téchto dvou realnych cisel je celociselny a urcete jej. Zjednoduste
algebraické vyrazy pro ¢isla a a b tak, aby obsahovala kromé celych ¢isel a obvyklych operaci
jiz pouze druhé odmocniny.

Ndpovéda: Napiste si kvadratickou rovnici s dvojici reSent a, —b.



