
Volitelné domácí úlohy a p°íklady na zamy²lení k p°edm¥tu M3100

P°íklady k procvi£ení

1. Nalezn¥te fourierovu °adu na intervalu [−π, π] funkce

f(x) =

{
0, x ∈ [−π, 0],
x, x ∈ [0, π].

[π4 −
2
π

∑∞
n=1

cos(2n−1)x
(2n−1)2 .]

2. Nalezn¥te fourierovu °adu na intervalu [−π, π] funkce

f(x) =

{
0, x ∈ [−π, 0],
sinx, x ∈ [0, π].

[ 1π + 1
2 sinx−

2
π

∑∞
n=1

cos(2nx)
4n2−1 .]

3. Nalezn¥te fourierovu °adu funkce f(x) = arcsin sinx.

[ 4π
∑∞
n=0(−1)n

sin(2n+1)x
(2n+1)2 .]

4. Nalezn¥te fourierovu °adu funkce f(x) = x na intervalu [−1, 1].

[ 2π
∑∞
n=1(−1)n−1

sin(nπx)
n .]

5. Rozloºte v sinovou °adu funkci f(x) = x(π−x) na intervalu (0, π). Pomocí tohoto výsledku
se£t¥te °adu

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)3
.

[ 8π
∑∞
n=0(−1)n

sin(2n−1)x
(2n−1)3 , π

3

32 .]

6. Spo£t¥te integrál ∫∫
M

x+ y

y
dxdy pro M : [1, 2]× [1, 3]

[2 + 3
2 ln 3.]

7. Vypo£t¥te integrál ∫∫
M

cos(x+ y)dxdy pro M : [0, π]2

[−4.]

8. Spo£t¥te integrál ∫∫
M

xydxdy pro M : −1 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ 1



[0.]

9. Vypo£t¥te obsah mnoºiny, která je ohrani£ená x2 ≤ y, y − x ≤ 2.

[ 92 .]

10. Zam¥¬te po°adí integrace v integrálu∫ 3

2

∫ 1

−1
f(x, y)dxdy

[
∫ 1

−1
∫ 3

2
f(x, y)dydx.]

11. Zam¥¬te po°adí integrace v integrálu∫ 2

−1

∫ 2+x

x2

f(x, y)dydx

[
∫ 1

0

∫√y
−√y f(x, y)dxdy +

∫ 4

1

∫√y
y−2 f(x, y)dxdy.]

P°íklady k zamy²lení

1. Nalezn¥te netriviální funkce f(x), g(x) na intervalu [−1, 1] takové, ºe < f, g >= 0 na
C[−1, 1].

2. Najd¥te systém nespojitých funkcí fn(x) takových, ºe < fn, fm >= 0, pro libovolné n,m.

3. Najd¥te fourierovy °ady na intervalu [−π, π] funkcí

(a) cos(ax), kde a inR.
(b) sgn(cosx)

(c) | sinx|

[a) sin(πa)
aπ + 2 sin(πa)

π

∑∞
n=1(−1)n+1 a cosnx

n2−a2 b) 4
π

∑∞
n=1(−1)n

cos(2n+1)x
2n+1 c)

2
π −

4
π

∑∞
n=1(−1)n

cos 2nx
4n2−1 ]

4. Funkce f spl¬uje f(x + π) = −f(x). Ukaºte, ºe four. °ada f na intervalu [−π, π] spl¬uje
a2n = 0 = b2n.

5. Funkce f spl¬uje f(x + π) = f(x). Ukaºte, ºe four. °ada f na intervalu [−π, π] spl¬uje
a2n−1 = 0 = b2n−1

6. Zvolme mnoºiny

Wn
j,k(A,B) =

{
[x, y] ∈ R2| j

2nA
≤ x ≤ j + 1

2nA
,
k

2nB
≤ y ≤ k + 1

2nB

}
,

Hn
j,k(A,B) =

{
[x, y] ∈ R2| j

2nA
≤ x ≤ j + 1

2nA
,
k

B
≤ y ≤ k + 1

B

}
,

kde j, k ∈ Z a n ∈ N. Rozhodn¥te, zda pokud zkonstruujeme Jordanovu míru skrze tyto
mnoºiny, dostaneme op¥t Jn(A) ⊆ Jn+1(A) a On(A) ⊇ On+1(A).



7. Nalezn¥te v kaºdém bod¥ zvlá²´ mnoºinu A p°ípadn¥ posloupnost mnoºin An tak aby
platilo

• m(h(A)) 6= 0 a ur£ete m(h(A)).

• Jn(A) = K a On(A) = K + 1/n, kde K ∈ R.
• ºe m(An) tvo°í oscilující posloupnost.

• m(An) = [m(An−1)]
2
.

•
∑n
i=1m(Ai) = m(∪ni=1Ai), pro kaºdé n.

• m(An) = m(∩ni=1Ai), pro kaºdé n.

8. Nalezn¥te lineární zobrazení L a neprázdnou mnoºinu A takové, aby platilo

m(L(A)) = m(A)/2.

9. Nalezn¥te spojitou funkci na intervalu I, která na I není stejnom¥rn¥ spojitá.

10. Nalezn¥te funkci f a mnoºinu A takové, ºe∫∫
A

f(x, y)dxdy 6=
∫∫

A

f(x, y)dxdy.

11. Nalezn¥te funkci f(x) a mnoºinu A, tak aby
∫∫
B
fdxdy nezávisel na mnoºin¥ B,

∫∫
A
gdxdy

nezávisel na funkci g.

12. Nalezn¥te funkce f, g a mnoºiny A,B takové, ºe∫∫
A

f(x, y)dxdy =

∫∫
A

g(x, y)dxdy + C,∫∫
A

f(x, y)dxdy =

∫∫
B

f(x, y)dxdy + C,

kde C ∈ R. Nalezn¥te je také pro volbu C ∈ Z.

13. Nalezn¥te funkci f takovou, ºe∫∫
A

f(x, y)dxdy ≤
∫∫

B

f(x, y)dxdy,

pro libovolné mnoºiny B ⊆ A.


