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Systém

Homogénny systém Nehomogénny systém Konstantné koeficienty

Nech n € N je pevne zvolené. Subor rovnic

1’/1 = au(t) xr1 + a12(t) T+ -+ aln(t) Tn + bl(t)7
zh = a21(t) x1 + a22(t) 2 + - - - + a2n(t) Tn + ba2(t),
x5 = as1(t) x1 + asz2(t) z2 + - - - + azn(t) zn + b3(t), (1)

/

T, = An1 (t) 1 + an2(t) T2 + - - - + Ann(t) Tn + ba(t),

kde a;;(t) a bi(t), i,7 = 1,--- ,n s redlne funkcie definované a spojité na
intervale Z (pripGstame aj Z = R) a znak ' znamena % sa nazyva systém
linearnych diferencialnych rovnic prvého radu. Zavedenim oznacenia
au(t) 000 aln(t) b1 (f) X1
A(t) = : : , b(t):= : , mi= |
QAnl (t) te ann(t) b"(t) In
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Homogénny systém Nehomo Konstantné k

mézeme systém (1) prepisat do maticového tvaru
z' = A(t) z + b(t). (2)

Zobrazenia t — A(t), t — b(t) a t — x(t) sa nazyvaju maticova (radu n)
a vektorové (n-vektorové) funkcie na intervale Z. Platia pre ne vsetky zname
vlastnosti matic a vektorov. Limity, spojitost, derivovanie a integrovanie matico-
vych a vektorovych funkcii sa realizujia vzdy po jednotlivych maticovych prvkoch,
resp. vektorovych zlozkach. Systém (2) sa nazyva homogénny, ak b(¢) = 0 na
Z. V opacnom pripade je systém (2) nehomogénny a rovnica

sa nazyva pridruzeny homogénny systém k nehomogénnemu systému (2). Rie-
Senim systému (2) rozumieme kazda n-vektorovii funkciu

e(t) = (pr(t), -+, en(t))”

definovant a diferencovatelni na nejakom podintervale J C Z, ktora spfﬁa
rovnicu (2) na J, t.j.,

©'(t) = A(t) p(t) + b(t), teJ.



Systém 0 = Nehomog Konstantné k

Ustrednou témou prednasky bude zaciatoéna (Cauchyho) tloha
' = A(t)x +bt), z(to) =n, (3)

kde to € Z je dany bod a n € R™ dany vektor. Riesenie alohy (3) sa oznacuje
ako partikularne riesenie systému (2). Zasadna Glohu v skamani riesitelnosti
zaciatocnej alohy (3) zohrava nasledujice tvrdenie.

Lema 1

Nech dana maticova funkcia A a dana vektorova funkcia b sii definované a spojité
na intervale T C R. Potom funkcia x = @(t) je riesenie zaciatocnej dlohy (3)
na celom intervale T prave vtedy, ked plati

o(t) = 1 + /t "[A(5) (s) + b(s)] ds  pre kazdé ¢ € T. 4)

| A\

Poznamka 1

Tvrdenie Lemy 1 vyjadruje ekvivalenciu medzi Glohou (3) a integralnou rovnicou
(4). Staci sa preto obmedzit na vySetrovanie integralnej rovnice (4).

-
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Dékaz Lemy 1.

Nech bod ¢t € Z je pevne zvoleny a predpokladajme, ze funkcia ¢ je riesenim
zacato€nej dlohy (3) na intervale Z, t.j. plati

¢'(s) = A(s) p(s) + b(s), lto) =nm, s€ET. 5)

Integraciou oboch stran rovnice (5) medziach od ¢y po ¢ a vyuzitim zaciatoéne;j
podmienky ¢(to) = n ziskame integralnu rovnicu (4), nakolko postupne mame

[ e ©as= [ 1a6)(5) + s as,

to to

P(0) = 9(t0) = [ TAG) (5) + b(s) s,

to

t
o) =n+ | 1A ¢(s) + )] ds,
0
teda plati rovnica (4). Naopak, nech funkcia ¢ je rieSenie rovnice (4) na intervale
Z. Potom ¢ je diferencovatelna na Z a spiiia podmienku o(to) = 7. Derivovanim
oboch stran rovnice (4) podla premennej ¢ dostaneme ¢’ (t) = A(t) () + b(t)
pre kazdé ¢ € Z. To znamena, ze funkcia x = ¢(t) je rieSenie zaciatoénej tlohy
(3) na celom intervale Z. Dékaz je aplny. ]

o
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Homogénny systém

Vektorova a maticova norma

Pod pojmom norma vektora v linedarnom priestore R™ rozumieme kazdi funkciu
|| -] : R™ — [0, 00), ktora splha nasledujice vlastnosti.

Vektorova norma

P1 Pre kazdé z € R"™ je ||z|| > 0 a ||z|| = 0 prave vtedy, ked z = 0.
P2 Pre kazdé z € R™ a ¢ € R plati ||cz| = |c]||z]|.
P3 Pre kazdé z,y € R" plati nerovnost ||z + y| < ||z| + ||yl

Analogicky, norma matice v linedrnom priestore R™*" vsetkych n x n realnych
matic je kazdé zobrazenie || - || : R™"*™ — [0, c0) s nasledujacimi vlastnostami.

Maticova norma

P1 ||A]| > 0 pre kazdé A € R"*"™ a ||A|| = 0 prave vtedy, ked A = O,
P2 ||cAll = |¢|||A|| pre kazde A € R™*™,

P3 ||A+ BJ| < ||A]| + || B|| pre kazda dvojicu A, B € R**™,

P4 ||ABJ < ||A|l||B]| pre kazdi dvojicu A, B € R™*".
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Homogénny systém el systé Konstantné koeficienty

AR  sup
zeR™\ {0} [||]

maticova norma na R™*™. Oznacuje sa ako norma indukovana danou vektorovou
normou a Standardne sa oznauje rovnakym symbolom || - || ako prislusna vek-
torova norma, t.j.,

A
ja= sup AT 4 g (6)
zeR™\{0} [E4]
Povieme, ze maticova norma || - ||as je s danou vektorovou normou || -|| sthlasna,
ak pre kazdy vektor x € R™ plati nerovnost
[Az|| < || Allarl|]- (7)

Pre kazdi vektorovi normu na R"™ existuje aspon jedna maticova norma, ktora
je s hou sthlasna; vlastnost (7) zrejme splha indukovana maticova norma v (6).
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Uvedieme niekolko prikladov vektorovych noriem a prislusnych indukovanych,
resp. sthlasnych maticovych noriem.

Stctova norma
n
|z||x = Z |zi], indukovana maticova norma ||Alj1 = e Z |aij]-
=1

Maximalna norma

||z|lcc = max |z;|, indukovand maticova norma ||A|e = jmax Z|aw|
1<i<n

Euklidovska norma

n
> lwl?,
i=1

indukovana maticova norma  ||All2 = v/ Amax(AT A),

matice ATA. Maticova norma, ktora je suhlasna so sO€tovou i maximalnou
vektorovou normou, je napriklad tvaru
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Homogénny systém Nehomogénny systém Konstantné koeficienty

1Al =D lasl. (8)

3,j=1

S euklidovskou vektorovou normou je sithlasna napriklad Frobeniova norma

i |as; |- (9)

1,7=1

Al =

V nasledujiicich statiach budeme pracovat s vektorovymi (maticovymi) funkciami
a ich vektorovymi (maticovymi) normami. Ak Z C R je dany interval a ® je
vektorova (maticova) funkcia integrovatelna na Z, potom pre kazdé dva body
s,t € T plati klasicka nerovnost
t
[ 1eeiar

‘/:@(T)dT

Napokon dopliime, ze ak vektorova (maticova) postupnost {®y}72; konverguje

< . (10)

na intervale Z k vektorovej (maticovej) funkcii ® v nejakej funkcionalnej norme,
t., img o ||®r —P|| = 0, potom hovorime, ze postupnost {®y }72; konverguje
k funkcii ® rovnomerne na intervale Z.



Systém Homogénny systém Nel Konstantné koeficienty

Gronwallova lema

Lema 2 (Gronwallova)

Nech Z C R je interval, to € T je dany bod a w a v sii (skalarne) nezaporné a
spojité funkcie na Z. Predpokladajme, Ze existuje konstanta C € R s vlastnostou

t
u(t) < C + / sV le)ell|  mr fedhs B F (11)
to
Potom plati nerovnost
rt
u(t) < Ce| Jto v(s)ds| pre kazdé t € T. (12)

| A

Dékaz Lemy 2.

Definujme na Z funkciu y s predpisom

y(t) = C + /t w(s)u(s)ds|, teT. (13)

to

Podla predpokladu (11) plati u(t) < y(t) pre kazdé ¢ € Z. Funkcia y ma na
mnozine Z \ {to} spojitt derivaciu. Vyplyva to z nasledujicich vypoctov

.
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Dékaz Lemy 2 (pokracovanie).

t
=) C+ fto v(s)u(s)ds, t > to,
y(t) "=

C - f:o v(s)u(s)ds, t< to,
4

{ v(t) u(t) < o(t) y(t), t> to,

Y1) = (14)

—v(t) u(t) > —v(t) y(t), t<to.
Naviac, funkcia y splia na Z \ {to} linearnu diferencialnu nerovnost. Konkrétne,

pret>toje ¥(1) £ vBut) — 30— o(®)y(H) <O,

ot
| integracny faktor e Jig v(e)ds U

; i - /
Y () e T v(s)ds _ (&) y(t) e” JE v(s)ds <0 — (y(t)e7 I 'U(.s)ds) <o.

o
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Dékaz Lemy 2 (pokracovanie).

"t
Vyraz y(t)e Jto »()4% 16 teda na pravom okoli bodu to nerastici, a tak plati

ot + .
y(to)e ft(? v(s)ds > y(t)e” Jig v(s)ds (1_3; C>yt)e Jiy v(s)ds (15)
pre kazdé t > to z intervalu Z. Napokon

s)ds!

(15) -t "t
u(t) <y(t) < Celto ()4 Ce| Jro ¥ pre kazdé t > tg z Z,

teda plati (12). Analogicka analyzu vykoname pre body ¢ < tg z Z. Konkrétne,
(14)
pret <toje y'(t) > —v)y(t) — ') +o(t)yt) <0,

"t
| integraény faktor ej‘O v(s)ds U

I3 g 5 ’
yl(t) e.ftfg v(s)ds + o) y(t) eftto v(s)ds >0 — (y(t) e-]tt() U(s)ds) >0.

"t
Vyraz y(t) elto *()9% je teda na lavom okoli bodu to neklesajaci, a tak mame

ot
y(to)ejtc? v(s)ds > y(#) eftto v(s)ds (1_32 C > y(t) eftt[) v(s)ds (16)

.



Systém 0 = Nehomog Konstantné k

Dékaz Lemy 2 (pokracovanie).

pre kazdé t < to z intervalu Z. Nasledne

v(s)ds|

(16) — [t wu(s)ds t
u(t) <y(t) < Ce Jig v(e)ds _ Ce| s pre kazdé t < tg z Z,

teda opat plati (12). Pre ¢t = o je nerovnost (12) za predpokladu (11) zrejme
splnena triviadlne. Dokaz je teraz kompletny. |

| A\

Désledok 1

Nech st splnené predpoklady Gronwallovej Lemy 2 a nech naviac konstanta
C =0, tj, nech plati

u(t) < pre kazdét € I. (17)

t
/ v(s) u(s)ds

to
Potom funkcia u(t) = 0 pre kazdy bod t € Z.

Dékaz Désledku 1.

Z nerovnosti (12) v Leme 2 vyplyva, ze funkcia u(t) < 0 pre kazdé t € Z. A
kedZe funkcia u je nezaporna, nutne plati u(¢) = 0 na celom intervale Z. |

| \

\
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Existencia a jednoznacnost rieseni systému

Veta 1 (Globalna existencia a jednoznacnost riesenia)

Nech dana maticova funkcia A a dana vektorova funkcia b sii definované a spojité
na intervale Z C R. Potom zaciato¢na dloha (3) ma pre kazdé to € Z a kazdé
n € R™ prave jedno iplné riesenie x = ¢(t), ktoré existuje na celom intervale Z.
Toto riesenie je mozné vyjadrit ako limitnd funkcie tzv. Picardovej postupnosti
postupnych aproximacii {¢x }5eq, kde pre kazdé k € No plati

t
o je spojita funkcia naZ, @p41(t) = n—i—/ [A(s) pr(s) +b(s)]ds, teZ, (18)
to

a riesenie p(t) = limy_, oo i (t) pre kazdét € T.

Dokaz Vety 1.

V dbékaze budeme pouzivat sictovi vektorovii normu a s fou sithlasni maticovi
normu definovand v (8). V silade s tymito normami definujme na mnozine spo-
jitych (vektorovych, maticovych) funkcii na kazdom kompaktnom podintervale
la,b] C T nasledujace funkcionalne normy

Ifllc = max llf( M, IFlle = max [|F(@)] (19)
t€la, t€(a,b]



Systém Homogénny systém Nehomogénny Konstantné koeficienty

|
(

Dékaz Vety 1 (pokracovanie)

pre kazda spojita vekorova funkciu f a kazda spojitt maticova funkciu F.
Zvolme si bod to € Z a vektor n € R™ a uvazujme zaciato¢na dlohu v (3).
Nech o je nejaka funkcia spojitd na Z a {¢k}72q jej odpovedajiica Picardova
postupnost zostrojena v (18).

Existencia riesenia

Dokazeme, ze postupnost {¢x }72 o konverguje rovnomerne na kazdom kompakt-
nom podintervale v Z a jej limitou je spojita funkcia, ktora je riesenim integralnej
rovnice (4) na celom Z. Zvolme interval [a,b] C Z. Zrejme existuje uzavrety a
ohraniceny interval [c,d] C Z taky, ze [a,b] U {to} C [c,d]. Oznacme

K := |lp1 — wollc, L:=||Allc na intervale [c,d]. (20)
Pomocou matematickej indukcie ukazeme, ze plati nerovnost
LF|t —tol*
k!

Pre index £ = 0 je vzhladom na (19) a (20) nerovnost zrejme (21) splnena.
Predpokladajme platnost nerovnosti (21) pre nejaky index k = m. Potom

lor+1(t) — er)]| < K pre kazdé k € Ny a kazdé ¢t € [e,d].  (21)

(18)
lom+2(t) — em+1 @) "=

[pm+1(s) = pm(s)]ds
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Dokaz Vety 1 (pokracovanie).
(7),(10) \ to|™
< 2| [ na e E 0 o

/t e Lm|s_t0‘m i ‘ KLm+l|t—tO‘m+1
——— ds| = e L
b m! (m +1)!

/ A lom1(s) — om(@)]] ds|

(20),(19)
<

pre kazdé ¢ € [c,d],

t.j., nerovnost (21) plati i pre index k = m+1. Zvolme dalej p, g € N. Vyuzitim
(21) postupne dostaneme

p+q—1 p+q—1
llep+q(t) — @p(®)ll = Z [orr1®) —ee®]|| < D Ner1(t) — ex @)l
k=p
(21) ptg—1 kiy 4 |k pHa—=1 ;i Lk
< KL ‘t 't0| _ L ‘t 't0|
e k! =y k!

pre kazdé t € [c,d]. Zo zakladnych kurzov matematickej analyzy vieme,
k k
ze nekoneény rad Y 7 % konverguje rovnomerne na [c,d]. Posledna

nerovnost podla Cauchyho—Bolzanovho kritéria potom znamena, ze funkcionalna
i
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Doékaz Vety 1 (pokracovanie).

postupnost {@r}i, konverguje rovnomerne na [c,d|, a teda aj na inter-
vale [a,b]. KedZe interval [a,b] bol zvoleny lubovolne, postupnost {px}r,
konverguje lokalne rovnomerne na intervale Z. Existuje preto bodova limita
o(t) := limp— 00 @r(t) pre kazdé t € Z, pricom funkcia ¢ je spojita na celom
T (kazda z funkcii @i, k& € Ng je zrejme spojitda na Z). Napokon ukazeme,
ze ziskana funkcia ¢ je riesenim integralnej rovnice (4) na celom intervale Z.
Zvolme bod t € Z. Limitovanim rovnosti v (18) pre k — co mame

t
lim ppa()) =+ Jim [ [A() ou(s) +b(s)] ds,
k— oo k— o0 to
| rovnomerna konvergencia postupnosti {¢r}z>, |

t
Jim oin® =0+ [ 0 [46) Jim_ o (s) +0(s)] s,
a3

t
o(t) =+ / [A(s) () + b(s)] ds.

Napokon podla Lemy 1 je funkcia ¢ riesenim zaéiatocnej tlohy (3) na celom Z.
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Doékaz Vety 1 (pokracovanie).

Jednoznacnost riesenia

Dokazeme, ze ziskané riesenie ¢ zaciatocnej Glohy (3) je jediné. Ak funkcia %
je nejaké riesenie alohy (3), potom v sulade s Lemou 1 splna integralnu rovnicu
(4) na celom intervale Z. Pre kazdé ¢ € 7 teda plati

(4) t (10),(7) t
) =¥ = ‘/t A(s) [p(s) = ¥(s)lds|| < /t A [0 (s) — ()l ds| .
0 0
Podla Gronwallovej Lemy 2 a jej Désledku 1, kde uvazujeme u := || — 9| a
v := || A||, posledna nerovnost v sulade s (17) implikuje, ze

llp(t) — ()| =0 pre kazdé t € Z,

t.j., p(t) = ¥(t) pre kazdé t € Z. To dokazuje jednoznaénost rieSenia zaciatocne;j
tlohy (3). Dokaz predlozenej vety je teraz kompletny. ]

Poznamka 2

| A\

Vidime, ze v sulade s dékazom Vety 1 limitna funkcia ¢ Picardovej postupnosti
{¥K }72 o zostrojenej v (18) nezavisi na vybere zaciatocnej aproximacie ¢g. Staci
dokonca uvazovat funkciu o iba lokalne integrovatelnd na intervale Z, t.j.,
integrovatelni na kazdom kompaktnom podintervale v Z.

i
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Poznamka 3

Ak pre k € Ny zavedieme na intervale Z funkcie A predpisom
Ak () = pr+1(t) — px(t), teT, (22)

kde {pr}izo je postupnost Picardovych aproximacii definovana v (18), po-
tom je mozné rieSenie ¢ zaciatocnej dlohy (3) vyjadrit ako stiéet nekonec¢ného
funkcionalneho radu

o) =3 Ak(t), teT. (23)
k=0

V stlade s dokazom Vety 1 funkcionalny rad (23) konverguje lokalne rovnomerne
na intervale Z, t.j., rovnomerne na kazdom kompaktnom podintervale v Z. Podla
(18) funkcie Ay definované v (22) splnaja pre kazdé ¢ € Z rekurentnd rovnost

t
Appi(t) = / A(s) A(s)ds, k€ No, (24)
to
kde zaciato¢na funkcia Ag ma tvar
t
Ao®) =1 - o(®) + [ [AE)po(s) +b()]ds, tET. (25)
to
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Priklad 1

Uvazujme zaciato¢na alohu

Bi=-"Ftor wh=-"t-s m()=1 :@1)=2 (26)

na intervale Z = (0, 00). Kedze funkcie

0 _1
A(t)—( ) bty =
_% 0 ( 3t)

st definované a spojité na celom intervale Z a bod to = 1 € Z, v stlade s Vetou 1
ma Cauchyho aloha (26) prave jedno aplné riesenia na celom Z. Stanovime ho
pomocou metédy Picardovych aproximacii v (18). Da sa overit, ze volbou

13 1

=Lk 5

vo(t) = ) ) FEZ
—5t2+ B4 1

ziskame Picardovu postupnost {¢k }he( tvaru

72 By Lyk (o)l
pr(t) = 2 2 =0 o |, keNg, tel.
13 1k (—Int)’
_5t2+7t+52i:0 T

!
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Priklad 1

Pre hl'adané riesenie zaciatoénej alohy (26) potom plati

2 _ 13 1 (=Int)* 2 _ 13 1
[ R YA >_<7t_2t+2t>

— i 2 13 1
-4 FredrR, SRS\ P

p(t) = lim ok(t) = (

pre kazdé t € Z. Nie je tazké overit, ze ziskana funkcia ¢ je skuto€ne riesenim
rovnice v (26) a splha prislusna zaéiatoéna podmienku.

-

Priklad 2

Uvazujme homogénnu zaciato¢na alohu
2 = Az, x(0) = (0,1)T (27)

na intervale Z = (—o0,00), kde A je redlna konstantna matica

A= (5 ).

Podla Poznamky 3 s funkciou b(t) = 0, bodom to = 0 a vektorom 1 = (0,1)”
pre funkcie A (¢) plati (pre jednoduchost uvazujeme funkciu po = 0 na Z)

>
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Priklad 2

25 t
Ao(®) %%:(2), N0 (2:4)A/0 An(s)ds, keNo, teT.

Pomocou matematickej indukcie vzhladom na index £ mozno ukazat, ze

tk
Ak(t):EAkn, keNg, tel.

Postupnost matic {A*}22 , je periodicka s najmensou periédou 4, nakol'ko
A=, Al=A, A2 =—-I, A =—A4, A*=1

Preto pre kazdé | € Ny plati
A4l -7 A4l+1 — A A4l+2 T A4l+3 — _A.

Riesenie ¢ zaciatocnej tlohy (27) potom bude mat podla (23) tvar

a0 = (Z Gt t2m> i (,HZ_O 7 t2m+l> An

m=0

-t () (5 () (20), eez
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V tejto sekcii sa budeme zaoberat linedrnym maticovym systémom (2) s funkciou
b(t) = 0 na intervale Z, t.j., homogénnym linedrnym systémom

' = At)x, (28)

kde n x n maticova funkcia A(t) je spojitd na Z. Nasledujica veta hovori o
délezitej vlastnosti mnoziny rieseni systému (28).

Veta 2 (gtruktﬂra mnoziny rieseni homogénneho systému)

Mnozina vsetkych rieseni rovnice (28) na intervale T tvori linearny (vektorovy)
priestor nad telesom realnych Cisiel.

Dokaz Vety 2.

Ak z1 a z2 st dve (0plné) riesenia systému (28) na Z a c¢1,c2 € R, potom i
funkcia z := c1z1 + c2x2 je (Gplnym) rieSenim rovnice (28), nakolko plati

| A\

x' = (c121 + caz2)’ = c12) + coxh = c1 A(t) w1 + c2 A(t) 22

= A(t) (ciz1 + cawe) = A(t) x

na celom intervale Z. Dékaz je hotovy. |
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Linearna zavislost a nezavislost |

Definicia 1 (Linearna nezavislost vektorovych funkcii)

Nech k,n € N s dané a nech z1, ..., xy st n-vektorové funkcie definované
na nedegenerovanom intervale Z. Povieme, Ze funkcie z1, ..., xy st linearne
zavislé na Z, ak existuje nenulova k-tica realnych &isiel (ci, ..., cx) taka, ze

ciz1(t) + -+ cxprp(t) =0 pre kazdé t € 7.

V opacnom pripade sa funkcie x1, ..., xx oznaCujli ako linearne nezavislé na Z.

| A

Priklad 3
Dokazeme, ze vektoré funkcie
z1(t) = (&, )T, xz20t) = 3, )T, z3(t) = 3, )T

st linearne nezavislé na kazdom netrividlnom intervale v R. Nech ¢1,¢2,¢3 € R
spliaji c1z1 + cex2 + cszs = 0 na nejakom intervale Z C R, t.j., plati

t # # c1t + cot® + cst?
c1<>+cz< >+03< >:<1 2 3 =0 prekazdeteZ. (29)
t t t c1t + caot + c3t
w
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Linedrna zavislost a nezavislost |l

L ET

Ukazeme, ze rovnost (29) moze nastat iba v pripade c1 = c2 = ¢3 = 0. Skutoéne,
relacia (29) je ekvivalentna s rovnostami

cit+ cot? 43t =0, cit+cot+c3t =0 pre kazdét e Z. (30)

Kedze kazda polynomicka funkcia tretieho stupna méze mat na nejakom intervale
najviac tri nulové body, prva rovnost v (30) méze byt splnenad na Z jedine vtedy,
ked sa jedna o nulovi funkciu, t.j., nutne ¢1 = ca = c¢3 = 0. Druha rovnost v
(30) potom plati trivialne. V sulade s Definiciou 1 st preto predlozené funkcie
1, T2 a x3 linearne nezavislé na kazdom intervale Z C R.

i

V pripade rieseni systému (28) sa vySetrovanie linearnej zavislosti, resp. nezavis-
losti redukuje na problém linearnej zavislosti, resp. nezavislosti vektorov.

Veta 3 (Linearna zavislost rieseni homogénneho systému)

Nech k € N a nech x1, ..., xx sa dplné riesenia systému (28) na intervale Z.
Potom funkcie x1, ..., zy st linedrne zavislé na T prave vtedy, ked' pre nejaky
bod to € T si vektory x1(to), ..., zk(to) linearne zavislé.
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Dékaz Vety 3.

Implikacia = plati trivialne podla Definicie 1. Naopak, nech pre tg € Z st vektory
z1(t0), - .-, xx(to) linedrne zavislé. Existuje teda nenulova k-tica (ci, ..., ck)
realnych &isiel tak, ze ciz1(to) + - - - + ckxr(to) = 0. Podla Vety 2 je funkcia

Ti=c121 + o+ CpTy

riesenim rovnice (28) na Z, ktoré splia x(tp) = 0. Z jednoznacnosti rieseni
systému (28) podla Vety 1 plati z(t) = 0 pre kazdé ¢ € Z. V salade s Definiciou 1
to potom znamena, ze funkcie x1(t), ..., zx(t) sa linearne zavislé na Z. [ |

-

Désledok 2 (Dimenzia priestoru rieseni homogénneho systému)

Mnozina rieseni rovnice (28) na intervale I tvori linearny priestor dimenzie n.
- -

Dékaz Désledku 2.

Z Vety 3 vieme, ze dimenzia priestoru rieseni systému (28) je najviac n, pretoze
priestor R™ je n-dimenzionalny. Na druhej strane, ak {e1, ..., e, } je kanonicka
baza v R" a tp € Z je dany bod, potom podla Vety 1 existuji aplné rieSenia
Z1, ..., Tn systému (28) s z;(to) = €;, ¢ = 1, ..., n. V stlade s Vetou 3 si
tieto rieSenia linedrne nezavislé na Z. Preto je priestor rieSeni systému (28) na
intervale Z aspon m-dimenzionalny. Dékaz je kompletny. ]

-



Homogénny systém

Fundamentalny systém rieseni

Definicia 2 (Fundamentalny systém rieseni homogénneho systému)

Lubovolna baza priestoru vsetkych rieSeni rovnice (28) na intervale Z sa oznacuje
ako fundamentalny systém rieSeni rovnice (28) na Z.

Nech z1, ..., z, je nejaky dany fundamentalny systém rieSeni rovnice (28) na
intervale Z. Potom kazdé riesenie = systému (28) je mozné vyjadrit v tvare

x(t) = caza(t) + - - + enzn(t), tEZ, (31)

pre vhodné konstanty c1, ..., ¢, € R. Naopak, kazda linearna kombinacia rieseni
Z1, ..., Ty je podla Vety 2 rieSenim systému (28) na Z. Funkcia y v (31) je
preto vSeobecnym riesenim systému (28) na intervale Z. Dopliime, ze konstanty
1, ..., ¢n v (31) st pre dané rieSenie x urcené jednoznacne.

Spolu s vektorovou rovnicou (28) budeme uvazovat aj maticovii rovnicu
X' =A@ X, teT, (32)

kde neznama X je n x n maticova funkcia.
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Ak X je maticové riesenie rovnice (32) na intervale Z a C € R"*" je dana
konstantnd matica, potom funkcia X (¢) C' je tiez maticovym rieSenim rovnice
(32) na Z, nakolko plati

[X(t)C = X'(1)C = At) X(1)C = A®) [X(t) C], teT.

Dalej pre kazdy konstantny vektor n € R™ je funkcia X7 vektorovym riesenim
rovnice (28). Obzvlast, kazdy stlpec matice X je riesenim systému (28) na Z.
Maticové rieSenie X sa nazyva fundamentalna matica systému (28) (resp. fun-
damentalne riesenie systému (32)), ak stlpce matice X vytvaraja fundamentalny
systém rieseni rovnice (28), t.j., st linearne nezavislé na intervale Z. Riesenie X
rovnice (32) je teda fundamentalne rieSenie prave vtedy, ked det X (¢) # 0 pre
kazdé t € Z, t.j., matica X je regularna na celom Z.

Veta 4 (Liouvilleov-Jacobiho-Abelov-Ostrogradského vzorec)

Nech X je maticové riesenie rovnice (32) na intervale T a nech to € Z je dany
bod. Potom pre kazdét € T plati vzorec

P
eth Tr A(s) ds

det X (¢) = det X (to) : (33)

kde Tr A := """ | asi je stopa matice A.



Systém

Dokaz Vety 4.

Homogénny systém Nehomogénny systém Konstantné koeficienty

KedZze podla predpokladov maticova funkcia X je riesenim rovnice (32) na Z,
ma X (spojitd) derivaciu na Z, t.j., kazdy jej prvok x;j5, 7,5 = 1,...,n, ma
(spojita) derivaciu na Z. Vyuzitim definicie determinantu n x n matlce nie je
tazké usadit, ze plati rovnost
[det X ()] = det X;(t), teI, (34)
i=1
kde pre kazdé dané ¢ = 1,...,n matica X; vznikne z matice X nahradenim
i-teho riadka jeho derivaciou, t.j.,
Ill(t) cee Iln(t)
zi—1,1(8) - wi—1n(t)
X®=| o - .0 |, ter (35)
zit1,1(t) - @ig1n(t)
Zn1 () e wm(E)
V sulade s platnostou rovnice (32) a jej rozpisanim na maticové prvky mame

i
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Doékaz Vety 4 (pokracovanie).
lk—ZaZ] Yzkt), k=1,...,n, t€T. (36)

Vieme, ze determinant matice sa nezmeni, ak k lubovolnému jej riadku pripo¢ci-
tame nejaki linedrnu kombinaciu ostatnych riadkov. Preto plati

z11(t) T1n(t)
Ii—l‘,l(t) o D xi—l.,n(t)
det X;(8) O det | a2 (®) -+ () min() | = asi(t) det X (¢)
zit1,1(0) o Tit1,n(@)
Taa(t) o Zan(®)

pre kazdé ¢t € Z. Dosadenim do rovnosti (34) dostaneme

[det X (2)) & )Za” t) det X (t) = Tr A(t) det X (t), ¢€T,
i=1

Zistili sme teda, ze funkcia z := det X je na intervale Z riesenim homogénnej
linearnej diferencialnej rovnici prvého radu tvaru 2’ = Tr A(t) z. Takze mame

i
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Dokaz Vety 4 (pokracovanie).

t
Z(t) _ Z(t())efto Tr A(s) ds

¢o dokazuje vzorec (33) a dokaz je hotovy. ]

pre kazdé t € Z,

Poznamka 4

| A\

Vzorec (33) vo Vete 4 ukazuje, ze pre kazdé n X n maticové riesenie X rovnice
(32) platia dve alternativy, konkrétne

{det X (t) # O pre kazdé t € Z} alebo {det X (t) = 0 pre kazdé t € 7} .

Preto funkcia X je fundamentalnym riesenim systému (28) prave vtedy, ked
det X (to) # 0 pre nejaké to € Z. V tomto pripade vektorova funkcia

y=Xc, ceR"” (37)

je vdeobecnym rieSenim systému (28) na intervale Z. Poznamenajme, ze funda-
mentalna matica systému (28) je urena jednoznacne az na konstantny regularny
nasobok sprava. Presnejsie, ak X je nejaka fundamentalna matica systému (28)
na Z, potom maticova funkcia Y je fundamentalnou maticou tohto systému prave
vtedy, ked existuje konstantna invertovatelna matica C' € R™*"™ s vlastnostou
Y (t) = X(¢) C pre kazdé t € Z. Tento zaver potvrdzuje vysledok Vety 3.

o
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Homogénny systém

Priklad 4

Uvazujme homogénny linearny systém (28) tvaru

0 _1
a:’—( L t>a:
-1 0

na intervale Z = (0,00). Dosadenim sa [ahko ukaZze, Ze vektorové funkcie
z1(t) = (t,—t)" a za2(t) = (35, %)T st Gplné a v stlade s Vetou 3 i linedrne

nezavislé riesenia tohto systému na Z (napriklad vektory z:(1) = (1,—1)% a
x2(1) = (1,1)T st linearne nezavislé). Preto v stlade s Definiciou 2 funkcie x;
a x2 tvoria fundamentalny systém rieSeni danej rovnice a jej vieobecné riesenie
ma potom pre kazdé t € T tvar

cit + CT2
z(t) = c1z1(t) + coxa(t) = , c1,c2 €R.
—cit+ 22

Funkcie z1 a x2 zarovei predstavuji stipce jednej z fundamentalnych matic
predlozeného systému, konkrétne

t 1
B

X(t) = , tel
1




Systém

Homogénny systém Nehomogénny systém Konstantné koeficienty

Nasledujtca veta pojednava o asymptotickych vlastnostiach rieseni systému (28).

Veta 5

Nech pre o € R je A spojita maticova funkcia na intervale Z = [a, 00) taka, Ze
/ 1A(s)] ds < oo (38)

pre nejaki maticovii normu || - ||. Nech {Xy}72, je postupnost maticovych
funkcii definovana rekurentnym predpisom

Xo(t) = In, Xk+1(t) = /too A(s) Xk(s)ds, te€Z, keNp (39)

Potom pre kazdy konstantny vektor c € R™ je nekonecny rad

D (DFXk(t) e (40)
k=0
absolitne a rovnomerne konvergentny na intervale Z a funkcia x definovana
z(t) = > (-1)*Xg(t)e, teT, (41)
k=0

Je aplnym riesenim systému (28) na Z. Naviac plati lim; o z(t) = c.
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Dékaz Vety

>
|

Uvazujme na R™ nejaki vektorovii normu || - || a zvol'me s fiou stihlasna maticovi
normu. Definujme na intervale Z (skalarnu) funkciu

e(t) = /too IAGs)||ds, teT. (42)

Funkcia € je nezaporna na Z a podla predpokladu (38) plati lim¢— o £(¢) = 0.

To znamena, Ze funkcia € je ohranicena na Z. Existuje teda § > 0 s vlastnostou

0 < g(t) < 0 pre kazdé t € Z. Dalej funkcia € ma na Z derivaciu, pricom plati
e'(t) == —[[A®)[ <0, teZ. (43)

Pomocou matematickej indukcie ukazeme, Ze maticové funkcie X%, k € No,
definované v (39) splhaja nerovnosti

ek
[ Xk @) < ( ) < H pre kazdé t € Z a pre kazdé k € Np. (44)

Pre index k = 0 je |\X0(t)|| = ||I»|| = 1 na Z a nerovnosti v (44) platia trivialne.
Predpokladajme, ze (44) plati pre index k = m. Potom pre kazdé ¢t € Z mame

/AXm

(10)

(39) <

I Xm41 ()l =

/t T A 1 Xom(s)]) ds



Systém Homogénny systém Nehomogénny Konstantné koeficienty

Doékaz Vety 5 (pokracovanie).

_ = @) oo ) @ [P e
= [T 1@ @l as < [T ja@) S as @ - [T R a

_ |:€m+l(s):|°0 _ Em+1(t) . €m+1(8) _ €m+l(t) 5m+1
B (m+1)!],

Tt D S (ma)! m+)l - (m+ Dl

teda nerovnosti v (44) platia aj pre index kK = m + 1. Vysledok v (44) ukazuje,
ze nekoneény funkcionalny rad (40) ma na celom Z za majorantu konvergentny

k ’ . . 400 o
ciselny rad >°7° i—!. Podla Weierstrassovej vety (v tedrii nekoneénych radov)

potom rad (40) konverguje absoliitne a rovnomerne na intervale Z. Funkcia z
v (41) je preto definovana korektne pre kazdy konstantny vektor ¢ € R™ na
celom Z. Dopliime, ze z druhej rovnosti v (39) a z odvodenych asymptotickych
vlastnosti funkcie € definovanej v (42) vyplyva

)

X1 (®) & —A(t) Xi(t), te€Z, k€N, (45)

M0

44
Jim X0 < lim SP =0 lim Xy() =0, keN. (4)

Nech ¢ € R" je dany vektor. Dokazeme, ze odpovedajuca funkcia = v (41) je
rieSenie homogénneho systému (28) na Z. Postupne mame

i
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k=0 k=1
LT, i(—l)le(t) A O e

Napokon dokazeme asymptotickd vlastnost funkcie x. Konkrétne, ukazeme, ze
lim;— o0 ||2(¢) — || = 0. Pomocou nerovnosti v (44) a faktu, ze Xo = 0, mame

(41)
ll=(t) — < Z 1 Xk (#) el < Z 1X& @)1 el
k=1
(44) (1) =
< Z k' ||c|| (e — 1) llc]l  pre kazdé ¢ € T. (47)

Nasledne dostavame
(47) )
. _ . e(t) _ _ lim oo e(t) _ _
Jim Jlz(®) =l <" lim (e5®) = 1) [le]| = (e 1) llell =o.

Preto lim;—, o z(t) = c a dékaz je teraz aplny. ]
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Budeme teraz skamat vieobecny nehomogénny linearny systém (2).

Veta 6 (§truktﬂra mnoziny rieseni nehomogénneho systému)

Nech funkcie A a b si spojité na intervale T C R. Nech X je fundamentalna
matica systému (28) a nech xo je nejaké riesenie systému (2) na Z. Potom
vektorova funkcia © je 4plné riesenie nehomogénneho systému (2) na T prave
vtedy, ked' pre nejaky konstantny vektor c € R™ plati

z(t) = X(t) c+ zo(t) pre kazdét € T. (48)

Dokaz Vety 6.

| A\

Dosadenim do (2) sa lahko overi, Ze pre kazdy konstantny vektor ¢ € R™ je
funkcia = v (48) rieSenim rovnice (2) na intervale Z, pretoze

z'(t) = X'(t) c+ z((t) = A(t) X () ¢ + A(t) zo(t) + b(t)
= AW)[X (1) c+ zo(t)] +b(t) = A(¢) z(t) + b(t)

pre kazdé t € Z. Naopak, nech z je nejaké Gplné riesenie systému (2) na Z.
Potom funkcia  — o splha rovnicu (28) na Z, nakolko pre kazdé ¢ € Z plati

[2(t) — zo(t))" = A(t) =(t) + b(t) — A(t) zo(t) — b(t) = A(t) [z(t) — zo(t)]-




Doékaz Vety 6 (pokracovanie).

Podla rovnosti (37) v Poznamke 4 preto existuje konstanta ¢ € R™ taka, ze
funkcia z(t) — zo(t) = X (¢t) ¢ na Z. Teda rieenie © ma tvar (48). |

Poznamka 5

| A\

Z Vety 6 vyplyva vyznamné pozorovanie o vseobecnom rieseni rovnice (2):

vSeobecné riesenie  (vSeobecné rieSenie partikularne riesenie
systému (2) B systému (28) systému (2)

Na najdenie partikularneho rieSenia systému (2) sa vyuziva metéda variacie
konstant. Nech z je pre dané tgp € Z a n € R"™ aplné riesenie zaciatocnej
alohy (3). Nech X je nejaka fundamentalna matica homogénneho systému (28).
Uvazujme vektorovii funkciu ¢ := X 2. Funkcia ¢ je definovana a diferencov-
atelna na celom inervale Z a plati

2(t) = X(t)c(t), tel.

Po dosadeni tohto vyjadrenia do rovnice (2) a tpravach dostaneme

) =X""Dbt) = c(t) =clto) + /tt X Y(s)b(s)ds, tel.
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Hodnotu c¢(to) uréime pomocou zaéiatoénej podmienky (o) = 7, konkrétne

C(to) = X_l(to) l’(to) = X_l(to) 7.

Veta 7 (Metdda variacie konstant)

Zaciatocna dloha (3) ma jediné dplné riesenie tvaru
t
z(t) = X() X Lto)n+ X(1t) [ X"1(s)b(s)ds, teZ, (49)
to

kde X je lubovolna fundamentalna matica homogénneho systému (28).

Poznamka 6

Vsimnime si, Ze vo vzorci (49) funkcia zg := X X ' (to) n je vieobecné riesenie
homogénneho systému (28) splnajice zx (to) = 7, kym funkcia

t
zp(t) == X(t) [ X Y(s)b(s)ds, teT,
to
je partikularne rieSenie rovnice (2) so zaciatocnou podmienkou zp(to) = 0. Plati
teda rovnost x = g + xp v sulade s Poznamkou 5.

>
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Systém

Homogénny systém Nehomogénny systém Konstantné koeficienty

Z vysledkov predchadzajucich sekcii vyplyva, ze na stanovenie mnoziny vsetkych
rieSeni, t.j., vSeobecného rieSenia, linearneho systému (2) je nutné a zaroven staci
poznat nejaka fundamentalnu maticu pridruzeného homogénneho linearneho sys-
tému (28). To je obsahom tvrdenia Vety 7. Najdenie fundamentalnej matice
vektorového, resp. maticového systému (28), resp. (32) je viak vo vSeobecnom
pripade velmi naroény problém. V tejto sekcii sa budeme podrobne zaoberat
homogénnym linearnym systémom (28) s konstantnymi koeficientami, t.j.,

x' = Az, (50)

kde A je stvorcova konstantna realna matica radu n. Kazdé riesenie systému
(50) je zrejme Gplné a existuje na celej realnej osi R. Ukazeme, ze pre systém
(50) je mozné pomerne efektivne uréit vietky jeho fundamentalne riesenia X, t.j.,
n X n maticové funkcie X spliajice rovnicu (32), ktoré v silade s Poznamkou 4
maja vlastnost det X (t) # O pre kazdé ¢t € R.
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Exponenciala matice

Nech M je Stvorcova komplexnad matica radu n. Matica definovana predpisom

(51)

=
[
[]¢
|
g
Eod

k=0

sa nazyva exponenciala matice M. Nekoneény rad v (51) konverguje absoltatne
pre kazd maticu M € C™*™, nakolko &iselny rad

> & I (52)
k=0

je konvergentny vzhladom na kazdi maticovii normu. Matica €™ je teda korek-
tne definovana pre kazdé M € C™*™ a m4 nasledujice zakladné vlastnosti.

, , , N 1 ,
O = I, ”eM” < eHMH7 et (eM> —e M (53)
ak MN = NM, potom e™e" = Mo = M+, (54)

ak N je regularna matica, potom AN et A=t (55)
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Konstantné koeficienty

Exponenciala matice ako fundamentalne riesenie

Nasledujica veta ukazuje, ze pomocou pojem exponencidla matice poskytuje
jednoduché formalne vyjadrenie fundamentalnej matice systému (50).

Veta 8 (Fundamentalna matica homogénneho systému)

Nech A je stvorcova konstantna reilna matica radu n. Potom exponencidla et
Je fundamentalna matica homogénneho systému (50) na celej redlne osi R.

o

Dékaz Vety 8.

Funkcia X (t) = ' je maticovym riesenim systému (50), nakolko plati

x'(t) = (e4) & (I;)];(At)k> = (1+}C21]:!(At>k> =};%Aktk‘1

= 1 C1,k—1 l=k—1 = (51)
=A>" T ARTHETL T A Y (AN TS At = AX(1),
k=1 : =0 "

pre kazdé t € R. Naviac X (0) = e°" = I,, v stlade s (53). Preto podla vzorca

(33) je matica X regularna na R. Funkcia X je teda fundamentéalna matica
systému (50) na celej readlnej osi R. Dékaze je hotovy. [ |

o
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Jordanov kanonicky tvar matice

Vysledok Vety 8 ukazuje, ze na popis vieobecného rieSenia systému (50) je nutné
poznat struktaru exponencialy e, pripadne jej vhodnych konstatnych invertibil-
nych nasobkov sprava. V tomto smere je uzitocna nasledujtca veta.

Veta 9 (Jordanova)

Pre kazdi maticu M € C"*™ existuje reguldrna matica P € C™*™ taka, Ze

J1i O --- O
o Jy --- O
PlMP=| . . s (56)
O O - Jn
kde J; € C%*%, j=1,...,m, si blokové matice vhodného radu q; < n tvaru
A 1 0 -~ 0
0 A 1 - 0
Jj = ()\J) alebo Jj = . . . y (57)
0 0 O 1
0 0 0 Aj

kde A;, j =1,...,m, sa (nie nutne rézne) vlastné &isla matice M.
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Matice J;, j = 1,...,m, sa oznacuji ako Jordanove bloky (bunky, klietky)
matice M a stlpce matice P sa nazyvaji (zovseobecnené) vlastné vektory matice
M. Blokovo diagonalna matica

J O - O
O Jo - O

Q=1. . : (58)
o O - J.

v Jordanovom rozklade (56) je uréena jednoznacne az na poradie Jordanovych
blokov. Dodajme, ze transformacna matica P nie je urcena jednoznacne.

Pomocou Vety 9 teraz preskiimame struktaru exponencialy e, resp. jej vhod-
ného invertovatelného pravostranného nasobku. Nech P a @ st matice v (56)
a (58), ktoré odpovedaju Jordanovmu rozkladu matice A4, tj., A = PQP™'.
Podla (55) potom pre kazdé dané ¢ € R plati

0 PO Pe?'P7' teda e?'P = Pe®t. (59)

Podla Poznamky 4 je funkcia e“*P fundamentalnou fundamentalnou maticou
systému (50). V salade s rovnostou v (59) budeme preto vySetrovat funkciou
Pe®'. Z blokovo diagonalneho tvaru matice @ v (58) mame
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(Jit)* (0] (0)
O  (Jt)k .- @)
@2 | : -] (60)
o) O - (Jnt)®
a tak podla (53) pre exponencialu e®* plati
it 0 ... 0
O e? ... 0
B8N . (61)
o) O ... gJmt
Ak matica J; € C9*%, j€1,...,m, je v zhode s (57) radu 1, potom

oit &7 (CA]i) =Nt T (62)
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V opacnom pripade podla (57) plati J; = A;jIy; +Mj, j € 1,...,m, kde matica

0 1 0

M, /NI (63)
o o0 --- 1
0 0 0

Kedze matice A\;I,;, a M; komutuji, podla (54) mame

Jit Nitlg.+Mjt (54) X.t M.t
eI’ = ™ q; tM; =" eMiteMit, (64)

Postupnym poéitanim mocnin (M;t)* pre k € Ny zistime, ze (M;t)* = O,, pre
kazdé k > q;, a teda

2 a1
1 ¢ '52_' e (';J —=
a;-1 0 1 ¢t e
. 1 : (@2
Mt N gt = | v (65)
k=0 ;
00 0 t
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Kombinaciou formal (64) a (65) dostaneme pre exponencialu bloku J;¢ tvar

2 q;—1
1 ¢ '52_' —(flj_l)!
)
0 1 ¢ 9
eJit = gtast e (66)
o o0 o -- t
00 0 ---

Z tejto analyzy vyplyva, Ze zlozky stlpcov maticovej funkcie Pe®’ budi (vieo-
becne komplexné) kvazipolynémy, t.j., konecne sicty vyrazov tvaru

p(t)e™,

kde X je vlastné Cislo matice A a p je (komplexny) polyném stupha mensieho
nez je algebraickd nasobnost vlastného &isla \. Matica A je realna, a tak s
kazdym neredlnym vlastnym cislom A ma aj komplexne zdruzené vlastné Cislo
X. Vdaka linearite systému (50) pre kazdé nerealne vektorové riesenie z je i s
nim komplexne zdruzena funkcia Z rieSenim systému (50). KedZe Rez = #£% a
Imz = =%, reélna a imaginarna Cast funkcie z s realnymi linearne nezavislymi
rieSeniami systému (50).
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Fundamentalny systém rieseni

Veta 10 (Fundamentalna matica systému)

Kazds fundamentélna X homogénneho linedrneho systému (50) ma tvar

!
ij(t) = D {pr(t) cos [(ImAg) 6] + 7i (1) sin [(Im X))} eREAE - (67)

k=1
kde indexy i,j = 1,...n, hodnoty A1,...,\i si navzdjom rbzne vlastné cisla
matice A a funkcie px. a ry st redlne polynémy stupna mensieho nez je algebraicka
nasobnost vlastného Cisla A\, k=1,...,1.

| A

Désledok 3

Nech X je fundamentalna matica systému (50). Potom

(i) matica X je ohranicena na okoli co prave vtedy, ked kazdé vlastné éislo
matice A ma nekladnii realnu Cast' a vlastné Cisla s nulovou realnou Eastou
st jednoduché.

(i1) platilims— oo X (t) = 0, préve vtedy, ked kazdé vlastné &islo matice A ma
zaporni redlnu cast.

i
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Priklad 5

Najdime nejaka fundamentalnu maticu systému

2 0 0 0

0

0 -1 o0 0 0
=10 0 -1 1 0 |z

0 0 0o -1 1

0 0 0 0 -1

Podla Vety 8 staci najst exponencialu matice At. V tomto pripade matica A je
uz v Jordanov blokovo diagonalnom tvare, nakolko

0o 0 o0
o[=1 o o
A= 0 o [-1 1
o 0o |0 -1
O N

= Oo|lo o

pricom ma jednoduché vlastné Cislo 2 a Stvornasobné vlastné ¢islo —1. Exponen-
ciala e** ma preto tvar

i
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Konstantné koeficienty

Poznamenajme, ze ziskana fundamentalna matica X rovnice v zadani prikladu
je normovana v bode t = 0, t.j., plati X(0) = Is. Fundamentalna matica Y
normovana v bode ¢ = 3, t.j., Y(3) = Is, ma tvar

e2(t=3) 0 0 0 0
0 e—(t=3) 0 0 0
Y (t) = 0 0 e~ (t=3)  (t—3)e(t=3) @—27;%)2 e—(t—3)
0 0 0 e~ (t=3) (t—3)e= (=3
0 0 0 0 e~ (t=3)
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Priklad 6

Najdime vSeobecné riesenie systému

1 -1 1
x, = 1 1 -1 xr
0 -1 2

Zistime vlastné Cisla matice systému. Jej charakteristicky polyném ma tvar
det(A—Al3) = —23 + 402 —BA+2=—-(A—2)(A — 1)2.

Matica A ma jednoduché vlastné cislo 2 a dvojnasobné vlastné cislo 1. Vlastnému
¢islu 2 odpoveda jedno linearne nezavislé riesenie tvaru

z(t) = (ath, be?t, cth)T,

kde a, b, ¢ st vhodné konstanty. Dosadenim tychto vyrazov do systému v zadani
prikladu dostaneme po Gpravach pre hodnoty a, b, ¢ stistavu troch algebraickych
linearnych rovnic tvaru

2a =a—b+c, 2b=a+b—c, 2c=-b+ 2c.

Tato sastava ma jedno linearne nezavislé riesenie a = ¢ =1 a b = 0. Vlastnému
¢islu 1 odpovedaja dve linearne nezavislé riesenia tvaru

z(t) = ((at +b) e, (ct+d)et, (ft+g)e’),
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Priklad 6

kde a, b, c,d, f, g st vhodné konstanty. Dosadenim tychto vyrazov do systému v
zadani prikladu dostaneme po Gpravach rovnosti

a+ (at +b) = (at +b) — (ct +d) + (ft + g),
¢+ (ct+d) = (at +b) + (ct + d) - (ft +9),

f+(ft+g)=—(ct+d) +2(ft +g).

Ak porovname koeficienty pri rovnakych mocninach ¢ na oboch stranach odvo-
denych rovnosti, ziskame Styri nezavislé rovnice pre a, b, ¢, d, f, g, konkrétne

f—c=0, a—f=0, a=g—d, c=b—g.
Tato sustava ma dve linedrne nezavislé riesenia
a=c=f=0, b=d=g=1 a a=b=c=f=1, d=-1, g=0.

Zostrojili sme teda tri linedrne nezavislé vektorové rieSenia systému v zadani
prikladu. Fundamentalny systém rieseni ma preto tvar

et et (t+1)et
0 |, et |, (t—1)et
2t t t

e @ e




Priklad 6

Pre vseobecné riesenie systému potom na celom R plati

et et (t+1)et c1e?t + coel +c3(t + 1) et
zt)=c1| O | +ea|el | +es|(E—1et| = coet +c3(t—1)et ,
et et tet c1e2t + coet + c3t et

kde c¢1, c2,c3 € R st konstanty. Poznamenajme, ze maticova funkcia
et et (t+1)et
Xt)=| 0 e (t—1)¢€t
et tet

je fundamentalnou maticou systému v zadani prikladu na celej reélnej osi R.

UvaZujme systém

1 -1 -1
=1 1 0 |z
3 0 1

Matica tohto systému ma jednoduché reéalne vlastné ¢islo 1 a dvojicu jednodu-
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Priklad 7

chych nerealnych vlastnych éisiel 1 4 2i, nakolko
det(A — A3) = —(A — 1)(A — 1 — 2i)(A — 1 + 2i).

Fundamentalny systém rovnice v zadani prikladu je preto tvoreny tromi linearne
nezavislymi vektorovymi rieSeniami tvaru

ayet bye(1+2i)t cre(1-2i)t
aset | | boe(1+20)t | | coe=20t |
azet bye(1+2i)t cze1—2D)t

kde aj,b;,c; pre 7 = 1,2,3 st vo vseobecnosti komplexné konstanty. Podobne
ako v predchadzajicom priklade zistime pomocou metédy neurcitych koeficientov
tri linedrne nezavislé riesenia

0 2ie(1+2i)t _9je(1-2i)t
et |, et20t | (120t
—et 3e(l+2i)t 38(1—2i)t

Ziskany fundamentalny systém rieSeni je nerealny. Nahradenim poslednych dvoch
nerealnych vektorovych funkcii ich readlnymi a imaginarnymi ¢astami dostaneme
realny fundamentalny systém rieSeni tvaru

o
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Priklad 7

0 —2et sin 2t 2et cos 2t
et |, et cos 2t s et sin 2t
—et 3et cos 2t 3et sin 2t

Pri vypocte sme vyuzili Eulerovu identitu
(IE20t — ¢t (cos 2t +isin2t), ¢ e R.
Prislusna fundamentalna matica X systému v zadani prikladu ma potom tvar
0 —2efcos2t 2efcos2t
X(@t) =] € et cos 2t etsin2t [, teR.

—et 3et cos 2t 3et sin 2t
Napokon pre vseobecné riesenie daného systému plati

—2coet cos 2t + 2czet cos 2t

z(t) = ci1et + coet cos 2t + czet sin 2t , teER,
—c1et + 3eaet cos 2t + 3eset sin 2t

kde c1, c2,c3 € R si redlne konstanty.
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Putzerov algoritmus

V predchadzajicich statiach sme pomocou pojmu exponenciala matice nasli vo
Vete 8 explicitné vyjadrenie fundamentalnej matice systému (50) v tvare

X(t)=eMC, teR,

kde C € R™*" je lubovol'na konstantna regularna matica. Pomocou Jordanovho
rozkladu matice (56) sme nasledne odvodili tvar vsetkych rieseni daného systému
(formula (67) vo Vete 10). Tento poznatok nam umoznuje hladat fundamentalne
systémy rieSeni najprirodzenejsim spésobom, a to metédou neurcitych koeficien-
tov, ktort sme pouzili v Prikladoch 6-7.

V nasledujicom vyklade ukazeme ini, ovela efektivnejsiu metédu stanovenia fun-
damentalnej matice e”?, ktora je zaloZena na najdeni vhodného partikularneho
riesenia istej linearnej diferencialnej rovnice n-tého radu s konstantnymi koeficien-
tami. Tento postup sa v literatiire obvykle oznacuje nazvom Putzerov algoritmus.
V dékaze budeme vyuzivat nasledujici vysledok z linearnej algebry.

Veta 11 (Cayleyho—Hamiltonova)

Kazdi matica M € C™*™ je korenom svojho charakteristického polynému, t.j.,
ak p(\) je charakteristicky polyném matice M, potom plati p(M) = Ox,.
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Veta 12 (Putzerov algoritmus)

Nech funkcia

pPA) =A"+dp 1 A" 4+ di A+ do (68)
Je normovany charakteristicky polynom konstantnej matice A a nech (skalarna)
funkcia x je riesenie zaciatocnej ilohy

g™ +dp12""V ...t diz’ +doz =0,
(69)
z(0) =2'(0) =--- =22 =0, 2(~V(0)=1.
Definujme vektorovii funkciu y = (y1,...,Yn) predpisom
di  d2 dz -+ dp-1 1 x(t)
dy ds da --- 1 0 x'(t)
v=| : oo o || | ter (1)
dp—1 1 0 - 0 0 z(n=2) (¢)
1 0 0 -~ 0 0 (=1 (¢)

Potom pre exponencialu e plati formula

eM =y () In +y2() A+ +ya(t) A", tER (71)
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Dékaz Vety 12.

Podla Vety 8 a vdaka jednoznaénosti rieSeni maticového systému (32) staéi
ukazat, ze n X n maticova funkcia X tvaru

X(t) =y1(t) In + y2(0) A+ - + yn(t) A1 (72)
splha rovnost X'(t) = AX(t) na celom R a plati podmienka X (0) = I,,. Nech
x je rieSenie zaciatocnej Glohy (69). Dokazeme, ze funkcie yi, k = 1,...,n,

definované v (70) splnaja rekurentné formuly
V sulade s (70) mame
n—1 ;
yk:x("fk)—i-Zdsz*k), k=1,...,n. (74)
j=k
Z tohto pre k = n mame y, = 2(*) = z. Dalej rovnost (74) derivujeme, tj.,

n—1
v =™ L N dgliTF D k=1, ,n, (75)
j=k

Z poslednej rovnosti pre index kK = 1 mame
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Dokaz Vety 12 (pokracovanie).

n—1
i © o 4 Z d; = @ —doz = —do yn,
j=1

¢o dokazuje prvi formulu v (73). V rovnosti (75) uvazujme index k + 1, t.j.,

n—1
Yot () k) > dizUh, k=1,...,n-1 (76)
j=k+1

Nasledne odé&itame rovnicu (74) od rovnice (76) a dostaneme

n—1 n—1
76),(74 - .
yfc+1—yk( L > d; U~k — > dj V™R = —dpz = —dp yn
j=k+1 i=k

pre k=1,...,n—1, a tak je dokazana i druha formula v (73). Pristapime teraz
k vySetrovaniu maticovej funkcie X v (72). Postupne plati

n—1 n—1
72
X'() = AX(®) D Sy ) AF — A pya(r) AF
k=0 k=0

n—1 n—1

73

D gy () In + 3 e (t) — di yn(®)] A — 3 gy (t) AR
k=1 k=0
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Doékaz Vety 12 (pokracovanie).

V druhej sume poslednej rovnosti posunieme indexaciu k + 1 — k a dostaneme

n—1
X'(t) = AX(t) = —do yn(t) In + D _ [yx(t) — dr yn(t)] A Zyk
=il
= —dp yn Z dy, yn - yn(t) A
=—yn(t) |[A"+ Y dp A¥| =0n, teR,
k=0

kde posledna rovnost vyplyva z Cayleyho—Hamiltonovej Vety 11. Dokazali sme
teda, Ze maticova funkcia X v (72) je skutocne riesenim rovnice (32). Napokon

X(0) @ 41(0) In +y2(0) A+ -+ + yu (0) A"™* = 12(0) I = I,
pretoze v sulade s (74) a zaciatocnymi podmienkami v (69) plati y1(0) = 1 a
y;(0) = 0 pre kazdy index j = 2,...,n. Podla diskusie na za¢iatku dékazu teda
plati X (t) = e pre kazdé ¢t € R a formula (71) je dokazana. [ ]

i
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Priklad 8

Stanovme rieSenie zacCiatocnej alohy

3 0 -1 2
=12 2 -1}z, =z0)=|[1
2 0 0 2

Ulohu vyriesime pomocou Putzerovho algoritmu vo Vete 12. Normovany charak-
teristicky polyném odpovedajiicej matice systému ma tvar

det(A — AI3) = —X3+5X%2 -8\ +4, teda A3 —5A%2+8\—4.
Najdeme riesenie zaciatocnej alohy
2" — 52" +8 —42=0, =z(0)=0=2'(0), 2'(0)=1.
StandarnYm postupom zistime, ze
2(t) =et + et —1), 2Z/(t)=et+e*(2t—1), 2'(t)=e' +4e%t, teR

Vektorova funkcia y v (70) ma potom tvar

s -5 1 2(t) 4et + et (2t — 3)
yt)y=[-5 1 0] | 2@ | =|-2t+e*@4-3t)|, teR.
L0 0/ \or et +e20(t — 1)



Konstantné koeficienty

Systém Homogénny systém Nehomogénny systém

Priklad 8

Aplikovanim formuly (71) vypocitame exponencialu e“?. Plati
3 0 -1 7 0 -3
A=[2 2 —-1], A2=|8 4 -4/,
2 0 0 6 0 -2
a tak postupnymi vypoctami dostaneme
262t _ et 0 et _ th
22t e2t —e?tt |, teR.

71
At D 4 (1) Iy + yo () A+ ya(t) A2 =
2e2t — ¢t 0 2et — g2t

Pre hladané rieSenie zaciatoénej tilohy v zadani prikladu potom plati

2
o(t) = ez (0) = et | 1
2
2e2t — et 0 et — e2t 2 2e2t
= 2e2tt et —e2tt 1|=]e*@t+1)|, teR
2e?t —2et 0 2t —e?t 2 2e?t
w
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V praktickych alohach sa asto pouziva i dalSia verzia Putzerovho algoritmu.

Veta 13 (Putzerov algoritmus)

Nech A € R™ " je dand matica a A1, ..., \n Systém vsetkych jej (nie nutne
réznych) vlastnych Cisiel. Potom exponencisla et spliia formula
n—1
e =" prpa(t) My, teER, (77)
k=0
kde n x n matice My, k =0,...,n — 1, st definované predpisom
k
Mo :=1In, My:=][(A=X\In), k=1,...,n, (78)
j=1
a vektorova funkcia p = (p1, . ..,pn) je riesenim zaciatocnej dlohy
A1 o o0 -- 0 0 1
1 A 0 - 0 0 0
= e pO)=] - (79)
0 0 0 An—1 0 0
0 0 0 1 An 0
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Metéda (zovseobecnenych) vlastnych vektorov

V nasledujicich statiach prednasky predstavime iny spdsob konstrukcie linearne
nezavislych vektorovych rieseni systému (50).

Veta 14

Nech \ € C nejaké vlastné &islo danej matice A € R™*™. Nech v1,...,v, € C"
je nejaky sibor linedrne nezavislych vektorov, ktoré odpovedajii vlastnému Cislu
A. Potom vektorové funkcie

z;(t) = e/\tv]-, ji=1,...,p, (80)

sti linedrne nezavislé rieenia systému (50) na celej realnej osi R. Dalej, ak AeC
je nejaké dalsie vlastné cislo matice A rézne od A\ a v1,...,0, € C" je nejaky
stbor linedrne nezavislych vektorov, ktoré odpovedaji vlastnému Cislu \, potom

funkcie e/\tvj, ji=1,...,p, ektﬁj, j=1,...,r, silinedrne nezavislé. (81)

| A\

Dokaze Vety 14.

Fakt, ze pre kazdé vlastné €islo A\ a kazdy odpovedajici vlastny vektor v matice
A je vektorova funkcia x(t) := e*v riesenim systému (50), vyplyva z vypoctu

.



Konstantné koeficienty

Dékaze Vety 14 (pokracovanie).

x'(t) = (e”v)/ =eMiv=eMAv=A (e”v) = Az(t), teR.

Linearna nezavislot funkcii z;, j = 1,...,p, v (80) je v sulade s Vetou 3 ekviva-
lentna s linearnou nezavislostou vektorov z;(0) = vj;, j = 1,...,p. Analogickou
tvahou sa zdévodni linedrna nezavislost stboru funkcii (81). |

Pripomenme, ze nasobnost vlastného cisla A matice A ako korena charakteri-
stického polynému sa nazyva algebraicka nasobnost a oznacuje sa m(\). Max-
imalny pocet linearne nezavislych vlastnych vektorov matice A, ktoré odpovedaji
vlastnému Cislu ), sa oznacuje ako geometrickd nasobnost vlastného &isla \ a
oznacuje sa p(A\) . Vo vieobecnosti zrejme plati nerovnost

1 <p(A) <m(A).

Ak p(A) < m(X), vlastné &islo A sa oznacuje ako defektné. V opacnom pripade,
t.j., ak p( = ( ), hovorime o nedefektnom vlastnom &isle A. Dodajme, Ze
ak A1,..., A\ s vietky rézne vlastné Cisla matice A, potom plati

m(A1) + - +m(A) =n.
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Hl'adanie fundamentalneho systému rieseni systému (50), ktorého matica A ma
iba nedefektné vlastné Cisla, sa teda redukuje na zistovanie vsetkych linearne
nezavislych vlastnych vektorov matice A. Ich pocet je v tomto pripade prave n.

Priklad 9

Najdime vSeobecné riesenie systému

(1 =2
Matica A systému ma dve jednoduché vlastné Gisla A\ = 0 a A2 = 3, pretoze
det(A — AI) = A(A — 3).

Cislu A\; = 0 odpoveda jeden linearne nezavisly vlastny vektor v; = (2,1)%, a
nasledne i jedno linearne nezavislé riesenie tvaru e”*(2,1)T = (2,1)”. Podobne,
vlastnému cislu A2 = 3 odpoveda jeden linedrne nezavisly vlastny vektor
ve = (1,—1)T a linearne nezavislé riesenie tvaru ¢3*(1, —1)T = (%, —e3*)7.
Vseobecné riesenie systému v zadani prikladu ma potom tvar

® 2 e3t 2¢1 + coedt
z(t) = c1 + c2 = , teR.
1 —e3t c1 — cze3t
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Zovseobecnené vlastné vektory

Ak matica A ma aspon jedno defektné vlastné Cislo, potom maximalny pocet
jej linedne nezavislych vlastnych vektorov je mensi nez n. Postupom pouzitym v
predchadzajicom Priklade 9 teda neziskame Gplny fundamentalny systém rieseni
systému (50). Chybajice linearne nezavislé rieSenia zostrojime pomocou tzv.
zovSeobecnenych vlastnych vektorov matice A.

Definicia 3 (Zovseobecneny vlastny vektor)

Nech A je stvorcova komplexna matica radu n a nech A € C je nejaké jej vlastné
Cislo. Pre dané r € N sa vektor v, € C™ \ {0} nazyva zovseobecneny vlastny
vektor radu r matice A, ktory prislicha vlastnému cislu A, ak plati

(A— M) v, =0 asacasne (A —A,)" "lo. £0. (82)

Ak v, je zovseobecneny vlastny vektor radu r matice A prislachajici vlastnému
¢islu A\, potom kone€na postupnost vektorov v, ..., v, definovanych

vj = (A= AL) v, j=1,...,r (83)

sa nazyva retazec radu r zovseobecnenych vlastnych vektorov matice A, ktory
je generovany vektorom v,. Kazdy vektor v, = (A — AI)""Pv,, 1 < p <, kto-



Homogénny systém Nehomogénny systém Konstantné koeficienty

ry je obsiahnuty v tomto retazci, je v stilade s Definiciou 3 zovseobecneny vlastny
vektor radu p matice A prislachajici vlastnému &islu X, nakolko plati

(82)

(A — AL,)Pvp = (A — AL)P(A — ML) v, = (A — AL,) v, 2 0,

(82)
(A= ML) oy = (A= AP (A = AL Pu,. = (A= ML) " 'o, # 0.

Postupnost v1, ..., v, je potom (pod)retazec radu p zovieobecnenych vlastnych
vektorov generovany vektorom v,,.

Lema 3

Systém vektorov vi, ..., v, definovany v (83) je linearne nezavisly. Inymi slo-
vami, kazdy retazec zovseobecnenych vlastnych vektorov matice A, ktory pris-
licha nejakému jej vlastnému Cislu A, je tvoreny linedrne nezavislymi vektormi.

- o

|

Dékaz Lemy 3

Nech ¢, ...,c. € C je r-tica Cisiel, pre ktora plati
c1v1 + -+ -+ crop = 0. (84)
Kazdy vektor vj, j = 1,...,r, je zovseobecneny vlastny vektor radu j, t.j.,

\
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Dékaz Lemy 3 (pokracovanie).

(A= ALY Yu; #0, (A= A»)Fv; = 0 pre kazdy index k > j, (85)
v stilade s (82) v Definicii 3. To znamena, ze ak rovnost (84) vynasobime maticou
(A—M\I,)" ! zlava, dostaneme c¢,.(A—\I,)" ‘v, = 0, a teda ¢, = 0. Podobne,
ak rovnost (84) vynasobime maticou (A — A\[,)"~ zI'ava potom podla (85) a
s prihliadnutim, Ze ¢, = 0, ziskame c,—1(A — A\I,,)" 2v,—1 = 0, t.j., cr—1 = 0.
Takymto spésobom postupne ukazeme, ze Cisla ¢; = 0 pre kazdé j = 1,...,r.

Vektory w1, ..., v, sl teda skutoéne linedrne nezavislé a dékaz je hotovy. ]
. o

Nasledujice tvrdenie poukazuje na vyznam zovseobecnenych vlastnych vektorov
pri hladani linearne nezavislych vektorovych rieseni systému (50).

Veta 15

Ak v1, ..., v, je nejaky retazec radu r zovseobecnenych vlastnych vektorov mat-
ice A, ktory prisliicha vlastnému cislu X\, potom vektorové funkcie

x;(t) “Z [Vjks J= 1w (86)

st linearne nezavislé riesenia systému (50) na celom R.
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Dékaz Vety 15.

V stlade s (83) vektory v, ..., v, splhaja relacie
= (A—-ARp)vig1, tj., Avipg = Ay +vp pre kazdé i =1,...,r—1.  (87)

Zvolme nejaké j = 1,...,7. Dokazeme, ze funkcia z; definovana v (86) je
vektorovym riesenim systému (50) na R. Skutoéne, pre kazdé ¢ € R plati

/

(36) I=1 gk
0= 2,0 (N5 L) —a S
k=0 "

A = A oY =
t t t
= e Zklvﬂ kT e Z ] Z AU] k
k=0
At Ji tF At ]il ot
= —e (Avj_p —Av;_g) +e —— v
| J— J _ [
= k! = (k—1)!
(87) ¢ ot /\t] ¢
=" —e Z il Vj—g—1t€ Z Vj—1—1 =0.
= k!
Naviac, funkcie x;, j = 1,...,7 st linearne nezavislé. Vyplyva to z Vety 3 a z
toho, ze vektory z;(0) = v;, j = 1,...,r st podla Lemy 3 linearne nezavislé. W

i
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Weyrova teédria charakteristickych cisiel

Nech A je Stvorcova matica radu n a nech A € C je nejaké jej vlastné Cislo matice
s algebraickou nasobnostou m(\). V kontexte Vety 15 budeme analyzovat vsetky
mozné retazce zovseobecnenych vlastnych vektorov matice A, ktoré odpovedaja
danému vlastnému &islu A. Nech

{Ugj],...,v,[%]}, i=1,...,q (88)

je nejaky stbor takychto retazcov. Polozme R := max{ri,...,rq}. Hovorime,
Ze retazce v (88) su disjunktné, ak pre kazdy index k € {1,..., R} je systém
vsetkych moznych vektorov

UE], v,[f]7 v][c317 A qu71]7 v,[f] (89)
linearne nezavisly. V sialade s Definiciou 3 a s konstrukciou retazca zovseobec-
nenych vlastnych vetorov nie je tazké si premysliet, Ze retazce v (88) su disjunktné

ol

prave vtedy, ked vektory vi -, ..., v;¥ st linedrne nezavislé.

V nasledujicich statiach budeme pracovat s maticami

(A= \IL,)', h:=rank(A—\,)", leNp (90)
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Zrejme platia inklazie
Ker (A — A\I,,)" C Ker (A — \I,)"  pre kazdé k < L. (91)

Vyrazom defekt (nulita) matice budeme oznacovat dimenziu jadra matice, pricom
v nasom kontexte budeme pisat

v, :=def (A — AI,,)" := dimKer (A — \I,)", 1€ No. (92)

Z linearnej algebry vieme, ze plati rovnost h; +v; = n, t.j.,, vy = n — hy, | € No.

Pre dané vlastné cislo A\ matice A existuje najmensie L € N s vlastnostou

O=ww<r<w<---<vp_1<vyp a v, =vy prekazdél> L. (93)

Naviac, plati v, = m(\), kde m()\) je algebraickd nasobnost viastného Cisla \.

Dokaz Vety 16.

Tvrdenie dokazeme pomocou Jordanovho kanonického rozkladu matice A vo
Vete 9. Nech P je odpovedajiica transformacna matica a Q = P AP je
blokovo diagonalna Jordanova matica v (58). KedZze pre kazdé [ € Ny plati
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Déokaz Vety 16 (pokracovanie).

P Y A—-AL,)P=Q—A,, P YA—-AL)'P=(Q-\),
def (A — AIL,)! = def [P (A — AL, P] = def (Q — ALY,
budeme vysetrovat matice (Q — AI,,)!, I € No. V salade s (58) mame
(J1 =g )t - o
Q- & : : : (04)
(@) T (Jm - )‘LI'm)l
a nasledne
def (Q — Mlp)' = " def (J; — Mq;)"  pre kazdé I € No. (95)
j=1
Podla (57) mézu nastat pre kazdé j = 1,...,m dve moznosti, a to
(Jj = Mg;)' = (0 — V)Y (96)
alebo
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Doékaz Vety 16 (pokracovanie).

N=MN 0 0 - 1 - 0
1
(Jj = Mg;) = : Do : .97
0
: : : : : ] 0
0 T @ o0 oo oo Q=AY
Néasledne pre kazdy index 5 = 1,...,m plati
0, Aj# A,
17 pre (96)7
def (J; — M)t = (98)
g, pre (97)sl>gqj, ¢, Aj=A\
l pre (97) s I < gy,
Uvaziac (98) a (95) pre def (Q — M,,)", I € N, dostaneme
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Doékaz Vety 16 (pokracovanie).

95),(98
def (@ — ALn)! @H* m(2) — 375 ),
kde v poslednej sume scitavame cez v3etky bloky s vlastnym cislom X a's g; > I.
Ak polozime

L := max{q;, q; s rozmery blokov v (58) s vlastnym &islom A}, (99)

potom zrejme def (Q — AI,,)™ = m()\) a podla (98) je &islo I najmensie s touto
vlastnostou. Naviac mame def (Q — AIL,)! = m()\) pre kazdé [ > L. Platia teda
relacie v (93) a dokaz je kompletny. [ |

| A\

Definicia 4 (Weyrove charakteristiky)

Pre dané vlastné ¢islo A matice A sa prirodzené cisla
o=y —v_1, l=1,...,L, (100)

oznacujo ako Weyrove charakteristické €isla (charakteristiky) matice A, ktoré
prislichaja vlastnému Cislu .

-
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Pre dané vlastné ¢islo A\ matice A plati rovnost
def (A — AI)! — def (A — AI,)' =1 = dim [Im (A — AL,)'" N Ker (A — )Jn)]
pre kazdé 1 = 1,...,L. Obzvldst, Weyrove charakteristiky o, splnaji

oy = dim [Im (A — ML) A Ker (A — )\In)] , 1=1,...,L. (101)

Veta 17

| A\

Pre dané vlastné &islo A matice A je hodnota L definovans v (99) dlzka najdI-
hsieho retazca zovseobecnenych vlastnych vektorov matice A, ktory odpoveda
vlastnému ¢islu \. Pre kazdé | = 1,...,L je maximalny pocet disjunktnych
retazcov zovseobecnenych vlastnych vektorov dlzky | rovny hodnote o;.

-

Dokaz Vety 17.

Prva €ast tvrdenia vyplyva z kombinacie relacii (82) v Definicii 3 a (93) vo
Vete 16, nakolko platia rovnosti

Ker (A — ML) © Ker (A — AL)Y  pre kasdé I > L.
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Dokaz Vety 17 (pokracovanie).

Dokazeme druha East tvrdenia. Zrejme postupnost podpriestorov
1—1 o0
{Im (A — A)'"L A Ker (A — )\In)}l .
je vzhladom na mnozinovi inklGziu nerastiica a
Im (A — M) "L NKer (A — AIL,) C Ker (A — Al,) pre kazdé l=1,...,L. (102)
V silade s (101) potom pre Weyrove charakteristiky o; plati nerovnost
oy <o,4, l=1,...,L. (103)

Zvolme pevne index [ = 1,..., L. V zhode s (102) mézeme zostrojit isti uspo-
riadand bazu podpriestoru Ker (A — AI,,). Konkrétne, nech

{v1,1,...,v1,0,} je baza podpriestoru Im (A — M) TN Ker (A — ALy).  (104)

Systém bazickych vektorov v (104) mézeme doplnit na bazu podpriestoru
Im (A — ML) "2 NKer (A — M), tj.,

{v1,1,.- -, V1,00 | V1,00415 - V1,00_1 }

je baza podpriestoru Tm (A — Al,) "2 N Ker (A — Ay).

Analogickym spésobom pokracujeme dalej az kym neziskame kompletna bazu
podpriestoru Ker (A — A\I,,), konkrétne,

o
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Doékaz Vety 17 (pokracovanie).

{11, V1,0; [ V100415, VLop g |+ 0 | VL,0541s -3 V1,00 | V1,0041, V1,00 }

je baza podpriestoru Ker (A — AI,).

Bazické vektory v11,...,v1,0, SO generované linearne nezavislymi zovseobec-
nenymi vlastnymi vektormi radu {. Skutocne, podla (104) existuje o; nenulovych
vektorov wi, ..., ws, € R™ s vlastnostou

V1,5 :(A—)\In)l_lw]' #0, (A—)Jn)le :(A—)Jn)vl,]- :0, j:L...,G'l.

Podla Definicie 3 je kazdé w;, j = 1,...,0;, zovseobecneny vlastny vektor radu
l. Naviac, jedna sa o linearne nezavisli skupinu vektorov, pricom odpovedajice
retazce generované vektormi wj;, j = 1,...,07, st v stlade s diskusiou pred

Vetou 16 disjunktné. Takze pocet takychto retazcov je aspon o;. Na druhej
strane, vektory s indexom 1 kazdého suboru disjunktnych retazcov zovseobec-
nenych vlastnych vektorov radu [ lezia podla (83) a Definicie 3 v podpriestore
Im (A — A,)' "' nKer (A — \I,,). A kedze takéto vektory sii linearne nezavislé,
nutne pocCet uvazovanych retazcov musi byt najviac o;. Z toho potom dosta-
vame, ze maximalny pocet disjunktnych retazcov zovseobecnenych vlastnych
vektorov dlzky I je prave o;. Dékaz vety je teraz kompletny. ]
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Poznamka 7 (Weyrova tabulka zovseobecnenych vlastnych vektorov)

Z doékazu Vety 17 vyplyva, ze bazické vektory vi1,...,v1,0, , SO generované
linearne nezavislymi zovseobecnenymi vlastnymi vektormi radu i — 1. Maximalny
pocet disjunktnych retazcov zovseobecnenych vlastnych vektorov dlzky [ —1 je v
stlade s Vetou 17 prave 0,1 — s to jednak podretazce retazcov dlzky [ (v poéte
01), a jednak retazce obsahujuce bazické vektory vi o 41,...,01,0, , (v pocte
o1—1 — 07). V tomto kontexte je prirodzené a uzito¢né zostavit tzv. Weyrovu
tabulku zovseobecnenych vlastnych vektorov matice A pre dané vlastné cislo
A, viz (105). Stlpce predstavuja retazce zovseobecnenych vlastnych vektorov,
kym riadky obsahuji zovseobecnené vlastné vektory daného radu. Podla dékazu
Vety 17 st vsetky vektory v (105) linearne nezavislé a ich celkovy pocet je

(100)
01+02+-+01_1+0, = Vv—v=1U.
>

vig | | Ve A T [ Wien | o | Y10y
Va1 | v | wae | ey, oo | V20,

(105)
Vi—1,1 | | Vil | 00| Vielo
Ui,1 | Uy
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Homogénny systém

Dopliime, ze ak vo Weyrovej tabul'ke (105) je vektor w bezprostredne nad vek-
torom v, potom plati w = (A— AI,,) v. Preto pri jej zostavovani je vyhodné uréit
najprv najspodnejsie vektory v kazdom stlpci a potom postupnym nasobenim
tychto vektorov mocninami matice A — \I,, ziskame ostatné vektory tabulky.

V pripade maximalneho indexu | = L sa systém zovSeobecnenych vlastnych
vektorov v danej Weyrovej tabulke oznacuje ako Weyrova normalna sistava
vektorov, ktorad prislacha vlastnému cislu A matice A. Tento systém v silade s
Poznamkou 7 a Vetou 16 obsahuje prave v, = m(X) vektorov.

Nech A je Stvorcova matica radu n a A € C je jej vilastné cislo s algebraickou
nasobnostou m()\). Potom existuje prave m(\) linedrne nezavislych zovseobec-
nenych vlastnych vektorov matice A, ktoré prislichaji vliastnému Cislu X. Tieto
vektory sa daji rozdelit do o1 = v1 = def (A — A\I,,) disjunktnych retazcov.

Napokon dodajme, ze Weyrova normalna sistava zovseobecnenych vlastnych
vektorov matice A, ktord odpoveda danému vlastnému ¢&islu X, nie je urcena
jednoznacne. V kontexte Vety 15 vsak pri konstrukcii fundamentalneho systému
rieseni rovnice (50) nezalezi na jej konkrétnom vybere.
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Priklad 10

Stanovme fundamentalnu maticu systému

4 0 1 0

-2 23 of
-1 0 2 of*™
4 0 1 2

Dana matica A ma dve dvojnasobné vlastné &isla Ay = 3 a A\ = 2, nakolko
det(A — A1) = (A — 3)2(A — 2)%.

Pre vlastné ¢islo A1 = 3 je teda m(X1) = 2 a hladana konstantna nulita vy, v
(93) je vz = 2. Plati vy = 0. Dalej mame

1 0 1 0 0 0 0 O
2 -1 3 o s |-3 1 -4 o0
A-BLi=1_21 ¢ 5 o> @=8l)7=14 ¢ ¢ o
4 0 1 -1 -1 0 2 1

Mame v1 = 1 a v = 2, a tak index L vo Vete 16 ma hodnotu L = 2. Plati

vy=0<rv1 =1<wvy =2,

a tak v stlade s Definiciou 4 mame dve Weyrove charakteristiky, konkrétne
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Priklad 10

01=I/1—I/0:l a 0'2=l/2—l/1:]..
Weyrova tabulka (105) zovSeobecnenych vlastnych vektorov pre vlastné cislo
A1 = 3 ma teda L = 2 riadky, pricom v prvom riadku bude o1 = 1 vektor a v
druhom riadku bude o2 = 1 vektor, t.j.,

v1,1
V2,1

Vektor vz, je zovieobecneny vlastny vektor radu 2, a tak spiia (A—314)%v2,; = 0
a (A—3I4)v21 # 0. Teda napriklad

V2,1 = (07 47 1 _2)T
Pre vektor v1,1 potom plati v11 = (A — 3I4) va1, teda v 1 = (1, —1, —1, 3)7.

Je to standardny vlastny vektor. Vlastnému cislu \; teda v salade s Vetou 15
odpovedaji dve linedrne nezavislé vektorové riesenia

e3t e3tt
N —e3t N —e3t(t — 4)
Il(t) =el V1,1 = X Ig(t) BN (vgyl +tv171) =
_63t —egt(t _ 1)
3e3t e3t (3t — 2)
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Homogénny systém Nehomogénny systém Konstantné koeficienty

Podobne pre vlastné &islo A2 = 2 je m(\2) = 2 a hladani konstantna nulita
vr, = 2. Dalej mame 1o =0 a

2 0 1 0
2 0 3 0
A=2La=|_ ¢ o o
4 0 1 0

Plati 1 = 2, a teda index L = 1. Prislusnd postupnost nulit je
vp=0<v; =2,

ktora dava jednu Weyrovu charakteristiku 01 = 11 — 1o = 2. Weyrova tabulka
(105) pre vlastné ¢islo A2 = 2 ma teda L = 1 riadok s o1 = 2 vektormi

vi,1 | vi2

Vektory v1,1 a v1,2 st linedrne nezavislé zovseobecnené vlastné vektory radu 1,
t.j., klasické vlastné vektory odpovedajice vlastnému &islu A2 = 2. Podla (82)
v Definicii 3 splhaji podmienky (A — 214)vi1 = 0= (A — 2I4) vi2 avi,1 #0,
v1,2 # 0. Vypoctom napriklad dostaneme

v =(0,1,0,07T, wi2=(0,00,1)7T.

Vlastnému ¢islu A2 teda odpovedaji dve linedrne nezavislé vektorové riesenia
o
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Priklad 10

0 0
et 0
z3(t) = e/\2tv1’1 = , wa(t) = e/\2tv172 =
0 th
Napokon fundamentalna matica systému v zadani prikladu ma tvar
e3t e3tt 0 0
_e3t _63t (t _ 4) th 0
X () = (z1(), z2(t), z3(t), z4(t)) = ) )

—e3t —ef(t—-1) 0 0
3e3t &3t (3t — 2) 0 et

-

Priklad 11

Najdime fundamentalnu maticu systému

4 -1 0
=3 1 —1]z
1 0 1
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Konstantné koeficienty

Priklad 11

Dana matica A m3 jedno trojnasobné vlastné &islo A = 2, nakolko
det(A — MI3) = —(A — 2)3.
Teda m()\) = 3 a konstantna nulita je vz = 3. Dalej vo = 0 a mame
2 -1 0 1 -1 1 )
A-2I3=(3 -1 —-1], (A-2)2 =2 -2 2|, (A-2I3)3=0;.
1 0 —1 1 -1 1
Plati 11 = 1, v2 = 2, v3 = 2, a teda index L = 3. Prislusna postupnost nulit je
v=0<r1=1<rv2=2<wvs =3,

ktora dava tri Weyrove charakteristiky 01 = 1, 02 = 1 a 03 = 1. Weyrova
tabulka (105) teda ma L = 3 riadky, pricom v kazdom z nich bude jeden vektor

v1,1
V2,1
v3,1

Vektor v3,1 je zovseobecneny vlastny vektor radu 3. Podla (82) v Definicii 3
splha (A —213)%v3,, = 0 a (A —21I3)%vs3,1 # 0, teda napriklad v3 1 = (0, 0, 1)7.
Pre vektor v2,; potom plati w21 = (A — 2I3) v3,1, teda v21 = (0, =1, —1)7, a
pre vektor v1,1 plati v1,1 = (A — 2I3)%vs 1, teda v1,1 = (1, 2, 1)T. Vlastnému

o
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Priklad 11

¢islu A = 2 odpovedaji tri linearne nezavislé vektorové riesenia

o2t o2ty
z1(t) =e Mo = [ 22 |, za(t) = e M(va1 +tur 1) = | 252t —1) |,
th th(t _ 1)
o2t %
At t? 2t (42
z3(t) =e v3,1 +tvz1 + ) v1,1 | = et (t* —t)

2
et (% =4 1)
Fundamentélna matica systému v zadani prikladu ma potom tvar
o2t o2t¢ o2t %

X(t) = (z1(t), m2(t), z3(t)) = | 26* € (2t —1) e’ (t? — 1)

et et —1) e (% —t+ 1)
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Priklad 12

Homogénny systém Nehomogénny systém Konstantné koeficienty

Uréme fundamentalnu maticu systému

2 -1 -1
=12 -1 2]
-1 1 2

Dana matica A m3 jedno trojnasobné vlastné &islo A = 1, kedze
det(A — MI3) = —(A — 1)3.
Teda m(A) = 3 a konstantna nulita vz, je v, = 3. Plati vo =0 a mame
1 -1 -1
A-Iz=[2 -2 —2|, (A-I)?=o0.
-1 1 1
Plati 11 =2 a v = 3, a teda index L = 2. Prislusna postupnost nulit je
vp=0<rv1=2<vy =23,

ktora dava dve Weyrove charakteristiky 01 = 2 a 03 = 1. Weyrova tabulka
(105) zovseobecnenych vlastnych vektorov ma teda L = 2 riadky, pricom v
prvom riadku budii o1 = 2 vektory a v druhom riadku bude o2 = 1 vektor

o
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Priklad 12

Vi1 | V1,2
V2.1
Vektor v2,1 je zovseobecneny vlastny vektor radu 2. Podla (82) v Definicii 3
splha (A — I3)%va1 = 0, (A — I3) w21 # 0, teda napriklad vo1 = (1, 1, —1)7.
Pre vektor v1,1 potom plati v1,1 = (A—1I3) v21, tedavi,1 = (1, 2, —1)T. Vektor
v1,2 je klasicky vlastny vektor, ktory je linedrne nezavisly s vektorom vy 1. Plati
(A —I3) 1,2 = 0, teda napriklad w12 = (0, 1, —1)7. Takze mame tri rie3enia

et et(t+1)
z1(t) = Mo = | 2¢t |, @o(t) = Moy +tvi1) = | et (2t +1) |,
—et —et(t+1)
0
z3(t) = My o= | et
—et

Prislusna fundamentalna matica systému v zadani prikladu ma potom tvar
et et(t+1) 0
X(t) = (z1(t), z2(t), z3(t)) = | 2¢t  ef(2t+1) €t
—et  —ef(t+1) —et
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Linearna diferencialna rovnica n-tého radu

Nech n € N je dané prirodzené Cislo. Diferencialna rovnica

v 4 () g 4 () Y+ po(t) y = F(8), (106)

kde f a px, Kk =0, ..., n — 1, s realne skalarne funkcie definované a spojité
na danom intervale Z C R, sa nazyva linearna diferencialna rovnica n-tého
radu. Ak funkcia f = 0 na celom intervale Z, hovorime o homogénnej linearnej
diferencialnej rovnici n-tého radu, t.j.,

(n—=1)

Y™ 4 pa1 @)y () Y+ po(t)y = 0. (107)

V opaénom pripade sa jedna o nehomogénnu rovnicu. Lava strana rovnice (106)
sa Casto oznaCuje vyrazom Ly, kde L : C"(Z) — C(Z) je linearny diferencialny
operator n-tého radu. Uplnym riesenim rovnice Ly = f(¢) na intervale T rozu-
mieme funkciu 1 € C"(Z), ktora identicky splha rovnicu (106) na intervale Z.
Zaciatoénou (Cauchyho) alohou (probléemom) sa oznaéuje systém podmienok

Ly =f(t), y(to)=m, ¥ (t)=m, ..., 4" "(to)=n.,  (108)

kde to € Z je dany bod a n1,...,n, € R st dané realne konstanty.
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Homogénny systém Nehomogénny systém Constantné koeficienty

Veta 19 (Prevod na linearny systém)

Nech Z C R je dany interval a to € Z dany bod. Nech funkcia v je (dplné)
riesenie zaciatocnej ilohy (108) na intervale Z. Polozme

pL®) = 0B, w2() =W (B, oy enl®) =P V@), teZ.  (100)
Potom vektorova funkcia ¢ := (1, ...,¢n)T je (dplnym) riesenim zaciatocnej
dlohy (3) na Z s maticovou funkciou A a vektorovou funkciou b tvaru
0 1 0 .. 0 0
0 0 1 .. 0 0
A= : S T R I BGRT)
0 0 0 e 1 0
—po(t) —p1(t) —p2(t) -+ —pn-1(t) f@®)
ktoré spliia zaciatocnii podmienku @(to) = n == (M1,...,mn)". Naopak, pre
kazdé (dplné) riesenie p = (p1,...,pn)" systému (110) na T, ktoré spliia zaci-

atoéni podmienku @(to) =1 = (m1,...,1m:)7, je jeho prva zlozka @1 (dplnym)
riesenim zaciatoénej dlohy (108) na celom Z.

i
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Existencia a jednoznacnost rieseni rovnice

Veta 20 (Existencia a jednoznacnost riesenti)

Nech Z C R je dany interval, to € Z dany bod a n1, ...,nn, € R dané konstanty.
Nech f a px, k = 0,...,n — 1, si realne funkcie definované a spojité na T.
Potom zaciato¢na dloha (108) ma prave jedno dplné riesenie na celom T.

| A

Priklad 13

Uvazujme linearnu diferencialnu rovnicu druhého radu na intervale Z = (e, ) a

zaCiatocné podmienky

0 1 _ 2-—Int
20—t H1—Int)’

1
w e?) =¢e?, o () =2.
V't Ty Y y (e?) y' (%)
Kedze koeficienty a prava strana rovnice si funkcie spojité na intervale Z, podla
Vety 20 ma dana zaciatocna tloha prave jedno tplné rieSenie definované na celom

intervale Z. D4 sa ukazat, Ze toto rieSenie ma tvar

y(t) =tlnt —t, tE€ (e,00).
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Homogénny

Vdaka pozorovaniu vo Vete 19, ktoré umoziuje previest linearnu rovnicu (106)
na linearny systém (110), maja rieSenia rovnice (106) podobné vlastnosti ako
vektorové riesenia systému (2). Obvzlast, platia nasledujiice tvrdenia.

(i) Mnozina rieSeni homogénnej rovnice (107) vytvara linearny priestor s di-
menziou n. Inymi slovami, vseobecné riesenie rovnice (107) ma tvar

y=ciyi+- -+ cnlYyn, Ci,...,Ccn ER, (111)
kde y1, ..., yn je lubovol'na n-tica linedrne nezavislych rieseni rovnice (107).
Funkcie y1, . .., yn predstavuju fundamentalny systém rieseni rovnice (107).

(i) Vseobecné riesenie nehomogénnej rovnice (106) ma tvar
Yy =yu +yp, (112)

kde ym je vSeobecné rieSenie homogénnej rovnice (107) a yp je nejaké
partikularne riesenie rovnice (106).

Tvrdenie (i) nas stavia pred problém zistovania linearnej zavislosti/nezavislosti
skalarnych funkcii, ktoré maji na danom intervale spojité vsetky derivacie az do
radu n — 1 vratane. Tvrdenie (ii) zase ukazuje, Ze je nutné vypracovat vhodni
metddu variacie konstant pre stanovenie partikularneho riesenia yp nehomogén-
nej linearnej rovnice (106).
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Wronskian a linearna nezavislost funkcii

Definicia 5 (Wronského matica a wronskian)

Nech w1, ..., u, je systém skalarnych funkcii, ktoré maji na danom intervale 7
spojité vaetky derivacie az do radu n — 1 vratane. Stvorcova n X n matica

u1(t) ug(®) o un(?)
uy (t) up(t) o un(t)
X(t) = _ _ _ , ted, (113)
W'V WuVe W
sa nazyva Wronského matica systému u, .. ., u, na intervale Z a jej determinant
W(t) = det X(¢), te€Z, (114)
sa oznacuje ako wronskian funkcii u1, ..., u, na Z.

| A

Veta 21

Nech st splnené predpoklady Definicie 5. Ak existuje to € T také, Zze wronskian
W (to) # 0, potom funkcie w1, ..., u, sd linedrne nezavislé na intervale .

i
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Dékaz Vety 21.

Nech ci, ..., c, je n-tica redlnych konstant, pre ktora plati
ciui(t) + -+ cnun(t) =0 pre kazdé ¢t € Z. (115)
Vzhladom na to, Ze funkcie w1, ..., u, maji na Z spojité vsetky derivacie az do
radu n — 1 vratane, plati pre kazdé j = 0,...,n — 1 rovnost
() 4+ cqu) () =0 pre kazdé t € T. (116)
Pomocou Wronského matice X v (113) pre systém funkcii w1, ..., u, mézeme
rovnosti v (116) zapisat ekvivalentne v tvare
@i wy (£) up(t) o un(t) @i
c2 ui (t) ug(t) T Up, (t) c2
A | = . : : =0 @
e/ "V WV - w0/ \en
na Z, kde X je Wronského matica odpovedajaca funkciam w1, ..., u,. Podla
predpokladu wronskian W (to) # 0, t.j., v stlade s Definiciou 5 je matica X (¢o)
regularna. Preto v salade s (117) mame, ze nutne ¢; = - -+ = ¢, = 0. Funkcie

U1,. .., Uy si teda linedrne nezavislé na intervale Z a dékaz je hotovy. ]
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Poznamka 8

Poznamenajme, ze opacné tvrdenie vo vieobecnosti neplati, t.j., existuja linearne

nezavislé systémy funkeii u1, . . ., un, ktorych wronskian W (%) je identicky nulovy
na uvazovanom intervale. Napriklad funkcie
3, te (-1,0], 0, te(-1,0],
w1 (t) := , uz(t) = ) (118)
0, te€(0,1), t%, te(0,1),

st linearne nezavislé na intervale Z = (—1,1) a maja spojité derivacie na Z.
Jednoduchym vypoctom sa moézeme presvedCit, ze ich wronskian je nulovy na
celom intervale Z. Skutoéne, pre kazdé t € (—1,1) mame

2 0
det( , ):o, te(=1,0,
W) "2 et (ul(t) u2(t)> = o

0 3
det =0, tec(0,1).
0 2t2

V pripade, ak funkcie u1, ..., un st riesenia homogénnej linearnej rovnice (107),

i

potom ich odpovedajica Wronského matica X v (113) je rieSenim rovnice (32)
s maticou A v (110). Naopak, kazdé n x n maticové rieSenie rovnice (32) s
maticou A v (110) ma tvar (113) pre vhodné rieSenia w1, ..., un rovnice (107).



Konstantné koeficienty Vyssie rady

Veta 22 (Liouvilleov-Jacobiho-Abelov-Ostrogradského vzorec)

Nech T C R je dany interval a to € I dany bod. Pre kazdi n-ticu rieseni
Y1,---,Yn homogénnej linedrnej rovnice (107) plati pre ich odpovedajici wron-
skiagn W v (114) formula

W(t) = W(to)e~ Jio Pr=1(9) et (119)

-

Dékaze Vety 22.

Formula (119) je désledkom Vety 19 a vzorca (33), nakolko v tomto pripade
matica A v (110) ma stopu Tr A(¢) = —pn—1(t) pre kazdé ¢t € Z. |

-

Désledok 4 (Linearna nezavislost/zavislost rieseni)

Riesenia y1, . . ., yn homogénnej rovnice (107) su linedrnej nezavislé na intervale
T prave vtedy, ked ich odpovedajiici wronskian W v (114) je nenulovy na celom
Z. Podobne, riesenia yi,...,yn rovnice (107) sd linedrne zavislé na I prave
vtedy, ked' ich wronskidn W (t) =0 pre kazdé t € .

Dokaze Vety 4.
Tvrdenie je priamym dosledkom diskusie pred Vetou 22 a v Poznamke 4. |
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Znizenie radu homogénnej rovnice

Ak pozname jedno riesenie homogénnej rovnice (107), ktoré je nenulové na in-
tervale Z, mézeme vhodnou substittciou previest pévodnd rovnicu (107) na ho-
mogénnu linedrnu rovnicu radu n — 1. Toto pozorovanie je obzvlast délezité pre
homogénne linearne diferencialne rovnice druhého radu, pretoze v tomto pripade
vieme potom stanovit tplny fundamentalny systém rieseni rovnice (107).

Veta 23

Nech funkcia v je (iplné) riesenie linearnej rovnice (107) na intervale Z, pricom
Y(t) # 0 pre kazdé t € Z. Definujme funkciu

y(t) )'
zt):==—%), tel 120
0= (4 (120)
Ak funkcia y je (dplnym) riesenim rovnice (107) na Z, potom funkcia z v (120)
Je (dplnym) riesenim istej homogénnej linearnej diferencialnej rovnice radun — 1
so spojitymi koeficientami na intervale T.

| A\

Daokaz Vety 23.

Nech y je nejaké riesenie rovnice (107) na intervale Z. Oznaéme w := . Funkcia

w ma zrejme na Z spojité vietky derivacie az do radu n vratane. Pomocou Lei-
i
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|
(

Doékaz Vety 23 (pokracovanie)

bnizovho pravidla odvodime, ze kazda derivacia y(k), k=1,...,n, ma tvar
y® (1) = ® (1) w(t) + w(t) w (E) + Z ( )w(k D)yw(t), teI. (121)

KedZze obidve funkcie y a v s rieSeniami linearnej rovnice (107), plati

Lyl (8) B [Lul (6) wt) + () w™ (1) + Z () wD@), teT,
~—— ~——
0 0
4
w(™ (1) u® o ) teT
(t) + Z v @ €1,
kde g;, 7 =1,...,n — 1, s isté funkcie spojité na intervale Z. VSimnime si, ze

v poslednej rovnosti sa nachadzaji iba derivacie funkcie w. A kedze v silade s
(120) je w'(t) = z(t) pre kazdé t € Z, dosadenim ziskame

%(t 20 (¢
+Z¢(t 0, teT.

Funkcia z je teda skutocne riesenim linearnej rovnice radu n — 1. |
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Priklad 14

Uvazujme homogénnu linearnu diferencialnu rovnicu z Prikladu 13, t.j.,
1 , 1

1"
Vi —mn? T ROy

y=0, t€(e00).

Nie je tazké si vsimnat, ze funkcia ¢ (¢t) = ¢ je rieSenim uvedenej rovnice na
celom intervale (e, 00). Vykoname substitaciu v (120), t.j.,

’ ty' —
z:(g> S — y/:tz-l—% — oy =22+t

t t2
4
tz + 2 y 3—2Int
2z + tz' P — =) —y ===
P ATy T 20—y i —my ”

Ziskali sme homogénnu linearnu diferencialnu rovnicu prvého radu. Jej vseobecné
rieSenie ma tvar z(t) = ﬁ pre t € (e,00) a C € R. Pre vieobecné riesenie
pbvodnej rovnice v zadani prikladu potom mame

(120) 1
t) ="t t)dt =Ct | ————dt=Clnt+C*t, t
ve) Bt [ar=cr [ Gt sdt=0meron teem)

kde C,C* € R st vhodné realne konstanty.
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Metdéda variacie konstant — nehomogénna rovnica

Nasledujica veta podava vhodny spdsob najdenia vseobecného riesenia neho-
mogénnej linearnej rovnice (106), t.j., metédu variacie konstant pre rovnicu
(106). Analogicky, ako Gvahy o rieSeniach homogénnej rovnice (107), je za-
lozena na tvrdeni Vety 19 o prevode linearnej rovnice (106) na linearny systém.

Veta 24 (Metéda variacie konstant)

Nech yi,...,yn je fundamentalny systém rieseni homogénnej rovnice (107) na
intervale Z. Potom funkcia y je (iplné) riesenie linearnej rovnice (106) na inter-
vale T préave vtedy, ked' plati
y(t) =c1@®) va(t) + - +en(®)yn(t), teTI, (122)
kde ci1,. .., ¢, si funkcie so spojitou derivaciou na T spinajiice
y1(t) y2(t) o yn(?) &, (t) 0
Y1 (1) ye(t) o yn(®) ch(t) 0
= . teI. (123)
I S O W Gl OVAACA GV VIO
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Dokaz Vety 24.

Nech X je Wronského matica, ktord odpoveda fundamentalnemu systému rieseni
Y1,---3Yn, t.j., v silade s (113) mame

y1(t) y2(t) L yn(t)
yi (t) vt o YL
X(t) = _ _ _ , tel. (124)
R (O Sl () WP G )

Podla komentara pred Vetou 22 a Désledku 4 vieme, Ze matica X v (124) je
fundamentalnou maticou systému (28) s maticou A v (110). Nech y je nejaké
(aplné) rieSenie rovnice (106) na intervale Z. Z Vety 19 potom vyplyva, ze pre

vektorovii funkciu ¢ == (y,9/, ... 7y("_l)) plati pre kazdé ¢ € Z rovnost

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

@' (t) = : ; ; : e+ | ¢ |. (125)
0 0 0 1 0

—po(t) —p1(t) —p2(t) -+ —pn-1(t) f(t)
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Doékaz Vety 24 (pokracovanie).

Z metédy variacie konstant pre nehomogénne linearne systémy nasledne dosta-
vame, ze funkcia ¢ ma tvar o(t) = X(t)c(t), t € Z, kde vektorova funkcia

¢ = (c1,...,cn) je dana rovnostou (123), t.j., plati
y1(t) y2(t) e yn(2) i (t) 0
0] yot) - YR h(t) 0
= i , teZ.
Rl O N G (O N s OV AACA GV IR VIO

Napokon funkcia y, ako prva zlozka vektora ¢, splia rovnost (122). Naopak,
nech funkcia y je definovana podmienkami (122) a (123) na intervale Z. Podla
metddy variacie konstant pre nehomogénne linedrne systémy to znamena, ze
vektorova funkcia ¢ := (y,7/,...,¥" ") je (aplnym) riesenim linearneho sys-
tému (125) na Z. V silade s Vetou 19 je prva zlozka vektora ¢, t.j., funkcia y,

(aplnym) riesenim nehomogénnej linearnej rovnice (106) na celom Z. ]
i

Vdaka tomu, ze Wronského matica X v dékaze Vety 24 je podla Désledku 4
regularna na celom Z, ststava (123) ma vzdy prave jedno riesenie (ci,...,ch).
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Priklad 15

Uvazujme opat linearnu diferencialnu rovnicu z Prikladu 13. Metédou variacie
konstant predstavenej vo Vete 24 najdeme jej vieobecné riesenie na intervale
Z = (e,00). Z Prikladu 14 vieme, ze dvojica funkcii y1(t) = t a y2(¢t) = Int
predstavuje fundamentalny systém rieseni danej homogénnej rovnice. Skutocne,
ich Wronského matica X a wronskian W maja tvar

(yl ) y2 (t)) (t In t)
X(t) = = , W(it)=detX(t) =1—-Int<0, teZ.
yi () ya(?) 1 1

t
V salade s rovnostou (123) vo Vete 24 pre vieobecné rieSenie predlozenej rovnice
plati y = c1y1 + cay2, kde funkcie ¢1 a ¢z splhaja podmienku

<t In t> <c’1 (t)) 0
= , tezZ.
1 % c5(t) 3 (%:ll?.tt)

Postupne dostavame

- = ( ) tel
gwy) \1 1 2=t | = | 2-mtwe |° '

t t(1-Int) (1—Int)2

Naslednou vhodnou integraciou ziskame



Systém Homogénny systém Nehomogénny systém Konstantné koeficienty Vyssie rady

Priklad 15

(cl(t)> Int — {555 + K1

— k] t € 1-7
ca(t)

t
1-Int + K2
kde K7, K2 € R. Napokon vSeobecné riesenie y rovnice v zadani ma tvar

y(t) =] Cl(t) yl(t)-i-cz(t) yz(t) = Kit+Kalnt+tint, teZ, Ki,Ko €R. (126)

Dodajme, ze v Priklade 13 sme ziskali jedno partikularne rieSenie uvedenej
rovnice, konkrétne yp(t) = tInt — ¢, kym v Priklade 14 sme odvodili vseobecné
rieSenie odpovedajicej homogénnej rovnice v tvare yg (t) = Ct + C* Int. Podla
vlastnosti (112) ma potom vseobecné rieSenie nehomogénnej rovnice tvar

y(t) =Ct+C*lnt+tlnt—t, te€Z, C,C*"eR.

Tato reprezentacia vieobecného riesenia je v plnom silade s formulou (126) pre
volbu konstant K; :=C — 1 a Ky := C*.

i
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Linearne rovnice s konstantnymi koeficientami

Teraz sa budeme zaoberat homogénnou rovnicou (107) s konstantnymi koefi-
cientami, t.j., funkcie px, k = 0,...,n — 1, st konstantné. Definicnym oborom
rovnice (107) je teda cela realna os, a tak vsetky jej Gplné riesenia existuju na
celom R. Podobne ako v pripade homogénnych linearnych systémov je mozné
pomerne efektivne najst dplny fundametalny systém rieSeni rovnice (107).

Veta 25 (Fundamentalny systém rieseni)

Nech pi, k = 0,...,n — 1, v (107) sd konstantné funkcie. UvaZujme tzv.
charakteristicky polyném

PA) == A"+ pp 1 A"+ pi A+ po (127)
rovnice (107). Ak u € C je m-nasobny koreni polynému p v (127), potom funkcie

tle", 1 =0,...,m — 1, st linedrne nezavislé riesenia rovnice (107) na celom R.

Dékaz Vety 25.

| A

Nech 1 € C je m-nasobny koren polynému p v (127). Potom vieme, Ze derivacie

pO(u) =0 pre kazdé I =0,...m — 1. (128)

Zvolme index I = 0, ...,m — 1 a uvazujme funkciu y(t) := t'e*t. Dokazeme, ze
o
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Déokaz Vety 25 (pokracovanie).

y je rieSenie rovnice (107) na celom R. Pre kazdé kK =0, ...,n postupne mame
k . 1 .
(k) k (4) —j k (4) ;
(B) 4\ — (41t _ l wty(k—3) _ l k—j ut
0= ()" =2 ()07 @ =2 () @)
=0 Jj=0
L ke ; .
=3 (§)u-n -+ e
‘ J
J=0
z(k) 0 ljkjuti k! U i ki
= 3 —t p e = — —t Tp e
o\ (=9) = (k=) (=)

= l (l) th=dent 7]6! uk_j = i (l) th=dent (,uk>(j) (129)
J (k—j)! J

J=0

pre kazdé t € R. Vyraz (uk)(j) predstavuje j-t derivaciu mocniny A* (podla
premennej A) pre hodnotu A = p. Polozme p,, := 1. Nasledne plati

n n l .
> ey ) Y > [Z (j) B (“k)(])]
k=0 k=0 j=0
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_ZZ()# Jehty ( )(J) i()tl Jent {i (pkuk)(j)]

k=03j=0 k=0
() 1 67)
tl=dgnt P N ()tl Jelt p ) B =0
- ()t (S| =2 ()
0

pre kazdé t € R. Funkcia y je teda skutocne rieSenim homogénnej rovnice (107)

na celom R. Teda kazda z funkcii t'e®, 1 = 0,...,m — 1, je riesenim rovnice
(107) na R. Naviac, systém tychto funkcii je linearne nezavisly. Vyplyva to zo
zakladnej vety algebry, podla ktorej rovnost

0= coe”t + cytett + -+ cm_1t™ et = (co + 1t + - F emo1t™ ) M

méze identicky platit na celom R iba vtedy, ked co =c1 = - =cn-1=0. R

N
| A\

Poznamka 9

Nie je tazké overit, ze polyném p definovany v (127) je charakteristickym polyné-
mom matice A v (110). Tento fakt koreSponduje s tvrdenim Vety 19.

o
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Poznamka 10 (Nerealne korene charakteristického polynému)

V pripade nerealneho korena p = o + i, B8 # 0, charakteristického polynému p
v (127) su riesenia rovnice (107) zostrojené vo Vete 25 nerealne. Konkrétne,

thett — tle@t 1Bt — ¢le®t cog Bt + itle® sinBt, [=0,...,m —1,

pomocou Eulerovej identity, kde m je nasobnost koreha p. Kedze polyném
p ma realne koeficienty, jeho korenom je aj Cislo i = o — i3, a to s rovnakou
nasobnostou m. Celkovo teda mame 2m nerealnych rieSeni rovnice (107). Vdaka
linearite a homogenite rovnice (107) si jej rieSeniami aj realne a imaginarne Casti
funkcii t'e#t, 1 =0,...,m — 1. Pomocou dvojice komplexne zdruzenych cisiel p
a i tak ziskame 2m realnych linearne nezavislych rieseni rovnice (107) tvaru

te® cos Bt, tle®tsinBt, 1=0,...,m— 1.

-

Pre nehomogénnu linearnu rovnicu (106) s konstatnymi koeficientami je mozné v
pripade Specialnej pravej strany f stanovit jej partikularne riesenie i bez pouzitia
metddy variacie konstant. Konkrétne, ak funkcia f je kvazipolyném, t.j.,

f(t) = e [gs, (t) cos Bt + hs, (t) sinBt], gs,,hs, st polynémy stupia si, s2,

potom rovnica (106) ma partikularne riesenie t'e®*[j(t) cos St +h(t) sin Bt], kde
[ je nasobnost a.+153 ako korena charakteristického polynému p v (127) a g, h sa
polynémy stupha r = max{s1, s2}. Jedna sa o metédu neurcitych koeficientov.



	Main Talk
	Lineárny systém
	Homogénny systém rovníc
	Nehomogénny systém rovníc
	Systémy s konštatnými koeficientami
	Lineárne diferenciálne rovnice vyšších rádov


