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Systém

Predlzovanie Zavislost

Nech n € N je pevne zvolené. Subor rovnic

1’/1 :fl(t,l’l,...,l‘n),
xl2 :fQ(t,xl,..,7l'n)7
JL':; :f3(t,$1,..,7l'n)7 (1)
T"n :f”(t7x17"'7x”)7
kde fx(t,x1,...,2n) s k = 1,...,n sa redlne funkcie definované na danej

mnozine M C R™"! a znak ’ znamena % sa nazyva systém diferencialnych
rovnic prvého radu. Zavedenim oznacenia
T fl(t,xl,...,l’n)
zi=| 1|, f@z):=

T fa(t,z1,...,2n)
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Riesenia Predlzovanie Zavislost

mézeme systém (1) prepisat do vektorového tvaru

o' = f(t,2). &)
Riesenim systému (2) rozumieme kazdd n-vektorovi funkciu
e(t) = (er(t), -+, en(®)”

definovani a diferencovatelni na nejakom podintervale J C R, pre ktor(
tpr(t), .. on®)] €M a ¢ (t) = f(t,p(t)) pre kazdét e J.
Hlavnou témou prednasky bude zaciatocna (Cauchyho) aloha (problém)
e’ = f(t,z), a(to) =n, 3)

kde to € R je dany bod a n € R™ dany vektor tak, ze [to,n] € M. Hovorime, ze
zaciatocna dloha (3) je jednoznacna, ak pre kazdé dve rieSenia = a y alohy (3),
ktoré existuji na intervaloch Z, a Z,, existuje § > 0 s vlastnostou

z(t) =y(t) pre kazdét € I, NZ, N (to — d,to + ). (4)
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Zadiatoéna aloha z/ = 3z2/3, z(0) = 0, je prikladom nejednoznacnej dlohy.
Ma totiz (minimalne) dve riesenia x(t) = 0 a y(t) = t> na R, pre ktoré plati
x(t) # y(t) pre kazdé t € R\ {0}.

Podobne ako pri linearnych systémoch zasadnii Glohu v skiimani rieSitelnosti
zaciatoénej alohy (3) zohrava nasledujice tvrdenie.

Nech dana (n + 1)-vektorova funkcia f je spojita na mnozine M C R™.
Potom n-vektorova funkcia x = ¢(t) je riesenie zaciatocnej tlohy (3) na nejakom
intervale T C R prave vtedy, ked plati

i
o] e M a ) :n+/t F(s,0(s))ds pre kazdé t € T. )

Poznamka 1

Podla Lemy 5 teda predpoklad spojitosti funkcie f zarucuje ekvivalenciu medzi
zaciato€nou alohou (3) a integralnou rovnicou (5). V tomto pripade sa preto
mdézeme obmedzit na vySetrovanie integralnej rovnice (5).
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Systém

Riesenia Predlzovanie Zavislost

V tejto sekcii budeme vyuzivat jedno tvrdenie tykajice sa mnoziny spojitych
(vektorovych) funkcii. Nech Z C R je dany kompaktny interval a A dana mnozina
funkcii spojitych na Z. Pripomenme, ze funkcie z A sa oznacuja ako rovnomerne
ohranicené na Z, ak existuje konstanta K > 0 s vlastnostou

[f@)|| < K pre kazdé t € Z a pre kazdé f € A. (6)

Podobne, funkcie z A sa nazyvaji rovnako spojité na intervale Z, ak pre kazdé
€ > 0 existuje § > 0 s vlastnostou, ze ak pre body ¢1,t2 € Z plati

|t2 —t1] <6, potom |[f(t2) — f(t1)]| <e pre kazdé f € A. (7)

Veta 1 (Arzelaova—Ascoliho)

Mnozina A funkcii spojitych na kompaktnom intervale Z ma vlastnost

kazda postupnost {fn} C A obsahuje podpostupnost

{fn, } rovnomerne konvergentni na I (8)

prave vtedy, ked' funkcie z mnoziny A spliaju podmienky (6) a (7).

Poznamenajme, Ze mnozina A splhajiica vlastnost (8) sa oznacuje ako relativne
kompaktna v priestore funkcii spojitych na kompaktnom intervale Z.
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Existencia a jednoznacnost riesenia

Veta 2 (Peanova)

Nech a,b si dané kladné realne ¢isla a nech to € R je dany bod a n € R" dany
vektor. Definujme mnoziny

Z:=[to,to+a], D:={y€eR", |ly—nl <0b}. (9)
Nech f : T x D — R" je dana spojita a identicky nenulova funkcia. Oznacme

mim )] (10)

Potom zaciatocna dloha (3) ma aspon jedno riesenie, ktoré existuje na intervale
J = [to, to + al, kde é&islo o := min{a, 2}.

o

Dokaz Vety 2.

Zvolme pevne [ubovolné § > 0 a uvazujme ¢ € (0,4]. Ukazeme, ze predpisom

n, (3= [t() — 0, t()},
ze(t) = ¢ (11)
n+ [i, f(s,2e(s —€))ds, ¢ € [to,to + o,

je korektne definovana spojita funkcia na intervale Js := [to — 0, to + & so spo-
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Doékaz Vety 2 (pokracovanie).

jitou derivaciou na mnozine Js \ {to}. Najprv ukazeme, ze plati
z:(t) € D pre kazdé t € Js. (12)

Vzhladom na predpis (11) funkcie z- to vykoname induktivne. Zrejme pre hod-
noty t € [to—d, to] je v salade s (11) z.(t) = 7, a tak podla (9) mame z.(t) € D.
Nech ¢ € N je najmensie prirodzené Cislo s vlastnostou a < ge. Na intervale
[to, to+€] je funkcia z-(s—€) =mn € D, nakolko s—¢ € [to—¢, to] C [to— 9, to].
Podla (11) je preto vyraz z.(t) pre t € [to, to + €] definovany korektne, pricom

(11)
lze @) —mll "=

‘/t: f(s,ze(s —€))ds

t
< / 1£(s, 2 (s — &)l ds

t
(ISO) mds =m(t —to) < me <ma<b pre kazdé ¢ € [to, to + ¢].

to
Z toho podla (9) mame z-(t) € D pre kazdé t € [to,to + €]. Analogickym
sposobom rozsirime platnost vlastnosti (12) na interval [to +¢, to +2¢]. V tomto
procese postupujeme dalej az kym nedosiahneme [to + (¢ — 2)e, to + (g — 1)e].
Nasledne obdobnym spésobom rozsirime platnost vlastnosti (12) na doplnkovy
podinterval [to + (¢ — 1)&,to + «. Funkcia z. v (11) je teda skutocne korektne
definovana na celom intervale Js5. V podobnom duchu dokazeme jej spojitost
na Js a spojitd diferencovatelnost, kedze v stlade s (11) plati

o
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Doékaz Vety 2 (pokracovanie).

0, t € [to — 6,to0),
z(t) = { (13)
f(t,zs(t—e)), tG(to,to—f—a],

Spojitost funkcie f na Z X D a funkcie z(t — €) na [to, to + ] implikuje podla
(13) i spojitost derivacie zz na J5 \ {to}. UvaZujme teraz mnozinu funkcii tvaru

A := {z. definovanych v (11) pre kazdé e € (0,d]}. (14)

Dokazeme, ze mnozina A v (14) je relativne kompaktna v priestore vsetkych (vek-
torovych) funkcii spojitych na intervale Js. Podla Arzelaovej—Ascoliho Vety 1
musime overit, ze funkcie z mnoziny A splhaja podmienky (6) a (7). Plati

(12)
lz @I = [l(ze(®) = n) +nll < llze() —nll + lInll < o+ [nll

pre kazdé z. € A a kazdé ¢ € Js, t.j., plati podmienka (6). Na druhej strane,
pre kazdé dva body t1,t2 € J5, t1 < t2 plati

[|[ze(t2) — e(t1)|| < m|te —t1| pre kazda funkciu z. € A. (15

)
Skutocne, ak t1,t2 € [to — d,to], potom podla (11) mame z.(t2) = n = x(t1)
a ||1’5(t2)—l‘5(t1)” =0 pre kazdé z. € A. Ak t; € [to—(s, to] ats € (to,to—‘r&],
potom v stlade s (11) a (12) mame

.
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Doékaz Vety 2 (pokracovanie).

(1) (11) pt2 (10)
llze(t2) — ze (1)l =" ||lze(t2) —mll < / l£(s;ze(s —€))llds < m(ta —t1)
to
pre kazdé z. € A. Napokon ak t1,t2 € (to, to + a], potom podla Lagrangeove;j
vety o strednej hodnote pre kazdé z. € A existuje bod t1 < 7. < t2 s vlastnostou

(13),(10)
llwe(tz) — ze(t)ll = llze(ro)ll - [tz —ta] < miltz —ta].

Overili sme teda nerovnost (15) pre kazda funkciu z- € A. Nie je tazké si premys-
liet, ze tato vlastnost zaru€uje platnost podmienky (7). Uvazujme teraz nejakd
klesajicu Eiselna postupnost {e;}32; C (0, %] s limy o0 x = 0. Kedze podla
Arzelaovej—Ascoliho Vety 1 mnozina A splia vlastnost (8), funkcionalna pos-
tupnost {z., }7=; C A obsahuje podpostupnost, ktora konverguje rovnomerne
na intervale 75 k istej spojitej funkcii . Bez ujmy na vSeobecnosti mézeme
predpokladat, ze tato vlastnost ma samotna postupnost {z., }3=, t.j.,

Te, (t) = x(t) na intervale Js. (16)
Funkcie @., (t — k) konverguju rovnomerne k z(t) na [to — 3,t0 + o], t.j., plati

Ze, (t —er) = z(t) na intervale Js. (17)

Relacia (17) vyplyva z (16), z vlastnosti limy_, o €x = 0 a z nerovnosti
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Dokaz Vety 2 (pokracovanie).

ey (t =€) — (@O < llzey (¢ = k) = =4 (O] + 2, () — 2@

(15)
< meg + |lze, (8) — z(@)].

Naslednou kombinaciou (17) a (rovnomernej) spojitosti funkcie f na kompaktnej
mnozine Z X D dostavame, Ze postupnost

ft,xe, (t —er)) = f(t,xz(t)) na intervale [to,to + a]. (18)
Z (11) vieme, Ze postupnost funkcii {z-, }32, splha rovnicu
t
xe, (t) =n+ f(s,xe;, (s —eg))ds, tE€ [to,to+ . (19)
to
Odvodené podmienky (16), (17) a (18) umoznuja v rovnosti (19) vykonat limitny
prechod k — co. Pre t € [to, to + a] postupne dostavame

lim zc, (t) =n+ hm/fsaxgk(s—ak))

k— oo

z(t) —77+/ {hm f(s, mgk(s—ak))} ds — a:(t):n-l-/t:f(s,a:(s))ds
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Dokaz Vety 2 (pokracovanie).

Limitna funkcia x je teda riesenim rovnice (5). Mnozina J X D je uzavretd, a
preto z(t) € D pre kazdé t € J = [to,to+ . V stlade s Lemou 1 je tak funkcia
x rieSenim zaciatocnej dlohy (3) a existuje na celom intervale [to,to + . W
- -

Definicia 1 (Lipschitzovska a kontraktivna funkcia)

Nech Z C R je dany interval a D C R™ dana mnozina. Hovorime, Ze funkcia
f :ZxD — R" je lipschitzovska, resp. splha Lipschitzovu podmienku vzhladom
na (vektorovi) premenni z € D, ak existuje L > 0 s vlastnostou

I£@ =) = f& )l < Lllz —yll  pre kazdé [t, 2], [t,y] € T x D. (20)

Cislo L sa potom oznacuje ako Lipschitzova konstanta funkcie f. Obzvlast v
pripade, ak L < 1, hovorime, ze funkcia f je kontraktivna.

-

Veta 3 (Picardova-Lindeléfova)

Nech platia predpoklady a oznacenie z Vety 2. Nech naviac je funkcia f lips-
chitzovska vzhladom na x na mnozine Z x D. Potom zaciatoéna dloha (3) ma
prave jedno riesenie, ktoré existuje na intervale [to, to + o.
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|

Dékaz Vety 3

Existencia rieSenia zaciatocnej alohy (3) vyplyva z Peanovej Vety 2. Ak ¢ a ¢
s dve riesenia alohy (3) definované na intervale [to, %o + @], potom v sulade s
Lemou 1 splnaja rovnost (5), t.j., plati

0
o) =60 @ [ 176 0() ~ fls, b)) s pre kaide t € lto,to ol (21)
to
Nech L > 0 je Lipschitzova konstanta funkcie f na mnozine Z x D. Potom

(21)
lle®) —y @) "=

[ Vs = f(s o) a

] / Lllo(s) - $(s)ll ds

< ' / (s 0(s)) = Fls, () ds] ¢

pre kazdé ¢ € [to,to + «]. Posledna nerovnost v salade s Gronwallovou lemou
implikuje, ze funkcie p(t) = 1 (t) na celom intervale [to, o + @]. [ |

Poznamka 2

N
| A

Z dbdkazu Viet 2 a 3 je zrejmé, ze vhodnou modifikaciou ich predpokladov mozno
formulovat tvrdenie o existencii a jednoznacnosti riesenia zaiatocnej alohy (3) i
na intervale [to — a, to], resp. na intervale [to — a, to + &].
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Moderna teéria diferencialnych rovnic vyuziva pri analyze a dékazoch existen-
cie riedeni (a ich jednoznacnosti) abstraktnejsie metédy a nastroje funkcionalnej
analyzy. Tento pristup sa celkovo v matematike ukazuje ako velmi uzitocny
a dolezity, pretoze umozhuje prepajat rézne matematické discipliny a riesit ich
odpovedajlce problémy ¢o najjednotnejsim spésobom.

Analyza tloh o existencii a jednoznacnosti rieseni diferencialnych rovnic je spra-
vidla zalozena na tvrdeniach, ktoré sa sthrnne oznacuju ako vety o pevnych
bodoch spojitych zobrazeni. Z nich najvyznamnejSie si Banachova a Schaud-
erova veta o pevhom bode.

Veta 4 (Banachova o pevnom bode)

Nech (X, p) je (neprazdny) dplny metricky priestor. Potom kazdé kontraktivne

zobrazenie T : X — X ma prave jeden pevny bod v X.
- o

Veta 5 (Schauderova o pevnom bode)

Nech (X, ||-||) je normovany linearny priestor nad R, A C X neprazdna uzavreta

konvexna mnozina a T : A — A spojité zobrazenie. Ak obraz T'(.A) je mnozina

relativne kompaktna v X, potom zobrazenie T ma aspori jeden pevny bod v A.
.




Systém Riesenia Predlzovanie Zavislost

Predlozime teraz alternativny dékaz Peanovej Vety 2, ktory je zalozeny na pouziti
Schauderovej Vety 5 o pevhom bode.

Alternativny dékaz Vety 2.

Nech platia predpoklady a oznacenie vo Vete 2. Uvazujme X ako linearny priestor
vietkych n-vektorovych funkcii spojitych na intervale J = [to, to + @] s normou

= t X. 22
llll := max|lz@®)l], =€ (22)

Nech A C X je podmnozina definovana relaciou
A:={reX, |lz—nl <b}, (23)

pricom vektor 7 teraz chapeme ako konstatnd funkciu z(t) = 7 pre kazdé t € 7.
Mnozina A je zrejme uzavreta vzhladom na normu v (22) a naviac je konvexna.
Skutocne, pre kazdé dve funkcie z,y € A a kazdé A € [0, 1] plati

Az + (1 = Ay =l = Az —n) + (1 =Xy =)

<A =l + 1 =Xy =0l = Mz =nl[ + (1 = X)

ly —nll

(23)
< A+ (1—-XNb=0b, atedaz+ (1-AyecA

Uvazujme dalej zobrazenie T': A — X definované predpisom
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Alternativny dokaz Vety 2 (pokracovanie).

25
[Tz](t) := n-l—/ f(s,z(s))ds, teJ, =zeA (24)
to
Zobrazenie T' v (24) zobrazuje mnozinu A do seba, nakolko plati

IT)(t) — n) &

/t.: f(s,z(s))ds

¢ (10)
g/ If(s,2(s))]| ds < m(t —to) < ma < b
to

pre kazdé t € J. V salade s (22) je potom norma | Tz—n|| < b, t.j., Tz € A pre

kazda funkciu € A. Dalej zobrazenie T je spojité vhladom na normu v (22).
Stadi si premysliet, ze konvergencia v norme v (22) znamena rovnomernia kon-
vergenciu kazdej zlozky vektorovych funkcii z priestoru X na intervale 7. KedZze
funkcia f je (rovhomerne) spojitd na kompaktnej mnozine J x D, podla analog-
ickych avah ako v pévodnom dékaze Vety 2 plati, ze ak postupnost {zx }572; C X
konverguje rovnomerne k funkcii € X na 7, potom postupnost

() (1)} & {n+ t f(s,xk<s>>ds}:n+ [ fora(e as @ ral®) a7,

t.j., postupnost {T'x}7=; konverguje rovnomerne k funkcii Tz na 7. Napokon
ukaZeme, ze mnozina T'(A) je relativne kompaktna v priestore X vzhladom na
normu v (22). Funkcie z mnoziny T'(A) st rovnomerne ohranic¢ené na intervale
J, nakolko pre kazdé x € A a pre kazdé ¢t € J plati

o
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Alternativny dokaz Vety 2 (pokracovanie).

lizaiin 2 o+ [ fie, ey

< Il + H / £(5,5(s)) ds

<linll +9,

ako sme ukazali vyssie. Na druhej strane, funkcie z mnoziny A s rovnako spojité
na intervale J, pretoze pre kazdé © € A a pre kazdé t1,t2 € J mame nerovnost

(24)

t2
[T2](t2) — [Tx](t)l| "= f(s,2(s))ds

t1
Mnozina T(A) teda splna podmienky (6) a (7). Podla Arzelaovej—Ascoliho
Vety 1 je preto skutoéne relativne kompaktna v priestore X vzhladom na normu
v (22). Podla Schauderovej Vety 5 ma potom zobrazenie T' v (24) aspon jeden
pevny bod, t.j., existuje funkcia z € A s vlastnostou

. < m|t2 —t1|.

T = gz (2—42 r(t):n—l—/tf(s,r(s))ds, teJ.
to

Inymi slovami, v salade s Lemou 1 méa zaciatoéna aloha (3) aspon jedno riesenie

x, ktoré existuje na celom intervale J = [to, to + «]. Ddkaz je hotovy. [ |
o
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Poznamka 3 (Picardove aproximacie)

Analogicky je mozné podat alternativny dokaz Picardovej—Lindeléfovej Vety 3
vyuzitim Banachovej Vety 4 o pevhom bode. Tento dékaz zaroveh poskytuje
i metédu, pomocou ktorej je mozné dané jediné riesenie = zaciatocnej alohy
(3) stanovit. Podobne ako v pripade linearneho systému sa jedna o tzv. Picar-
dovu postupnost postupnych aproximacii {z}3>;, ktora je definovana induk-
tivne predpisom

24 @
oen®) = o) @ o+ [ feae)ds, tes, keN (@)
to
pricom z1 je lubovol'na n-vektorova funkcia spojita na intervale J = [to,to+ ],

ktora splha podmienku ||z1 — 7n|| < b vzhladom na normu v (22). Hladana
funkcia z je potom rovnomerna limita postupnosti {z;}z>; na intervale J.

o

Poznamka 4 (Lipschitzova podmienka)

Poznamenajme, Ze v pripade, ak funkcia f : Q — R™ ma ohranicené parcialne
derivacie podla premennej = na konvexnej oblasti Q@ C R™"*, potom je lips-
chitzovska na mnozine Q vzhladom na premenn z, t.j., splha podmienku (20).
Obzvlast, ak si tieto parcialne derivacie spojité na Q a 2 je ohranicena konvexna
oblast, potom f splha Lipschitzovu podmienku (20) na Q vzhladom na .
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Priklad 2

Vysetrime existenciu a jednoznacnost rieSenia zaciatocnej alohy
x) =3cosx? — 2tw3 + 1, ah =2sinzy +zize +12, z1(2) = -1, z2(2)=1.
Odpovedajiica vektorova funkcia
3cosz? — 2tz + 1
ft,z) = , teER, z1,z2 €ER,
2sinxy + r%zg + 2

je spojita na celom R? a jej Jacobiho matica

(f1)z, G z)  (f1)e, (6 @) —6z1 sinz? —4tay
f(t,z) = ( ) = ( )
(f2)z, (6,2)  (f2)z, (¢, )

vzhladom na premennii z je spojita na R®. Podla Poznamky 4 je funkcia f
lipschitzovska na uzavere kazdej konvexnej oblasti v R3. V stlade s Vetou 3
ma teda zaciatocna aloha v zadani prikladu prave jedno vektorové riesenie, ktoré
existuje na intervale [2 — «, 2 + a] pre vhodné dostatocné malé kladné &islo a.

2cosxy + 2x1T2 :c%

o
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Globalna jednoznacnost riesenia

Vo Vetach 2 a 3 pojednavame o lokalnej existencii a jednoznacnosti rieseni za-
ciatocnej alohy (3), pricom neskiimame ich mozné predizenia na maximalne in-
tervaly existencie. V nasledujiocom tvrdeni uvedieme postacujice podmienky
existencie jediného Gplného riesenia zaciatocnej alohy (3).

Definicia 2 (Lokalne lipschitzovska funkcia)

Nech © C R™"! je dana otvorena mnozina. Hovorime, Ze (n + 1)-vektorova
funkcia f : © — R” je lokalne lipschitzovska na Q vzhladom na premenni z, ak
pre kazdy bod [to,n] € Q existuje okolie O(to,n) C Q a nezaporné realne Eislo
L(to,n) s vlastnostou

7@, w) = £ v)l| < Lto,m)llu — vl pre kazdé [t, u], [¢, v] € O(to,n)- (26)

Cislo L(to,n) sa oznacuje ako lokalna Lipschitzova konstanta funkcie f na Q.
o

Veta 6 (Globalna jednoznacnost aplného riesenia)

Nech Q C R™"! je dana konvexna oblast a f : Q — R™ je spojita a lokalne
lipschitzovska funkcia na € vzhladom na premenni z. Potom kazdé iplné riese-
nie rovnice (2) je urcené jednoznacne. PresnejSie, kazdym bodom [to,n] €
prechadza prave jedna integralna krivka rovnice (2).

o
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Dékaz Vety 6.

Zvolme pevne bod [to,n] € © a nech ¢ a 1) st dve FieSenia zaciatocnej alohy
(3). Ich existenciu a vzajomna rovnost na nejakom malom okoli bodu o mame
zaruéeni podla Vety 3. Nech Z je [ubovolny interval, na ktorom existujt obidve
riesenia o a 1. Sporom predpokladajme, Ze existuje bod 7 € Z s vlastnostou
o(7) # (7). Bez ujmy na veobecnosti predpokladajme, ze 7 > to. Vdaka
spojitosti a lokalnej jednoznacnosti funkcii ¢ a ¢ existuje bod 7o € (to, T) taky,
ze no == p(710) = Y (70) a p(t) # (t) pre kazdé t € (70, 7]. Nech L := L(70,m0)
je lokalna Lipschitzova konstanta funkcie f, ktora odpoveda bodu [79,70] € 2.
V silade s (26) potom existuje dostatocne malé ¢ > 0 také, ze plati

Lf @ @) — f(& @) < Llle@) —¥(@)]| pre kazdé t € (10,70 + 9). (27)
Podla Lemy 1 pre funkcie ¢ a ¢ mame

() — ()| ©

[ 15t 060 = s, v as

0

t
< / 1£(s,0(5)) — (5, 9(s)) ds

@) gt
< L/ o) — dlals e B b @ (i -5 (28)
70

Nasledne, v stlade s Gronwallovou lemou z nerovnosti (28) vyplyva, ze funkcie
p(t) = ¥(t) pre kazdé t € (70,70 + 0). Tento vysledok je vsak v rozpore s
definiciou bodu 79. Preto musi platit ¢(t) = ¥(t) pre kazdé ¢ € Z napravo od
bodu to. Rovnaky zaver odvodime i pre kazdé ¢ € Z nalavo od bodu t. |

o
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Uplné riesenie

V tejto sekcii sa budeme zaoberat otazkou, ¢i je mozné dané riesenie systému (2),
ktoré existuje na nejakom danom intervale, pred[Zit ako riesenie rovnice (2) na
vacsi interval. Nech Q C R™"! je dana oblast a vektorova funkcia f : Q — R™
je spojita. Pripomenme, ze ak ¢ a 9 sl dve rieSenia systému (2), ktoré si
definované na realnych intervaloch Z, a Z,;, potom hovorime, ze rieSenie 1 je
predizenie riesenia o (resp. rieSenie ¢ je ziizenie rieenia 1), ak plati

ostra inklizia T, C Z, arovnost ()= @(t) prekazdétc Z,. (29)

Definicia 3 (Uplné riesenie)

Nech © C R™"! je dana oblast a f : © — R™ je spojita vektorova funkcia.
Riesenie ¢ systému (2) sa oznacuje ako Gplné, ak nie je zGzenim Zziadneho in-
ého riesenia rovnice (2). Presnejsie, riesenie ¢ je w-tplné, ak je nepredizitelné
napravo, kym riesenie ¢ je a-tplné, ak nie je predizite/né nalavo.

Kedze definiécnym oborom funkcie f je oblast €2, kazdé Gplné rieSenie systému
(2) je definované na maximalnom otvorenom intervale. V opaénom pripade by
ho v sulade s Peanovou Vetou 2 bolo mozné predizit napravo, resp. nalavo.
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Lema 2

Nech Q C R™*! je dand oblast a f : 2 — R™ je spojita vektorova funkcia. Nech
pre dany bod [to,n] € Q) je ¢ nejaké riesenie zaciatocnej dlohy (3), ktoré existuje
na ohraniéenom intervale [to,T). Potom riesenie ¢ je predlzitené napravo od
bodu T prave vtedy, ked' jeho

graf (integralna krivka) Gy := {[t, ¢(t)], t € [to,T)} C Q (30)

je ohraniéeny v R™™" a ma kladnd vzdialenost od hranice h(Q) oblasti ).

| A\

Dékaz Lemy 2.
Pripomenme, Ze vzdialenost mnozin G, a h(Q2) definujeme ako ¢islo
d(Gyp, h(Q)) := Inf{[[[t, o()] = yll, t € [to,T), y € R(Q)}, (31)

kde || - || je nejaka dana norma v R™"!. Predpokladajme, Ze riesenie ¢ sa
da predizit napravo od bodu T, t.., existuje rieSenie ¢ zaciatocnej Glohy (3)

definované na intervale [to, T) s T < T, pre ktoré plati ¢(t) = o(t) pre kazdé
t € [to,T). Funkcia ¢ ma teda v bode T' limitu zlava, nakolko

lim o(t) = lim $(t) = 3(T). (32)
t—T t—T

Mbzeme preto definovat ¢(T') := @(T"). To znamena, ze vektorova funkcia ¢ sa
da spojito rozsirit na kompaktny interval [to, T]. Nasledne, podla Weierstrassovej
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|
{

Doékaz Lemy 2 (pokracovanie)

vety jej graf G, U [T, p(T)] C 2 je mnozina kompaktna v R"*! tj., ohrani¢ena
a uzavretda mnozina. Preto nutne i mnozina G, C € je ohranicena v R™"!.
Naviac, vzdialenost d(G,, h(€2)) je kladna, pretoze v sulade s (31) plati

(31)
d(Gp, h(Q)) 2 d(Gy UIT,o(T)], h(Q2)) >0
Naopak, predpokladajme, ze graf G, riesenia ¢ v (30) je ohrani¢end mnozina
v R™! a vzdialenost d(Gy, h(Q2)) > 0. Z topologickych vlastnosti linedrneho
priestoru R™ " vyplyva, Ze existuje kompaktna mnozina K s vlastnostou

Ge CK°CKCQ, (33)

kde symbol K° oznaCuje vnatro mnoziny K. KedZe funkcia f je spojitd na K,
opat podla Weierstrassovej vety mame, ze f je ohrani¢end na mnozine K, t.j.,
existuje m > 0 také, ze ||f(¢, x)|| < m pre kazdy bod [¢t,z] € K. V silade s
rovnostou (5) v Leme 1 potom pre kazdi dvojicu bodov ¢, s € [to,T) mame

le(®) — p(s)]) & f (T, 60(7)) d7 (mpM)lldr| <mft —s[.  (34)

Nech {tx}iz; C [to,T) je lubovolne zvolena postupnost s limy_s oo tx = 1. Po-

tom odpovedajica postupnost {¢(tx)}52; je podla nerovnosti (34) cauchyovska
a vdaka tplnosti priestoru R™ (vzhladom na aktkolvek vektorovii normu) i kon-
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Dékaz Lemy 2 (pokracovanie).

vergentna. Naviac, odpovedajiica limita nezavisi na vybere vyssie uvedenej pos-
tupnosti {tx}72; C [to,T). Skuto€ne, ak {tx}32q,{tr}re1 C [to,T) sa dve
postupnosti splhajice limy oo tx = T = limg_s oo tx, potom plati

) X , -
lo(tx) — o)l < mits —Bl, z2oho vypliva lim w(tx) = lim o).
k—oo k—o0

Funkcia ¢ teda ma v bode T' limitu zlava. Poloziac ¢(T) := lim,_, .- ¢©(t)
mézeme tak funkciu ¢ spojito rozsirit na kompaktny interval [to, 7], pricom bod
[T,(T)] C K C Q vdaka kompaktnosti mnoziny K a inklaziam v (33). Naviac
ukazeme, Ze funkcia ¢ ma v bode T i derivaciu zlava s hodnotou f(T, o(T)).
Kedze zlozena funkcia f(t, ¢(t)) je spojitd na kompaktnom intervale [to, T, pre
kazdé dané € > 0 existuje dostatocne malé § > 0 tak, ze plati

1, 0(8) — F(T, (D) < e pre kazde t € (T — 5,T). (35)
Nasledne vyuzitim identity (5) v Leme 1 dostavame
(5) 1

H e(t) = »(T)

=D _ 1z, 0(m))|

t
T

‘m/ [f(7,¢(7)) = f(T, o(T))] d7

i
< 2 [ et - eyl e

pre kazdé t € (T'—§,T). Takze skutocne derivacia zlava ¢’ (T) existuje, pricom
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Dékaz Lemy 2 (pokracovanie).

plati ¢’ (T') = f(T,p(T)). Ako sme ukazali vyssie, bod [T, p(T)] € Q. Preto
podla Peanovej Vety 2 ma zaciatoéna aloha (3) s to :=T a n = ¢(T) riesenie
@, ktoré je definované na intervale [T, T') pre vhodné T' > T'. A kedze mame

P(T) =(T) a ¢ (T)=f(T,e(T)) = f(T,¢(T)) = ¢_(T),

riesenie ¢ systému (2) je podla (29) predlzenim riesenia ¢ napravo od bodu 7,
t.j., rieSenie ¢ systému (2) je predlzitelné napravo od 7. Dokaz je hotovy. M

-

Poznamka 5

Dopliime, ze tvrdenie Lemy 2 plati v analogickom zneni i pre riesenia zacia-
tocnej lohy (3), ktoré existuji na ohranicenom intervale typu (.5, to]. Konkrétne,
vzhl'adom na rovnaké predpoklady ako v Leme 2 rieSenie ¢ zaiatocnej alohy (3),
ktoré existuje na ohrani¢enom intervale (S, o] je predlzitelné nalavo od bodu S
prave vtedy, ked jeho graf (integralna krivka)

Gy = {It, ()], t € (S,t0]} C O

je ohraniceny v R™*! a ma kladna vzdialenost od hranice h(f2) oblasti Q.
ot

Nasledujiuca tvrdenie ukazuje, ze spojitost funkcie f na oblasti @ C R"*!
zaru€uju existenciu Gplného riesenia systému (2).
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Veta 7 (Existencia aplného riesenia)

Nech © C R™™* je oblast a f : Q — R™ je spojita vektorova funkcia. Potom
kazdé riesenie rovnice (2) je bud’ iplné alebo sa da predlZit na dplné riesenie.

Dokaz Vety 7.
Uvazujme postupnost {2;}52, C R™"" mnozin tvaru
) 1 )
Q= {[t,r] €Q, it 2]l <4, d([t, =], h()) > ;}7 jEN. (36)

Zrejme plati €; C QF; pre kazdé j € N a od istého indexu st vsetky mnoziny
neprazdne a kompaktné (uzavreté a ohraniené). Okrem toho mame

Q= D Q. (37)
j=1

Nech ¢ je rieSenie systému (2), ktoré existuje na ohranicenom intervale [to,T').
Predpokladajme, Ze ¢ nie je Gplné riesenie. Presnejsie, nech ¢ sa da predizit
napravo od bodu T'. V silade s prvou ¢astou dékazu Lemy 2 sa funkcia ¢ da
spojito rozsirit na uzavrety interval [to, T, pricom ohrani¢ena mnozina

{[t, p(t)], [to,T]} € Q ma kladnd vzdialenost od hranice h(2) mnoziny Q.
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Doékaz Vety 7 (pokracovanie).

Podla druhej ¢asti dékazu Lemy 2 je tato rozsirena vektorova funkcia zaroven i
riesenim systému (2) na celom intervale [to, T], t.j., plati ¢’ (T) = f(T, o(T)).
V zhode s (37) a (36) dalej existuje index j € N s vlastnostou, ze graf
{lt, 0(t)], t € [to, T]} € QF. Ukazeme, Ze rieSenie ¢ je mozné predlzit na uza-
vrety interval [to, T}] tak, ze bod [T}, o(T5)] € Q511 \ ©;. Vdaka kompaktnosti
mnoziny €241 a spojitosti funkcie f na 2 mozeme definovat
m:=  max t,x)|| > 0. 38
o o) (38)
KedZze bod [T, ¢(T)] je vnatornym bodom mnoziny €2;, a nasledne i mnoziny
Q;+1, existuje dostatoéne malé kladné cislo a s vlastnostou

(el €9, [t—7|<a, o -yl <a} C Q1 pre kazdy bod [r,5] € 2.  (39)

Platnost podmienky (39) je zarucena definiciou mnozin ©; a Q;41 v (36) a
kompaktnostou mnoziny €2;. Podla Peanovej Vety 2 potom kazdym bodom
[,y] € Q; prechadza aspon jedna integralna krivka rovnice (2), ktora je defino-
vané na uzavretom intervale [, 7T + o], kde o := min{a, £} s m definovanym
v (38). Je dolezité si uvedomit, ze hodnota « je jednotna pre vsetky body [7, y]
v mnozine §2;. Toto pozorovanie nam potom umoznhuje postupne predlzovat
skiimané rieSenie ¢ systému (2) na intervaly

[T7T+O‘}7 [T+O‘7T+2047 ) [T—i—(q—l)a,T—i—qa},
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Dékaz Vety 7 (pokracovanie).

az kym bod [T + qa, (T + qor)] € Q544 \ Q;. Vdaka ohranicenosti mnoziny
Q; k takejto situacii zrejme dospejeme po konecne vela krokoch. Ak oznaéime
Tj := T + qa, potom riesenie ¢ je predlzené na interval [to,T}], pricom bod
[T, (1)) € Q911 \S;. Zrejme graf ziskaného predizenia je obsiahnuty vo vntri
mnoziny ;1. V sulade s (36) je preto ohraniceny a ma kladna vzdialenost od
hranice h(€2) oblasti Q2. Podla Lemy 2 je teda mozné riesenie ¢ dalej predlzovat
napravo od bodu Tj. Analogickymi Gvahami ako vyssie je mozné induktivne
zostrojit rastiicu postupnost {7} };2; € R s vlastnostou, Ze pre kazdé k > j

riesenie ¢ je predizitelné na interval [to, T}], pricom

(37)
graf {[t, o(t)], t € [to, Tk]} C Q%1 a bod [T, o(Tk)] € Q1 \ 2% € 2\ Q.

Vdaka monoténnosti postupnost {Tk}z>; ma limitu T := limg o Tk. Ak
T* = oo, celkové ziskané prediZenie rieenia ¢ je podla Definicie 3 w-tplné
riesenie systému (2). Ak bod T* € R, potom celkové predizenie riesenia ¢ je
definované na intervale [to, 7). V tomto pripade mézu nastat dve moznosti.
Existuje postupnost {tm tm—=1 C [to,T™) s vlastnostou

im t =T a lim le(tm)|] = oo

Zrejme dané predlzenie je opit w-Gplné riesenie systému (2). Posledna moznost
je existencia postupnosti {tm }m=1 C [to, 1) s vlastnostou

o
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Doékaz Vety 7 (pokracovanie).

lim ¢, =T* a lim ¢(tm)=mn, neR™
m—ro0

m— o0

V silade s (36), (37) a vlastnostou postupnosti {7 }72; potom bod [T™,7]
nutne lezi na hranici mnoziny Q. Podla Lemy 2 sa celkové ziskané predizenie
riesenia ¢ d'alej uz neda predlzovat napravo, a preto sa podla Definicie 3 i v tomto
pripade jedna o w-plné riesenie systému (2). Napokon dodajme, Ze analogickym
sposobom sa tvrdenie lemy dokaze i pre a-tplné rieSenia systému (2). ]

Poznamka 6

| A

Z dokazu Vety 7 vyplyva, ze rieSenie ¢ systému (2) existujice na intervale [to, T')
je w-aplné prave vtedy, ked nastava aspon jedna z nasledujicich moznosti.

(i) Bod T' = oo.
(i) Existuje postupnost {t;}22; C [to,T) s limg—oo tx = T, ktora splia

Jim [l (t)]] = . (40)
—00

(iii) Existuje postupnost {tx}22; C [to,T) s limg 00 tx = T, ktora splina

Jim d ([t @68, () = 0. (41)

o
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Poznamka 7

Analogické vysledky ako v Poznamke 6 platia i pre a-aplné riesenia systému (2).
- o

Definicia 4 (Limitny bod riesenia)

Nech vektorova funkcia ¢ je aplné riesenie systému (2), ktoré existuje na intervale
(S,T)s —00 < S < T < co. Hovorime, ze bod [S, 7], n € R™, je [avym limitnym
bodom riesenia ¢, ak S > —oo a existuje postupnost {tx}r=; C (S,7T) taka, ze

lim t, =ST a lim o(ty) =n. (42)
k— o0 k— o0
Podobne, bod [T, 7], n € R", sa oznacuje ako pravy limitny bod rieenia ¢, ak
T < oo a existuje postupnost {tr}>; C (S,T') s vlastnostou

lim ¢t =T~ a lim @(tx) =n. (43)
k—oo

k—oo

Limitnym bodom rieSenia ¢ oznacujeme jeho pravy, resp. lavy limitny bod.

\

Veta 8 (Limitny bod dGplného riesenia)

Nech Q C R™"! je oblast a f : Q — R™ je spojita funkcia. Potom kazdy limitny
bod lubovolného iplného riesenia rovnice (2) lezi na hranici oblasti Q.

\
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Dékaz Vety 8.

Nech ¢ je Gplné riesenie systému (2) definované na intervale (S, T), pricom plati
—o00 < S < T < co. Predpokladajme, ze [T,7n], n € R", je pravy limitny
bod riesenia . Podla (43) v Definicii 4 mame 7' € R a existuje postupnost
{tr}7=1 C (S,T) s vlastnostou

lim t, =T~ a lim o(tx) =n. (44)
k— o0 k— o0

Z relacii v (44) je zrejmé, ze limitny bod [T, 1] € . Sporom predpokladajme, ze
[T,n] € Q. Potom existuje kompaktna mnozina K C €, pre ktoru [T, 7] € K°.
Naviac, bez ujmy na vseobecnosti mézeme predpokladat, ze celd postupnost
{[te, p(tr)]}7=; € K°. Ak by existoval index k € N s vlastnostou, ze graf
Gr = {[t,o(t)], t € [tx,T)} by lezal v K°, potom G} by bola ohranicena
mnozina s kladnou vzdialenostou od hranice h(£2) oblasti 2. Vyplyva to z toho,
ze K C Q ako kompaktna mnozina méa kladni vdialenost od hranice h(2), a tak

d(Gk, h(Q)) > d(K, h(2)) > 0.

Nasledne, podla Lemy 2 by bolo riesenie ¢ predizitelné napravo od bodu T,
Co je spor s (iplnostou riesenia ¢. Preto nutne existuje vybrana podpostupnost
{tr,; }521 C {tr}rZ1 a postupnost {s;}52; C (S, T), ktoré splhaji

ty <85 <trgps [he®] €K, t€[ty.s], [s,0(s)] €h(K)  (45)

3+17

pre kazdy index j € N. Oznaéme m := maxy; zjek || f(¢,z)||. Potom plati
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Dékaz Vety 8 (pokracovanie).

lets) = el 2| [ sremyar] < [ 1 e@)lldr < mls; —t,,
thj tk;

d (I3, (5] [try» 0tk )T) = Nlsgs ()] = Bty o NI
=[5 =ty | + llo(s5) — @ty Il < (m+ Dls — |

Vyuzitim poslednej nerovnosti dostaneme
lls5, (s5)] = [T, mlll < ll[s5,0(s5)] = [tie;» (i M + [I[Ew; » (i )] = [T ]l
< (m+Dlsj — ;| + Itk > o(tx;)] — [T, nlll- (46)

Podl'a prvej podmienky v (45) a (44) mame lim;—oo [s; — tx,| = 0, a tak

. (46) . .
lim [|[s5, p(s;)] = [T;nlll < (m+1) lim [s; —tp; |+ Hm [t , o(t;)] — [T, nll
j—o0 j—o0 j—o0

Do, i, im0 - Tl =0 (@)

o
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Dékaz Vety 8 (pokracovanie).

Kedze hranica h(K) = K N R*1\ K je uzavretd mnozina, rovnost v (47)
a posledna podmienka v (45) implikuja, ze limitny bod [T, 7] lezi na hranici
mnoziny K. To je vSak spor s predpokladom, ze bod [T',n] € K°. Preto plati
[T,n] € h(2). Analogicky sa vy3etri pripad lavého limitného bodu. [ |

A\

Désledok 1

Nech a € Rt U {co} ato € R si dané a uvaZujme mnoZiny

Ti=[to,00), Di={w €R", |lal| < a}. (48)
Nech f: T x D — R"™ ag:Z — R" sii spojité funkcie, pricom plati nerovnost
9(t) < a pre vietky body t € Z. Potom kazdé w-iaplné riesenie ¢ systému (2),

ktoré vychadza z bodu [to,n], ||nl| < a, a splia nerovnost ||o(t)|| < g(t) pre
kazdy bod t € Z, v ktorom je definované, existuje na celom intervale T.

Dékaz Désledku 1.

Nech ¢ je w-aplné riesenie systému (2), ktoré existuje na intervale [to, T"). Podla
predpokladov je ¢ ohrani€ené na [to,T") a jeho graf ma kladni vzdialenost od
hranice ||z|| = a oblasti D v (48). V silade s Poznamkou 6 preto T'=co. N

| A\

A\
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Désledok 2

Nech to € R je dany bod a T := [tog,c0) interval. Nech f : Z x R® — R"
je vektorova funkcia, ktora je spojitd a ohranicend na celom svojom definicnom
obore. Potom kazdé w-iaplné riesenie ¢ systému (2), ktoré vychadza z bodu
[to,m], n € R™, existuje na celom intervale T.

Dékaz Désledku 2.

Nech ¢ je w-aplné riesenie systému (2), ktoré existuje na intervale [to,T"). Podla
Lemy 1 funkcia ¢ splha na [to,T") integralnu rovnicu (5), t.j., plati

t
o(t) :go(to)—i-/ F(s,0(s))ds pre kazdé t € [to,T). (49)
to
Z rovnosti (49) nasledne dostavame
(49) t
@Il < lle(to)ll +/t [1£(s, (s))Il ds < ll(to)ll +mlt —tol, & € [to, T), (50)
0
kde m := sup(, ,jezxrn ||f(,7)||. Dokazované tvrdenie potom priamo vyplyva

z Désledku 1, v ktorom polozime a := co a g(t) := ||¢(to)|| + m|t — tol, t € Z,
a tak podla (50) plati ||¢(¢)|| < g(¢) pre kazdé t € [to,T'). Dékaz je hotovy. M
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Parametre systému a zaciatocné podmienky

Kazdy diferencialny systém (2) obsahuje okrem nezavislej premennej ¢ a zavislej
premennej z i nejaky sibor parametrov. Jedna sa zvidcsa nejakd mnozinu kon-
stant, ktoré explicitne vystupujia v zapise vektorovej funkcie f. Prirodzene sa
ponika otazka, ako zmeny tychto parametrov spolu so zmenami zaciatocnych
podmienok v (3) vplyvaja na spravanie sa/zmeny rieSeni zaciato¢nej dlohy (3).
Skamanie tejto otazky je délezité obzvlast v technickej praxi a v aplikovanych
vedach, kde systémy diferencialnych rovnic reprezentuji nejakia zakonitost, v
ktorej sa vyskytuji isté parametre. Hodnoty tychto parametrov st Casto urcené
empiricky, t.j., nie je mozné stanovit ich presne. V tejto situacii je preto ziadice
vediet, do akej miery ziskané riesenie vystihuje realitu. O skimanom diferencial-
nom systém (2) je teda prirodzené predpokladat, ze

@ kazda zaciatocna dloha (3) ma jediné riesenie;
@ malé zmeny parametrov v systéme (2) a v zaciatoénej podmienke v (3)
vyvolaja iba malé zmeny v rieSeni zaciatocnej alohy (3).

Posledna podmienka kladena na systém (2) znamena, Zze rieSenia lohy (3) zavisia
spojito na parametroch systému a na zaciatoénych podmienkach v (3). Spojita
zavislost rieSeni systému (2) na parametroch a na zaéiatoénych podmienkach ma
preto vyznam nielen z teoretického, ale i z praktického hladiska.
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Veta 9

Nech © C R™™! je oblast a nech {fi}%21 je postupnost funkcii spojitych na Q.
Nech dalej {[tx,nk]}re1 C Q je dana postupnost bodov. Predpokladajme, Ze

{fr}r=1 konverguje skoro rovnomerne k f na Q a [tg, nx] — [to,n] C Q (51)

prek — oo, tj., fr = f pre k — oo na kazdej kompaktnej podmnozine K C ).
Nech {¢1}32, je nejaka postupnost Gplnych rieseni systému zaciatocnych dloh

:E/:fk(t7$)7 x(tk):nlm ke N. (52)

Potom existuje vybrana podpostupnost {x; }521 C {4k }r=1, ktord rovnomerne
konverguje k istému rieseniu zaciatocnej dlohy (3), t.j.,

@ = f(tvx)v Ct’/‘(t()) =, (53)

na nejakom okoli bodu to. Ak naviac dloha (53) ma jediné dplné riesenie ¢ defi-
nované na intervale Z, potom celd postupnost {pr }72, konverguje rovnomerne
k funkcii ¢ na [ubovolnom kompaktnom podintervale [a,b] C Z s to € (a,b).

Poznamka 8

Vdaka spojitosti funkcii fx, k € N, na oblasti © je podla Peanovej Vety 2 pre
kazdé k € N zaru€ena existencia aspon jedného riesenia alohy (52). Podmienka
(51) implikuje spojitost funkcie f na 2, a teda i riesitelnost alohy (53).

i
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Dokaz Vety 9.

Nech K C Q je kompaktna mnozina, ktora v silade s (51) obsahuje vo svojom
vnatri bod [to,n]. KedZze podla Poznamky 8 je funkcia f spojita na oblasti ©, je
na mnozine K ohranicenj, t.j., existuje m > 0 s vlastnostou ||f(¢, z)|| < m pre

kazdé [t,z] € K. Naviac, vdaka podmienke (51) existuje index k € N tak, ze
lfx(t, )| < m pre kazdé [t,z] € K a kazdé k > k. (54)
Uvazujme 6 > 0 s vlastnostou, Ze mnozina
M = {[t,z] e R"", |t —to| < 6, ||z — n|| < 3md} C K. (55)
Podl'a druhej asti predpokladu (51) mame limy_, o [tx, k] = [¢, 7], a tak existuje
index k > k taky, ze plati
[tk —to| <3, |Imk —nll <md pre kazdé k > k. (56)
Ukazeme teraz, ze pre kazdy index k > k graf riesenia oy tlohy (52) lezi pre
t € [to — 0,t + d] v mnozine M, t.j., v stlade s (55) plati
llor(t) —nll < 3md pre kazdé t € [to — 6, to + 0] a pre kazdé k > k. (57)
Dopliime, Ze nakol'ko kazdé z rieseni o, k > k, je aplné a mnozina M C K C Q
je ohrani€ena, podla Pozndmok 6 a 7 a Vety 8 je kazda z funkcii ¢k, k > K,

(ako riesenie (52)) definovana na celom [to — d, %0 +d]. A kedZe v stlade s (56)
mame ti € (to — d,to + 0) pre kazdé k > k, vyuzijuc formulu (5) v Leme 1 plati
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Dokaz Vety 9 (pokracovanie).

i
5 —
on® Dot [ flso(e)ds, telo-sto+d, k>E  (59)
tr
Nasledne dostavame

(8)
—nll =

ller(t) < e — nll +

@
Mk — 77+/t fr(s, pr(s))ds
k

t
/t Fi(5, or(s)) ds

t t
< e =l + /  fuloron(s))ds + / F(oy () ds
k 0

< lmk —nll +

to
/t e (s or(s)) | ds

N ‘/ 175 (s, en ()]l ds

(54) (56)
< Al = nll +mlto — tx| +mlt —to| < 3md (59)

pre kazdé ¢ € [to—d,%0+9], t.j., skutocne platia relacie v (57). Obzvlast, funkcie
¢k, k > k, st rovnomerne ohranicené na intervale [to — 4, to + d]. Naviac, jedna
sa o funkcie rovnako spojité na intervale [to — J, to + 0], pretoze

i
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Dokaz Vety 9 (pokracovanie).

G
ller () —pr@®)] < Vt I fx (s, r(s)ll ds

pre kazd( dvojicu bodov ¢, € [to — J,to + ] a kazdy index k > k. Podla
Arzelaovej—Ascoliho Vety 1 sa teda z postupnosti {¢ },2 7, da vybrat podpos-
tupnost {(y, }521, ktora konverguje rovnomerne na intervale [to — d,%0 + 0] k
spojitej funkcii ¢. Dokazeme, ze vektorova funkcia ¢ je rieSenim zaciato€nej
alohy (53). Motivovani vypoctom v (59) podla rovnosti (58) mame

(54) N
< mlt — ¢ (60)

(58

to t
oy @ Py + [ fg o) s+ [ gy Gsen (Dds (6D
t; to
pre t € [to — 0,to + d] a pre j € N. Z vyssie uvedenych vysledkov vyplyva

to (60) 51 '
' [ 1y vy oDl ds| < mlto = ty] S 0 pre i = o0,
th;

t @
[ st 6nas B[ s p@)ds pre - o,
to to

(51 .
Nk n, pr; () — @) prej— o0

pre t € [to — 9, to + d], z €oho limitovanim rovnosti (61) pre j — co dostaneme
o
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Dékaz Vety 9 (pokracovanie).

¢(t>:n+/j F(svp(s))ds, t€ [to — 10 + 3],

V stlade s Lemou 1 je teda funkcia ¢ naozaj riesenim zaciatocnej alohy (53).
Dokazali sme prva Cast tvrdenia. V tomto momente je délezité si uvedomit,
Ze vyssie uvedené limitné procesy funguji s rovnakym vysledkom pre akiikol'vek
rovnomerne konvergentnii vybrana podpostupnost {¢g, }72;. Presnejsie, plati

ak {¢x, };=1 konverguje rovnomerne na nejakom okoli bodu ¢ k funkcii 4,
potom funkcia % je rieSenim zaciato¢nej alohy (53) na danom okoli bodu #g.
Nech zaciato¢na dloha (53) ma jediné aplné rieSenie ¢, ktoré existuje na
otvorenom intervale Z. Kombinaciou prvej asti tvrdenia, uvedeného pozorova-
nia a Arzelaovej—Ascoliho Vety 1 potom dostavame, ze cela postupnost {px 172

konverguje rovnomerne k (jedinému) rieseniu ¢ na intervale [to — ¢, t0 + d] C Z.
Nech [a,b] C Z je dany kompaktny interval s vlastnostou ¢y € (a,b). Oznaéme

T = sup{s € (to,b), ¢ =  na [to,s]}, (62)
S :=inf{s € (a,t0), pr = ¢ na [s,to]}. (63)

Ukazeme, Ze plati T = ba S = a. Nech kompaktna mnozinu K C 2 uvazovanav
prvej €asti dékazu ma (bez ujmy na vieobecnosti) naviac vlastnost, ze vo svojom
vnutri obsahuje graf funkcie ¢ na celom intervale [a, b]. Sporom predpokladajme,
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Déokaz Vety 9 (pokracovanie)

|
{

ze T < b. Iste existuje dostatoéne malé € > 0 tak, aby to < T'— € a mnozina
R:={[t,z] e R"L, |t —T| < 2¢, ||z — p(T)| < 4me} C K. (64)

Zo spojitosti funkcie ¢ v bode T zlava vyplyva, Ze existuje bod 7 € (T —¢,T)
s vlastnostou |¢(7) — ¢(T")| < me. Nasledne mnozina M. definovana

M. :={[t,z] € R [t—7| <e, |lz— ()] < 3me} (65)

je zrejme obsiahnuta v mnozine R z (64), a teda i v kompaktnej mnozine K.
Uvazujme teraz systém zaciatoénych aloh tvaru

:El:fk(twr)’ :E(T):ﬁkv kGN,
kde vektory 71, := i (7) pre kazdé k € N a zaciatoénd Glohu
' = f(t,z), =(1)=1, kde vektor 7j:=¢(T).

Kedze plati limg_ o 7z = 7, jedna sa zrejme o analégiu predpokladov v prvej
Casti dokazovaného tvrdenia s ty, := 7, N == 7k, k €N, a to := T, n = 7.
Sledujic dékaz prvej Casti tvrdenia s 6 := ¢ a M := M. v (65), dostaneme

@ pre vsetky dostatoéne velké indexy st funkcie ¢y definované na [7,7 + €],
@ plati ¢ = ¢ na intervale [7, T + €] pre k — oo.

Mame teda, ze funkcie pr = ¢ na [to, T + €], pricom 7 +¢ > T'. Tento zaver je
vsak v rozpore s definiciou €isla 7' v (62). Preto nutne musi platit 7= b. Rov-
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Dékaz Vety 9 (pokracovanie).

nost S = a pre S definované v (63) sa dokaze pouzitim analogickych avah. W

Veta 10 (Zavislost rieseni na zaciatocnych podmienkach a parametroch)

Nech Q C R™™ "+ je oblast a nech f : 2 — R™ je spojitd vektorova funkcia s
vlastnostou, Ze pre kazdy bod [r,n, \] € R™"*! kdeT € R, 7 € R™ a A € R™,
ma zaciatoéna dloha
a' = f(t,z,N), z(r) =17 (66)
prave jedno aplné rieSenie o (-, 7,m, \). Potom ©(t,T,m,\) je spojitou funkciou
premennych t, T, m, A na mnoZine
D :={[t,7,n, \]| ER™T" 2 [r,n,A] € Q, t € I(7,m, N)}, (67)

kde Z(7,m, \) je interval, na ktorom riesenie ©(-, 7,1, \) existuje.

Dakaz Vety 10.

Definujme nové vektorové funkcie y : R — R™*T™ g : R™t? T s R™*T" 3 hovi
1] il g
vektorova premenni tvaru ¢ € R"™" tvaru

y:=(z,N), gty = (f(t,a:,)\),Om), ¢C:=(nA), teR, (68)

a uvazujme nova zaciato¢na alohu
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Dékaz Vety 10 (pokracovanie).

¥y =9(ty), y)=c¢ (69)
Kedze plati y' = (2,0, ), zaciatocna Gloha (69) je zrejme ekvivalentna so
zaciato€nou ulohou (66). Obzvlast, v sulade s predpokladmi ma tloha (69) pre
kazdy bod [r, (] € Q prave jedno aplné rieSenie 1), ktoré je samozrejme okrem
premennej ¢ zavislé i na volbe hodnét 7 a (. Zvolme pevne bod [r, (] € Q2 a nech
{[k, Ck]} et € Q je postupnost s vlastnostou limy_, o0 [Tk, (k] = [T, ¢] vzhladom
na nejaka dand vektorovi normu. Nech Z(7, ¢) je (otvoreny) interval, na ktorom
je definované (jediné) Gplné rieSenie 9 (-, 7, ¢) zaciatocnej alohy (69). Uvazujme
systém zaciatocnych dloh tvaru

v =9ty), yl)=Cn keN, (70)

a nech {¢(,7%,(x)} i1 je odpovedajiuca postupnost jedinych dplnych rieseni
aloh (70). Podla Vety 9 potom tato postupnost konverguje rovnomerne k funkcii
¥(-,7,¢) na kazdom kompaktnom podintervale [a,b] C Z(7,() s T € (a,b). To
znamena, ze ak si zvolime konkrétny interval [a,b] C Z(7,() s T € (a,b), potom
vyraz 9(t,7",(*) s hodnotami ¢t € [a,b] je ako funkcia premennych 7* a (*
spojity v bode [, ¢]. Inymi slovami, pre kazdé £ > 0 existuje §; > 0 také, ze ak

telablalr —rl+¢" =l <61, potom [[¥(t,7%,¢) = b(t 7 Oll < 5. (71)

Na druhej strane je funkcia ¥ (¢,7,{) s 7 € [a,b] ako vyraz premennej ¢ iste
spojity na kompaktnom intervale [a, b], a teda i rovnomerne spojity na [a, b]. To
o
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Dékaz Vety 10 (pokracovanie).

znamena, Ze pre dané zvolené ¢ existuje d2 > 0 s vlastnostou, ze ak
&
t",t € [a,b] a [t* —¢] <b2, potom ||y(t*,7,¢) —p(t, 7, < 5. (72)

Definujme ¢ := min{d1,d2} a zvolme ¢ € (a,b). Kombinaciou nerovnosti (71)
a (72) dostavame, ze pre kazdy bod [t*,7*,¢*] € Q s t* € [a, b], ktory splha

[ =t + |7 — 7|+ IC* = ¢l <6, potom plati

b @, 7%, ¢*) = (@t 7, Ol < HlE*, 7, ¢%) — (", 7, Ol + 1@, 7, ¢) = %(Et, 7, Q)|

(71),(72) ¢ &

5 ar 5 =E. (73)
Nie je tazké si uvedomit, ze pre kazdy bod t € Z(1,() existuje kompaktny in-
terval [a,b] C Z(7,() taky, ze 7,t € (a,b). Vysledok v (73) teda znamena,
ze funkcia ¥ (¢, 7,¢) je spojita v kazdom bode [t, 7, (], pre ktory t € Z(7,().
Napokon vzhladom na substitacie v (68) a ekvivalenciu zaciatoénych tloh (66)
a (69) dostavame, ze jediné aplné riesenie p(t,7,m,\) = ¥(¢,7,¢) je funkcia
spojita celej na mnozine D definovanej v (67). Naviac, ¢(t, 7,1, A) je funkcia
rovnomerne spojita vzhladom na premenni ¢ na kazdom kompaktnom podinter-
vale intervalu Z(7,n, \) pre kazdy bod [r,7n, A\] € Q. Dékaz je hotovy. [ |
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Nech n € N je dany index a M C R™"! je dana mnozina. Budeme uvazovat
diferencialnu rovnicu n-tého radu tvaru

y™ = fty, gy, (74)

kde f : M — R je skalarna funkcia. Pod pojmom riesenie rovnice (74) na
intervale Z C R rozumieme funkciu ¢, ktora ma na Z vsetky derivacie az do
radu n vratane, a ktora splna relacie

[t (@), €' (@), 0" DO €Q, 0™ (1) = F(t,0(1), (1), -, 0" V(1))

pre kazdé ¢ € Z. Podobne v zhode s (29) definujeme Gplné riesenie rovnice (74).
Pri rieseni zaciatocnej (Cauchyho) alohy (problému) hladame riesenie rovnice
(74), pre ktoré je v.danom bode to € R predpisana jeho hodnota ako aj hodnota
jeho prvych n — 1 derivacii, t.j.,

y™ = ft,y,. oy, ylto) =m0, ... YTV (t0) =1,  (75)

kde no,...,mn—1 € R st dané hodnoty. Podobne ako v pripade linearnej difer-
encialnej rovnice n-tého radu je mozné i (nelinearnu) diferencialnu rovnicu (74)
previest na (nelinearny) systém n diferencialnych rovnic prvého radu.
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Veta 11 (Prevod na (nelinearny) systém)

Nech T C R je dany interval a to € Z dany bod. Nech funkcia ¢ je (dplné)
riesenie zaciatocnej ilohy (75) na intervale Z. Polozme

e1(t) = 9(), P2B) =¥ (), ..., en(®):=9""V(@F), tel. (76)

Potom vektorova funkcia ¢ := (p1,...,0n)" je (Gplnym) riesenim (ne-
linearneho) diferencialneho systému (2) na T tvaru

T2
T3
o = , (77)
f@t,z1,...,zn)
ktoré splna zaciatoénii podmienku @(to) = 1 = (o,-..,Mn-1)". Naopak,

pre kazdé (iplné) riesenie @ = (ip1,...,0n)T systému (77) na I, ktoré spliia
zaciatoénii podmienku @(to) = n = (Mo,...,Mn—1)", je jeho prva zlozka o1
(dplnym) riesenim zaciatocnej ulohy (75) na celom intervale T.

o

Tvrdenie Vety 11 umoziuje aplikovat vsetky vysledky z predchadzajicich sekcii
na systém (77) a nasledne odvodit vlastnosti diferencialnej rovnice (74).
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Veta 12 (Peanova)

Nech a,b si dané kladné reilne ¢isla, to € R je dany bod a no,...,nn—1 € R
dané konstanty. Definujme vektor 1 := (1o, ...,Mn—1)" a mnoZiny

T:=[to—ato+a], D:i={zeR", [lo—nl <b}. (78)

Nech f : Z x D — R je dana spojita funkcia. Potom zaciatoéna dloha (75) ma
aspon jedno riesenie, ktoré je definované na istom intervale 7 C R s to € J°.

Dékaz Vety 12.

Tvrdenie vyplyva z kombinacie Vety 11 a Peanovej Vety 2. |

Veta 13 (Picardova-Lindelfova)

Nech platia predpoklady a oznacenie z Vety 12. Nech naviac funkcia f spliia
Lipschitzovu podmienku, t.j., existuje kladna konstanta L s vlastnostou

|f @,y un) = £ 01, on) < Lilu — o] (79)

pre kazdé t € T a pre kazdé dva vektory v = (u1,...,un) av = (vV1,...,0n) Z
mnoziny D v (78). Potom zaciatocna tloha (75) ma prave jedno riesenie, ktoré
existuje na istom intervale 7 C R stg € J°.

-
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Dékaz Vety 13.
Tvrdenie vyplyva z kombinacie Vety 11 a Picardovej—Lindelofovej Vety 3. |

Poznamka 9 (Lipschitzova podmienka)

Poznamenajme, Zze podobne ako v Poznamke 4 plati pozorovanie, ze ak funk-

cia f(t,21,...,2n) definovana na konvexnej oblasti 2 C R™"* ma ohranicené
parcialne derivacie podla premennych z1,...,2, na mnozine €, potom splha
Lipschitzovu podmienku (79) na Q vzhladom na premenné z1, ..., zy.

| A\

L ET

Uvazujme diferencialnu rovnicu tretieho radu tvaru
y" =gy + (') -t teR (80)

Funkcia f(t,z1, 22, 23) := z122 + 23 — t je zrejme spojitd a ma spojité i par-
cialne derivacie podla premennych zi, z2, z3 na celom R*. Preto je f lokalne
lipschiztovska na R*, viz Definicia 2, vzhladom na premenné z1, z2, z5. V sulade
s Vetou 13 m3 zaciatoén4 dloha (75) s y(0) = 0, ¥'(0) = 1, y”/(0) = 0 jediné
aplné riesenie, konkrétne sa jedna o funkciu ¢(t) =t pre kazdé t € R.

-
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