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Stabilita r Ljapunov

Nech n € N je dany index, to € R a a € RU{oo} dany bod. Uvazujme mnoziny
Z := [to, 00), D:={z eR", |z| < a}. (1)

Pocas prednasky budeme pracovat so systémom diferencialnych rovnic tvaru
o' = f(t,2), (2

kde f : Z x D — R™"! je dana spojita (n -+ 1)-vektora funkcia. Pod pojmom
rieSenie systému (2) budeme vzdy mysliet w-aplné riesenie definované na celom
nekonecnom intervale Z v (1). Budeme skiimat vlastnosti rieSeni systému (2) na
7 v zavislosti na ich zacCiatonych podmienkach v bode t3. Obzvlast nas bude
zaujimat stabilita rieSeni systému (2). Intuitivne je tento pojem zalozeny na
myslienke, Ze rieSenie ¢ systému (2) je stabilné, ak kazdé iné rieSenie ¢ systému
(2), ktoré je v bode ty dostatocne blizko k rieseniu ¢, si tato vlastnost v istom
zmysle zachova na celom intervale Z. K najvynamnejsim priekopnikom teérie
stability diferencialnych systémov bol rusky matematik a fyzik A. M. Ljapunov
(1857-1918). Jeho pristup k problematike stability diferencialnych systémov je
jeden z najznamejsich a dodnes Gspesne pouzivanych.



Stabilita ivialne Ljapunov

Ljapunovska stabilita

Definicia 1 (Stabilita riesenia)

Hovorime, Zze rieSenie ¢ systému (2) je (ljapunovsky) stabilné, ak pre kazdé e > 0
a kazdy bod 7 >t existuje 0 > 0 (zavislé na € a 7) s vlastnostou

ak riesenie 1 systému (2) splha ||1(7) — ¢(7)|| < 8, potom riesenie )
existuje na celom intervale [7,00) a plati ||¢(t) — ¢(t)|| < € pre kazdé t > 7.  (3)

V opacnom pripade sa rieSenie ¢ (2) nazyva nestabilné.

Definicia 2 (Rovnomerna stabilita riesenia)

Hovorime, ze rieSenie ¢ systému (2) je rovhomerne stabilné, ak pre kazdé € > 0
existuje > 0 (zavislé na ) také, ze pre kazdé T > ¢y plati podmienka (3).

Poznamka 1

Z Definicii 1 a 2 je zrejmé, ze kazdé rieSenie systému (2), ktoré je rovnomerne
stabilné, je zaroven aj (ljapunovsky) stabilné.

-



Definicia 3 (Asymptoticka stabilita riesenia)

Riesenie ¢ systému (2) sa oznacuje ako asymptoticky stabilng, ak je stabilné v
zmysle Definicie 1 a pre kazdy bod 7 > to existuje 6 > 0 s vlastnostou

ak riesenie v systému (2) splia || (7) — o(7)|| < §, potom
Jim [6(t) — p(0)]] = 0 (@)

Definicia 4 (Globalna asymptoticka stabilita riesenia)

Riesenie ¢ systému (2) sa oznacuje ako globalne asymptoticky stabilng, ak pre
kazdeé rieSenie 1) systému (2) plati lim;— [[1(t) — @(2)|| = 0.

Definicia 5 (Exponencialna stabilita riesenia)

RieSenie ¢ systému (2) sa oznacuje ako exponencialne stabilné, ak existuja kladné
konstanty K, o a d také, ze pre kazdé T > tg je riesenie 1 systému (2) splhajice
I (7) — @(7)|| < § definované na celom intervale [7,00) a plati

1(8) — o(®)]| < KI(r) — p(r)ll e~ pre kazdé t > . 5)
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Analyzou Definicii 1-5 nie je tazké dokazat implikacie
Globalna asymptoticka stabilita + Stabilita

I

Asymptoticka stabilita
U
Stabilita,
resp. implikacie

Exponencialna stabilita

I

Asymptoticka stabilita

4
Stabilita,

resp. implikaciu

Exponencialna stabilita

!

Rovnomern3 stabilita.
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Priklad 1

Priamo z definicie ukaZeme, Ze kazdé rieSenie rovnice
' =0

je rovnomerne stabilné, ale Ziadne nie je asymptoticky stabilné. Riesenia rovnice
v zadani maju zrejme tvar z = C na celom R, kde C' € R" je vhodna konstanta.
Nech ¢ a 1 s dve rbzne riesenia, t.j., p(t) = Cp, a Y(t) = Cy, Cp, # Cy, pre
kazdée t € R. Kedze plati

@) — o)l = [ICyp — Coll  pre kazdé t € R, (6)
v stlade s Definiciou 2 pre kazdé € > 0 mézeme vziat [ubovolné 0 < § < ¢ a
mame zaru€enl vlastnost (3) pre kazdé 7 € R. Skutocne, ak
6 -
() = eIl < 8, potom [[4(t) — (Ol D 6(7) — w(r)]| < 6 < = pre kazde > 7.
RieSenie ¢ je teda rovnomerne stabilné. Na druhej strane mame

. (6)
Jim @) — o)) € lloy -l 20,

preto vzhladom na Definiciu 3 riesenie ¢ nie je asymptoticky stabilné.
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Priklad 2

Dokazeme, ze kazdé riesenie rovnice
' =—x, I=1[0,00),

je asymptoticky stabilné. Elementarnym vypoctom zistime vseobecné rieSenie
tvaru z(t) = Ce™*, C € R", definované na celom Z. Nech ¢ a 9 st dve
rieSenia, t.j., p(t) = Cpe " a () = Cye ", C, # Cy. Pre kazdé 7 € T plati

o) = p() e, Y(t) =P(r)e” "7, teT. (7)
Nasledne dostavame

1) — eIl L lw(r) — e, treT. (8)

Kedze pre kazdé dané 7 € 7 je e~ =) <1 pre t > 7, mame
lo(t) — @Il < () — (), t =7,
t.j., podla Definicie 1 je rieSenie ¢ stabilné. Naviac, pre kazda volbu 7 € Z plati
. _ (8) _ . =)
Jim [5(6) — 0l 2 (r) — ()] Jim e=¢=7 =0,

t.j., v zhode s Definiciou 3 je rieSenie ¢ i asymptoticky stabilné. V stlade s Defini-
ciami 4 a 5 sa dokonca jedna o globalnu asymptoticki stabilitu i exponencialnu
stabilitu, nakolko rovnost (8) koresponduje s nerovnostou (5).

o
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L ET

Vysetrime stabilitu nulového riesenia ¢ = 0 systému
' =azx, I=1]0,00),

v zavislosti na realnej konstante a. Vseobecné riesenie tohto systému ma zrejme
tvar z(t) = Ce®, C € R, pre kazdé t € Z. KedZe plati

oo, a >0,
tlim e = 1, a =0,
— 00

0, a <0,

dostavame, ze nulové riesenie ¢ = 0 je pre kazdé a < 0 rovnomerne stabilné,
pre kazdé a < 0 naviac i (globalne) asymptoticky a exponencialne stabilné a pre
kazdé a > 0 nestabilné.

Priklad 4

| A\

Nulové riesenie ¢ = 0 na intervale Z = [0, o) diferencialnej rovnice

y(4) _ y(B) + y// _ y/ -0

je nestabilné, nakol'ko jedna skupina jej rieseni je y(t) = Ce’, C € R, t € T.
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Priklad 5

Ukazme, ze nulové riesenie ¢ = 0 rovnice
' = —23, T =10,00),

je rovnomerne stabilné i (globalne) asymptoticky stabilné, ale nie je exponen-
cialne stabilné. Pre kazda zaciatoéna podmienku z(7) =n, 7 € Z an € R, ma
odpovedajice jediné w-aplné riesenie v tvar

Pt) = —— 1 teT, 9)

ako sa mézeme lahko presvedcit. Pre kazda volbu bodu [7, 7] € Z x R mame

9) n

E | ——— = > 10
[ (2)| s <=L 2 (10)

. 9 .. Ul

Am [l = tlﬂo'm s (11)

Nerovnost (10) v sulade s Definiciou 2 znamena, ze rieSenie ¢ je rovnomerne
stabilné, kym podmienka (11) podla Definicii 3 a 4 zarucuje jeho (globalnu)

asymptotick stabilitu. Predpokladajme, Ze riesenie ¢ je i exponencialne stabilné.
o
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Priklad 5

V sulade s Definiciou 5 existuja kladné konstanty K, « a ¢ tak, ze plati

© Ll

(5)
ak = < 6, potom HlE —— <K —a(t—T) 12
)| = ol <5, potom [y € T < Kpnle i)

pre kazdé 7 € T a pre kazdé ¢ > 7. Obvzlast, z nerovnosti v (12) vyplyva

T+22(t—7) _ 1

> = sde t > 7.
e - >0 prekazdét > (13)

pre kazdé 0 < |n| < § plati
Avsak nie je tazké ukazat, ze limita

. 1+2n2(t—7)
lim ——+——=
t— oo ea(t*T)

=0 pre kazdé n € R,

¢o je zjavny spor s nerovnostou v (13). Preto nulové rieSenie p = 0 neméze byt
exponencialne stabilné.

i

Priklad 6

Konstantné riesenie ¢ = 1 rovnice 2’ = z(1 — z) na intervale Z = [0, c0) je
sice exponencialne stabilné, ale nie je globalne asymptoticky stabilné, pretoze
pre nulové rieSenie 1) = 0 na Z plati lim;— o0 [1(t) — @(t)| = lim¢—00 1 =1 # 0.
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Pri vySetrovani stability nejakého daného rieSenia ¢ systému (2) je Standarné a
vyhodné vykonat transformaciu

y:=z-—¢, (14)
pomocou ktorej ziskame novy systém diferencialnych rovnic tvaru
y' = flt,y+¢) — f(t,9) (15)

Vyhodou transformacie (14) je pozorovanie, ze pévodnému rieSeniu ¢ systému
(2) odpoveda trivialne (identicky) nulové riesenie y = 0 na Z transformovaného
systému (15). Obzvlast, vzhladom na Definicie 1-5 maja rieSenia ¢ a y = 0
rovnaké vlastnosti stability. Obmedzime sa preto — bez ujmy na vseobecnosti —
na systémy, ktoré maji konstantné identicky nulové riesenie a budeme vysetrovat
jeho stabilitu. Kazdy takyto systém sa da vyjadrit v tvare

' = A(t)z + b(t, z), (16)

kde A : T — R" je n X n spojitd maticova funkcia a b : Z x D — R" je
spojita n-vektora funkcia s vlastnostou b(¢,0) = O pre kazdé ¢t € Z. Doplame,
Ze uvazujeme mnoziny Z a D si definované v (1). Vyhody prace so systémom
(2) v tvare (16) sa v tedrii stability ukazu v nasledujicich sekciach.



Stabilita Trivialne riesenie

Obsah

© Stabilita trivialneho riesenia
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Stabilita homogénneho linearneho systému

Spolu so systémom (16) budeme uvazovat jeho homogénny linearny systém

' = At)z. (17)

Lema 1

Nech X je n X n maticova funkcia spojita na intervale Z. Predpokladajme, Ze
existuje nezdporna funkcia e : T — R a kladné ¢islo ¢ s vlastnostou

X (@) n|| <e(t) pre kazdén € R" s ||n|| < & a pre kazdét € T. (18)

Potom existuje kladna konstanta K s vlastnostou

IX(t)|| < Ke(t) pre kazdét € T. (19)

i

Dékaz Lemy 1.

Ak & € R" je vektor s ||£]| < 1, potom ||6¢|| < 6, a tak v stlade s (18) mame
IX@®OGON <e®), ti. IX@®)EI<6'et), tel. (20)

Bez ujmy na vSeobecnosti uvazujme stctovi vektorovii normu. Potom kazdy
vektor e;, j = 1,...,n, kanonickej bazy priestoru R"™ zrejme splha ||| =1, a
nakolko X () e; = (z1;(t),...,Zn;(t))T pre 5 =1,...,n, pomocou (20) mame
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Dékaz Lemy 1 (pokracovanie).

o (20)
Do lzig O = @1 (@), - @ng ()T < 67e(t), teT, (21)
i=1
pre kazdé j = 1,...,n. Nasledne dostavame
IXOI = > lzig®l =D [ Do lwi@®)] | < né~le®), teL,
i,j=1 j=1 \i=1
t.j., plati nerovnost (19) pre K := nd~'. Dékaz je hotovy. [ |

Veta 1

| A\

Nech X je nejaka dana fundamentalna matica homogénneho systému (17). Po-
tom nulové riesenie systému (17) je (ljapunovsky) stabilné prave vtedy, ked
existuje kladna konstanta L s vlastnostou || X (t)|| < L pre kazdét € T.

\

Dékaz Vety 1.

Pripomenme, ze kazdé riesenie 1) linearneho systému (17), ktoré v bode 7 > to
ma dand hodnotu ¥(7) = 7, je mozné pomocou matice X reprezentovat v tvare

P) = X)X )y, tel. (22)

>
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Dokaz Vety 1 (pokracovanie).

Nech nulové riesenie ¢ = 0 systému (17) je stabilné a zvolme dané ¢ > 0.
V silade s vlastnostou (3) v Definiciou 1 existuje § > 0 také, ze ak 1 je rieSenie
systému (17) a ¢(to) = n splhajace ||n|| < 6, potom plati nerovnost

|[¥(t)]] <e pre kazdét € T. (23)

Podla formuly (22) pre 7 := to nasledne mame

(22)

(23)
IX@®) X o) nll = lp@®)ll <'e, teT. (24)

Z Lemy 1 potom vieme, ze existuje kladna konstanta K s vlastnostou

(24),(19)
I <

1X (t) X~ 1(to) Ke, teT. (25)

Napokon vdaka submultiplikativnosti danej maticovej normy dostavame

(25)
IX@)I = 11X (#) X~ (t0) X (o)l < 1IX (1) X~ (to)Il - 1 X (o) < Ke|| X (to)l

pre kazdé t € Z. Fundamentalna matica X teda splha nerovnost v tvrdeni
vzhladom na konstantu L := Ke|| X (%0)|| > 0. Naopak, nech fundamentalna
matica X systému (17) je ohraniCena na intervale Z, t.j. existuje L > 0 take, ze

IX(®)|| <L pre kazdé t € T. (26)
i
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Doékaz Vety 1 (pokracovanie).

Zvolme € > 0 a bod 7 > to a polozme

5 c

Nech 1) je rieSenie systému (17) s ¢(7) = n, pricom ||n|| < 6. Kombinaciou (22)
a (27) postupne dostavame

@l B 1x0 X @ nll < 1IX@1 - 1X @ - [

( (27)

26) .
< Lo X (7)]| '="e pre kazdét > 7.

Podl'a Definicie 1 je teda nulové riesenie ¢ = 0 systému (17) stabilné. |

Désledok 1

| A\

Nech matica A systému (17) je konstantna na intervale Z. Potom nulové riese-
nie systému (17) je stabilné prave vtedy, ked' kazdé vlastné éislo matice A ma
nekladni redlnu Cast’ a vlastné cisla s nulovou realnou ¢astou st jednoduché.

-

Dékaz Désledku 1.

Tvrdenie priamo vyplyva z Vety 1 a z vlastnosti systému (17).
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Nech X je nejaka dana fundamentélna matica homogénneho systému (17). Po-
tom nulové riesenie systému (17) je rovnomerne stabilné prave vtedy, ked existuje
kladna konstanta L s vlastnostou

IX@®) X~ 1(7)| < L pre kazdé t,T € T splnajiice t > . (28)

Dékaz Vety 2.

Tvrdenie sa dokaze analogicky ako Veta 1. Délezitym faktom je, ze Cislo § v
Definicii 2 nezavisi na volbe bodu 7 > ty. To znamen4, Ze nerovnost (25) plati
nielen pre body to a t > to, ale pre kazdé body 7 a t > 7. Okrem toho, v dokaze
Lemy 1 vidime, ze dana konstanta K = nd !, t.j., nezavisi na vybere bodu 7.
V druhej casti dokazu Vety 1 teraz v (27) volime ¢ := <. |

-

Désledok 2

Nech matica A systému (17) je konstantna na intervale Z. Potom nulové riese-
nie systému (17) je rovnomerne stabilné prave vtedy, ked je stabilné. Podla
Désledku 1 je to prave vtedy, ked kaZdé vlastné Cislo matice A ma nekladni
realnu cast a vlastné Eisla s nulovou realnou Eastou si jednoduché.

-
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Dékaz Désledku 2.

Tvrdenie priamo vyplyva z Vety 2 a z vlastnosti systému (17). Je nutné si uve-
domit, ze ak X je [ubovolna dana fundamentalna matica systému (17), potom
pre kazdée T € T jei ®(t,7) := X (t) X !(7) fundamentalna matica systému (17)
s vlastnostou ®(7,7) = I, t.j., plati ®(t,7) = e*®~ ™) pre kazdé t,7 € Z. N

Veta 3

| A\

Nech X je nejaka dana fundamentalna matica homogénneho systému (17). Po-
tom nulové riesenie systému (17) je asymptoticky stabilné prave vtedy, ked' plati

Jim | X(1)] =o0. (29)

| A\

Déokaz Vety 3.

Nech nulové riesenie ¢ = 0 systému (17) je asymptoticky stabilné. Zvolme bod
T > to a nech § > 0 je k nemu odpovedajice €islo z Definicie 3. Nech ) je
rieSenie systému (17) s ¢(7) = ), kde vektor ||| < 4. V stlade s podmienkou
(4) potom plati lim¢— oo ||20(¢)|| = 0. Kombinaciou s (22) mame

Jim X X7 )l B lim (o) = 0. (30)

Z poslednej rovnosti vyplyva, ze nutne

A\
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Déokaz Vety 3 (pokracovanie).

3 -1 _

Jim [ X(0) X~ ()]| = 0. (31)

Skutocne, ak uvazujeme vektory n; := de;, j = 1,...,n, potom ||n;|| = d pre
kazdé j = 1,...,n a nasledne vyuzitim (30) dostaneme

o -1 _s—1 . —1
Jim [ X(#) X (7)]] =677 lim [[X(#) X7 (7) (810
:5—1t£rgozl||X(t)x—l(T) |

f=

_iNe —il 1 G9)
=6 thgngollX(t)X (m)m;ll "="0,
iz

t,j., plati (31). Vyuzitim submultiplikativnosti maticovej normy dostaneme
(31)

Jim X = lim [[X(0) X)X < Jim X0 X @l - [x@) E o,

o dokazuje rovnost (29). Naopak, ak fundamentalna matica X splha podmienku
(29), potom vzhladom na reprezentaciu v (22) pre kazda dana volbu bodu 7 > ¢
a pre kazdé vektorové riesenie ) systému (17) plati

i
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Doékaz Vety 3 (pokracovanie).

. (22) .. _ . _

Jim [l E tim 1x(6) X ()l < Jim (X - |1X ()l
Podmienka (4) v Definicii 3 je teda splnené. Ukazeme eSte stabilitu nulového
rieSenie systému (17). Z rovnosti (29) vyplyva, ze fundamentalna matica X je
ohranicena na intervale Z, t.j., pre vhodné L > 0 spiha nerovnost || X ()| < L
pre kazdé t € Z. Podla Vety 1 je teda zarucena stabilita rieenia o = 0 systému
(29), a tak v salade s Definiciou 3 i jeho asymptoticka stabilita. ]

29

Désledok 3

| A\

Nulové riesenie systému (17) je asymptoticky stabilné préve vtedy, ked je
globéalne asymptoticky stabilné, t.j.,

lim ||¢(t)]| =0 pre kazdé riesenie v systému (17).
t— o0

Dékaz Désledku 3.

Tvrdenia vyplyva z Definicie 4, z Vety 3 a z vlastnosti mnoziny vsetkych vek-
torovych rieseni homogénneho linearneho systému (17). |

| A\

\
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Désledok 4

Nech matica A systému (17) je konstantna na intervale Z. Potom nulové riesenie
systému (17) je (globalne) asymptoticky stabilné prave vtedy, ked kazdé vlastné
¢islo matice A ma zaporni realnu cast.

Dékaz Désledku 4.

Tvrdenie priamo vyplyva z Vety 3, Désledku 3 a z vlastnosti systému (17). W

Nech p je polyném stupia n > 1 s realnymi koeficientami tvaru
PA) = an A" 4+ @i\ - +ard+ a0, an >0. (32)

Matica H(p) € R"*™ definovana predpisom

An—1 an 0 0

An—3 QAn—2 Qn-1 an

Gn-5 Gpn-4 Gn-3 Gn—2 GAn—1 an

</l RN R ROV -
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sa nazyva Hurwitzova matica polynému p. Nasledujica veta, ktor uvedieme bez
dékazu, poskytuje isté kritérium umozhujtce pomocou vlastnosti matice H(p) v
(33) rozhodnat o znamienkach realnych casti korenov polynému p v (32).

Veta 4 (Routhovo—Hurwitzovo kritérium)

Kazdy koren polynému p v (32) ma zaporni realnu East prave vtedy, ked Hur-
witzova matica H(p) v (33) ma vsetky vedice hlavné minory kladné.

| A

Poznamka 3

Konstrukcia Hurwitzovej matice H(p) polynému p v (32) je naznacena v (33).
V pripade, ak potrebujeme do danej matice umiestnit koeficient polynému p s

ze polyném p stupna n > 1 s realnymi koeficientami sa oznacuje privlastkom
stabilny, ak vsetky jeho korene maja zaporné realne Casti.

Veta 5

| A\

Nech X je nejaka dana fundamentalna matica homogénneho systému (17). Po-
tom nulové riesenie systému (17) je exponencidlne stabilné prive vtedy, ked
existuji kladné konstanty L a a s vlastnostou

IX(@®) X1 (7)|| < Le=**=7)  pre kazdé t,r € T spliajice t > . (34)

A\
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Dékaz Vety 5.

Postupujeme analogicky ako pri dékazoch Viet 1 a 2. Nech nulové riesenie ¢ = 0
systému (17) je exponencialne stabilné. Nech K, o a 0 sii odpovedajuce kladné
konstanty v Definiciou 5. Uvazujme dany bod 7 > ¢ a nech 9 je rieSenie systému
(17) s ¢(7) = m, pricom ||n|| < 6. Potom v silade s (5) plati nerovnost

@1 < Kllg()le 7 = Kllpll e =7 < K§e®(=7), t>7.  (35)

Pomocou reprezentacie v (22) nasledne mame

— 22 —a(t—T1
1x@®) x ')l B ol < Kse >, t>1, ak il <5 (36)

Podla Lemy 1 z relacii v (36) vyplyva, Ze existuje kladna konstanta L s vlast-
nostou || X (t) X ()| < Le=*®~™) pre kazdé t > 7, t.j., plati nerovnost (34).
Naopak, predpokladajme, Ze fundamentalna matica X splia nerovnost (34). Ak
1) je rieSenie systému (17), potom 1) je definované na celom intervale Z, pricom
pre kazdy bod 7 > to vyuzitim (22) plati

22) _ = 5ol —a(t—)
@I =" I1X®) X (D)l < [1XE X (@) - llnll < Lilp(r)ll e

pre kazdé t > 7 nezavisle na norme hodnoty ¢(7) = 1. Podmienka (5) v

Definicii 5 je teda splnena pre kazdi volbu § > 0. Obzvlast, nulové rieSenie

= 0 systému (17) je exponencialne stabilné. Dékaz je kompletny. [ |
w
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Désledok 5

Nech matica A systému (17) je konstantna na intervale Z. Potom nulové riesenie
systému (17) je exponencialne stabilné prave vtedy, ked je asymptoticky stabilné,
t.j., prave vtedy, ked kazdé vlastné &islo matice A ma zaporni redlnu cast.

Dékaz Désledku 5.

V sulade s Poznamkou 2 plati, ze exponencialna stabilita (kazdého) riesenia
systému (17) implikuje jeho asymptotickd stabilitu. Predpokladajme, ze nulové
riesenie ¢ = 0 systému (17) s konStantnou maticou A je asymptoticky stabilné.
Z tedrie systémov linearnych diferencialnych rovnic s konstantnymi koeficientami
vieme, 7e kazda fundamentalna matica X sytému (17) ma tvar X (t) = e**C,
t € Z, pre nejaki konstantn( regularnu maticu C' € R™*™. Nasledne plati

| A\

X)X (7)) = et~ pre kazdé t, T € T splhajace ¢ > 7. (37)

Podla Désledku 4 maji vietky vlastné cisla matice A, a teda i kazdej matice
A(t —7) v (37) pre t > T, zaporné realne Casti. Zo struktary matice e*(*~")
nasledne vyplyva, ze existuja kladné Cisla L a « s vlastnostou

1X (@) X ()] @) leA=7)|| < Le=*(=7)  pre kazdé ¢, € T splnajice ¢ > 7.
V silade s Definiciou 5 to potom znamend, Ze nulové riesenie ¢ = 0 systému

(17) je exponencialne stabilné a dékaz je hotovy. [ |
o
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Priklad 7

Preskimajme stabilitu nulového riesenia rovnice
' = (sinlnt +coslnt —a)z, Z=[l,00), 1<a<5/4.
Standardnym spésobom stanovime nejaké fundamentalne riesenie, napriklad
$(t) — eflt(sin Ins+coslns—a)ds _ et sin Int—a(t—1) teT. (38)
Nie je tazké odvodit, ze limita

lim |o(t)] @ lim etsinlnt=att=1) — g, (39)
t—o0 t—o0

Skutoéne, vd'aka predpokladu a > 1 plati
1
lim (¢sinlnt — a(t — 1)) = lim ¢ [sinlnt —a (1 - 7)} = —o0.
t—o0 t—o00 t

Vzhladom na podmienku (39) je podla Vety 3 nulové riesenie rovnice v zadani
prikladu asymptoticky stabilné. Nulové riesenie viak nie je rovhomerne stabilné.
Konkrétne, ukazeme, ze v silade s Vetou 6 neexistuje univerzalna konstanta
L > 0, t.j., nezavisla na ¢,7 € Z, s vlastnostou (28). Pomocou (38) mame

38) ;i " -
|z (t) =1 (7)| (28) gtsinint—rsininr—a(t—7) pre kazdé ¢, 7 € 7 splhajace ¢t > 7. (40)
o
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Priklad 7

Uvazujme dve postupnosti {7x } 51, {tx } et C Z tvaru

= e2k"+%, mo=e?FT keN. (41)
Vdaka monoténnosti a asymptotickym vlastnostiam exponencialnej funkcie plati

@ @)

(41)
T, < tr prekazdé k€N, lim 7, = oo = lim tg. (42)
k— o0

k—oco

Pre fundamentalne riesenia (%) 2~ ' (7%), k € N, nasledne dostavame

‘I(tk) $71(Tk)‘ (2) otk sinlnty — 7 sinln 7 —a(tg —7k)

(4:1) otk sin(2k7r+%)f'rk sin 2km—a(tp —71) _ e‘“'k_(a_l)tk. (43)

Z (43) v kombinacii s (42) a atx — (a — 1)ty > 7%/50 pre kazdé k € N vyplyva

lim |a(t) 2~ (3)] @) lim e~ (@=Dtk > Jim /50 @) 00.

k— o0 k— o0 k— o0
Posledna limitna vlastnost dokazuje, ze podmienka (28) nie je splnena pre ziadnu
jedina konstantnu L > 0. Nulové riesenie rovnice v zadani prikladu teda skutoéne
nie je rovnomerne stabilné. Naviac, podla poslednej implikacie v Poznamke 2
toto rieSenie neméze byt ani exponencialne stabilné.

o
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Priklad 8

Rozhodnime o stabilite linearnej diferencialnej rovnice
y® +y@® 47y p 4y’ 410y +3y =0, I=R.

Jedna sa o linedrnu diferencialnu rovnicu s konstatnymi koeficientami. Odpove-
dajici charakteristicky polyném rovnice ma tvar

p(A) = A% + A%+ 723 + 422 + 10X + 3. (44)

Vyuzitim Routhovho—Hurwitzovho kritéria vo Vete 4 ukazeme, ze polyném p
v (44) je stabilny, t.j., v stlade s Poznamkou 3 kazdy jeho koren ma zaporna
realnu Cast. V zhode so zapisom (32) méa polyném p koeficienty

ap=3, a1 =10, as =4, a3=7, ag=1, a5=1. (45)

Nasledne pre prislusna Hurwitzovu maticu H(p) v (33) pomocou (45) plati

1 1.0 0 0
4 7 1 1 0

Hp)=|3 10 4 7 1 (46)
0 0 3 10 4
0 0 0 0 3

Vsetky vedice hlavné minory matice H(p) v (46) st kladné. Polyném p je preto
stabilny a podla Désledku 4 je rovnica v zadani prikladu asymptoticky stabilna.
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Stabilita nelinearneho systému

Veta 6

Nech nulové riesenie homogénneho systému (17) je rovnomerne stabilné a nech
funkcia b v (16) ma vlastnost

lo(t, @)l < ¥(t) le]|  pre kazdé [t,a] € T x D, (47)

kde v : T — R je nezaporna spojita funkcia spliiajiica podmienku

/00 ~(s)ds < oo. (48)

to

Potom nulové riesenie ¢ = 0 systému (16) je rovnomerne stabilné.

>
| \

Ddkaz Vety 6

Zvolme bod 7 € Z a nech 1 je nejaké dané riesenie systému (16), ktoré existuje
na vhodnom pravom okoli bodu 7. Analogickym spésobom ako pri linearnych
systémoch (metédou variacie konstant) odvodime integralne vyjadrenie

w(t) = X(1) X )+ / X(8) X~ (s) bs, $(s)) ds, (49)

kde X je lubovolna pevne zvolend fundamentalna matica systému (17) at >
o
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Déokaz Vety 6 (pokracovanie).

je kazdy bod, v ktorom je rieSenie 1) definované. V silade s predpokladmi mat-
ica X splha podla Vety 2 nerovnost (28) pre vhodnd konstantu L > 0. V
kombinaciou s (49) a podmienkou (47) dostavame

(49)
le@I < [1X (@) X ()% (r ||+/ X (@) X~ ()l llb(s, 1(s))[l ds

(28) ¢ (47) ¢
< LII¢(T)||+L/ ll6(s, (s))| ds < LII¢(T)||+L/ v(8) [Ib(s)]l ds.

T

Z odvodenej nerovnosti pomocou Gronwallovej lemy vyplyva, ze plati
(48
”'l,Z)(t)H =1L ||1,[}( )H eLf v(t) ds < LeL ‘/tO y(s)ds

=pIK

(™I = K llH(n)l (50)

pre kazdé ¢ > 7, pre ktoré riesenie 1) existuje. Nech € € (0,a) s a definovanym
v (1) je dané a polozme 0 := . Potom pre kazdé riesenie ¢ systému (16)
splajace [[(7)|| < & podla (50) plati ||¢(t)]| < K6 = € < a pre kazdé
pripustné ¢t > 7. Z vlastnosti Gplnych rieSeni nasledne vyplyva, Ze rieSenie v je
definované pre kazdé ¢t > 7 a ||¢(¢)|| < € na [r,00). Nulové riesenie p = 0
systému (16) teda splia vlastnost (3) s hodnotou § > 0 nezavislou na vybere

bodu 7 € Z. V silade s Definiciou 2 je preto rieSenie ¢ rovnomerne stabilné. W
o
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Veta 7

Nech fundamentalna matica X systému (17) splna pre isté K > 0 vlastnost
t
/ IX() X~ (s)||ds < K pre kazdé t € T, (51)
to

a nech pre funkciu b v (16) existuje kladna konstanta v < K~ taka, ze
llo(t, )|l < ~llzll  pre kazdé [t,z] €  x D. (52)

Potom nulové riesenie ¢ = 0 systému (16) je asymptoticky stabilné.

| A\

Dokaz Vety 7.
Najprv ukazeme, ze podmienka (51) implikuje vlastnost (29), t.j., || X (¢)|| — 0
pre t — oco. Definujme skalarnu funkciu
t
)= [ |IX(s)|I"'ds, teT. (53)
to

Zrejme ¢/(t) = || X (t)||”" > 0 pre kazdé t € Z a nasledne mame

c(t) (s3) ¢ R (A _
@ jxo) / 1X ()] 1ds,H/t0X(t> 1X ()~ ds
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Doékaz Vety 7 (pokracovanie).

' (51)
:/ IX(®) X~1(s)||ds < K pre kazdé t € T. (54)
to

27
X(t) X7 (s) X () [IX(s)]| 1 ds

to

t
< / X&) X)X ()X ()~ ds
to

Funkcia c teda podla (54) splha nerovnost c/(t) > K 'c(t) na intervale Z, z
&oho po jednoduchej aprave dostavame [c(t) e’K_l(t’tO)]’ > 0 na Z. Vyraz
c(t) e~ K71 (t=10) je teda neklesajica na Z, t.., plati

c(t)e KTt > () e KT T—t) () =c(r)eX ¢=T)  (55)
pre kazdé t,7 € T st > 7. To znamena, ze

g (55) : (53) S A
tl_lgloc(t) =" 00, atak tlinolonX(t)H = lm L o0 Stli{[olo o

Obvzlast, nulové riesenie ¢ = 0 systému (17) je podla Vety 3 asymptoticky
stabilné. Naviac, norma || X|| je ohrani€ena na intervale Z, t.j., existuje L > 0
také, ze || X (t)|| < L pre kazdé t € Z. Analogicky ako v dékaze Vety 6 pre kazdé
dané 7 € 7 a kazdé dané riesenie 1) systému (16) plati formula (49) pre kazdé
t > 7, v ktorom je riesenie 1) definované. Zvolme pevne bod 7 € Z. Potom
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(49) t
le@l < 1X@) ||X71(T)w(7)||+/ X (&) X~ (3)] Ib(s, %(s))]| ds

(52) ¢
< LIIX’l(T)w(T)IH“f/ 1X() X () lp(s)ll ds, t>7.  (56)

Ak zavedieme funkciu

S(t) := sup ||3(s)|| pre kazdé t > 7, v ktorom ) existuje, (57)
s€[T,t]

potom pomocou (56) ziskame odhad

(56),(57),(51) .
L@l S LIXT (M) ()l +yKS(E), t= (58)

Z relacie (57) je zrejmé, ze funkcia S je nezaporna a neklesajica. Preto pomocou
(58) pre t > 7 mame dalej odhad

(58)
5t 2 sup ()l 2 ow (LIXTHD) YD) + 7K 5(s))

s€[r,t] s€[T,t]

= LIIX~H 1) o)l + 7K zl[lpt]S(S)=L||X_1(T)w(T)II+VK5(t)7 (59)

i
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Doékaz Vety 7 (pokracovanie).

z €oho pre funkciu S napokon dostavame

(59)
5() <
1—vK

XDyl t=m (60)

Kombinaciou (57) a odhadu (60) napokon mame

s (5<7)St (6<0) L
WOl < 56 < 1=

X~ w(n)l (61)

pre kazdé t > 7, v ktorom rieSenie 1) existuje. Nasledne, pre dané ¢ € (0,a) s
konstantou a v (1) polozme
e(l —vK)
5= T7) 5 (62)
LIIX=1 ()|l
Nech 1 je riesenie systému (16), ktoré splia podmienku ||2(7)|| < & pre hodnotu
0 >0 v (62). Potom pre kazdé t > 7, pre ktoré je riesenie 1) definované, plati

(61) L
I <

WOl < =

_ L _
X~ ()l < WIIX YOI )

L

<
1—~vK

62
X168 ) e <a prekazdét > 1, v ktorom 1) existuje.
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Dékaz Vety 7 (pokracovanie).

Odvodena nerovnost jednak zaruCuje existenciu rieenia ¢ na celom intervale
[T,00), a jednak v sulade s Definiciou 1 dokazuje stabilitu nulového riesenia
» = 0 systému (16). Ukazeme, ze naviac plati lim;— o ||3(¢)|| = 0. Sporom
predpokladajme, Ze uvedené riesenie 1) takiato vlastnost nema, t.j., plati

lim sup [[$(8)]| = 1 > 0 (63)
t— oo
Existuje teda postupnost {tx}p>; C [1,00) taka, ze
lim ty=oco a lim [[$(te)] = (64)
k— o0 k— o0
Kedze podla predpokladov YK < 1, zvolme éislo 8 > 1 tak, aby 7K < 1.

Potom p < Bu, a tak vzhladom na (63) existuje dostatocne velky index kg € N
taky, ze plati nerovnost ||4(¢)|| < Sp pre kazdé ¢ > ty,. Vyuzitim (56) mame

(56) th
<

X (E) X))l +/ X (tx) X~ ()l lb(s, ()l ds

T

()l

tkO

S IX @)X @) ()l +/ X (tk) X~ ()l Ib(s, ()l ds

o

+/ “ 11X (60) XL ()] s, (o))l ds
iy
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Doékaz Vety 7 (pokracovanie).

(52) tko
< X)X H ) w()) + “// X @)X ()] ()]l ds

o

+7/ C 1 (1) XM ) hels))]] s

thy

SIXE)IIXTH D) ()l +’Y||X(tk)||/ X @) ()l ds

tr
+ B / 1X (tx) X~ L(s)]| ds

tkO

(51) th
5§1 IX @)X ) ()l +“/||X(tk)||/ X () ()l ds + vK B (65)

pre kazdy index k > ko. Naslednym limitovanim nerovnosti (65) pre k& — oo
a vyuzitim (64) a limp— || X (¢x)|| = O dostaneme nerovnost u < vKBu, a
tak vzhladom na (63) nerovnost 1 < yK 3. Tato nerovnost je vak v rozpore

s vyssie zvolenou volbou &isla 8. Preto nutne limsup, ., |[¢(t)|| = 0, €o je
ekvivalentné s lim;, [[1(t)|| = 0. Podla Definicie 3 je teda nulové riesenie ¢
systému (16) asymptoticky stabilné, éo zavrsuje dokaz. [ |

o
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Veta 8

Nech fundamentalna matica X systému (17) splia podmienku (34) a nech pre
funkciu b v (16) plati

b(t, z)|| < Yllz|| pre kazdé [t,z] € T x D, (66)

kde vy je kladna konstanta s v < aL ™' pre kladné éisla L a o z (34). Potom
nulové riesenie ¢ = 0 systému (16) je exponenciélne stabilné. Konkrétne, pre
kazdy bod T > to kazdé riesenie 1) systému (16) s podmienkou |1 (7)| < aL ™"
existuje na celom intervale [T, 00) a ma vlastnost

@1 < Lllp(r)l| TE= =T pre kazdé t > . (67)

o

Dékaz Vety 8.

Vedenie dékazu je podobné ako pri prechadzajucich dvoch tvrdeniach. Zvolme
pevné 7 € T a nejakeé rieSenie 1) systému (16), ktoré existuje na vhodnom pravom
okoli bodu 7. Potom plati reprezentacia v (49), pomocou ktorej dostaneme

(49) t
lp@l <" 1XE) X D)l ||w(r)||+/ X (@) X ()l llo(s, w(s))llds - (68)

pre kazdé t > 7, v ktorom existuje riesenie ¢). Nerovnost (68) teraz pouzijeme v
kombinacii s predpokladanymi podmienkami (34) a (66). Postupne mame

o
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Déokaz Vety 8 (pokracovanie).

(68)
lo@I < I1X@® X (O [l (r ||+/ X (&) X7 ()l [lb(s, ()l ds

(34),(66)

t
< Lemol? IIIZJ(T)II+/ vLe= =) |lgp(s)llds, t>T.  (69)

Definujme pomocni funkciu w(t) := e*¢=7) ||[4b(¢)|| > 0 pre t > 7, v ktorych
existuje. V stlade s (69) potom plati

(69) ¢
w(t) = e |gp(e)]| < Lllw(r)||+/ yLw(s)ds, t>T. (70)

o

Z nerovnosti (70) aplikaciou Gronwallovej lemy vyplyva
w(t) < Llw(r)llelr 724 = Ljjy(r)|[ 7 EED, £ > . (71)

Nasledne pre normu ||| v kazdom bode ¢ > 7, v ktorom je rieSenie 1) definované,
plati nerovnost (67), t.j.,

(71)
lw@) < Lilyp(r)|| Lm0 E=m), (72)

Kedze ¢islo yL —a < 0, z (72) vyplyva || (¢)|| < L|j(7)|| < a pre kazdé t > T,
v ktorom rieSenie 1) existuje. Z vlastnosti w-aplnych rieSeni systému (16) posled-
o
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Doékaz Vety 8 (pokracovanie).

posledna nerovnost zaru€uje existenciu riesenia ¢ na celom intervale |7, c0). To
napokon znamena, ze v silade s Definiciou 5 je nulové riesenie ¢ = 0 systému
(16) exponencialne stabilné. Dékaz je hotovy. ]

Vsetky predchadzajice tvrdenia, ktoré sme uviedli, poskytovali niektoré pod-
mienky, ktord zarucovali, resp. boli ekvivalentné s istym druhom stability nulo-
vého rieSenia ¢ = 0 systému (16), resp. linearneho systému (17). V nasledu-
jacej klasickej vete ukazeme jednoduché postacujice podmienky pre podmienku
nestability trividlneho rieSenia systému (16), t.j., pre pripad, kedy nulové riese-
nie systému (16) nie je ljapunovsky stabilné v zmysle Definicie 1. Dékaz je po
technickej stranke zlozitejsi, preto ho pre jednoduchost nebudeme uvadzat.

Veta 9 (Ljapunovova)

Nech A je realna konstantna n x n matica, ktora ma aspon jedno vlastné cislo
s kladnou realnou ¢astou. Nech funkcia b v (16) splia podmienku

b(t
o ot @)

=0 rovnomerne vzhladom nat € T. (73)
2=0 ]

Potom nulové riesenie ¢ = 0 systému (16) je nestabilné.
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Poznamka 4 (Stabilita nehomogénneho linearneho systému)

Je dolezité poznamenat, ze ak systém (2) je linearny, t.j., funkcia
ft,z) == A(t) & + b(t), [t,z] €T x D, (74)

potom transformovany systém (15) je pre kazdé vySetrované rieSenie ¢ systému
(2) linearny homogénny systém (17), ako sa mozno lahko presvedéit. Vlastnosti
stability jednotlivych rieSeni linedrneho systému teda nezavisia na vybere daného
rieSenia, t.j., bud vetky riesenia systému (2) s funkciou f v (74) st stabilné, resp.
rovnomerne stabilné, resp. (globalne) asymptoticky stabilng, resp. exponencialne
stabilné, alebo ziadne z nich nema odpovedajicu vlastnost. Z tohto dévodu sa
Casto hovori skér o stabilite linearneho systému nez o stabilite jeho riesenti.

-

Délezitou triedou diferencialnych systémov st autonémne systémy. Jedna sa o
systémy (2), v ktorych funkcia f nezavisi explicitne na premennej ¢, t.j.,

' =g(x), g:D —R" je spojita funkcia. (75)

V tomto pripade méze mat systém (75) konstantné rieSenia ¢ = xo na celom R,
kde vektor z¢ je korehom rovnice g(x) = 0 a nazyva sa ekvilibrium (stacionarny
bod) systému (75). Obzvlast zaujimava a vyznamna je situacia, ked funkcia g je
diferencovatelna na okoli ekvilibria o systému (75). V tomto pripade sa Stan-
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dardne pracuje s transformovanym systémom (16) (y := « — xo) v tvare
v =9 (x0)y+h(), hy):=gy+w)—g' @)y, lly+zoll <a, (76)

kde konstantna n x n matica g’ (o) je hodnota Jacobiho matice funkcie g v sta-
cionarnom bode = = xo, t.j.,
(91)z, (xo) -+ (91)a, (x0)
g'(xo) := . (77)
(9n)ay (o) -+ (gn)z, (20)

Veta 10 (Stabilita autonémneho systému)

Nech xq je ekvilibrium systému (75) a funkcia g je spojito diferencovatelna na
D. Konstantné riesenie ¢ = xo systému (75) ma nasledujice vlastnosti.

(i) RieSenie p = xo je rovnomerne stabilné prave vtedy, ked' je stabilné.
(it) Ak linearny systém y' = g'(x0) y je exponencidlne stabilny, potom riesenie
p = xo je exponencialne stabilné.
(iii) Ak Jacobiho matica g'(zo) ma aspoii jedno vlastné Cislo s kladnou realnou
Castou, potom riesenie @ = xo je nestabilné.

.
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Dékaz Vety 10.

Predpoklad spojitej diferencovatelnosti funkcie g na svojom definiénom obore D
zarucuje, ze g je lokalne lipschitzovska na oblasti D, a tak pre kazdi zaciatoéni
podmienku [t,n] € R x D existuje prave jedno rieSenie systému (75). Ak rieSenie
@ = xo je rovnomerne stabilné, potom v silade s Poznamkou 1 je i stabilné.
Opacna implikacia je dosledkom Specifickych vlastnosti autonémneho systému
(75). Konkrétne, plati vlastnost

ak 9(t) je riesenie systému (75), potom i funkcia 1 (t + c)
je rieSenie systému (75) pre kazdu konstantu ¢ € R. (78)

Doplime, ze ak (a,b) C R je maximalny interval, na ktorom existuje rieSenie
1, potom (a — ¢,b — ¢) C R je maximalny interval existencie rieenia ¥ (¢ + c).
Predpokladajme, ze konstantné rieSenie ¢ = x je stabilné a nech € > 0 je dané.
Podl'a Definicie 1 existuje 6 > 0 také, za plati podmienka (3) s 7 := to, t.j.,

ak riesenie 1 systému (75) spina |[¢)(to) — zo|| < &, potom
existuje na celom intervale Z a plati ||¢(t) — zo|| < € pre kazdé t € Z. (79)

Zvolme bod T > to a uvaZujme rieSenie 1 systému (75), ktoré splha podmienku
|4 (7) —o|| < 8. Potom funkcia 4(t) := (t+7—to) je podla (78) tiez riesenim
systému (75), pricom plati ¥ (to) = zﬁ(r) Takze v zhode s predpokladom plati
l1(to) — zo|| < d. V sulade s (79) to nasledne znamena, Ze rieSenie 1) existuje
na celom intervale Z a splna nerovnost ||4(t) — zo|| < € pre kazdé t € Z. Ekviva-
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Dokaz Vety 10 (pokracovanie).

lentne, riesenie 1 existuje na celom intervale [r,00) a splia nerovnost
lh(t) — ol <& pre kazdé t > 7.

Podla Definicie 2 je teda konstantné riesenie ¢ = x¢ systému (75) rovhomerne
stabilné. Dékaz tvrdenia (i) je kompletny. Tvrdenie (ii) vyplyva z Vety 8. Kedze
funkcia g je spojito diferencovatelna na D, pre funkciu h definovani v (76) plati

tim PO _ (80)

v=0 |yl
Z predpokladu exponencialnej stability homogénneho systému
¥ =g (z0)y (81)

podla Vety 5 vyplyva, ze pre jeho kazdi dani fundamentalnu maticu X existuji
kladné konstanty L a « také, ze plati nerovnost (34). Dalej vlastnost (80)
zarucuje existenciu kladného €isla -, ktoré splha podmienky

IB@)II <Ayl pre kazdé y € O(xo) @  y<aL™' (82)

Relacie v (82) podla Vety 8 (s volbou b(t,z) := h(y)) implikuja exponencialnu
stabilitu nulového riesenia systému (76), a teda exponencialnu stabilitu konstant-
ného riesenia ¢ = xo systému (75). Napokon tvrdenie (iii) je priamym désledkom
Ljapunovovej 9, v ktorej kladieme
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Dékaz Vety 10 (pokracovanie).

A:=g'(z0), b(t,x) = h(y)
a zohladhujeme podmienku (80), ktora koresponduje s (73). [ |

Priklad 9

Vysetrime stabilitu trividlneho riesenia autonémneho systému

i = r%a:g + x2cosx1 —e4(xz3 — z4) + x3(22 — 1),

xh = 2sinxy cos x3 — sin2zs — z3(1 + ri) — x4,

:cé = 3e”2 sinx1 — o3 cos 2x2 — 3e”! sinxg + coswq — 1,

xy = 3sin(x1 — x3 + x4) — 256% —4x4.
Nie je tazké overit, ze 4-vektorova funkcia ¢ = 0 je rieSenim daného systému. Pri
jeho skamani vyuzijeme vysledky Vety 10. Stanovime Jacobiho maticu vektorovej
funkcie g, ktora urcuje pravi stranu systému, t.j.,

/ : ’ 2
(91)z, = 2z122 — x28inz1, (91);, = 1 + cosz1 + 3,

(91)3, = —€™* + 22 =1, (g1);, = —€*(x3 — 24 — 1),
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(92);1 = 2Cos 1 COS T3, (92);2 = ~2cos 2wz,

(92)p, = —2sinzisinzz — (1+23), (92)5, = —2z324 — 1,
(93)z, =32 cosx1 — 3e sinzs, (g3);, = 3e™2 sinxy + 223 sin 222,
(93);3 = —cos 2z2 — 3e”! cos x3, (93);4 = T,

(94), =3cos(z1 — x3 +x4), (ga)h, =0,

(94)283 = —3cos(r1 — x3 + x4) — 43, (g4);4 =3cos(r1 — x3 + z4) — 4.

Nasledne pre hodnotu ¢’(0) plati

0o 1 -2 1
SR [ R S R |
gO=13 o _—1 o
3 0 -3 -1

Ukazeme, ze kazdé vlastné islo matice g’(0) ma zaporna realnu ast. Odpoveda-
jaci charakteristicky polyném ma tvar

p(A) = A+ 703 £ 1502 413X + 4.
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Priklad 9

Aplikaciou Routhovho—Hurwitzovho kritéria vo Vete 4 zistime, ze kazdy koren
polynému p méa zaporna realnu cast. Skutoéne, odpovedajica Hurwitzova matica
H(p) ma v sulade s (33) tvar

Hp =149 4 13 15

Nie je tazké overit, ze vsetky vedtce hlavné minory matice H(p) s kladné

71 7T 1 0
det (7) =7>0, det =92>0, det|13 15 7 | =1000 >0,
13 15 0 4 13

7 1 0 0
13 15 7 1
det o 4 13 15| 4000 > 0.

0 0 0 4

Podla Désledku 5 je nulové riesenie homogénnoho systému z’ = ¢'(0) z expo-
nencialne stabilné. Nasledné, v sulade s Vetou 10(ii) je exponencialne stabilné i
nulové riesenie systému v zadani prikladu.

o
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Ljapunovska funkcia

V predchadzajicich sekciach sme sa zaoberali skamanim stability rieseni vseobec-
ného systému (2). Pre dané rieSenie ¢ sa ukazala vyhodna transformacia na
systém (16) a nasledne zistovanie vlastnosti stability jeho identicky nulového
riesenia. Odvodili sme niekol'ko postacujicich (niekedy zaroven i nutnych) pod-
mienok, ktoré zarucovali niektory typ stability nulového riesenia. Kazda z tychto
podmienok obsahovala nejaki vhodnii poziadavku na vlastnosti maticovej funkcie
A a vekorovej funkcie b v (16). V tejto sekcii predstavime novy pristup k prob-
lematike stability systému (16), ktory je zalozeny na geometrickych vlastnosti-
ach jeho rieseni. V literatire sa tato metdda standardne oznacuje ako priama
(alebo aj druha) Ljapunovova metéda. Spoéciva v zavedeni pomocnej funkcie,
tzv. ljapunovskej funkcie, ktorda umoznuje posuadit, ¢i nulové rieSenie systému
(16) je, resp. nie je stabilné. Symbol o bude oznacovat nulovy vektor v R™.

Definicia 6 (Pozitivne/negativne definitna funkcia)

Nech V : R™ — R je dana funkcia definovana na istom okoli O(0). Hovorime,
ze V je pozitivne, resp. negativne definitna na okoli O(0), ak V(o) =0 a

V(z) > 0, resp. V(x) < 0 pre kazdy nenulovy vektor € O(o). (83)
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Definicia 7 (Ljapunovska funkcia systému)

Nech V : R® — R je dana spojita funkcia. Hovorime, ze V je ljapunovska

funkcia systému (16), ak existuje okolie O(0) take, ze

(i) funkcia V' je pozitivne definitna na O(o),

(i) funkcia V je nerastiica pozdlz trajektérii systemu (16) v O(o0), t.j., ak 1
je rieSenie systému (16) s hodnotou (1) € O(o0) pre isté T € Z, potom
zlozena funkcia V ((t)) je nerastica pre kazdé ¢t > 7, v ktorom riesenie 9
existuje s hodnotou ¥ (t) € O(0).

| A\

Veta 11 (Ljapunovova)

Ak pre systém (16) existuje ljapunovska funkcia, potom jeho identicky nulové
riesSenie je rovnomerne stabilné.

-

Dokaz Vety 11.

Nech V je predpokladana ljapunovska funkcia pre systém (16) a
O()={z €R", ol <} D, 0<c<a, (84)

je odpovedajice okolie nulového vektora v Definicii 7. Zvolme € € (0, ¢) a poloz-
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Doékaz Vety 11 (pokracovanie).

me A := min|,=. V(z). Hodnota X je definovana iste korektne, pretoze sféra
{z € R", ||z|| = ¢} C O(0) je kompaktna mnozina a funkcia V' je spojita na
mnozine O(0). Pomocou rovnakych argumentov a z toho, ze V(o) = 0, naviac
plati, ze existuje & € (0,¢) také, ze V(x) < A na okoli {z € R", ||z| < 6}. To
znamena, ze platia relacie

0<A<V(zx) prekazdé||z]|=¢e a 0<V(z) <A prekazdé 0 < |z|<d. (85)

Zvolme bod 7 € T a nech 1) je nejaké riesenie systému (16), ktoré spiha pod-
mienku [[¢(7)|| < §. Kedze funkcia V' je ljapunovska vzhladom na systém (16),
podla Definicie 7(ii) je nerastiica pozdlz trajektérie riesenia v, t.j., plati

V() < V(¢(r)) (8<5) A pre kazdé t > 7, pre ktoré 1(t) existuje. (86)

Nasledne mame ||3(¢)|| < € pre kazdé t > 7, pre ktoré riesenie ¢ je definované.
Skutoéne, ak by totiz — vzhladom na spojitost funkcie v — existoval bod T' > 7
taky, ze ||¢v(T)|| = &, potom v stlade s (85) by muselo nutne platit V ((T)) > A,
¢o odporuje vlastnosti (86). Napokon z toho, ze ||| < € < ¢ < a na celom
obore definicie funkcie 1, vyplyva, Ze riesenie 1) systému (16) je definované na
celom intervale [r,00) a splha || (¢)|| < & pre kazdé ¢ > 7. Podla Definicie 2 je
teda nulové riesenie systému (16) rovnomerne stabilné. Dékaz je hotovy. ]

o
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Priklad 10

Overme, ze nulové rieSenie systému
z) = —xo — ta3, zh = x1 — tad, Z =0, 00),

je rovnomerne stabilné. Uvazujme funkciu V (z1,z2) := x5 +z3 pre dany vektor
(x1,22)T € R%. Nie je tazké si premysliet, Ze funkcia V' je pozitivne definitna
a ma spojité parcialne derivacie prvého radu na celom R%. Naviac, pre kazdé
riedenie ¥ = (1, 12)” uvazovaného systému plati

dV((t) _d

S = LR + Y30 = 261(0) ¥4 (6) + 262 (0) (D)

= 2¢1(8) [92(t) — 03 ()] + 202(t) [v1. (1) — 193 (2)]
= —2t[pf(t) + 5(t)] <O pre kazdeé t € T.

Funkcia V' je teda nerastiica pozdiz trajektdrii rieSeni vySetrovaného systému na
celych oboroch ich definicie. V stlade s Definiciou 7 sa teda jedna o ljapunovski
funkciu tohto systému. Nasledne podla Ljapunovovej Vety 11 je nulové rieSenie
systému v zadani prikladu skutocne rovnomerne stabilné.

.

V nasledujicom vyklade sa zameriame na autonémneho systémy (75) a pomocou
priamej Ljapunovovej metédy budeme skimat stabilitu ich stacionarnych bodov.
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Definicia 8 (Derivacia funkcie vzhladom na autonémny systém)

Nech V : R™ — R je dané funkcia, ktord ma na istom okoli O(0) spojité parcialne
derivacie prvého radu podla vietkych svojich premennych. Vyraz

%V( ) := grad V(z Z (z), =z € 0(o), (87)

budeme nazyvat derivacia funkcie V' vzhladom na autonémny systém (75)

Poznamka 5

N
| A

Pomenovanie vyrazu (87) v Definicii 8 ma svoje opodstatnenie. Ak 1 je nejaké
riesenie systému (75) definované na podintervale 7 C Z a ¥(t) € O(o) pre
kazdé t € J, potom vyraz V (3(t)) ma spojitd derivaciu na J, pricom plati

) Zv;k(w Do) D ST VI @) k@(®), ted.  (88)
k=1

Poznamenajme, ze pomocou pojmu derivacia funkcie vzhladom na systém je
mozné vlastnost ljapunovskej funkcie V' v Definicii 7(ii) zaruéit podmienkou, ze

funkcia V' ma nekladni derivaciu vzhladom na systém (75), t.j., %V(m) < 0 na O(o).

i
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Veta 12 (Ljapunovova)

Nech autonémny systém (75) ma jednoznacne urcené riesenia. Ak pre tento sys-
tém existuje ljapunovska funkcia, ktora ma vzhladom na neho negativne definitni
derivaciu, potom nulové rieSenie systému (75) je asymptoticky stabilné.

Dokaz Vety 12.

V silade s Vetou 11 je nulové riesenie ¢ = 0 systému (75) rovnomerne stabilné.
Zvolme &€ > 0. Potom podla Definicie 2 existuje 6 > 0 také, ze pre kazdé
T € T rieSenie 1 systému (75), ktoré splha podmienku ||[4(7)|| < 9§, existuje
na celom intervale [1,00) a plati ||¢(¢)|| < e pre kazdé t > 7. Zvolme teda
nejaké 7 > to a uvazujme rieSenie 1 s uvedenymi vlastnostami. Ukazeme, ze
lim; o ||(t)|| = 0. KedZe podla predpokladov funkcia V(¢(t)) v salade s
Poznamkou 5 je klesajica na [r, 00), existuje limita

| A

lim V(4(t)) = o, pri€om zrejme o > 0, (89)
t— o0

nakolko podla Definicie 7(i) je funkcia V pozitivne definitnd na okoli O(o).
Sporom predpokladajm, Ze lim;—, o ||1(2)|| # 0. Potom zrejme existuje Eislo
B € (0,¢) s vlastnostou 3 < ||1h(t)|| pre kazdé t > 7. Derivacia <LV () je funkcia
spojitd a zaporna na kompaktnej mnozine 3 < ||z|| < e. Podla Weierstrassovej
vety preto nadobida na tejto mnozine svoje maximum, ktoré je zaporné, t.j.,
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Dokaz Vety 12 (pokracovanie).

d
existuje M < 0 tak, ze EV(I) <M <0 pre kazdé B < ||z|]| < e (90)

Obzvlast teda z (90) méme, ze LV ((t)) < M < 0 pre kazdé t > 7. Nasledne
3 d t
/ V() ds < / Mds, t>r
7 S T

U
V@) -VER(E@) <MiE-71) — VEEO) SVEE)+ME-7), t=7
Z poslednej nerovnosti vsak vdaka podmienke M < 0 vyplyva, ze
Jlim V(1)) = —oo,
¢o zjavne odporuje rovnosti v (89). Preto nutne plati relacia lim;,« |[1(¢)|| = 0.

V zhode s Definiciou 3 je teda nulové riesenie ¢ = 0 systému (75) asymptoticky
stabilné. Dékaz je hotovy. |

o

Nasledujice tvrdenie poskytuje isté postacujice podmienky pre nestabilitu nulo-
vého rieSenia autonémneho systému (75) v reci nastrojov priamej Ljaponovovej
metédy. Dopliime, ze funkcia V' pouzivand v tomto tvrdeni nemusi byt nutne
ljapunovska vzhladom na autonémny systém (75).
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Veta 13 (Ljapunovova)

Nech V : R™ — R je funkcia spojito diferencovatelna na istom okoli O(o), ktora
spliia nasledujiice podmienky
(i) V(o) =0 a pre kazdé 6 > 0 existuje bod x5 € O5(0), pre ktory V (xs) > 0,

(ii) funkcia V' ma na okoli O(o) pozitivne definitni derivaciu vzhladom na
autonémny systém (75).

Potom je nulové riesenie p = 0 systému (75) nestabilné.

| A

Dokaz Vety 13.

Analogicky s (84) uvazujme uzavreté okolie
Olo = {z €R", |z S} CD, 0<c<a, (91)

KedZze funkcia V' je spojitd na kompaktnej mnozine OJo], existuje Cislo M > 0's
vlastnostou V' (z) < M pre kazdé z € Olo]. Zvolme T € Z, § > 0 a bod 1 € OJo]
taky, ze v stlade s predpokladom (i) plati ||n]| < d a V() > 0. Ukazeme, ze pre
rieSenie 1) systému (75), ktoré splia podmienku v(7) = 7, existuje bod # > T
taky, ze 9 (t) ¢ Olo]. Sporom predpokladajme, ze pre kazdé t > 7, pre ktoré
existuje, plati ¥ (t) € Olo]. Vzhladom k (91) je potom riesenie ¢ definované pre
kazdé t € [1,00). Spojitost funkcie V' a rovnost V(o) = 0, zaruCuje, ze existuje
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Doékaz Vety 13 (pokracovanie).

e > 0 také, ze pre kazdé z € O(o) s ||z|| < € plati V(z) < V(z0). V silade
s podmienkou (ii) je derivacia %V(x) spojita a kladna na kompaktnej mnozine
e < |lz]| < c. Podla Weierstrassovej vety mé teda funkcia £V (z) na tejto
mnozine svoje minimum, t.j.,

d
existuje m > 0 tak, ze EV(I) >m > 0 pre kazdé ¢ < ||z|| < ¢ (92)

Obzvlast teda z (92) mame, ze LV (1(t)) > m > 0 pre kazdé ¢t > 7. Nasledne
25 d 1
/ d—V(w(s))dSZ/ mds, t>T
T S T

U
V@) V(@) 2mEt-7) — V@(@)2VE(@T)+miE-1), t=>7

Z poslednej odvodenej nerovnosti vyplyva, ze lim;— o V (1(¥)) = oo, €o viak
odporuje predpokladu ¥ (t) € Olo] pre kazdé ¢t > 7, nakolko na mnozine O[o] je
funkcia V ohranicena zhora konstantou M. Existuje teda bod £ > 7 s vlastnostou
¥(t) & Olo]. V stlade s (91) a oznacenim dékazu Vety 11 potom plati nerovnost
l¥(£)|| > ¢ > e. Podla Definicie 1 to znamena, ze nulové riesenie ¢ = 0 systému
(75) nie je stabilné. Dékaz je kompletny. ]




Stabilita Trivialne riesenie Ljapunov

Priklad 11

Pomocou ljapunovskej funkcie
2 2 2 3
V(z1,x2,23) = 27 + 225 + 325, [z1,z2,23] € R,
dokazme, ze nulové rieSenie systému
1

1 3 .
! 2 ! / 2
T = ~3 | = 2 125, Ty = 2 T2 + 39615037 T3 = 3 x3 — 2r1T203

je na intervale Z = [0, co) asymptoticky stabilné. Jedna sa zrejme o autonémny
systém. V stlade s Definiciou 6 je funkcia V pozitivne definitna na celom R3.
Naviac, ma spojité parcialne derivacie prvého radu podla vietkych svojich pre-
mennych. S ohladom na (87) plati

dV (z) (87) z1 = x1w2 3xo . 23
T =" —2x 7—}— 22 — 4z T—?)mlrg — 6x3 ?+2r1x2m§

= —x% — 322 —4af — 2222 <0, [x1,22,23] € R3\ [0,0,0].

Podla Definicii 8 a 6 ma funkcia V' negativne definitni derivaciu vzhladom na
systém v zadani prikladu. V salade s Definiciou 7 sa teda jedna o ljapunovski
funkciu vzhladom na uvedeny systém. Nasledne podla Ljapunovovej Vety 12 je
nulové riesenie tohto systému skuto€ne asymptoticky stabilné na intervale Z.

o
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