M5858 Spojité deterministické modely I, cvicenie, 10.11.2021

Priklad 1. Analyzujte rieSenia nasledujicej autonémnej rovnice:
z' = (x — 1) sin(4 arctan(x)).

Riesenie. Najprv ndjdeme vsetky stacionarne body. Tie st rieSenim rovnice ' = 0, teda
(x — 1) sin(4 arctan(z)) = 0. Rovnost z — 1 = 0 vedie k bodu = = 1. Funkcia sinus je nulova v
celociselnych nasobkoch konstanty . KedZe obor hodnot funkcie 4 arctan(z) je otvoreny interval
(—2m,27), je rovnost sin(4 arctan(z)) = 0 ekvivalentnd s tvrdenim 4 arctan(x) € {0, %7}, ¢o
mozeme tiez vyjadrit v tvare arctan(z) € {0,4£75}. To znamena, Ze vSetky stacionarne body
uvedenej rovnice st {0, 41}. Dalej vySetrime znamienko pravej strany v intervaloch uréenjch
tymito bodmi:

Nech x(t) oznacuje riegenie spliajtce pociatoéni podmienku x(0) = z. Ak 7y € (—o0, —1),
potom toto rieSenie neustale klesé, lebo jeho derivacia je zaporna. Podobne, ak =y € (—1,0),
potom toto riesenie neustale rastie, lebo jeho derivacia je kladna. To znamena, Ze stacionarny
bod —1 je nestabilny uzol. Podobnymi tivahami by sme dospeli k zaveru, Ze rieSenia spliiajice
zo € (0,1) U (1, 00) klesaji, a tym padom je 0 stabilny uzol a 1 je sedlo.

Priklad 2. Analyzujte rieSenia nasledujicej autonémnej rovnice a najdite jej potencial:
v’ =42® — 127 + 8.

Riesenie. Zacneme stacionarnymi bodmi. Jednym z nich je evidentne 1. Vysledkom delenia
polynému 4x® — 12z + 8 polynémom x — 1 je 4% + 42 — 8. Jeho korene st 1 a —2. Takze
uvedena rovnica ma dva stacionarne body 1 a —2. Rovnako ako v predoslom priklade by sme
dospeli k zaveru, Ze rieSenia nadobtdajice hodnoty z intervalu (—oo, —2) klesaju a tie, ktoré
nadobidaji hodnoty z mnoziny (—2,1) U (1, 00) rasti. Bod —2 je preto nestabilny uzol a bod
1 je sedlo.

Ozna¢me symbolom f(x) prava stranu uvazovanej rovnice. Potencidl je z definicie funkcia
V(z) splhajica rovnost —V'(x) = f(x), teda V(z) je primitivna funkcia k funkcii — f(x).

V(a:):—/f(x)dx:—/4x3—12x~l—8d:)::—934+6:)32—8:B+c. (1)

Konstantu ¢ mozeme volit Tubovolne, bud napriklad ¢ = 0. Ilustrujme situdciu na obréazku.
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Cervenou farbou je nakresleny graf funkcie f a modrou graf funkcie V. V§voj rieSenia spliia-
jaceho pociatoénti podmienku z(0) = zy si mdézeme predstavit nasledovne. Na graf funkcie V'
v bode xy polozime gulu. Ak sa za¢ne kotulat doprava, potom rieSenie rastie, naopak, ak sa
zacne kottlat dolava, potom rieSenie bude klesat. Nakoniec, ak gula zostane v pokoji, potom
je xg stacionarny bod.

Priklad 3. Analyzujte rieSenia nasledujicej autonémnej rovnice:

! k2
v =09g——U,
m

kde g, k, m > 0 st parametre a v > 0.

Riesenie. Uvedena rovnica popisuje rychlost padajiceho predmetu v prostredi kladiicom
odpor vodi jeho pohybu, ktorého velkost je priamo iimernéa druhej mocnine jeho rychlosti. Jej
explicitnym rieSenim sme sa zaoberali na niektorom z predoslych cviceni. Na intervale [0, 0o) méa
tato rovnica jediny stacionarny bod, ktorym je \/%. Vzhladom k tomu, Ze v intervale [0, /Z7)
st derivacie rieseni kladné a v intervale (/%", co) st derivacie rieSeni zaporné, je \/% stabilny
uzol. Bez toho, aby sme tito rovnicu vyrie§ili, sme schopni povedat, Ze jej akékolvek rieSenie,

ktorého hodnoty st v intervale [0, c0), sa blizi k hodnote /%"

Priklad 4. Najdite stacionarny bod nasledujiceho systému a vysetrite jeho charakter:

¥ =—x+2y+1,
y =2z +y—2.

Riesenie. Zactneme tym, ze najdeme nulkliny uvazovaného systému. X-nulklina je krivka
definovana rovnostou ' = 0, teda —z + 2y + 1 = 0. Jedn& sa o priamku prechadzajicu bodmi
[0,—2] a [1,0]. Podobne, y-nulklina je definované rovnostou y' = 0, teda 2z +y — 2 = 0, ¢o je
opit priamka prechddzajica bodmi [0, 2] a [1,0]. Ich prienik je stacionarny bod:

-1 2] -1 -1 2|-1 1 01
2 1) 2 0 5|0 0 1]0 /)"
Na zéklade determinantu a stopy matice systému A = (') mozeme rozhodnit o charaktere

tohto bodu. Kedze det A = —5 < 0, stacionarny bod je sedlo.



Mézeme sa tiez pokusit najst riesenia (z(t), y(t)) spliiajiice lim; o (2(t), y(t)) = [1, 0] alebo
limy oo (2(t),y(t)) = [1,0]. Na to budeme potrebovat vlastné ¢isla a vektory matice A:

det(_12_A 1EA>——(1+>\)(1—)\)—4—)\2—5 = Ao==+V5

N =5 <—1;\/5 1_2\/3)N<1+2\/5 1_—2\/5>N(—24 —21(1__\/\_5/5)>

(G1ov)~ (5107 )==("")
N <—1+\/5 2 )N(l—\/g —2 )N(—24 —2(1+\/5)>

2 1++5 2 1++5 1+5
(2o )~ (6107 ) == (157)

Hladané rieSenia lezia na priamkach prechadzajtcich stacionarnym bodom, ktorych smernice
s v; a Us.
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Priklad 5. N&jdite staciondrny bod nasledujiceho systému a vySetrite jeho charakter:

¥ =-br—y+1,
y =z —2y+ 2.

Riesenie. Rovnako ako v predoslom priklade mozeme najst nulkliny, ktorych prienikom je
stacionarny bod [0, 1]. Ozna¢me symbolom A = (7’ 73 ) maticu uvazovaného systému. Kedze
platia rovnosti det A = 11, tr A = —7 a (tr A)?> —4det A = 49 — 44 = 5 > 0, je stacionarny bod

typu uzol. Na jeho detailnejsi popis potrebujeme vlastné hodnoty a vlastné vektory matice A:

—-7++5

det<—5—)\ -1 ):(5+)\)(2+)\)+1:)\2+7)\—|—11 = Ag2= 9

1 —2-A



Vlastné hodnoty st rozne s rovnakym znamienkom (zapornym), takze bod [0,1] je stabilny
uzol. Najdime dotycnice ku trajektoriam bliziacim sa k tomuto bodu:

=T+VB

N TTHVE [ 3 -1 N(—g—\/g ~2 >
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<3+2\/5 3—2\/5)’\’(;l 2(33__\/\/55)>N<(2) 3_()%);&”1_(3_—2\/3)’
—7—+5
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1 -2 -

(3_2\/5 3+2\/5)N(§ QEJ,SJJ\/EE))N(?) 3+o\/5);‘”2:<33/5)’

Hladané priamky prechadzaji stacionarnym bodom a ich smernice st v; a vs.
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Priklad 6. N&jdite staciondrny bod nasledujiceho systému a vySetrite jeho charakter:

=1+ 2y+2,

y =-3r—y—1
Riesenie. Vzhladom k tomu, Ze

1 2 |-=2 1 2)-2 1 0] 0
-3 —1| 1 0 5|-5 0 1|-1)"

je [0, —1] stacionarny bod. KedZze det A = 5 a tr A = 0, ma matica A dva rozne rydzo komplexné
zdruzené korene, ¢o znamena, ze uvedeny stacionarny bod je stred.
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Priklad 7. Najdite stacionarny bod nasledujiceho systému a vysetrite jeho charakter:

¥ =x+4y+1,

y = —2x— 3y —2.
Riesenie. Vzhladom k tomu, Ze

1 4 -1 1 4]-1 1 0]-1

-2 =3 2 0 5|0 0 1] 0 ’
je [—1,0] staciondrny bod. KedZe det A =5, tr A = —2 a (tr A)> —4det A = 4 — 20 < 0 jedn4
sa o stabilné ohnisko.

3 -
R T " " e Y AV VY Y Y Y VI VO Y
SN N N N N N N N AN N QY N N NN NN
2 N SNON NN N NN NN N
-~ S = S N NN SON N NN N N N NN
y - S s s~ SN S N N NN NN NN
1 - N oo RO NN NI NS
L} N N NI - S O
J/__— sy NN NN N NN
N [N NN N Y
I I I : . N N [N YOV Y W\ )
-3 -2 w 1 2 3 N s ‘ C4
LU N O SN vy
\\ VAN o
-11 NORNON NN s P
NN N N AN\~ -
— é"l NN NN N N\ NN
NN NN NN N
-2 NN NE NN NN N s s s s
NANNNANNXN NN N NS
NEANRNNANNNENANAN IS NN s~ - -
_3-

Priklad 8. V zavislosti od parametra A € R analyzujte chovanie nasledujiceho systému. Pre
ktoré hodnoty st rieSenia tohto systému na intervale [0, co) ohranic¢ené?

==X x+ (A—2)y,

/

Yy =—x—\y.



Riesenie. Pre kazdi hodnotu parametra A je [0,0] evidentne staciondrnym bodom systému.
Pozrime sa na determinant a stopu matice A = (7 *72) a na veli¢inu (tr A)? — 4 det A:

tr A = =2\,
det A=\ +\—2,
(tr A)? —4det A = 4)% —4X* — 4\ +8 = —4)\ + 8.
Na zéklade znamienka tychto vyrazov sme schopni odvodit charakter stacionarneho bodu [0, 0].

Nulové body determinantu st —2 a 1, stopy 0, a nakoniec nulovy bod vyrazu (tr A)? — 4det A
je 2. Situacia v bodoch R ~\ {—2, 1} je nasledovna:
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nestabilny uzol,

sedlo,

R

stabilny uzol,
A€ (2,00) = stabilné ohnisko.

V bodoch A = —2, 1 je determinant matice sustavy nulovy. To znamen4, Ze existuje cela priamka
stacionarnych bodov prechddzajica bodom [0, 0]. Tato priamka je limitou doty¢nic k rieSeniam,
ktoré sa blizia k, respektiva vzdaluji od uzla [0, 0]. VSetky netrividlne rieSenia leZia na navzajom
rovnobeznych priamkach.
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Vzhladom k tomu, Ze pre A € (1, 00) je [0, 0] stabilny staciondrny bod, si pre tieto hodnoty
parametra vSetky rieSenia na intervale [0, 00) ohrani¢ené. Pre A = 1 kazdé rieSenie konverguje
k nejakému bodu na spominanej priamke stacionarnych bodov. Preto aj pre tito hodnotu
parametra st vSetky rieSenia na intervale [0, o) ohranicené.



