Priklad 1. Vypoditajte maximéalnu rychlost padajiceho predmetu s nulovou pociato¢nou rych-
lostou. Predpokladajte, Ze sila, ktorou posobi vzduch na padajice teleso proti smeru jeho po-
hybu je priamo timerna druhej mocnine jeho rychlosti. Ak predmet padd z dostatocne velke;
vysky, ustali sa jeho rychlost na nejakej hodnote? Ak &no, mé na tito hodnotu vplyv pocdiatocné
rychlost?

Podla druhého Newtonovho pohybového zakona je sicet sil posobiacich na teleso rovny st-
¢inu hmotnosti a zrychlenia tohto telesa. V nasej situacii na teleso posobia dve sily - gravitacna,
ktorej velkost je mg, kde m je hmotnost telesa a g je gravitacné zrychlenie, a sila ktorou posobi
okolity vzduch proti smeru pohybu tohto telesa. Podla predpokladov je velkost tejto sily kv?,
kde k je kladné redlna konstanta a v = v(t) je velkost rychlosti telesa v ¢ase t. Vzhladom k
tomu, Ze tieto sily posobia na teleso v navzajom opacnych smeroch, plati
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To je diferencidlna rovnica so separovanymi premennymi, ktort vieme lahko vyriesit:
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Povedzme, Ze pociatocnd rychlost v ¢ase 0 bola vy: v(0) = vg.! Uvedomme si, Ze konkrétna
volba pociato¢nej rychlosti vy zodpoveda konkrétnej volbe integracnej konstanty c:
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Zatial sme nasli len implicitné vyjadrenie rieSenia uvazovanej diferencialnej rovnice. V tomto
pripade sa vSak funkcia v(¢) da vyjadrit explicitne. Vypocet rozdelime na dva pripady:
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!Pripomeiime, %e na$ model plati len pre vy > 0.




o 1— ,/;%ﬂm <0

— 1 gimv exp 2(t+c)\/% +1
= te= gy s \/i— me}i(wwzg)l) .

2
Funkcia v(t) = /4" je tiez rieSenim, ktoré sa ndm opét stratilo pri deleni rovnice vyrazom

g— 7%1)2 v (*). V kazdom z uvedenych pripadov plati

lim v(t) = gm.
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To znamen4, Ze rychlost padajiceho predmetu sa po ¢ase skuto¢ne ustéli na nejakej hodnote.
Tato hodnota zavisi len od jeho hmotnosti, velkosti a tvaru a parametroch prostredia, teda nie
od jeho pociatoc¢nej rychlosti. Za predpokladu nulovej poc¢iatocnej rychlosti mé rychlost v case
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v(t) =

Vysetrime priebeh funkcie f(x) = Jej derivacia mé tvar

f'(x) =

T4 je vSade kladnd, ¢o znamené, Ze funkcia f(z) je na celom R rastica. Funkcia v(t) preto
monoténne konverguje k hodnote /%4”. To znamena, ze rychlost volného padu je pri nulovej
pociatocnej rychlosti zhora ohrani¢ena hodnotou /%". »
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Obr. 1: Priklad 1



Priklad 2. Nadoba tvaru hranola so Sirkou a je naplnené do vysky H vodou. Na jej spodku je
na bocnej stene otvor s plochou S, cez ktory voda vyteka. Podla Torricelliho zdkona je rychlost
v Castic vytekajicej vody zavisla od vysky hladiny h, konkrétne v = v/2gh. Uréte vysku vodne;
hladiny v case t, Specidlne, najdite cas, za ktory sa nadrz vyprazdni.
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Obr. 2: Priklad 2
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Predpokladajme, ze voda zacala vytekaf v ¢ase ¢t = 0, teda h(0) = H. Nech t1,t5 > 0 st
fubovolné okamihy a hy = h(t;) a hy = h(tz) vysky vodnej hladiny v nddobe v danych ¢asoch.
Objem, ktory za dany ¢as z nadoby zmizne, je ten isty objem, ktory za tento ¢as z nadoby
vytecie rychlostou v cez prierez s plochou S:
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a*(hy — hy) = / Svdt = / Sy/2¢ghdt.
t1 t1

Tato rovnost vydelime vyrazom to — ¢;, uskuto¢nime limitny prechod limy, .;, a prepiseme ¢,
na t:
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Dostali sme sa k diferencialnej rovnici so separovanymi premennymi, ktort hravo vyriesime:
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Vzhladom k tomu, ze h(0) = H, dostavame

oWH=c = 2/ht)=

o= (vi-23).

Cas t, za ktory sa nadrz tplne vyprazdni je rieSenim rovnice h(t) = 0:
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