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Uvod

Motivace

@ Lidé si sjednavaji pojisténi, aby snizovali dopad
nepfiznivych nahodnych udalosti.

@ Mohou hledat ochranu pred ztratou majetku, zdravi nebo
Zivota.

@ Podobna rozhodnuti musi Cinit také pojistovny, které se
musi chranit pfed ztratou financnich prostredku
zpUsobenou vlivem nadmérnych pojistnych narokd at uz
jednotlivce nebo celého pojistného kmene (portfolia).
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Uvod

Motivace

@ Hlavni cil pojistovny: predpovidat pomoci
pravdépodobnostniho modelu budouci vydaje pojistovny.

@ Zakladni nastroj: teorie pravdépodobnosti.

@ Priklady nahodnych veliCin v pojistné matematice:

zda nastala pojistna udalost z dané smlouvy (0 nebo 1),
¢as kdy nastala pojistna udalost,

velikost ztraty z pojistné udalosti,

celkovy pocet pojistnych narokl z jedné smlouvy (portfolia),
velikost pojistného plnéni z jedné smlouvy (portfolia).

@ Musime tedy umét:

Modelovat celkovy pocéet narokd,

Modelovat velikost jednotlivych naroku

Dat to dohromady - Kolektivni teorie rizika

(+ zavislost na Case ... stochastické procesy)
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Uvod

Motivace

Ozna¢me S ndhodnou veli€inu predstavujici uhrn Skod za
obdobi pevné zvolené délky T a n pocet smluv v pojistném
kmeni. Pak individualni model:
@ pracuije s riziky prislusejicimi jednotlivym pojistnym
smlouvam v pojistném kmeni.
@ zabyva se vlastnostmi individualnich skodnich naroku
Xi,i =1, ..., n pfipadajicich na jednotlivé pojistné smlouvy.
@ uplatiuje se v dllezité oblasti urCovani pojistného podle
individualniho $kodniho prubéhu.
Pro vySetfeni dhrnu

predpokladame, ze nahodné veliCiny X; jsou nezavislé.
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Uvod

Motivace

@ Kolektivni model rizika vychazi z pfedpokladu, ze
v dostate¢né homogennim pojistném kmeni Ize povazovat
vySe Skodnich naroku z jednotlivych pojistnych udalosti za
stejné rozdélené nahodné veliciny.

@ Uhrn gkod je pak vyjadfen soudtem

kde nahodna veli¢ina N predstavuje pocet vS§ech
pojistnych udalosti v uvazovaném obdobi a

X,i=1,2, ..,

je posloupnost Skodnich narokd bez ohledu na to, které
pojistné smlouveé prisluseji.
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Podminéna hustota

@ X a Y jsou dvé nadhodné veliCiny se sdruzenou hustotou
nebo pravdépodobnostni funkci fx y(x, y) a marginalnimi
hustotami fx(x) a fy(y).

@ Podminéna hustota pro X sdanym Y =y je

pavlcly) = 20, J

@ Jestlize jsou X a Y nezavislé, pak plati
fx.v(X,¥) = x(x)fy(y),
a v tomto pripadé plati

fxy(x1y) = fx(x).
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Podminéna hustota

@ Sdruzenou hustotu je mozné vyjadrit jako soucin
podminéné a marginalni hustoty

fx.y(x,¥) = fxy(x[y)fy(¥)-

@ Marginalni hustotu ziskame integraci (pfipadné sumaci)
sdruzené hustoty

fx(x) = /fx,Y(X,Y)dY-

@ Je mozné fx(x) vyjadrit jako

fie(x) = / v (X1y)fy (y) dy.
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Podminénéa pravdépodobnost

Podminéna hustota

@ Veli¢iny X a Y mohou byt zaménény

iy (xY)fv (¥) = frix(Y1¥)x (X)),
protoze obé strany rovnice jsou rovny sdruzené hustoté X
ay.
@ Ztéto rovnice je mozné vyjadrit Bayesovu vétu

fxv(xly) = —fYX(;;'(X;;X(X). J
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Podminéna stredni hodnota

@ Predpokladejme podminénou hustotu X za podminky
Y =y, fxjy(x|y). Podminénou stfedni hodnotu pak
muzeme vyjadfit v nasledujicim tvaru

E(X|Y = y) = / by (X]y) d, (1 )J

@ Integral zaménime za sumu, pokud se bude jednat o
diskrétni pfipad.

@ Rovnice (1) je funkci y.

@ Podminénou stfedni hodnotu mudzeme vnimat jako
nahodnou veli€inu, jestlize nahradime y za Y na levé
strané rovnice (1).
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Podminénéa pravdépodobnost

Podminéna stredni hodnota

@ Stfedni hodnota nahodné veli¢iny E(X|Y) je

E[E(X|Y)] = E(X). @) |

@ Toto Ize dokéazat takto

E[EXY] = [ EXIY =) ay
- / / xt v (x1y) dxfy(y) dy
=[x [ vty dyax

= / xfy(x)dx
= E(X).
Podobné Ize dokazat i pro diskrétni pfipad.
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Podminéna stredni hodnota

V rovnici E(X|Y = y) = [ xfx;y(x|y) dx je mozné nahradit X
libovolnou funkei h(X, Y)

E[A(X, V)|Y = y] = [ hxy)fv(xy)ax.

E[h(X, Y)|Y] je n&hodnou veliginou, ktera je funkci Y. Plati pak
E(EICX Y)YV} = [ EAX V)Y = (1) dy
= [ [ rx-myixiy) axdy ) ay
= [ [ rxisavtiniviyaxay

_ / / h(X, Y)fx yv(x,y) dxdy
— BA(X, V)]
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Podminéna stredni hodnota

Zvolime-li h(X, Y) = [X — E(X|Y)]2, pak stfedni hodnota této
funkce podminéné Y je rozptylem podminéného rozdéleni

Var(X|Y) = E{[X — E(X|Y)]?|Y}.
Muzeme psat

Var(X|Y) = E(X2|Y) — [E(X|Y)]2. ]

Tedy

E[Var(X|Y)] = E{E(X?|Y) - [E(X|Y)]?}
E[E(X?|Y)] - E{[E(X|Y)?}
E(X?) — E{[E(X|Y)]?}.
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Podminéna stredni hodnota

Protoze plati Var[h(Y)] = E{[h(Y)]?} — { E[h(Y)]}2, pouZijeme
h(Y) = E(X|Y) a odtud
Var[ E(X|Y)] E{[E(X|Y)]?} — { E[B(X|Y)]}?

E{[E(X|V)I?} — [E(X)I%.

Tedy

E[Var(X|Y)] + Var[E(X|Y)] E(X?) — E{[E(X|Y)]?}
+E{[E(X| )} — [E(X)]?
E(X?) — [E(X)]?
Var(X).

Ziskali jsme dulezité vyjadreni

Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var[E(X]|Y)] (3)J
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Model pro nahodny individualni Skodni narok

Priklad

Priklad

Uvazujme Zivotni pojisténi pro pripad smrti uzaviené na jeden
rok. Pojistovna vyplati ¢astku b v pfipadé, Ze nastane pojistna
udalost (pojistény zemfe) a nevyplati nic, zistane-li pojistény
v daném roce nazivu. Pravdépodobnost pojistné udalosti je q.
UrCete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci nahodného
pojistného naroku X a dale pak také E(X) a Var(X).
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Indikator

Nahodnou veli¢inu X muzeme také zapsat ve tvaru
X = Ib, (4)

kde
@ b je konstantni pojistna ¢astka vyplacena v pripadé smrti,
@ /je nahodna veliina nabyvajici hodnoty 1 v pfipade, ze
dojde k pojistné udalosti a hodnoty 0 v pfipadé opacném.
Tedy plati

P(/=0) = 1—q
P(I=1) = q.

Pak
E(l)=q Var(l)=q(1-q).
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Indikator

@ Nahodna veliCina / € {0, 1} se oznacuje jako indikator,
nékdy také jako Bernoulliho nahodné veli¢ina nebo
binomicka nahodna veli¢ina.

@ / nabyva hodnoty 1 v pfipadé vyskytu pojistné udalosti a
hodnoty 0 v pfipadé, Ze pojistna udalost nenastane.
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Zobecnéni modelu

Model (4) muzeme rozsifit na

X = IB, (5)J

kde
@ X je ndhodny Skodni narok za dané obdobi,
@ B je celkova vySe naroku, ktery vznikl v daném obdobi,
@ /je indikator.

Stale budeme uvazovat
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Model pro nahodny individualni Skodni narok

Zobecnéni modelu

Pak podle vzorce (2) mizeme psat
E(X) = E[E(X|/)]

a podle vzorce (3)

Var(X) = Var[E(X|/)] + E[ Var(X|/)].
OznaCme

p=EB|I=1) o%= Var(B|/ =1).
Pak plati

E(X|[I=0)=0 a E(X|/=1)=E(B|I=1)=p.

Odtud dostavame E(X|/) jako funkci /, tedy

E(X|)) = pl. J
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Model pro nahodny individualni Skodni narok

Zobecnéni modelu

Dostavame
E[E(X|N)] = pE(/) = nq.
Odtud tedy
E(X) = uq. ]

Podobné muzeme psat pro rozptyl

Var[E(X|1)] = pi# Var(l) = p2q(1 — ).
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Model pro nahodny individualni Skodni narok

Zobecnéni modelu

Protoze X = 0 pro / = 0, tak
Var(X|/ =0) =0.
Pro / =1 mame X = B a tedy
Var(X|/ = 1) = Var(B|/ = 1) = ¢2.

Odtud pak dostavame

Var(X|l) = o?l. |
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Model pro nahodny individualni Skodni narok

Zobecnéni modelu

Dale plati
E[ Var(X|/)] = 02 E(/) = o2q.

Tedy pokud dosadime do vzorce
Var(X) = Var[E(X]|/)] + E[ Var(X]/)],

dostavame

Var(X) = i*q(1 — q) + oq. )
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Priklad

Priklad

Uvazujme roc¢ni zivotni pojistku pro pfipad smrti. Zemfre-li
pojistény v dusledku Urazu, ma byt pozistalym vyplaceno

50 000KE. Zemtre-li pojistény z jiného dlivodu, bude pozlstalym
vyplaceno 25 000K¢. Predpokladejme, Ze u pojisténého

s ohledem na jeho vék, zameéstnani a zdravotni stav je
pravdépodobnost umrti v disledku drazu 0,0005 a
pravdépodobnost Uumrti z jiné pficiny je 0,002. UrCete

P(/=1), P(/=0), P(B=25000|/=1), P(B=50000|/=1).
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Priklad

Priklad

Uvazujme pojisténi automobilu, kde maximalni celkovéa vySe
naroku B dosahuje 2 000. Pravdépodobnost, Ze u jednotlivce
dojde ke vzniku jedné Skody, je 0,15. Pravdépodobnost vyskytu
vice nez jedné skody je 0. Zname podminénou hustotu celkové
vySe naroku

0,0009 (1 — 5555 0 < x <2000
o) = {5 00 1) 0

Déle zname P(B = 2000|/ = 1) =0, 1. UrCete E(X) a Var(X).
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Soucet nezavislych nahodnych veli¢in

Konvoluce

@ Pomoci modelu pro individualni $kodni narok je mozné
také modelovat narok pojistovny S, ktery je mozné
chapat jako soucet naroku jednotlivych pojisténych

X, i=1,2,...n
n
S=> X
i=1

@ Predpokladejme nezavislost jednotlivych naroku.

@ Cilem bude ur¢it distribucni funkci, pfipadné
pravdépodobnostni funkci ¢i hustotu celkového souhrnu

téchto pojistnych naroku.
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Soucet nezavislych nahodnych veli¢in

Konvoluce

Uvazujme nejprve soucet dvou nezavislych proménnych
S=X+Y.
Pak distribuc¢ni funkce veli¢iny S je
Fs(s)=P(S<s)=P(X+Y<s).

Pro dvé nezavislé, nezaporné diskrétni nahodné veliCiny
muzeme psat distribuCni funkci

Fs(s) = > P(X+Y<s|Y=y)P(Y=y)

y<s

= Y P(X<s—y|Y=y)P(Y=y)

y<s

= > Fx(s=y)py(y).

y<s
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Soucet nezavislych nahodnych velicin

Konvoluce

Pro pravdépodobnostni funkci pak plati

ps(s) = > px(s—y)py(y).

y<s

Pro spojité nezaporné nahodné veiciny mizeme psat podobné
S
Fole) = [ PX<s—yIY =ninay

- | " Fx(s - Yv(y)dy.

Hustota ma tvar

59)- [ (s — ) dy.
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Soucet nezavislych nahodnych veli¢in

Konvoluce

Uvazujeme-li nahodné veliCiny, které mohou nabyvat zapornych
hodnot, pak sumy a integraly v predchozich vzorcich budou
v rozmezi od —oo do oo.

Operaci vyjadienou rovnicemi

Fs(s) = > Fx(s=y)py(y)

y<s
Fo(s) — | " Fx(s— Y)iv(y) dy

nazyvame konvoluce distribu¢nich funkci Fx a Fy a znaCime ji
FX * Fy.
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Soucet nezavislych nahodnych velicin

Konvoluce

Podobné pak pro hustoty nebo pravdépodobnostni funkce
mUzeme konvoluci téchto funkci vyjadfit pomoci rovnic

(e )s) = | (s — Y)y(y)dy

(ox *py)(8) = Y px(s—y)py(y)-

y<s
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Soucet nezavislych nahodnych veli¢in

Zobecnéni

Budeme-li uvazovat soucet vice nez 2 ndhodnych proménnych,
pak mizeme proces konvoluce pouzit iterativné.
@ Uvazujme nahodnou veli¢inu S definovanou jako
S=Xi+Xo+ ...+ Xp,
kde X; jsou nezavislé proi=1,2,....n.
@ Oznadme F; distribuéni funkci X; a F(¥) distribuéni funkci
X1+ X0 + ...+ X
@ Pak distribu¢ni funkci S mizeme zapsat pomoci iterace
jako
F@ = F«FM=FxF
F® = F+F®

F = Fpx F=1)
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Soucet nezavislych nahodnych veli¢in

Priklad

Ptiklad
Uvazujme nezavislé diskrétni nahodné veliiny Xi, Xo a X;.
Jejich rozdéleni je definovano nasledujici tabulkou

X | p1(x) | p2(x) | p3(x)
0| 04 | 05 | 06
1] 03 | 02 0
2| 02 | 0.1 0.1
3| 0.1 0.1 0.1
4 0.1 0.1
5 0.1

Urcete pravdépodobnostni a distribu¢ni funkci veli¢iny

S =X + Xo + X3.




Kapitoly z pojistné matematiky

Soucet nezavislych nahodnych velicin

Priklad

Priklad
Uvazujme nezavislé spojité nahodné veliCiny Xi, X> a X3. Jejich
rozdéleni je definovano takto

filx) = % x>0,
h(x) = 2e72¥ x>0,
f3(x) = 3¢ x>0.

UrCete pravdépodobnostni hustotu veliCiny

S:X1+X2+X3.




Kapitoly z pojistné matematiky
Soucet nezavislych nahodnych veli¢in

Momentova vytvotujici funkce

@ DalSi zplsob, jak Ize urcit rozdéleni souctu nahodnych
veli¢in, je zaloZen na vyuziti momentové vytvorujici
funkce.

@ Ta je definovana pomoci vzorce

Mx(t) = E(eX). ]

o Je-li E(e¥X) koneéné pro kazdé t na otevieném intervalu
okolo poc¢atku, pak je veli¢ina X touto funkci jednoznacné
uréena.
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Momentova vytvotujici funkce

Momentova vytvorujici funkce veliCiny S = X; + Xo + ... + X, je
pak

Ms(t) = E(eS) = E(elXitXet+Xn))
E( Ctx1 Ctxz coo etXn).

Jestlize jsou veliCiny Xi, Xo, ..., X, nezavislé, pak

E(e™ e™2... e%) = E(e™)E(e?2)--- E(e™). J

Tedy

Ms(t) = My, (1M, (1) -+ - Mix, (1), ]




Kapitoly z pojistné matematiky
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Priklad

Priklad
Predpokladejme nezavislé nahodné veliiny X;, Xo, X3 s
exponencialnim rozloZzenim, jejichz hustoty jsou

filx) = e ¥ x>0,
h(x) = 22X x>0,
f3(x) = 3¢ x>0.

Pomoci momentové vytvorujici funkce odvodte
pravdépodobnostni hustotu veli€iny

S=X;+ X5+ Xj.
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Soucet nezavislych nahodnych veli¢in

Aproximace distribu¢ni funkce

Aproximace vychazi z centralni limitni véty na jejimz zakladé
je mozné ziskat numerickou hodnotu rozlozeni sumy
nahodnych veli€in.

Predpokladejme posloupnost nezavislych, stejné rozloZzenych
nahodnych veli¢in Xy, Xz, ..., jejichZ stfedni hodnota je

E(X;) = u a Var(X;) = o2. Pak pro kaZdé n plati, Ze stfedni
hodnota nahodné velic¢iny

) kde an (X1+X2;+Xn)v

\/E(Xng— 1)

se blizi 0 a jeji rozptyl hodnoté 1.
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Aproximace distribu¢ni funkce

@ Posloupnost téchto distribuci pro n = 1,2, ... pak ma
aproximativné standardizované normaini rozlozeni.
@ Je-li n dostateCné velké, pak mizeme fici, ze nahodna
veliCina X, ma aproximativné normalni rozlozeni se stredni
2
g
hodnotou y a rozptylem Z-.

@ Také mlUzeme fici, ze soucet n ndhodnych veliCin Ize
aproximovat normalnim rozlozenim se stfedni hodnotou
np a rozptylem no?.

o Efektivita takové aproximace pak zavisi jednak na poctu
nahodnych veli¢in, ale také na odchylce jednotlivych
s¢itancl od normality.
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Soucet nezavislych nahodnych veli¢in

Aproximace distribu¢ni funkce

Dale budeme pouzivat aproximaci normalnim rozlozenim, kde
pro soucet nezavislych nahodnych veli¢in
S=X;i+Xo+..+ X, platl'

n

n
E(S) =) E(X), Var(S)=>_ Var(Xy).
k=1 k=1

Pro aplikace potfebujeme

@ vycislit stfedni hodnotu a rozptyl individualni nahodné
Skody,

@ secist je, abychom ziskali stfedni hodnotu a rozptyl
pojistovny jako celku,

@ aplikovat aproximaci normalnim rozlozenim.
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Aplikace

Priklad 1

Priklad

Pojistovna uzavira rocni Zivotni pojisténi s pojistnou ¢astkou 1
nebo 2 jednotky. Pravdépodobnost umrti jednotlivce je 0.02
nebo 0.1. Nasledujici tabulka uvadi pocet jedincl v kazdé
skupiné (nk), pfislusnou pojistnou ¢astku (by) a
pravdépodobnost umrti (qx).

k| qx | bk | ng
11002 | 1 | 500
210.02| 2 | 500
3| 0.1 1 | 300
4 | 0.1 2 | 500

Pojistovna by rada vybrala od téchto
1800 klientl Castku, ktera s pravdépo-
dobnosti 95% bude vysSi nez celkova
Skoda S. Pojistovna pozaduje, aby po-
dil zaplaceny kazdym klientem j byl
(1+0)E(X;), kde 6 > 0.

UrCete relativni rizikovou pfirazku 6.
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Aplikace

Priklad 2

Priklad

Uvazujme pojisténi automobild, kde jsou klienti rozdéleni do 2

skupin.
Pocet | Pravdépodobnost | Parametry ohrani-
Trida | pojistek poj. udalosti c¢eného exp. rozd.
k Ny dk A L
1 500 0.1 1 2.5
2 2000 0.05 2 5.0

Pravdépodobnost, ze celkova Skoda presahne celkové pojistné
prijaté od vSech klientl je 0,05. UrCete relativni rizikovou
prirazku 0, budeme-li predpokladat, ze je stejna pro obé
skupiny. Pojistovna pozaduje, aby podil zaplaceny kazdym
klientem j byl (1 4 6) E(X;), kde § > 0.
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