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Zakladni pojmy

@ Teorie kredibility je nastroj, ktery pojistovnam umoznuje
upravovat budouci pojistné klientt v zavislosti na jejich
historii Ci rizikové skupiné, do niz klient patfi.

@ Jestlize klient dosahuje trvale lepsich vysledku
(nenarokuje pojistné pInéni) nez primérny klient, ktery
plati zakladni pojistné, pak by bylo spravedlivé, aby takovy
klient ziskal redukci svého pojistného (slevu).

@ Podle stejné logiky by také klienti s vy§si urovni rizika
méli platit vy$Si pojistné.
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Zakladni pojmy

@ Tabulkova hodnota pojistného je navrzena tak, aby
odrazela ocekavané zkusenosti celé skupiny klienta a
predpokladd homogenni riziko.

@ Ve skupinach vSak diky nedokonalosti systému stale
zustava jista mira heterogenity v Urovnich rizika.

@ Tedy néktefi klienti predstavuiji nizsi riziko néktefi naopak
vySSi riziko, nez predpokladaji tabulky.

o Pojistitel tedy musi zvazit, do jaké miry jsou odliSnosti ve
zkuSenostech klientl ovlivnény ndhodnou odchylkou a do
jaké miry tim, Ze klient skuteCné predstavuje vétsi ¢i mensi
riziko nez je prameér pro danou skupinu.

@ Také musi zvazit, jak diveéryhodné jsou vlastni zkuSenosti
klienta.
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Zakladni pojmy

Budeme predpokladat nasleduijici:
@ Cim vice informaci o minulych zkugenostech klientt

klienta. ZkuSenosti vétsi skupiny klientl jsou
davéryhodnéjsi nez zkusSenosti malé skupiny.

@ Konkurenéni tlak maze pojistitele pfimét k tomu, aby dall
plnou daveéru vlastnim zkusenostem klienta. Pojistovny se
snazi si klienta udrzet.
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Zakladni pojmy

@ Teorie kredibility se dostava do sporu s klasickou
statistikou.

@ Jestlize mame k dispozici zkuSenosti néjaké skupiny
klientll, pak by na zakladé pristupu klasické statistiky mélo
byt pojistné uréeno jako stfedni hodnota nebo néjaky jiny
nestranny odhad.

@ Teorie kredibility fika, ze by takto vypoctené pojistné mélo
mit pouze ¢astecnou vahu a zbyvajici ¢ast by méla byt
dopoctena na zakladé jinych informaci.
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Formulace problému

@ Poskytuje mechanismus, ktery umoznuje stanoveni plné
nebo Castecné kredibility pro zkusenost pojisténého.

@ Pokousi se omezit vliv ndhodného kolisani pozorovani na
odhady.

@ Tento pristup byl navrzen na pocatku 20. stoleti ve spojeni
s pojisténim zaméstnancu.

@ Prvni ¢lanek zabyvajici se touto problematikou napsal
Mowbray v roce 1914,
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Formulace problému

@ Predpokladejme klienta i, ktery ma zkuSenosti z T; po sobé
jdoucich obdobi a v kazdém nahlasil Nj; pojistnych naroka,
kdete {1,2,..., T;}.

@ Budeme predpokladat, ze Skody u jednotlivych pojistnych
naroku jsou stejné (mizeme je tedy pro dalsi vypocty
zanedbat) a ze pro v8echna t € {1,2,..., T;} plati

E(Nit) = §7

€0z znamena, ze stfredni hodnota je v ase konstantni.
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Formulace problému

@ Dale budeme pro vSechna t € {1,2,..., T;} pfedpokladat
konstantni
Var(Nj) = o2.

@ Pro tohoto klienta pak mizeme vyjadfit jeho pramérnou
zkusenost za T; sledovanych obdobi jako
1

N,' = T(Nﬁ +Np+...+ Ni7';)~
i

@ Pro stfedni hodnotu N; pak plati EN; = ¢.

@ Budeme-li pfedpokladat nezavislost jednotlivych Nj pak
muzeme psat

- 0'2

VarN; = T

@ Cilem pajistitele je urCeni hodnoty parametru &.
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Pfistupy k urceni pojistného

@ Jednou z moznosti je ignorovat zkuSenosti klientd, v tom
pfipadé muzeme mluvit o nulové kredibilité, a G¢tovat
vSem stejné zakladni pojistné .

@ Toto pojistné nazyvame také jako tabulkové pojistné, v
anglictiné byva oznacovano jako manual rate.

o Dal$i moznosti je ignorovat ;. a G&tovat N;. Pak hovotime o
piné kredibilité.

@ Treti moznosti je UCtovat pojistné, které bude kombinaci ;1
a N;. Jedna se o ¢astecnou kredibilitu.
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Pfistupy k urceni pojistného

@ Z pohledu pojistitele je vyhodn&jsi Gctovat N; v pripads,
kdy jsou zkuSenosti klienta méné volatilni (hodnota o2 je
mala).

@ Naopak v pfipadé, kdy jsou zkusenosti klienta vice volatilni
je vhodnéjsi uctovat pojistné ve vysi .

@ Pokud ma pojistitel divod véfit, Ze se vybrany klient lisi od
ostatnich, podle kterych je urceno pojistné ., méla by byt
vétsi vaha pfifazena pojistnému N;, nebot nam muze dat
uzitecnou informaci o vysi .

@ V pripadé, Ze se domnivame, ze vSichni ostatni klienti maji
stejnou hodnotu &, neni divod se priklanét ke
zkuSenostem jednoho klienta, kdyz 1 dokaze dobre
vystihnout budouci pojistné naroky.
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Plna kredibilita

@ Abychom Zjistili, zda je vhodné Gétovat pojistné N, tedy
zvolit plnou kredibilitu, musime se zabyvat stabilitou N;.

@ Muzeme fici, Ze N; je stabilni, pokud pravdépodobnost, ze
rozdil mezi N; a ¢ je maly vzhledem ke &, je blizka jedné.

Definice

Rekneme, Ze N; je stabilni, pokud pro reéina &isla r kladna
blizka nule a0 < p < 1 blizka jedné plati

P(—ré <N —¢<rg)>p. (1)

Pak je mozné N; pfitadit pinou kredibilitu.

Za p a r z Definice 1 volime obvykle r = 0,05a p=0,9.
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Plna kredibilita

Nerovnost (1) mizeme upravit jako

3 ( < rg‘/T") > p. (2)

ypir;f{P(’\/L__§<y)>p}- (3)
T

V pfipads, Ze se N; v (3) Fidi spojitym rozd&lenim, mizeme
znaménko ,>"“ nahradit ,=* a y, pak bude splriovat

N; — ¢
ﬁ

Oznatme
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Plna kredibilita

Aby byla spInéna podminka pIné kredibility, musi z nerovnosti

(2) platit také yp < rgT\/?‘ Po Upravé dostaneme podminku pro
plnou kredibilitu

T.
— < —\/ T = —’, 4
I Ao )
kde \g = (7") Z podminky (4 )vypvaa také

_ 52
Var(N;) = T < )\0 ()
Z nerovnosti (4) je mozné vyjadfit pozadavek na pocet obdobi
T;, ktery musi byt spInén, aby bylo mozné vyuzit plnou

kredibilitu. Tedy
2
m=% (%) ©)



Kapitoly z pojistné matematiky
Teorie kredibility omezenych fluktuaci

Plna kredibilita

@ V mnoha pfipadech se rozdéleni N; aproximuje normalnim
v . v . 2
rozdélenim se stredni hodnotou ¢ a rozptylem <.

@ Je-li T; velké muzeme aplikovat centralni limitni vétu a pak
N —¢

o/VTi

ma aproximativné standardni normalni rozlozeni.
@ Odtud dostavame

U

p=2¢(yp)_1, J

kde ®(x) oznacuje distribucni funkci standardizovaného
normainiho rozdéleni.




Kapitoly z pojistné matematiky

Teorie kredibility omezenych fluktuaci

Plna kredibilita

Dostavame tedy

1+
®(yp) = Tp

aypje (@) kvantilem standardizovaného normalniho
rozdéleni.
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Plna kredibilita

Priklad

Predpokladejme, Ze pro kazdého klienta i mame k dispozici
udaje o minulych pojistnych narocich N, Njp, ..., Ni7,. Ze vzorku
dat byla odhadnuta stfedni hodnota £ = E(N;). Bylo
zaznamenano 10 pozorovani, kde prvnich 6 bylo nulovych a
pak byly hlageny Skody ve vys$i 253, 398, 439 a 756. Jaké
mnozstvi dat T; je potfeba, aby bylo moZné pouzit plnou
kredibilitu, jestlize r=0,05a p=0,9.
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Casteéna kredibilita

o Castegnou kredibilitu je mozné vyuzit v ptipadé, kdy
nejsou spinény podminky pro vyuziti pIné kredibility.

@ Model ¢astecné kredibility pro stanoveni vySe netto
pojistného vyuziva jak minulé zkuSenosti N; tak tabulkové
pojistné .

@ Pojistné P, pak muzeme vyjadfit jako jejich vazeny pramér
ve tvaru

Pe=ZN;+ (1 - 2)n, ]

kde je potfeba urcit hodnotu vahy Z z intervalu [0, 1].
@ Z budeme dale nazyvat kredibilitnim faktorem.
@ Je-li Z =1, pak se jedna o model pIné kredibility.
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Casteéna kredibilita

@ Jednou z moznosti, jak urcit Z, je omezeni volatility
pojistného N; podobné jako u plné kredibility.
@ Dostavame

52
)\_o = Var(P)
= Var[ZN; + (1 - 2)y]
= Z2Var(N;)
2
_ 729
= Z T

o Odtud dostavame Z = £, /i Musf byt spinéno Z < [0, 1].
o 0

) .
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Casteéna kredibilita

@ Na rozdil od N; neni P nestrannym odhadem ¢.

@ Kredibilita vS§ak umoznuje pracovat s vychylenymi odhady,
nebot co obétuje z hlediska vychyleni, to naopak ziska ve
smyslu redukce stfedni kvadratické chyby.

@ Tedy u vychylenych odhadu je mira jejich kvality dana
nikoliv rozptylem, ale stfedni kvadratickou chybou.

@ Tu vSak u uvedeného postupu pro odhad Z nezname.

@ Ato je problém pristupu souvisejiciho s teorii omezenych
fluktuaci.
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Problémy teorie s omezenymi fluktuacemi

@ Mezi dulezité problémy patfi fakt, ze neexistuje teoreticky
model rozdéleni N a tedy neni divod davat prednost
pojistnému ve tvaru P, = ZN; + (1 — Z)u pred tabulkovym
pojistnym .

@ Volba Z v rovnici pro P, také neni uréena presné a tudiz
neni pfesné urceno ani Pe.

@ Také nemame k dispozici zadné voditko, jak zvolit r a p.

@ Teorie omezenych fluktuaci nezkouma rozdil mezi ¢ a p.
Je potfeba si uvédomit, ze také 1 je pouze odhadem a
tudiz nemusi byt presné.

@ Meli bychom se tedy zabyvat také srovnanim spolehlivosti
N; vzhledem k . a ne pouze otazkou, jak moc je pfesné N;.
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Casteéna kredibilita

UvaZujme tabulkové pojistné . ve vysi 225. UrCete kredibilitni
odhad pojistného, uvazujeme-li, ze
Ti=10,£ =184.6, \y = 1082.41, 0 = 267.89.
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Rizikovy parametr ¢

@ V kazdé tarifni skupiné zustava jista mira heterogenity.
Proto existuje moznost, Ze se pojisténec bude odliSovat od
toho, co ocekavame.

@ Predpokladejme, Ze Uroven rizika kazdého klienta mizeme
charakterizovat rizikovym faktorem 6, pficemz 6 se u
jednotlivych pojisténych lisi.

@ © mlizZeme chapat jako vyjadreni nepozorovatelnych
rizikovych faktor(, které pak zpusobuji odliSnou rizikovost
klienta uvnitr tarifni skupiny. Musime si ale uvédomit, ze ©
je nepozorovatelné a tudiz nezname jeho presnou
hodnotu.

@ V kazdé skupiné jsme vSak schopni urCit rozdéleni «(6)
které udava pravdépodobnost jednotlivych hodnot
rizikového faktoru © uvnitf tarifni skupiny.
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Rizikovy parametr ¢

o Distribucni funkce
Fo(0) = P(© < 0)

nahodné veliciny © reprezentuje pravdépodobnost, Zze
nahodné vybrany pojisténec z dané tfidy bude mit hodnotu
rizikového parametru mensi nebo rovnu 6.

@ Zkusenost jednotlivych pojisténcu je ovlivnéna pravé
hodnotou 6.

@ Skody X pak vychazi z podminéného rozdéleni X pfi
daném 6.

@ Tuto podminénou hustotu, resp. pravdépodobnostni
funkci budeme znacit

fxje(x10).
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Rizikovy parametr ¢

Ptiklad

Predpokladejme automobilové pojisténi, kde mame 2 skupiny
fidich. Dobfi FidiCi tvofi 75% pojisténych a maji 0,1 nebo 2
nehody s pravdépodobnosti 0.7, 0.2, resp. 0.1. Spatni Fidigi
tvori 25% pojisténych a maji 0,1 nebo 2 nehody

s pravdépodobnosti 0.5, 0.3, resp. 0.2. Popiste tento proces a
modelujte jeho zavislost na neznamém parametru 6.
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Rizikovy parametr ¢

Pocet pojistnych naroku se fidi exponencialnim rozdélenim se
stfedni hodnotou 1/©. Uvnitf tarifni tfidy pojisténych ma
parametr © gama rozdéleni s parametrem a = 4 a parametrem
Sikmosti 8 = 0.001. Popiste matematicky tento model.
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Bayesovska metodologie

@ Necht pro konkrétniho pojisténého mame pozorovani
X =x,kde X = (X1,X2, ...,Xn) ax= (X1,X2, ...,Xn).

@ Snazime se stanovit takovou sazbu, abychom pokryli
pojistny narok nadchazejiciho obdobi, X 1.

@ Budeme predpokladat, ze rizikovy parametr pojisténého je
6, ale jeho hodnotu nezname.

@ A déle predpokladame nezavislost Xi, ..., X, za
podminky 6.

@ Necht' X; ma podmineéneé rozdeleni

fje(xj0)

proj=1,2,...n.n+1.
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Bayesovska metodologie

@ Pokud bychom znali hodnotu 6, pro pfedpoved Skody X, 1
by bylo mozné pouzit fx ., e (Xn+110)-

@ Misto toho ovéem zname x, které mizeme vyuzit
k vypoctu prediktivni distribuce, kterou udava
podminéné rozdéleni X, 1 pfi daném X = x.

@ Z Bayesovy vety a predpokladu nezavislosti zkuSenosti
z jednotlivych obdobi za podminky © = 6 dostdvdme

o(X,0) = f(Xq,..., Xn|0)m {foe x,@] 9).
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Bayesovska metodologie

@ Sdruzené rozdéleni X potom ziskame integraci pres
vSechny hodnoty parametru 6, tedy

fx(x) =/

@ Pokud budeme chtit ziskat sdruzené rozdéleni nahodného
vektoru X’ = (Xj, X, ..., Xn, Xp1), nahradime ve vzorci
v soucinu na pravé strané nza n+ 1.

@ Ztéchto vztahl a s pouzitim Bayesovy véty ziskame
prediktivni hustotu

J

fo,e(XjW)] (6) dé.
1

n+1

fXyo s X (Xn g1 X) = ﬁ/ {H fx,e(Xj|9)] m(0)do.
=1
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Bayesovska metodologie

@ Pro posteriorni funkci nahodné veli¢iny © plati

Koe(x,0) 1 n .
Z(x) - fx(x) LH fX/@(XJG)] m(6).

mex(0]X) =

@ Dosazenim tohoto vztahu do prediktivni hustoty
an+1 \X(Xn+1 ‘X) ziskame

fxy o X (Xn 1 X) = / fx110 (Xn+110)mox (0]X) dO. J
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Bayesovska metodologie

Priklad

Predpokladejme automobilové pojisténi, kde mame 2 skupiny
fidich. Dobfi FidiCi tvofi 75% pojisténych a maji 0,1 nebo 2
nehody s pravdépodobnosti 0.7, 0.2, resp. 0.1. Spatni Fidigi
tvori 25% pojisténych a maji 0,1 nebo 2 nehody

s pravdépodobnosti 0.5, 0.3, resp. 0.2. Pro konkrétniho
pojisténého zname hodnoty x; = 0 a x» = 1. UrCete prediktivni
rozdéleni (X3|X; =0,Xo =1) apro (©|X; =0,Xo =1).
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Bayesovska metodologie

Piiklad

Pocet pojistnych naroku se fidi exponencialnim rozdélenim se
stfedni hodnotou 1/©. Uvnit tarifni tfidy pojisténych ma
parametr © gama rozdéleni s parametrem « = 4 a parametrem
Sikmosti 8 = 0.001. Pfedpokladejme osobu se Skodami 100,
950, 450. UrCete prediktivni rozdéleni ¢tvrté Skody.
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Stredni hodnota Skod

@ Kromé prediktivni distribuce muze pojistovna pozadovat
také urceni stredni hodnoty §kod nebo ztrat v pfistim
zkuSenostnim obdobi.

@ Pokud o klientovi nemame zadné informace, pro stfedni
hodnotu bude platit

finst = E(Xny1) = E[E(Xn41]©)] = E[uns1(O)],
kde pn1(©) pro © = 6 je dano vztahem
p1(6) = Eal@ = 0) = [ Xosa i oGtos116) e

kde meze integralu odpovidaji faktu, ze Skody mohou
nabyvat jen nezapornych hodnot.
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Stredni hodnota Skod

Vyjadfuje-li nahodna veliina X; celkovou ztratu v i-tém
zku$enostnim obdobi pro i = 1,2, ..., n, pak vztah

pn+1 = E(Xny1) = E[E(Xp41|©)] = E[pni1(O)],

udavé kolektivni pojistné a vztah

o0
po1(0) = EXisl© = 0) = [ xosaf oo 0) e

individualni pojistné.
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Individualni pojistné

Definice

Individualni pojistné 1., 1(0) je pojistné, které by bylo
uctovano pojisténému s rizikovym parametrem 6 v pripade, Ze
by hodnota tohoto parametru byla znama. Jedna se o
ocekavanou hodnotu agregovanych ztrat pojisténého v
nasledujicim zkusenostnim obdobi pfi jeho dané urovni rizika.

y

@ V tomto pfipadeé je rizikovy parametr spojeny pfimo s
konkrétnim pojisténym. Toto pojistné je tak nejrealnéjSim
odrazem budoucich udalosti jednotlivych pojisténych.

@ Stfedni hodnota 1, 1(0) byva oznacovana jako
hypoteticka.
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Individualni pojistné

@ Problém s individualnim pojistnym spociva v hodnoté
rizikového parametru 6 ktery nejsme schopni v praxi
vypozorovat.

@ Individudlni pojistné tedy nedokazeme presné stanovit a
jedinou moznosti je odhadnout jej z dat.
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Kolektivni pojistné

Kolektivni pojistné 1., 1 je pojistné, které bude uctovano
pojisténému v pripadé, Ze nevime nic o jeho urovni rizika.
Jedna se o ocekavanou hodnotu nahodné veliciny vyjadfujici
vysi individualniho pojistného.

@ Vyuziva se v situacich, kdy o pojisténém nemame zadné
informace, tedy naptiklad u nového pojisténého pfi
stanoveni pojistného na prvni zkuSenostni obdobi.
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Bayesovské pojistné

Definice

Necht X1, Xo, ..., Xy 0znacuji zkusenost pojisténého za n
zkusenostnich obdobi. Bayesovskeé pojistné B( X, Xz, ..., Xp)
je potom dano jako

B(X1 ) X25 ] Xn) = arg ming(.) E |:(:U’I7+1 (@) - g(X1 ) X27 tety Xn))z] )

kde g(.) je néjakou funkci dat X1, Xo, ..., Xn.

4

@ D& se ukdazat, ze funkce minimalizujici stfedni kvadratickou
chybu v predchozi definici je tvaru

B(X1 s Xg, ceny Xn) = E[Mn—H (@)‘X1 s Xg, ceey Xn]
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Bayesovské pojistné

@ Predpokladame-li nezavislost X; proi = 1,2, ..., n pfi
podminénosti nahodnou veli¢inou ©, dostavame

Hna (e) = E(XI’H—'I ‘@) = E(Xn+1 ’@, X1 ’ X27 ey Xn)
@ Odtud pro Bayesovské pojistné

B(X15X25"'axn) = E[E(Xn+1|evx1vx27"'7Xﬂ)|X17X27"'7Xn]
= E(Xn41|X1, X2, ..., Xn),

tedy podminéna stfedni hodnota
E[unt1(©)|X] = E(Xn11]X) bude minimalizovat také
stfedni kvadratickou chybu

E (Xn+1 - g(X17X27 -'-aXn))Z] .
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Bayesovské pojistné

Priklad

Piedpokladejme automobilové pojisténi, kde mame 2 skupiny
fidich. Dobfi FidiCi tvofi 75% pojisténych a maji 0,1 nebo 2
nehody s pravdépodobnosti 0.7, 0.2, resp. 0.1. Spatni Fidigi
tvori 25% poijisténych a maji 0,1 nebo 2 nehody

s pravdépodobnosti 0.5, 0.3, resp. 0.2. Pro konkrétniho
pojisténého zname hodnoty x; = 0 a xo, = 1. UrCete
Bayesovské pojistné.
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Bayesovské pojistné

Priklad

Pocet pojistnych naroku se fidi exponencialnim rozdélenim se
stfedni hodnotou 1/©. Uvnitf tarifni tfidy pojisténych ma
parametr © gama rozdéleni s parametrem a = 4 a parametrem
Sikmosti 5 = 0.001. Predpokladejme osobu se Skodami 100,
950, 450. UrCete Bayesovské pojistné, vime-li, ze

96 e—2500025007

(6100, 950, 450) = 7
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Kredibilitni pojistné

@ Jedna se o alternativu k Bayesovskému a individualnimu
pojistnému.

@ Dochézi k aproximaci u,11(0) pomoci lineérni funkce dat
z minulosti pojisténého, tedy

n
ao+ Y aiX;,
i=

kde oy, a1, ..., ap musime uréit.

@ Vychazime z definice bayesovského pojistného, tedy
nezname parametry «; pro i = 0,1, ..., n zvolime tak,
abychom minimalizovali stfedni kvadratickou chybu.
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Kredibilitni pojistné

Definice

Necht X1, Xo, ..., Xn 0znacuji zkusenost pojisténce z n
zkusenostnich obdobi. Kredibilitni pojistné C(Xi, X, ..., Xn) je
potom linearni funkci Xy, X, ..., X, tedy

n
C(X1 9 X27 seey Xn) - 070 + Z d/)(h
i=1
kde ¢ proi = 1,2, ..., n minimalizuji stfedni kvadratickou chybu

n 2
Q= E{ [un+1(@)—ao—2a;)(i] }

i=1
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Kredibilitni pojistné

@ Nasi snahou je minimalizovat Q z rovnice

5 2
Q= E{ [Mn—H(e)_aO_ZaiXi] }

i=1

@ Pouzijeme parcialni derivace, které polozime rovny nule

le
Frolia
E{Z [Hn+1(9)—ao—zai)(i] (—1)} =0
i=1

Elun1(0)] = do+ ) dB(X),
i=1

kde ag, ¢y, ..., &p jsou hodnoty ag, aq, ..., an minimalizujici
Q.



Kapitoly z pojistné matematiky
Optimalni teorie kredibility

Kredibilitni pojistné

Vzhledem K platnosti

E(Xn+1) = E[E(Xn11]©)] = E[pn+1(0)],

muzZeme psat

n
E(Xpi1) = do+ Y GE(X).
i=1
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Kredibilitni pojistné

Analogicky mizeme postupovat pfi parcialnich derivacich podle
ostatnich o, kde j = 1,2, ...n, tedy

oQ
daj
E {2 [Hn+1(@) —ag — Zai)(i] (—Xj)} =0

i=1

Elpn1(©)X] = doB(X) + > &E(XX)),
e
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Kredibilitni pojistné

Zaroven vsak vyuzitim viastnosti sttedni hodnoty a nezavislosti
Xj a X1 pfi podminénosti © mizeme psat

Eluni1(©)X] = E{E[Xjun11(O)|O]}
E{1n11(©)E[X]|O]}
E[E(Xn41|©) E(Xj|©)]
E[E(Xn.1X]|©)]

= E()(ijH-1)7

Z toho ziskame

n
E(XXn41) = do E(X) + Y & E(XX)).

i=1
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Kredibilitni pojistné

Vynasobenim
n
E(Xp1) = do+ Y GE(X).
i=1
stfedni hodnotou E(X;) a odectenim od

n
E(XiXn11) = doE(X) + > d/E(XiX).

i=1

ziskame

n
Cov(Xj, Xnp1) = D _ GiCov(X;, X)), j=1,...,n.

i=1
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Kredibilitni pojistné

Pokud ddme dohromady rovnici

E(Xni1) = do + Y &E(X)

=1
a nrovnic
n
Cov(Xj, Xnp1) = D _ GiCov(X, X)), j=1,...n,
=1

ziskame soustavu n + 1 tzv. normalnich rovnic. Jejim feSenim
obdrzime dg, &1, ..., iy @ dostaneme tak kredibilitni pojistné

n
C(X1, Xz, ..o Xn) = dig + Y _ 60X,

i=1
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Kredibilitni pojistné

@ Parcialnim derivovanim podle «q, a1, ..., an vztaht

n S2
Qi =E [E(Xn+1|x) —ag— Y aiX;
=1

n 2
Q=E <Xn+1 —ap — Z aixi)
i=1

ziskame tutéz soustavu n + 1 normalnich rovnic.

@ Ztoho vyplyva, Ze stejné hodnoty ag, a1, ..., &n, které
minimalizuji Q minimalizuji i Q1 a Q.

@ Tedy kredibilitni pojistné je nejlepSim linedrnim odhadem
nejen pro un.1(©), ale i pro bayesovské pojistné
E(X,+1|X) a nahodnou velicinu X, 1.
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Kredibilitni pojistné

Necht pro véechna X;, kde i =1,2,...,n+ 1, plati, Ze

E(X)) = p, Var(Xj) = o apro i # j plati Cov(Xj, Xj) = po?, tedy
—1 < p < 1 odpovida korelaénimu koeficientu. UrCete
kredibilitni pojistné do + 71 &X.
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Blihimannuv model

@ BiihImannuv model je nejjednodus$im kredibilitinim
modelem.

@ Predpoklada, ze u v§ech pojisténcl je stredni hodnota a
rozptyl minulych 8kod Xi, X, ..., X, stejny pfi podminénosti
nahodnou veli¢inou ©.

@ Zaroven se jesté pozaduje, aby veliCiny X, Xz, ..., X, mély
identické rozdéleni a byly nezavislé za podminénosti ©.

@ Tedy mlizZeme definovat hypotetickou stfedni hodnotu
u(0) = E(X|© = 0)
a procesni rozptyl

v(0) = Var(Xj|© = 0).
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Blihimannuv model

Dale definujme ocekavanou hodnotu hypotetickych stfednich
hodnot jako

n= E[u(O)],
oCekavanou hodnotu procesniho rozptylu jako

v = E[v(0)]
a rozptyl hypotetickych stfednich hodnot
a= Var[u(9)].

Pfitom . volime jako pojistné tehdy, kdyz nemame zadné
informace o klientovi a tedy zadné informace o p(6).
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Blihimannuv model

Pro nahodnou veli¢inu X; vyjadfujici Skody klientl plati

E(Xi) = E[E(Xj|©)] = E[u(©)] =

a dale
Var(X;) = E[Var(Xj|©)] + Var[E(X]|O)]
= E[(©)] + Var[u(©)]
= v+a
aproi#j

Cov(X;, Xj) = a
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Blihimannuv model

Dosadime-li tyto vysledky do rovnic

n
E(Xp11) = do + Y _ GE(X)
i=1

n
Cov(Xj, Xnp1) = D _ GiCov(X;, X)), j=1,..,n,
i=1
ziskame hodnoty parametrd dy, a1, ...dn, které minimalizuji Q
V rovnici

i=1

" 2
Q= E{ [Mn+1(@)—ao—zo7ixi] }
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Blihimannuv model

Bude platit
. v
0= na!
aproi=1,2,...n
. a
aj = .
v+ na
Kredibilitni pojistné pak bude tvaru
n v n
-~ X = :
aOJF;a’ ’ u+na“+gu+na /
v na

v+ na v+ na
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Blihimannuv model

Pokud polozime

n

K= ey

12
—a Z
a

a dosadime do predchozi rovnice, dostaneme kredibilitni
pojistné tvaru

CB(X17X27 ) Xn) = Z)_( + (1 - Z)lu’

coz odpovida tvaru pojistného z parcialni kredibility.
Kredibilitni faktor Z = -+ s volbou k = % se oznacuje jako
Biihimannuv kredibilitni faktor.
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Blihimannuv model

Priklad

Predpokladejme automobilové pojisténi, kde mame 2 skupiny
fidich. Dobfi FidiCi tvofi 75% pojisténych a maji 0,1 nebo 2
nehody s pravdépodobnosti 0.7, 0.2, resp. 0.1. Spatni Fidigi
tvori 25% pojisténych a maji 0,1 nebo 2 nehody

s pravdépodobnosti 0.5, 0.3, resp. 0.2. Pro konkrétniho
pojisténého zname hodnoty x; = 0 a xo = 1. UrCete
Blhimanniv odhad E(X3|0, 1).
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Blihimannuv model

Priklad

Pocet Skod nahodné vybraného pojisténého ma Poissonovo
rozdéleni s parametrem 6, pro jehoz priorni rozdéleni plati , Zze
7(0) = 30~*, kde 0 > 1. Pfedpokladejme, Ze hodnota
rizikového parametru se u jednotlivych klientd v ¢ase neméni.
V predeslych dvou letech se dany klient dopustil 20 Skod.
Odvodte Bihlmann(v odhad pro o¢ekavanou ¢etnost Skod
daného pojisténého v nasledujicim obdobi.
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Blihimannuv model

Priklad

Vys$e Skod klientl s rizikovym parametrem 64 je 100,1000 a
20000 s pravdépodobnostmi §, 2 a 1. U klientd s rizikovym
parametrem 6, se pro stejné vySe Skod jedna postupné o
pravdépodobnosti {5, + a 1. Vyskyt klientd s rizikovym
parametrem 64 je dvakrat vétsi nez vyskyt klientd s parametrem
6>. U ndhodného pojisténého s neznamym rizikovym
parametrem nastala v minulém zku$enostnim obdobi Skoda ve
vySi 100. Odvod'te Bihimannlv odhad pro oéekavanou vysi
Skody daného pojisténého v nasledujicim obdobi.
Predpokladame, ze hodnota rizikového parametru se u
pojisténého s ¢asem nemeni.
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