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© Slaba a silna derivacia zobrazenia



Konvexnost Hladkost

Derivacia

Pojem derivacie zobrazenia

Definicia 1 (Derivacia v smere vektora)

Nech X a Y st Banachove priestory, G C Y otvorena mnozinaa f : G —» Y
dané zobrazenie. Hovorime, ze f ma v bode x € X derivaciu v smere vektora
h € X \ {0}, ak existuje v priestore Y limita

lim f@+AR) — f@)
A—0 A

(1)

Limitu v (1) potom oznacujeme symbolom Dy, f(z).

Definicia 2 (Slaba (Gauteauxova) derivacia)

Nech X a Y sa Banachove priestory a f : G — Y zobrazenie definované na
danej otvorenej mnozine G C X. Ak pre dané x € G ma zobrazenie f de-
rivaciu Dy f(x) v kazdom smere h € X \ {0} a priradenie h — Dy f(x) je
spojity linearny operator z X do Y, potom hovorime, ze zobrazenie f ma v bode
z slabt (Gauteauxovu) derivaciu, resp. f je v bode z slabo (giuteauxovsky)
diferencovatelné. Spojity linearny operator df(z) definovany predpisom

[df(z)]h = Dpf(z), he€X, (2

sa nazyva slaba (Gauteauxova) derivacia zobrazenia f v bode z.
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Definicia 3 (Silna (Fréchetova) derivacia)

Nech X a Y st Banachove priestory a f : G — Y zobrazenie definované na
danej otvorenej mnozine G C X. Ak pre dané z € G existuje spojity linearny
operator L : X — Y s vlastnostou

i J@ ) = (@) — Lh
h—0 11l x

=0, (3)

potom hovorime, ze zobrazenie f ma v bode xz silnt (Fréchetovu) derivaciu,
resp. f je v bode z silne (fréchetovsky) diferencovatelné. Operator L sa nazyva
silnd (Fréchetova) derivacia, resp. totalny diferencial, zobrazenia f v bode z a
oznacuje sa symbolom f'(z).

>
Poznamka 1 (Silna (Fréchetova) derivacia)

Spojity linearny operator L v Definicii 3 je urceny jednoznacne. Skutocne, ak
Li,Ly : X — Y st spojité linearne operatory splhajice podmienku (3), potom
Liu— Lou

Lih — Laoh
im AT 2R 0, pricom pre h:= au, a € RY, mame lim — = =
h=0  |[hllx a=0 lullx

pre kazdy dany nenulovy vektor u € X. Z poslednej rovnosti a z linearity L, a
Lo nutne vyplyva, ze Liu = Lou pre kazdé v € X. Preto operatory L1 = Lo.

>
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Lema 1

Nech X a'Y si Banachove priestory f : G — Y zobrazenie definované na danej
otvorenej mnozine G C X. Ak pre dané x € G m3 zobrazenie f silnd derivaciu
f'(z), potom existuje i slabd derivacia df(x) a plati df(z) = f'(z).

>
| \

Dékaz Lemy 1

Pedpokladajme, ze zobrazenie f ma v bode z € G si_InL’J derivaciu f'(x). Nech
h e X\ {0} aXeC\{0} sa dané, pricom A = |A|e'?, ¢ € [0,27). Uvazujme
vyraz v (1) a postupne ho vhodne upravujme s ohladom na (3), t..,
Ah) — Ah) — ;
A ARl x

_ ({4 M)~ f@) ~ @I [F@I0RY
‘( INhlx *  Mllx ) “lnllx

ARl x
Kedze podla (3) s L := f'(x) prvy &len v poslednom vyraze pre A\ — 0 konverguje
do nuly, mame lim_,o % [f/(z)]h. V stlade s Definiciou 2 ma teda
zobrazenie f v bode z slabi derivaciu df(z) a plati df(z) = f'(x). [ |
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Poznamka 2

Poznamenajme, ze opacné tvrdenie vo vieobecnosti neplati, t.j., gduteauxovska
diferencovatel nost zobrazenia f nemusi nutne implikovat jeho fréchetovska difer-
encovatelnost. Jednoduché protipriklady mézeme najst uz v zakladnom kurze
matematickej analyzy realnych funkcii viac (realnych) premennych, t.j., v pripade
kone€norozmernych priestorov X a Y. Napriklad nie je tazké ukazat, ze realna
funkcia f : R? — R definovana predpisom

f(z,y) :—{ zziﬁ’y? [z, y] # [0,0],
0, [z,y] = [0,0],

ma v bode [0,0] slaba derivaciu df(0,0), t.j., derivaciu Dpf(0,0) v smere
kazdého nenulového vektora h € R?, ale nie je diferencovatelna v tomto bode,
t.j., neexistuje silna derivacia f'(0,0).

Poznamka 3

| A

V pripade priestoru Y = C je skimané zobrazenie f : X — Y funkcional. Ak v
bode x € X ma f slaba derivaciu df(x), potom zrejme v sulade s Definiciou 2
je zobrazenie d f(z) spojity linearny funkcional na X, t.j., df(z) € X'.

o
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Priklad 1

|

Uvazujme X = C[0,1], Y = R a zobrazenie f : X — Y definované predpisom

1
(@) ::/O (1) dt, z€X. 4)

Ukazeme, ze f ma slabt derivaciu na celom priestore X. Zvolme dané z € X a
identicky nenulovt funkciu h € X. Pre smerovi derivaciu th(x) plati

Dy () B2 Fm Jo [2(t) + M) ( : t)dt — [y x2(t)dt
1 1
= Jim | [22:(t) h(t) + AR2(t)] dt = 2 /O a(t) h(t) dt. (5)

Derivacia Dy, f(z) existuje v kazdom smere h, pricom priradenie h — Dy, f(x) je
zrejme linedrny funkcional na X. Naviac, pre kazdé h € X mame

1Dnf(@) D2 ]/ hio) ¢ < 2/01 l2(®) [R(0)] dt < 2] x /01 j2(0)| dt,

¢o znamena, Ze sa jedna o linearny ohraniceny, a teda linearny spojity funkcional.
Podla Definicie 2 ma teda zobrazenie f v bode z slaba derivaciu df(z) tvaru
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Priklad 1

[df(z)]h @ 2/01 2O h®)dt, heX. (6)

Dokazeme, ze funkcional df(z) v (6) je dokonca silna derivacia zobrazenia f v
bode . Pomocou (4) a (6) mame

i T@+R) = f@) ~[df @R @)(6) | Jo KA(B)dt
im =" lim ————
h=0 1Al x =0 llx

(7)
Limita v (7) existuje a je nulova, nakolko plati

1 1 1
o< o P?@dt _ Jo [h@®)1*dt [y I]5 dt
— rllx Irllx = llkllx

Preto podla Definicie 3 funkcional df(z) = f'(z) pre kazdé z € X.

= ||h||x — 0 pre h — 0.

Poznamka 4

| A

Nech X a Y st Banachove priestory a G C X je otvorend mnozina. Da ukazat,
Ze zobrazenie f : G — Y ma silnd derivaciu v bode = € G prave vtedy, ked

o f(x+ Ah) — f(x)

= [df(z)]h existuje rovhomerne vzhladom na h € Sx|0, 1].
A—0 A
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Priklad 2

Nech X je realny Hilbertov piestor. Ukazeme, ze v kazdom nenulovom vektore
z € X ma norma || - ||x : X — R priestoru X (generovana odpovedajicim
skalarnym stcinom) silnd derivaciu tvaru

1
el h = <h, 7x> he X. (8)
llzll x
Zvolme pevné z € X \ {0}. Potom pre kazdy nenulovy vektor h € X a kazdé

nenulové Cislo A € R plati
llz + Ahllx —llzllx _ (lz+Abllx = llzllx) - (Il + Ml x + [lz]lx)
A A(lle + Ahllx + llzllx)

_ e iR el DRIRE M)
Iz + hlx + llallx) ~ (e + Mllx + [lzllx)

z €oho ihned' vyplyva relacia

M| x — A2R||% + 2X(h, 1
lim lz + Ahllx —[lzllx (@ lim IAEIRIS + 2X(R, =) < = x> (10)
Tl x

A—0 A A—=0 )\ (||z + )\h||X + ||CC||X)

pre kazdé nenulové h € X. Zo znalosti dualneho priestoru X’ mézeme nasledne
usadit, ze podla Definicie 2 ma norma || - || x v bode z slabd derivaciu tvaru

o
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Priklad 2
dlellxlh = (h, =2}, heX, (a1)
ER

Naviac, limita v (10) existuje rovnomerne vzhladom na vektory h € Sx[0,1].
Zaved'me pre kazdé dané h € Sx|[0,1] a dané XA € R \ {0} oznacenie

M+mm—wm_@,1rﬂ. (12)
;) Tl x

V(h) :=

Potom postupne pre h € Sx[0,1] a A € R\ {0} dostavame

A2||R|IZ + 2X(h,
(12,9 |_AP[IAl% + 2X(h, 2) _<h 1 z>'

V(h ,
*) A (e + Mlx + [allx) Tolx

BYE 2 1
= + <h7 CC> -
A(llz + Akl x + =]l x) lz + Anllx +llzllx  llllx

‘ A2
Allz + Ahllx + [lzllx)

llzllx — llz + ARl x ’

+ (h, x
@ el - (e + Anlx + 12l

1Al
Tz 4+ Anlix + [lzllx

llzllx — [lz + Ah| x|
lzllx - (lz + Akl x + [zl x)

+ (R, =) (13)
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Priklad 2

Vhodnou aplikaciou trojuholnikovej nerovnosti ziskame
llz + Ahllx + [zl x = 2llzllx — AL, llzllx = llz+ Aellx | < [A| (14)
pre kazdé h € Sx[0,1] a A € R. Uvazujac |A| < 2||z||x mame

3 Al llzllx — [l + Ah| x|

Vh) < ——————— + [(h, z)|
llz + Ahllx + [zl x llzllx - (lz + Ml x + llz]lx)
(14) by by
< P, ) 2
llzllx — Al llzllx - 2llzllx — [A])
[A] Al 2|7l
< + [zl x = (15)
2|zl x — Al lzllx - llzllx = AD)  2llzllx — Al

pre kazdé h € Sx[0, 1]. Poznamenajme, ze pri prechode na posledny riadok sme
vyuzili Cauchyho—Schwarzovu—Buhakovského nerovnost

IRy @] < MRl x - o]l x = [lz]lx-
Kombinaciou (12) a (15) napokon dostavame pre kazdé h € Sx[0, 1] relaciu

hl|lx — 1
le M el (, L)
X Jellx

(12,15 g)y|
T 2flzllx = (A

— 0 pre A = 0.
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Priklad 2

To dokazuje, ze limita v (10) existuje rovnhomerne vzhladom na h € Sx|0, 1].
Podla Poznamky 4 nasledne plati, ze norma || - |[x ma skutoéne v kazdom
nenulovom vektore z € X silna derivaciu, pricom plati rovnost (8). V bode
z =0 nema norma || - ||x ani slabd derivaciu, nakolko pre vektor h # 0 limita

1Al
A

04+ Ah||x — |0
i 1030 0L _

h istuje.
lim X 1 [|h]|x neexistuje

L ET

Il
1
\

Je dblezité poznamenat, ze v Banachovych priestoroch nemusi byt norma
fréchetovsky diferencovatelna. Napriklad v priestore X = I' nema odpovedajiica
norma || - ||1 silnd derivaciu v ziadnom bode z € X. Na druhej strane, slaba
derivacia normy existuje prave v bodoch {z,}72; € X s vlastnostou z, # 0 pre
kazdé n € N. V tomto pripade sa da ukazat, ze plati

[dllz|l1]{hn}sr: = Z sg (zn) hn pre kazdé {h,}52, € X. (16)
n=1
Zobrazenie v (16) je zrejme definované korektne na celom priestore X. Naviac
sa jedna o spojity linearny funkcional na X, kedZe dualny priestor X’ ~ [*°.

i
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Konvexné funkcie

V tejto sekcii sa budeme zaoberat vyhradne realnymi funkciami (zobrazeniami),
t.j., funkcionalmi f : X — R, kde X je redlny Banachov priestor.

Definicia 4 (Konvexna funkcia)

Nech X je Banachov priestor a G C X je danad konvexna mnozina. Zobrazenie
f : G — R sa oznacuje ako konvexné na G, ak pre kazdé dva body z,y € X a
kazdé X € [0, 1] plati nerovnost

FOz+ (1= Ny) <Af(z) + (1 =) f(y). (17)

Priklad 4

Zakladnymi prikladmi konvexnych funkcii na Banachovom priestore X je kazda
norma na X a kazdy sublinearny funkcional na X, t.j., funkcional f: X — R

spinajaci f(ax +By) < af(z)+Bf(y) pre kazdé x,y € X a pre kazdé o, 8 € R. (18)

Dalsim délezitym prikladom konvexnej funkcie je konvexny funkcional na X.
Pripomenme, Ze sa jedna o zobrazenie p : X — R s vlastnostami

p()\z) = )\p(az), z€X, A€ [07 00)7 p(r—i—y) < p(a:)—l—p(y), z,y € X. (19)

i
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Veta 1

Nech X je Banachov priestor a G C X je otvorena konvexnd mnozina. Nech
f : G — R je konvexna funkcia, ktord je ohranicend na okoli daného bodu
xo € G. Potom existujii kladné konstanty L a § také, ze

|f(z) = f(y)| < Ll|lz—yl||x pre kazdd dvojicu vektorov x,y € Bx(xo,d) C G. (20)
>

Poznamka 5

Tvrdenie Vety 1 mozno formulovat i v tvare, ze kazda funkcia, ktora je konvexna a
lokalne ohranicena na konvexnej mnozine G C X, je na G lokalne lipschitzovska.
>

Dokaz Vety 1.

Z predpokladov tvrdenia vyplyva existencia kladnych éisiel M a 4 s vlastnostou
|f(z)] <M, z¢€ Bx(z0,20) CG. (21)

Zvolme pevne rézne vektory x,y € Bx (z0,0) C Bx(zo,25) a definujme

)
a:=|z—ylx >0, z::y—i—a(y—x). (22)

Nie je tazké ukazat, Ze vektor z v (22) splia vlastnosti

\
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Dokaz Vety 1 (pokracovanie).

(1) llz — mo|lx < 20, t.j., 2 € Bx(wo,20), a tak podla (21) plati |f(z)| < M,
(ii) vektor y je konvexnou linedrnou kombinaciou z a z, konkrétne plati
(22) ¢ a

—_— — 2. 23
a+6x+o¢+6z (23)

Preto v salade s konvexnostou funkcie f mame nerovnost

(23) ) «a an ¢ a )
= _ _ < led
) f(a+6x+a+6z) < a+6f(x)+a+6f(z)’ a nasledne

f@) = f(z) € —— f(@) - f(z) +

= penIOE P JUORS (IR ED)

Kombinaciou nerovnosti v (24) a (21) dostaneme

@ _a @D e <M 25
fly) = f(x) < Q—M[f(z)—f(f)] < a——|—6[ 4 ]_TOL (25)

Nie je tazké si premysliet, ze nerovnost (25) plati i pre zamenu z <> y, a tak

2M 2M 2M
@) - W) < S5 ay teda |f(a) - Sw)| < S5 a= 20 e - yllx
Posledna nerovnost tak potvrdzuje platnost (20) pre volbu L := 22 >0. ®

o
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Désledok 1

Nech X je Banachov priestor a G C X je otvorend konvexna mnozina. Nech
f: G — R je konvexna funkcia. Potom f je spojitd na mnozine G prave vtedy,
ked' je lokalne ohranicend na mnozine G.

| A\

Dékaz Dasledku 1.

Je zrejmé, Ze spojitost kazdej funkcie f na kazdej mnozine G C X implikuje
lokalnu ohranicenost f na G. Ak naviac G je konvexna mnozina a f je konvexna
funkcia, potom podla Vety 1 z lokalnej ohranicenosti funkcie f na G vyplyva
lokalna lipschitzovskost f na G, a teda vzhladom na nerovnost (20) nutne i
spojitost f v kazdom bode mnoziny GG. Dékaz je hotovy. |

Poznamka 6

| A\

Poznamenajme, Ze pri skimani spojitosti konvexnych funkcii na realnych Bana-
chovych priestoroch hra déleziti alohu ich dimenzia. Je mozné dokazat, ze v
pripade kone¢norozmerného priestoru X je kazda konvexna funkcia f : X — R
spojita na kazdej otvorenej konvexnej mnozine G C X. Na druhej strane vieme,
ze v pripade dim X = oo vzdy existujia na X nespojité linearne funkcionaly, a
teda v stlade s Prikladom 4 i nespojité konvexné funkcie f : X — R.

A\
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Definicia 5 (Polospojitost funkcie)

Nech X je metricky priestor a f : X — R je dana funkcia. Hovorime, ze f je
polospojitad zhora na X, ak pre kazdé o € R je mnozina

{z € X, f(z) < a} otvorena v X. (26)
Podobne, funkcia f je polospojita zdola na X, ak pre kazda o € R je mnozina

{z € X, f(z) > a} otvorena v X. (27)

o

Poznamka 7

Poznamenajme, ze vlastnost (26), resp. (27) je ekvivalentna s tym, ze mnozina
{r € X, f(x) > B}, resp. {x € X, f(x) < B} je uzavretd v X (28)

pre kazdé 5 € R. Dopliime, Ze polospojitost zhora, resp. zdola funkcie f v danom
bode z¢p € X sa standarne definuje ako relacia

limsup f(z) < f(zo), resp. liminf > f(zo). (29)
T—xQ T—xQ

Plati, ze funkcia f je polospojita zhora (zdola) v kazdom bode z € X v zmysle
(29) prave vtedy, ked splha relaciu (26) (relaciu (27)). Napokon dodajme, ze
funkcia f je spojita na celom X prave vtedy, ked je polospojita zhora i zdola na
celom X, t.j., platia relacie (26) a (27)
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Nech X je Banachov priestor a G C X je otvorend konvexna mnozina. Nech
f: G = R je konvexna funkcia. Potom nasledujiice tvrdenia st ekvivalentné.

(i) Funkcia f je spojita na mnozine G.

(i) Funkcia f je polospojita zhora na mnozine G.
(iii) Funkcia f je ohranicena zhora na okoli O(zo) C G nejakého bodu xo € G.
(iv) Funkcia f je spojita v nejakom bode xo € G.

Dokaz Vety 2.

Platnost implikacie (i)=(ii) vyplyva z Poznamky 7. Ak funkcia f je polospojita
zhora na mnozine G a zo € G je nejaky dany bod, potom mnozina

{z € X, f(z) < f(zo0) + 1} (30)

je v salade s (26) v Definicii 5 otvorena a neprazdna, nakolko zrejme obsahuje
bod zo. Jedni sa teda o okolie O(xo) bodu zg. A kedZze podla (30) plati
f(z) < f(zo) + 1 pre kazdé z € O(zo), funkcia f je ohranicena zhora na
mnozine O(xo). Plati teda implikacia (ii)=>(iii). Pre dékaz implikacie (iii)=>(iv)
staci v stlade s Vetou 1 a Désledkom 1 ukazat, ze funkcia f je ohranic¢ena i zdola

na okoli O(zo). Predpokladajme, ze funkcia f je zhora ohranicena zhora na ne-
i

| A\
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Doékaz Vety 2 (pokracovanie).

jakom okoli bodu zg, t.j., existuja kladné konstanty M a ¢ s vlastnostou
f(z) <M, =z € Bx(z0,6) CG. (31)

Pre kazdy bod © € Bx(wo,d) plati, Ze aj bod 2z — x € Bx(xo,d), kedze
[(2z0 — ) — mo||x = ||zo — z||x < 0. Mnozina Bx (xo,d) je zrejme konvexna.
Potom pre kazdy bod = € Bx (zo,d) postupne mame

31) 1

(17) (
flan) = 1 (3 @0 =)+ 32) 'S § @0 —a) + 31@) < 3 M+ ()]

4
2f(z0) — M < f(z), =« € Bx(zo,9).

Posledna nerovnost ukazuje, ze funkcia f je ohranicena zdola na okoli Bx (zo, ),
t.j., je ohrani¢ena na Bx (zo,0). Podla vyssie uvedenej diskusie teda plati imp-
likacia (iii)=>(iv). Pristapime teraz k dékazu implikacia (iv)=-(i). Nech funkcia
f Jje spojita v bode zo € G. Uvazujme dany bod y € G, y # xo, a nech £ > 0
je také, ze okolie Bx (y,e) C G. Definujme kladné ¢islo w rovnostou

€

- (32)
2y — 2ollx

Nasledne vektor z := y + w(y — xo) patri do okolia Bx (y,¢€), pretoze v sulade
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Doékaz Vety 2 (pokracovanie).

s (32) plati [z —y||x = 5. Naviac, vektor y je konvexnou linearnou kombinaciou
vektorov xo a z, konkrétne mame rovnost

y=Xzo+ (1— Nz, kdeX:i= —— €(0,1), (33)
w+1

ako sa mozno lahko presvedcit. Spojitost f v bode zo implikuje vlastnost (31).
Ukazeme teraz, ze funkcia f je ohrani€ena zhora na mnozine Bx (y, Ad) s €islom
0 z (31). V prvom rade dokazeme, Ze otvorena gula Bx (y,\d) C G. Skutocne,
pre kazdé = € Bx (y, \d) plati

1
o + X (z —y) € Bx(z0,9) C G, pretoze (34)

w0 [ro+ 3 =) =Fle-slx <&

N [:co +5 - y)} + (= Nz (35)

Posledna rovnost ukazuje, ze bod z je konvexnou linearnou kombinaciou dvoch
bodov, ktoré patria do konvexnej mnoziny G, t.j., nutne potom plati z € G. Na
druhej strane, vd'aka konvexnosti funkcie f pre kazdé € Bx (y, A\d) dostavame
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Doékaz Vety 2 (pokracovanie).

fz) @ 5 ()\ [xo + % (x— y)} +0- )\)z)

(34),(31)
< AM+(1=-Nf(2).  (36)

(17) 1

<A (30 + 3 @=9) + 0= 21)
V sulade s odvodenou nerovnostou (36) je teda funkcia f naozaj ohrani¢ena zhora
na okoli Bx (y, Ad) bodu y. Nasledne, podla uz dokazanej implikacie (iii)=>(iv),
je f spojita v bode y. KedZze bod y € G bol zvoleny lubovolne, funkcia f je
spojita na celej mnozine G, t.j., plati tvrdenie (i). Dokaz je kompletny. ]

Poznamka 8

| A\

Konvexné funkcie maja niektoré vlastnosti podobné ako linearne funkcionaly.
Vieme, ze linearny funkcional je spojity na celom priestore X prave vtedy, ked je
spojity aspon v jednom bode zo € X. S touto vlastnostou v pripade konvexnych
funkcii koresponduje ekvivalencia tvrdeni (i) a (iv) vo Vete 2. Dalej vieme, ze
spojité linearne funkcionaly st ohraniené na jednotkovej guli Bx[0,1]. Da sa
dokazat, ze ak X je separabilny Banachov priestor nekone¢nej dimenzie, potom
vzdy existuje spojita konvexna funkcia na X, ktora je neohranicend na Bx|[0, 1].
i
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Veta 3

Nech X je Banachov priestor a G C X je otvorend konvexna mnozina. Nech
f: G = R je konvexna funkcia. Potom pre kazdy vektor x € G existuje limita

(@ f@)h = lim f(@+Ah) — f(2)

, AER, 37
—0t A (37)

pre kazdé h € X. Naviac, zobrazenie d*f(z) je konvexny funkcional na X.

| A\

Dokaz Vety 3.
Zvolme bod z € G a pevny vektor h € X. Ukazeme, ze zlomok
[z +Ah) = f(z)
A

je ako funkcia realnej premennej A na vhodnom pravom okoli bodu 0 neklesajaci
a zdola ohraniéeny. Zrejme existuje § > 0 také, ze vektor z + th € G pre kazdé
t € (0,6). Pre kazdé dve hodnoty t1,t2 € (0,9) s t1 < t2 plati

x+t1h = (tzt;tl> z+ (%) (z + t2h). (39)

2

(38)

Jedna o konvexnii linearnu kombinaciu bodov = a = + t2h, a tak mame
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Doékaz Vety 3 (pokracovanie).

to —t1
to

228ty + 2 fo +tah)
to to

flz+t1h) (3:9)f< r+%($+t2h)) <
(2
Fl@+t1h) — f(z) < i— [f (@ + tah) — f(2)]

!

flethh) = 1) _ [+ tsh) = (@)
t1 a to

o potvrdzuje predpovedant monoténnost uvedeného zlomku na intervale (0, ).
Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze zavedené § ma naviac vlastnost,
Ze aj vektory x — th € G pre kazdé ¢ € (0,9). Potom postupne plati
1 1
= 5[:c—th}+5[:c+th], t € (0,0)

|} konvexnost funkcie f |}

f(=) <

f(@ = th) + 5 f(z + th). (40)

N | =
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Dékaz Vety 3 (pokracovanie).
Z nerovnosti (40) po malych apravach odvodime

_ fl+t=h) ~ f(z) _ flz+th) — f(z)
t - t

, te(0,0). (41)

Vychadzajac z vysledkov vyssie, vyraz na pravej strane nerovnosti (41) je nekle-
sajuci na intervale (0,9), a tak vyraz na lavej strane tejto nerovnosti je nutne
nerastdci na intervale (0, ) (s volbou h := —h). Preto dostavame

f (24 3(=1)) - f(=) _ _fatt=h) - f(x)

5 S
5 t

x o — €T
L ferth) = @) _ £ (o+4h) ~ 1@

= S5
f 3

(42)
pre kazdé t € (0, 3). Nerovnosti v (42) ukazuji, ze zlomok (38) je ohranigeny
zdola na (0, %) a preto s ohladom na vyssie dokazan(i monoténost existuje limita
v (37). Z (42) dalej vyplyva, ze funkcional d*f(z) zavedeny v (37) spiha

@7

_ [d+f(x)](—h) 21 )\lim _ f(x+A(=h)) = f(z) (42%(37)

lim, . i@ (43)
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Dékaz Vety 3 (pokracovanie).

pre kazdé h € X. Zostava dokazat, ze funkcional d*f(x) je konvexny, t.j.,
ukazat, ze splia vlastnosti v (19). Zrejme v stlade s (37) pre kazdy vektor
h € X plati df(z)[0-h] = 0=0-dtf(x)h. Pre w > 0 plati

[d+f(I)](wh) (3:7) Il f(I + >‘Wh) — f(z)
A—0t A
=w lim flz +wh) — f(z) G0 wldtf(z)h, heX. (44)
A—0+ Aw

Napokon dokazeme trojuholnikovii nerovnost. Nech h,k € X st dva dané vek-
tory a (0,6) interval taky, ze = + th,z + tk € G pre kazdé t € (0,0). Kedze

t
2
vektor z + £ (h+ k) € G pre kazdé t € (0,0). Nasledne plati

1 1
x4 - (h+k) == (z+th) + = (z + th),
2 2

Fe4g0m) <3 He+ )+ 3 fatih)

I

fletg(hth) =f@) _ flat+th)=f@2)  fl@+th) - f(@)

7 S
5 t t

(45)
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Déokaz Vety 3 (pokracovanie).

pre kazdé ¢ € (0, 6). Limitovanim nerovnosti (45) pre t — 0T ziskame s ohl'adom
na oznacenie v (37) relaciu

[Ff(@))(h + k) < [dFf(@)]h + [dFf(2)]k, h ke X. (46)

Podla (19) je funkcional d*f(z) skutoéne konvexny a dokaz je zaviseny. ]

Poznamka 9

| A

Motivovani rovnostou (37) mbdzeme pre kazdé dané xz € G uvazovat funkcional

_ _ o J@+ ) — f(z)
[Ad=f(z)]h = )\hm

, AER, (47)
—0— A

pre kazdé h € X. Podla nerovnosti (41)—(43) je zobrazenie d~f(x) definované
korektne na X, pricom plati

A F@)h ) _[aF@)(—h) ) [d (@) pre kazdé h € X. (48)

V pripade redlneho Banachovho priestoru X ma f v bode z € G derivaciu
Dy, f(z) v kazdom smere h € X \ {0} prave vtedy, ked v (48) plati rovnost, t.j.,
—[d*f(z)](=h) = [dtf(z)]h pre kazdé vektor h € X. Naviac, konvexny funkci-
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Poznamka 9

onal d*f(z) je v tejto situacii dokonca linearny. Skutoéne, mame

(44)

pre w < 0 plati [dTf(x)](wh) = —[dTf(x)](—wh) wldTf(x)]h, heE X, (49)

(46)
[dF(@)](h + k) = —[d¥f(2)](=h — k) 426 —[dTf(@)])(=h) = [dTf(2)](=k)
= [dtf(@)]h + [dTf(z)]k, h, ke X. (50)
Kombinaciou (49) a (50) s (44) a (46) napokon ziskame

[+ (@) (h + k) OO (@t (@)h + [dTF @)k, [dHf(@))(wh) = wld* @)k (51)

pre kazdé h,k € X a kazdé w € R. To dokazuje linearitu funkcionalu d*f(z).

Veta 4

| A

Nech X je Banachov priestor a G C X je otvorena konvexnd mnozina. Nech
f: G = R je spojita konvexna funkcia, ktord ma v danom bode x € G derivaciu
Dy, f(z) v kazdom smere h € X \ {0}, pricom funkcional Dy, f(x) je linearny.
Potom funkcia f ma v bode x slabid derivaciu df(z).

i
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|

Dokaz Vety 4

V sulade s Definiciou 2 staci ukazat ohranicenost funkcionalu Dy, f(x). Vdaka
spojitosti v bode x € G je funkcia f ohraniéend a nasledne podla Vety 1 i
lipschitzovska na nejakom dostatocne malom okoli bodu z. V salade s (20) plati

|f(u) — f(v)| < L||lu —v||x pre kazdd dvojicu vektorov u,v € Bx(z,e) C G (52)

pre |ste kladné konstanty L a . Zvolme nenulovy vektor h € X a polozme
0 := - Potom pre kazdé A € C s 0 < |A| < ¢ plati z + Ak € Bx(z,¢) a

f@+ M) = (@) | €2 |Ahlx

= L||h|lx, |\ € (0,0). 53
\ < LS = Liklx, M€ @) (53)

Vyuzijac formulu (1) limitovanim nerovnosti (53) pre A — 0 dostaneme
nerovnost |Dj, f(z)| < L||h||x pre kazdé h € X, pricom konstanta L > 0 je
nezavisla na vektore h € X. Linearny funkcional Dy, f(z) je teda ohraniceny,
a preto aj spojity na priestore X. Preto podla Definicie 2 ma funkcia f slabi
derivaciu df(z) v bode z. Dékaz je kompletny. ]

Poznamka 10

N
| A\

V silade s (51) v Poznamke 9 v pripade redlneho Banachovho priestoru X
mézeme predpoklad linearity smerovej derivacie Dy, f(x) zrejme vypustit.

o
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Nech X je Banachov priestor. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné.
(i) Norma || -||x ma na jednotkovej sfére Sx|[0, 1] rovnomerne slabd derivaciu.

(i) Norma || - ||x ma na jednotkovej sfére Sx [0, 1] rovnomerne silni derivaciu.

| A

Poznamka 11

Poznamenajme, ze vlastnosti normy v tvrdeniach Vety 5(i)—(ii) znamenajd, ze v
odpovedajicich e — § definiciach ich slabej a silnej derivacie Cislo § > 0 nezavisi
na vybere vektora x € Sx|0,1]. Konkrétne, pre kazdé e > 0 existuje ¢ > 0 tak,
Ze v pripade slabej derivacie normy || - || (obzvlast, v silade s Poznamkou 4) plati

llz + Ahllx — [l=llx
A

— [df(x)]h‘ < e pre kazdé |A\| < 0 a pre kazdé =, h € Sx [0, 1].

Podobne v pripade rovnomernej existencie silnej derivacie normy || - || v stlade s

limitou (3) v Definicii 3 plati relacia

llz + Allx — [l=]lx
I~ x

Rovnomerna existencia slabej (silnej) derivacie normy na jednotkovej sfére
Sx[0,1] ma vyznam v geometrickej tedrii Banachovho priestoru X.

- [f’(z)}h’ < e pre kazdé ||h||x < J a pre kazdé z € Sx|[0,1].

o
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Dotykovy funkcional

Nech X je dany Banachov priestor a * € X dany nenulovy vektor. Jeden
z doésledkov Hahnovej—Banachovej vety zaruCuje existenciu aspon jedného spo-
jitého linearneho funkcionalu g : X — C s vlastnostou

gl =1, g(x) = l=lx. (54)

Definicia 6 (Dotykovy funkcional)

Pre dany nenulovy vektor z € X sa spojity linearny funkciondl g : X — C

definovany podmienkami v (54) oznacuje ako dotykovy funkcional v bode z.
. o

Poznamka 12

Néazov funkcionalu g v Definicii 6 je motivovany jeho geometrickou interpretaciou.
Nie je narocné ukazat, ze pre nadrovinu

Ey:={heX, gh)=r}, r:=|z|x (55)

plati z € Eg N Bx[0,7] = E4 N Sx|0,7], t.j., jedna sa o dotykovi nadrovinu k
sfére Sx [0, 7] v bode z priestoru X.

-
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Veta 6

Nech X je realny Banachov priestor. Zavedme oznacenie
f@) ==zllx, zeX (56)

Nech x € X je dany nenulovy vektor a predpokladajme, Ze existuje slaba derivacia
df(x). Potom df(x) je dotykovy funkcional v bode x, t.j. v zhode s Definiciou 6

spojity linearny funkcional spliiajici podmienky
ldf @)l =1, [df(@)lz=z|x. (57)

Naviac, v tomto pripade je dotykovy funkcional v bode = urceny jednoznacne,
tj., ak g € X' je nejaky dotykovy funkcional v bode x, potom g = df(z).

Dékaz Vety 6.

Z predpokladov tvrdenia v salade s Definiciou 2 vyplyva, Ze slaba derivacia d f(x)
je spojity linearny funkcional na X. Obvzlast, podla (2) a (1) plati

f(@+Ah) — f(z)
A
Pre kazdé h € X a A € R\ {0} mame odhad

fl@+Ah) = f(2) | 0) [llz + Ahllx — llzllx] _ llz +Ah —zf|x
A Al B Al

[df(z)]h = AlimO pre kazdé h € X. (58)
—

= [lhllx, (59)

o
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Déokaz Vety 6 (pokracovanie).

pomocou ktorého v zhode (58) odvodime

flx+Ah) — f(@) | (
A

(58)

50)
I[df(z)]h| < < lhllx, atak [[df(=)| < 1.

Na druhej strane, plati

=1, (60)

T+ % zll = lzllx
as@) (o) “H tim =+ e =
||| x A0t A
a tak [|[df(x)|| > 1. Napokon dostavame rovnosti v (57), t.j.,

ldf @) =1, [df@))e D |lzllx.

Podla Definicie 6 je slaba derivacia df(x) skutocne dotykovy funkcional v bode
x. Ukazeme teraz jeho jednoznacnost. Nech g je nejaky dotykovy funkcional
v bode z, t.j., je to spojity linearny funkcional, ktory splia podmienky v (54).
Zvol'me pevne h € X a definujme funkciu

h_ llz + Ahllx = llzllx
>\ b
V silade s (58) zrejme limy_,0e(A) = 0. KedZe funkcional g je spojity, plati

e(A) = [df(2)] A€ R\ {0} (61)
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Dékaz Vety 6 (pokracovanie).

){imog(r + Ah) =g(z) = ||z||x >0, atak g(zx+ Ah)>0preXe€ (0,6), (62)
—

kde § je dostato€ne malé kladné &islo. Nasledne vd'aka linearite je funkcional g
ohraniceny. Obvzlast, pre kazdé A € (0,9) mame

(54)

62
g(@ + Ah) D Jg(@ + an)| < llgll - Iz + Ml x Z) o + Abllx

 linearita g |

54
9@ +2g(h) < o+ Mlx  E2 Ag(h) < o + Arllx — lzllx
13

- A

g(h) < [df()]h — e(N). (63)

Limitovanim poslednej nerovnosti pre A — 0" napokon ziskame nerovnost

g(h) < [df(z)]h — )\lir(r)1+ e(A) — g(h) <[df(z)]h pre kazdé dané h € X.

Ak v poslednej nerovnosti zvolime vektor —h a a uvazime linearitu funkcionalov
g a [df(z)], dostaneme g(h) > [df(z)]h pre kazdé h € X. Teda g =df(z). W
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Hladké Banachove priestory

Definicia 7 (Hladky priestor)

Nech X je Banachov priestor. Hovorime, ze X je hladky v bode z € Sx|[0, 1],
ak existuje prave jeden dotykovy funkcional v bode z. Priestor X sa oznacuje
ako hladky, ak je hladky v kazdom bode jednotkovej sféry Sx|[0, 1].

| A\

Veta 7 (Smuljanova)

Nech X je realny Banachov priestor. Potom X je hladky v bode x € Sx|[0, 1]
prave vtedy, ked norma || - ||x ma v bode x slabd derivaciu d||z||x. V tomto
pripade jedinym dotykovym funkcionalom v bode x je slaba derivacia d||x||x .

Lema 2

Nech X je realny Banachov priestor a G C X je otvorend konvexna mnozina.
Nech f : G — R je konvexna funkcia spojitd v bode x € G. Potom f je slabo
diferencovatelna v = prave vtedy, ked'

lim f(z+ Ah) + f(z — Ah) — 2f(z)

=0 pre kazdé h € X. (64)
A—0+ A

A\
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Nacrt dokazu Lemy 2.

Pomocou Vety 3 a jej dékazu a pomocou komentéara v Poznamke 9 nie je tazké
si premysliet, ze relacia (64) je ekvivalentna s existenciou smerovej derivacie
Dy, f(z) pre kazdy nenulovy vektor h € X. Tvrdenie lemy je potom désledkom
Vety 4 v kontexte Poznamky 10. |

| A

Dokaze Vety 7.

Zvolme pevny vektor z € Sx|[0,1]. Nech priestor X je hladky v . Sporom
predpokladajme, Ze norma || - || x nema v bode z slabd derivaciu. KedZe norma
je spojita konvexna funkcia, podla Lemy 2 existuje nenulovy vektor h € X,
pre ktory rovnost v (64) nie je splnena. Existuje teda ¢ > 0 a postupnost
{Ax}i2; CR* s vlastnostou limg 00 Ay = 0 a (norma ||z||x = 1)

Axh — Aeh||x —2
llz + Arhllx +)l|x khllx >e pre kazdé k € N. (65)
k

V salade s désledkom Hahnovej—Banachovej vety nech {fx}721, {gr iz C X'
st postupnosti spojitych linearnych funkcionalov s vlastnostami

Ifell=1=llgkll, fe(@z+Ach)=lz+Achllx, gr(@—Akh) = [z —Ahlx (66)
pre kazdé k € N. Kedze pre kazdé k € N plati

(66) (66)
[feeh)] < Mellfell 1B =" AellBll,  gr(Aeh)] < Aellgrll IR °=" AellBll




Derivacia Konvexnost Hladkost

Dokaze Vety 7 (pokracovanie)

|
(

mame limg_, oo fx(Axh) = 0 = limg— o0 g (Axh). Nasledne pre kK — co mame
(@) = fiule +2eh) = fuuh) @z + Aehllx — fuOih)  — 17, (67)

gk (x )—Qk(x_)‘kh)+gk()‘kh) = ||96—)\kh||x—gk()\kh) — 17, (68)

pretoze |fi(z)| < |Ifellllzll = 1 a |gr(2)] < llgwll[lz]| = 1 pre kazdé k € N.
Ukazeme teraz platnost nerovnosti

(fx —gx)(h) > € pre kazdé k € N. (69)
Skutocne, kombinaciou (65) a (66) postupne mame

Jr(@ + Agh) + g (z — Aph) — fr(z) — gr(x)
Ak

(fe = gr)(h) = fr(h) — g (h) =

>=9

—_—
(66) [ + Arhllx + [z = Akhllx —fi(2) — gk (2)
Ak

Ah — A\ih||x — 2 (65)
||:c + Axhllx +)l|z Khllx > e pre kazdé k € N.
k

Vyuzijeme teraz vlastnosti *-slabej topolégie v dualnom priestore X’. Funkciona-
o
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Dokaze Vety 7 (pokracovanie).

ly fx, gk, k € N, st podla (66) prvkami uzavretej jednotkovej gule Bx-[0,1].
KedZe podla Banachovej—Alaogluovej vety je mnozina Bx:[0, 1] *-slabo kom-
paktna v X', kazda z postupnosti {fx }2>1, {gkr} 721 ma aspon jeden hromadny
bod v Bx/[0, 1] vzhladom na x-slabd topolégiu. Bez ujmy na vSeobecnosti teda
mdbzeme uvazovat, ze

lim fr=f, lim gp=g #-slabo, f, g€ Bx/[0,1]. (70)
k—oo k—o0
Plati teda ||f]| = 1 = ||g|| a limx—oo fx(z) = f(z) a limg—oo gr(z) = g(x).
Vyuzijuc relacie (67) a (68) nasledne dostavame
fl@)=1=|zllx a g(z)=1=|[z]x.

Ziskané spojité linearne funkcionaly st v silade s Definiciou 6 dotykové
funkcionaly v bode x. Naviac, pomocou nerovnosti (69) plati

£~ () = (F = () = lim (i~ g)() > >0, ., 1) # g(h).

Jedna sa teda o dva rozne dotykové funkcionaly v bode z. Podla Definicie 7 je
to vsak v rozpore s predpokladom hladkosti priestoru X v bode x. Preto nutne
norma || - || x musi mat v bode z slabt derivaciu. Naopak, ak v bode z existuje
slaba derivacia d||z||x, potom podla Vety 6 v tomto bode existuje prave jeden
dotykovy funkcional. V salade s Definiciou 7 je priestor X hladky v bode z. W
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Derivacia

Uniformne hladké Banachove priestory

Definicia 8 (Uniformne hladky priestor)

Nech X je Banachov priestor. Hovorime, ze X je uniformne hladky, ak norma
I - I x je rovnomerne slabo diferencovatelna na jednotkovej sfére Sx [0, 1].

Poznamka 13

Podla Smuljanovej Vety 7 zrejme plati, ze kazdy realny unimorfne hladky Bana-
chov priestor X je zaroven i hladky priestor.

Veta 8

| A\

Nech X je Banachov priestor. Platia nasledujice tvrdenia.

(i) Priestor X je uniformne hladky prave vtedy, ked norma ||-||x je rovhomerne
silno diferencovatelna na jednotkovej sfére Sx |0, 1].

(ii) Realny priestor X je uniformne hladky prave vtedy, ked plati

o I Al + llo = Mbllx =2 _
1m =

0 rovnomerne pre z,h € Sx|0,1].
A—0TF A
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