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Zaklady Hahn—-Banach Spojitost Druhy dual Banach-Ste;

Pojem linearneho funkcionalu

Definicia 1 (Linearny funkcional na vektorom priestore)

Nech X je linearny priestor nad telesom R. Lubovolné zobrazenie f : X — R
nazyvame funkcionalom na priestore X. Ak zobrazenie f je linearne, t.j., plati

flz+y)=fl@)+ fly), fAz)=Xf(z) prekazdé z,y € X aA€R, (1)

hovorime o linearnom funkcionale na priestore X.

Priklad 1

Pre zvolené n € N polozme X := R™ a nech A1,..., A\, € R je nejakad n-tica
skalarov. Potom zobrazenie f : X — R dané predpisom

f@)=Mz1+ -+ Azn, z:=(z1,...,2n) €R", (2)

je linearny funkcional na priestore X, ako sa mozno [ahko presvedcit.

Priklad 2

| A\

Pre pevny index ko € N je zobrazenie f : I* — R definované f(x) := 2y, pre
kazd(i postupnost © = {x1}32; € I? linearnym funkcionalom na priestore I°.

>
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Priklad 3

Klasickym prikladom linearneho funkcionalu na priestore X := Cla, b] realnych
funkcii spojitych na intervale [a, b] je zobrazenie f : X — R dané predpisom

b
fu) ::/ u(z)y(x)dz, u € Cla,b, 3)

kde y € Cla,b] je pevne zvolena funkcia. Na priestore X je mozné uvazovat i
linearny funkcional typu

0zq () := u(xo), (4)
ktory kazdej funkcii u € C[a, b] priradi jej hodnotu vo zvolenom bode zg € [a, b].

>

Definicia 2 (Jadro linearneho funkcionalu)

Nech X je linearny priestor a f : X — R netrivialny linearny funkcional, t.j.,
zobrazenie f nie je identicky nulové na X. Mnozina

Ker f := {z € X, f(z) =0} (5)

sa oznacuje ako jadro linearneho funkcionalu f.

Poznamka 1

Je zrejmé, ze jadro Ker f linearneho funkcionalu f je linearny podpriestor v X.
. w
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Veta 1

Nech X je linearny priestor a f : X — R netrivialny linearny funkcional. Zvolme
lubovolny prvok zo € X \ Ker f. Potom kazdy vektor x € X je mozné vyjadrit
Jjedinym spésobom v tvare x = Axzo + vy, kde A € R ay € Ker f.

| A

Dokaz Vety 1.
Vdaka predpokladu netrivialnosti linearneho funkcionélu f je mnozina X \ Ker f
neprazdna. Vyberme teda nejaky vektor zo € X \ Ker f. Potom zrejme s
ohladom na (5) plati f(zo) # 0. Pre [ubovolne zvoleny prvok z € X polozme
f(=) f(x)
A= X =r—Axg =T — a8
fao) ‘ f(wo)
Nie je tazké ukazat, ze vektor y v (6) je prvkom jadra funkcionalu f, nakolko

© fp,_ T@ \NW oy F@)
1)@ 1 (2= £220) © @) - 22 s(a0) =0

a tak y € Ker f podla (5). Pre dany prvok z teda plati reprezentacia v tvrdeni
vety. Ukazeme jednoznacnost takejto reprezentacie. Nech A € R a § € Ker f
rovnako spliaji & = Ao + §. Potom plati y — § = (A — \) zo, a nasledne

®

(6)

0

f@) = £@ = f@—9) = F (A= 20) = A=) f(=0).



Zaklady

Spojitost Druhy dual

Doékaz Vety 1 (pokracovanie).

Kedze f(z0) # 0, z poslednej rovnosti vyplyjva A = X, a napokon i j =y. W

Poznamka 2 (Kodimenzia jadra linearneho funkcionalu)

Vysledok Vety 1 mozno ekvivalentne vyjadrit skuto€nostou, ze pre kazdy netrivi-
alny linearny funkcional f na linedrnom priestore X je kodimenzia podpriestoru
Ker f v X rovna 1. Dalej poznamenajme, ze bez ujmy na vieobecnosti je mozné
prvok zo € X \ Ker f zvolit tak, aby f(zo) = 1. V tomto pripade je potom
podla (6) pre kazdé z € X skalar A = f(z), a tak

pre kazdy vektor € X plati rozklad z = f(z) o + y, kde y € Ker f. @)

Definicia 3 (Nadrovina rovnobezna s linearnym podpriestorom)

Nech X je linearny priestor a A C X jeho linearny podpriestor kodimenzie
1. Potom prvky faktorového priestoru X/A nazyvame nadroviny rovnobezné s
podpriestorom A. Obzvlast, ak o € X \ A je pevne zvoleny vektor, potom pre
kazda nadrovinu E € X/A existuje jediny skalar A € R s vlastnostou

E=XNzo|={z€ X, z=Azo+y, y€ A} (8)
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Veta 2

Nech X je linearny priestor a f : X — R netrividlny linearny funkcional. Potom
podmnozina E C X je trieda rozkladu X/Ker f prive vtedy, ked E = {z €
X, f(x) = A} pre nejaké \ € R. V tomto pripade plati rovnost E = X [zo], kde
xo € X \ Ker f je lubovolne zvoleny vektor splnajici f(zo) = 1.

| A\

Dokaz Vety 2.

Podla Poznamok 1 a 2 je jadro Ker f daného linearneho funkcionalu f linearny
podpriestor v X kodimenzie 1. Zvolme nejaky vektor zo € X \ Ker f taky, ze
f(xo) = 1. Nech E € X/Ker f je nejaké nadrovina rovnobezna s Ker f. V
stlade s Definiciou 3, v ktorej polozime A := Ker f, potom E = \[xzo] pre
jednoznaéne urceny skalar A € R. Vyuzitim relacii (5) a (8) sa lahko ukaze, ze
na nadrovine E ma funkcional f konstantni hodnotu )\, nakolko plati

f(z) @ fAzo +y) = X f(zo) + f(y) = Af(zo) =X prekazdé z € E. (9)

Na druhej strane, podla poznatku (7) v Poznamke 2 a rovnosti (8) kazdy prvok
z € X, v ktorom ma funkcional f hodnotu A, patri do danej triedy F, ked'ze

(1) (8)
= f(x)zo+y=Azo+y € Azo] = E. (10)

Preto E = {z € X, f(z) = A}. Naopak, ak E C X je mnozina vietkych prvkov

T
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Dokaz Vety 2 pokracovanie.

z € X, v ktorych ma funkcional f dand hodnotu A € R, potom podla (10)
mame E C A[xzg]. Podla prvej Casti dékazu na nadrovine A [zo] € X/Ker f
ma linearny funkcional f konstantnd hodnotu A, teda A[zo] C E. Takze plati
E = X[zo] a E je nadrovina rovnobezna s podpriestorom Ker f. |

Poznamka 3

| A\

Z Vety 2 vyplyva nasledujiice pozorovanie. Pre kazdy dany netrivialny linearny
funkcional f pésobiaci na linedarnom priestore X plati, ze rozklad X /Ker f splyva
s rozkladom priestoru X podla relacie

prvky z,y € X sa v relacii prave vtedy, ked f(z) = f(y). (11)
~

Désledok 1

Nech X je linearny priestor a f : X — R netrividlny linearny funkcional. Potom
mnozina Ey = {x € X, f(x) = 1} je nadrovina rovnobezna s Ker f.

Dékaz Désledku 1.

Tvrdenie vyplyva priamo z Vety 2 pre volbu \ := 1.
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Veta 3

Nech X je linedrny priestor a A C X linearny podpriestor kodimenzie 1. Potom
pre kazdi triedu E C X/A réznu od A a pre kazdy skalar A € R\ {0} existuje
Jediny linearny funkcional f : X — R s vilastnostou E = {z € X, f(z) = A\}.
Naviac, pre jadro funkcionalu f plati Ker f = A.

| A\

Dékaz Vety 3.

Nech E C X/A, E # A, a A € R\ {0} st dané. Vyuzitim predpokladov vety a
Definicie 3 nie je tazké si premysliet, ze existuje aspon jeden prvok zo € X \ A
taky, ze E = A[zo]. Zaroven, nadrovina [zo] € X/A zrejme generuje cely
faktorovy priestor X/A, t.j.,

X/A = {a[zo], @ €R}. (12)
Obzvlast, kazdy vektor x € X sa teda da jednoznacne vyjadrit v tvare
r=azxzo+y, a€R, yeA (13)
Uvazujme teraz zobrazenie f : X — R definované predpisom
pre kazdé z € X je f(z) := o, kde a € R je dané v (13). (14)

Lahko sa presvedéime, ze zobrazenie f v (14) je linearny funkcional na priestore
X, pricom z formuly (8) a z jednoznaénosti vyjadrenia v (13) vyplyva

i
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Doékaz Vety 3 (pokracovanie).

f(zo) =1, flz)=X < =z€E, flz)=0 < =z€A. (15)
To teda znamena, ze E = {z € X, f(z) = A} a Ker f = A. Napokon ukazeme

jednoznaénost funkcionalu f. Nech g : X — R je linearny funkcional splhajtici
E ={z € X, g(x) = A\}. Nakolko vektor Azog € E = X[xo] a A # 0, plati

g(zo) =g (% )\:co) = %g()\xo) = % A=1. (16)

Dalej, funkcional g nadobuda na podpriestore A nulovii hodnotu, kedze pre kazdy
vektor y € A mame

9(W) = g (Azo +9] — Azmo) = gAzo +3) —g(Azo) Ea—A=0.  (17)

Kombinaciou formal (13), (14), (16) a (17) potom pre kazdé x € X dostavame

(13)

16),(17 14
g(z) =" glazo +y) =ag(wo)+g(y)( L, @8

f(x)7
z ¢oho vyplyva, ze g = f na celom X. Dokaz je teda kompletny. |
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Désledok 2

Nech X je linedrny priestor a A C X linearny podpriestor kodimenzie 1. Potom
pre kazdi nadrovinu E C X/A réznu od A existuje jediny linedrny funkcional
f: X —>Rtaky, ze E={z € X, f(z)=1}.

Dékaz Dasledku 2.
Dany vysledok je specialnym pripadom tvrdenia Vety 3 pre hodnotu A:=1. H

Veta 4

Nech X je linearny priestor. Potom existuje bijektivne zobrazenie medzi mnozi-
nou vsetkych netrividlnych linedrnych funkcionalov f pésobiacich na X a mnozi-

nou vsetkych nadrovin priestoru X neobsahujicich nulovy vektor.
- ot

Dokaz Vety 4.

Existencia daného bijektivneho zobrazenia je zarucena vysledkami Désledkov 1
a 2. Konkrétne, priradenie dané predpisom

netrivialny linearny funkcional f na X — nadrovina Ey = {z € X, f(x) =1},

je v stilade s Désledkom 1 zobrazenim, kym podla Désledku 2 je to bijekcia. W
- o
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Konvexné mnoziny a konvexné funkcionaly

Definicia 4 (Konvexna mnozina v linedrnom priestore)

Nech X je linearny priestor a z,y € X lubovolné vektory. Mnozina prvkov
U(z,y) == {Az+ny, An€[0,00), \+n=1} (18)

sa oznacuje ako uzavreta Gsecka v priestore X spajajica body z,y. Mnozina
vektorov U(z,y) \ {z,y} sa nazyva otvorena tsecka v X spajajuca prvky z,y.
Mnozinu A C X potom nazyvame konvexnou v priestore X, ak s kazdymi dvomi
bodmi z,y € A obsahuje i uzavrett Gsecku U(z,y).

Definicia 5 (Konvexné teleso v linedrnom priestore)

| A\

Nech X je linearny priestor a A C X je mnozina. Pod pojmom vnitro mnoziny
A rozumieme mnozinu I(A) vsetkych vektorov z € X s vlastnostou

pre kazdé y € X existuje € > 0 tak, ze vektor = + ty € A pre kazdé [t| <e. (19)

Kazda konvexna mnozina A C X, ktorej vnitro I(A) je neprazdna mnozina, sa
nazyva konvexné teleso v priestore X.

i
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Definicia 6 (Konvexny funkcional v linearnom priestore)

Nech X je linearny priestor. Lubovolny nezaporny funkcional p : X — [0, c0)
sa oznacuje privlastkom konvexny, ak splha vlastnosti

- p(z+vy) < p(z) +p(y), p(Az)=Ap(z) prekazdé z,y € X a X €[0,00). (20)

-

Priklad 4

Z Definicie 6 je zrejmé, kazda norma ||-|| definovana na priestore X je konvexnym
funkcionalom na X.

Priklad 5

| A\

Pre dané a,b € R, a > b, polozme X := Bla,b], t.j., mnozina vsetkych real-
nych funkcii definovanych a ohranicenych na intervale [a,b]. Z predchadzajacich
prednasok vieme, Ze sa jedna o linearny priestor. Naviac, nie je tazké ukazat, ze
zobrazenie p : X — R dané predpisom

p(f) :=1f(a)l, feX, (21)

je konvexny funkcional. Poznamenajme, ze zobrazenie p v (21) predstavuje tzv.
pseudonormu na priestore X.

-
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Veta 5

Nech X je linedrny priestor ap : X — [0,00) konvexny funkcional. Potom pre
kazdé kladné realne cislo ¢ je mnoZina

E.:={z€ X, p(x) <c} (22)
konvexné teleso v X. Naviac, pre kazdé ¢ > 0 vniitro mnoZiny E.. spliia rovnost

I(E.) ={z € X, p(x) < c}. (23)

o

Poznamka 4

Z druhej podmienky v (20) v Definicii 6 vyplyva, ze kazdy konvexny funkcional p
posobiaci na linedrnom priestore X splha p(0) = 0. To znamena, Ze v kontexte
Vety 5 pre kazdé ¢ > 0 vnitro I(E.) konvexného telesa E. v (22) obsahuje
nulovy vektor. Obzvlast, podla Vety 5s c := 1 je mnozina

E1 = {z € X, p(z) < 1} konvexné teleso s vnitrom I(E;) = {z € X, p(z) < 1}.
Naopak, ak E je konvexné teleso v X splhajice 0 € I(E), potom zobrazenie

pE(:c)::inf{r>0, %eE}, z € X, (24)

je nezaporny konvexny funkcional na X, pricom I(E) = {z € X, pe(z) < 1}.
Funkcional pg v (24) sa nazyva Minkowského funkcional pre konvexné teleso E.

o
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Hahnova—Banachova veta

Definicia 7 (Predizenie linearneho funkcionalu)

Nech X je linearny priestor a A C X linearny podpriestor. Nech fa : A - R
je linearny funkcional pésobiaci na priestore A. Hovorime, Ze linearny funkcional
f : X — R posobiaci na priestore X je predlzenie (rozsirenie) funkcionalu fa,
ak pre kazdy vektor x € A plati rovnost f(z) = fa(z).

Lema 1 (Kuratowskeho—Zornova)

Nech M je ciastocne usporiadand mnozina. Predpokladajme, Ze kazda linearne
usporiadanad podmnozina N C M ma horné ohranicenie v M. Potom mnozZina
M ma aspon jeden maximalny prvok.

Poznamka 5

Poznamenajme, ze Kuratowskeho—Zornova lema 1 je mimoriadne délezity vysle-
dok tedrie mnozin, ktory je klaéovou siéastou dékazov mnohych vyznamnych
tvrdeni z rozlicnych oblasti matematiky. Je ekvivalentna s tzv. axiémou vyberu.
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Veta 6 (Hahnova-Banachova veta)

Nech X je linearny priestor a A C X jeho linedrny podpriestor. Nechp : X — R
je konvexny funkcional pésobiaci na priestore X a fa : A — R je linearny
funkcional pdsobiaci na priestore A, pricom plati nerovnost fa(z) < p(z) pre
kazdy vektor x € A. Potom existuje linearny funkcional f : X — R definovany
na X, ktory je predlZenim funkcionélu fa, a ktory pre kazdy vektor xz € X spliia
nerovnost' f(z) < p(x).

| A

Dékaz Vety 6.

Skér, nez pristapime k dékazu samotnému tvrdenia, odvodime jedno pozorovanie.
Nech y, z € A st [ubovol'né vektory. Vd'aka konvexnosti funkcionalu p plati

faly) — fa(z) =faly—2) <ply—2) =ply+u—2z—u) <p(y+u) +p(—2z—u)
0
—fa(z) —p(—z—u) < —fa(y) +p(y +u) pre kazdy vektor u € X. (25)
Vyuzitim relacie (25) mézeme potom pre [ubovolné u € X definovat cisla
cr(u) :=inf{—fa(y) +p(y +u), ye€ A}, (26)

cs(u) :=sup{—fa(z) —p(=z—u), z€A}. (27)

o
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Déokaz Vety 6 (pokracovanie).

Zrejme plati cs(u) < cr(u) pre kazdy vektor u € X. Predpokladajme teraz,
ze podpriestor A # X (ak totiz A = X, tak predlozena veta plati trivialne).
Dokazeme, ze potom je mozné linearny funkcional fa predizit na isty vicsi (v
zmysle inklazie) linedrny podpriestor A’ C X tak, aby sa zachovala nerovnost
pozadovana vo vete. Zvolme nejaky prvok u € X \ A a polozme

A" :=Lin{A,u} = {z +tu, € A, t € R}. (28)

Zrejme mnozina A’ v (28) je linearny podpriestor v X splhajici A C A’. Zvolme
dalej redlne éislo ¢ tak, aby cs(u) < ¢ < cr(u), kde cs(u),cr(u) st pre dany
vektor u zavedené v (26) a (27), a definujme zobrazenie f4, : A" — R predpisom

far(x') := fa(z) +tc pre kazdy vektor 2’ =z +tu € A’ (29)

Vdaka jednoznaénosti vyjadrenia prvkov podpriestoru A’ v (28) je zobrazenie
far v (29) zavedené korektne, pricom sa jedna o linearny funkcional na A’, ktory
je zrejme predlzenim funkcionalu fa. Naviac, ukazeme, ze plati nerovnost

far(@') < p(x’) pre kazdé =’ € A’. (30)

Podla predpokladov je tato nerovnost splnena na podpriestore A. Vyberme preto
vektor ' € A"\ A, tj., v stlade s (28) mame =’ = x + tu pre vhodné z € A
a t # 0. Uvazujme najprv pripad t > 0. Kombinaciou identit (26) a (29) s
nerovnostou ¢ < cr(u) potom dostdvame

o
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Dékaz Vety 6 (pokracovanie).

/ (29) (20)
far(@") =" fa(@) +tc < fa(@) +ter(u) < fa(@)+t[—faly) +p(y+uw)] (31)

pre kazdé y € A. Nasledne, poloziac v (31) y := £ € A a vyuzijic vlastnosti
funkcionalov f4 a p napokon mame

(31

tare) 2 fa@)+t[-fa () +2 (3 +4)] = £a@ = fal@) +p(a+tu) = p(@).

V pripade t < 0 postupujeme analogicky. Pomocou (27), (29) a nerovnosti
cs(u) < ¢ postupne odvodime

@)
Far@) B fa(@) + te < fa(@) +tesu) < fal@) +tl-fa(2) —p(—2 — w)] (32)
pre kazdé z € A. Majic na zreteli, Ze —t > 0, pre z := ¥ € A ma (32) tvar

1) 2 fa@)+t [~ fa (3) -2 (-3 —v)] = fa@) - fa@+p(@+tu) = p(a’).

Ukazali sme teda existenciu predizenia kazdého linearneho funkcionalu pésobiace-
ho na lubovolnom linearnom podpriestore v X a splitajiiceho nerovnost v zadani
vety. Uvazujme teraz mnozinu M vietkych moznych predizeni f linearneho
funkcionalu fa, ktoré zachovavaji nerovnost f(x) < p(z) na svojich definiénych

o
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Dékaz Vety 6 (pokracovanie).

oboroch. Mnozina M je zrejme vzhladom na relaciu prediZenia Giastoéne uspo-
riadana. Ak N C M je nejaka linearne usporiadana podmnozina, potom linearny
funkcional f, ktory je definovany na zjednoteni definiénych oborov vietkych
prvkov z N, a ktory na definiénom obore kazdého funkcionalu z N nadobida jeho
hodnoty, je zrejme horné ohranicenie mnoziny N. Podla Kuratowskeho—Zornovej
lemy 1 ma teda mnozina M aspon jeden maximalny prvok. Tento maximalny
prvok je prave nas hladany linearny funkcional f. Z jeho maximality a z prvej
casti doékazu totiz vyplyva, ze je nutne definovany na celom priestore X. A kedze
f € M, je zaroven predizenim linearneho funkcionalu fa, ktoré spiha nerovnost
f(x) < p(z) pre kazdé z € X. Doékaze je teraz uplny. ]

Poznamka 6 (Hahnova—Banachova veta v komplexnom linearnom priestore)

| A\

V pripade komplexného linearneho priestoru X sa pod pojmom konvexny
funkcional rozumie nezaporné zobrazenie p : X — R splnajice

p(z+y) <p(z) +py), pAz)=[Ap(x) prekazdéz,ye XaAeC. (33)

Formulacia prislusnej Hahnovej—Banachovej vety pre komplexny priestor X je
identicka s Vetou 6 s tym, ze dané nerovnosti maja tvar |fa(z)| < p(z), resp.
|f(z)| < p(z) (kedZe linearne funkcionaly na X maja komplexné hodnoty).

i
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Linearne funkcionaly v normovanom priestore

Definicia 8 (Ohranicenost funkcionalu)

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - || a f : X — R funkcional.
Hovorime, ze funkcional f je ohranieny na priestore X, ak obraz f(A) kazdej

mnoziny A C X ohranicenej v norme || - || je mnozina ohranicena v priestore E.
o

Definicia 9 (Spojitost funkcionalu)

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - || a f : X — R funkcional.
Hovorime, ze funkcional f je spojity v bode zo € X, ak pre kazdé € > 0 existuje
d > 0 také, ze ak pre z € X plati ||z — x| < 8, potom |f(z) — f(z0)| < e.
Funkcional f sa potom oznacuje ako spojity na normovanom priestore X, ak je
spojity v kazdom bode priestoru X.

| A

Veta 7

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - || a f : X — R linedrny
funkcional. Potom funkcional f je spojity na priestore X prave vtedy, ked' je
spojity aspon v jednom bode x € X.

o
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Dokaz Vety 7.

Staéi zrejme dokazat platnost implikacie “<", nakolko implikacia “=" vyplyva
priamo z Definicie 9. Nech je teda linearny funkcional f spojity v nejakom vektore
2 € X. Zvolme £ > 0. Podla Definicie 9 potom existuje § > 0 s vlastnostou

ak pre & € X plati ||z — z|| < 9, potom [f(Z) — f(z)| < e. (34)
Nech y € X je [ubovol'ny vektor a uvazujme § € X také, ze ||§—y|| < §. Kedze
(g —y+=z)—z|| =|g—yl <3, vsalade s linearitou f a relaciou v (34) plati

| (34)

lf@) = FWI =1f@) = f@) + f@] = f@)| = fT-y+2) - fl@)] < e

Linearny funkcional f je teda v zhode s Definiciou 9 spojity v bode y, a tak i na
celom priestore X, ¢o kompletizuje dékaz. ]

| A\

Veta 8

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - || a f : X — R linedrny
funkcional. Potom funkcional f je spojity na priestore X prave vtedy, ked je
ohraniceny na nejakom okoli bodu 0.

-

Dékaz Vety 8.

Ak je linearny funkcional f spojity na priestore X, tak potom je spojity i v bode
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Déokaz Vety 8 (pokracovanie).

0. Obzvlast, volbou & := 1 v Definicii 9 mame zarucend existuje § > 0 tak, ze
plati |f(z)| = |f(z) — f(0)| < 1 pre kazdy vektor € X splnajaci ||z|| < 4. To
znamena, ze funkcional f je ohraniceny na otvorenej guli B(0, ). Naopak, pred-
pokladajme, ze funkcional f je ohraniceny na nejakom okoli nulového vektora,
t.j., existuji kladné realne Cisla ¢, r s vlastnostou

|f(z)| < ¢ pre kazdy vektor € B(0,r). (35)

ET

Zvol'me lubovolne € > 0 a polozme ¢ := =L. Potom pre kazdy prvok z € X
taky, Ze [|z|| <4, plati [|£ z|| = £ ||z|| < r, a tak vektor £z € B(0,7). Nasledne

€ c € c (35) &
@) = 1O = 1f@)I = |Z £ (£2)| = 2|# (Za)| < Ze=-,
a tak funkcional f je spojity v bode 0. Napokon, podla Vety 7 je f spojity i na
celom priestore X. ]

Poznamka 7

| A

Posledné dve vety poukazujo na vyznamna vlastnost linearnych funkcionalov
pésobiacich na normovanych linearnych priestoroch. Konkrétne, spojitost daného
linearneho funkcionalu na priestore X je ekvivalentna s jeho ohranicenostou na
X, resp. na nejakom okoli aspon jedného bodu z € X (typicky bodu 0).

o
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Norma linearneho funkcionalu

Definicia 10 (Norma linearneho funkcionalu)

Nech X je normovany priestor a f : X — R spojity linearny funkcional. Cislo
l£1 == sup{|f(z)], = € X, [lz]| <1} (36)

sa nazyva norma linearneho funkcionalu f.

Poznamka 8

Spojitost a linearita zobrazenia f podla Poznamky 7 zaruéuji, Ze funkcional f
je ohraniceny na priestore X. V kontexte Definicie 8 je preto zavedenie normy
l£]l v (36) korektné pre kazdy spojity linearny funkcional pésobiaci na X. Dalej,
nie je tazké ukazat, ze normu || f|| v (36) mozno ekvivalentne vyjadrit v tvaroch

17 = sup{lf@)], = € X, llel =1}, £ :sup{%, zeX\{O}}. (37)
Obzvlast, z druhej formuly v (37) vyplyva nerovnost
F@)] < [I£]l - llzl] pre kazdy vektor = € X. (38)

o
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Priklad 6

Pre dané n € N uvazujme X ako euklidovsky priestor E" so standardnym
skalarnym sacinom (-,-). Z Prikladu 1 vyplyva, Ze pre pevne zvoleny nenulovy
vektor a € X je zobrazenie f : X — R definované predpisom

f(z) :=(a, z), z€X, (39)

je linearny funkcional na X. Nakolko podla Cauchyho—Schwarzovej—Bunakov-
ského nerovnosti pre skalarny sacin plati

39 ~ 1z
17@)] 2 (a, )] < lla]l - |zl pre kazdé @ € X, (40)

funkcional f je v stlade s Definiciou 8 a Poznamkou 7 ohraniceny, a teda i spojity
na celom priestore X. Dokazeme, ze jeho norma || f|| = ||a||. Skutoé€ne, vyuzijac
(37) a (40) ziskame nerovnost

37 a0 (40)
112 sup { 2L 2 € 3\ (0} <
Na druhej strane, plati |f(a)| = |(a, a)| = ||a||?, a teda % = ||a]|. Podla

druhej identity v (37) to znamena, ze || f|| > ||a||. Preto || f]| = ||al.
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Priklad 7

Pre dané a,b € R, a > b, nech Brla,b] oznauje mnozinu vietkych realnych
funkcii, ktoré st definované, ohrani€ené a (riemannovsky) integrovatelné na in-
tervale [a, b]. Z predchadzajuacich prednasok vieme, ze B;|a, b] je (realny) linearny
priestor, na ktorom je mozné zaviest normu
|lul|g := sup |u(z)|, u € Brla,b]. (41)
B b

a,

Uvazujme linearny funkcional f : Br[a,b] — R tvaru

b
Fw) ;:/ )i @ B (42)

Funkcional f v (42) je ohraniceny na istom okoli funkcie identicky nulovej na
[a,b], kedze pre kazdé u € Br[a, b] splhajice ||ul|z < 1 plati

/ab u(x) dz

Zobrazenie f je teda podla Vety 8 spojité na priestore Bi[a,b]. Obzvlast, v
stlade s (36) vyplyva z nerovnosti (43) pre normu || f|| odhad ||f|| < b — a. Na
druhej strane, pre spojitd funkciu u(xz) = 1 na [a,b] podla (41) a (42) plati
llullz =1 a |f(u)| = b — a, takze norma funkcionalu f splfa ||f|| = b — a.

(42)

|f ()l

b (41) b
g/ u(z)|dz < ||u||B/ dz<b—a.  (43)
a \</1—’ a
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Priklad 8

Da sa ukazat, ze linearny funkcional f v (3) z Prikladu 3 je spojity na nor-
movanom linearnom priestore (Cla, bl, || - ||c), pri€om pre jeho normu plati

b
171 = [ @) da. (44)

Poznamka 9 (Geometricky vyznam normy spojitého linearneho funkcionalu)

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - || a f : X — R netrivialny
spojity linearny funkcional. V Désledku 1 sme ukazali, ze potom mnozina
Ef ={ze X, f(z) =1} (45)

je nadrovina v linedrnom priestore X rovnobezna s podpriestorom Ker f. Nech
d oznacuje vzdialenost bodu 0 od mnoziny Ey, t.j.,

Nie je tazké ukazat, ze mnozina E; v (45) je uzavretd v normovanom priestore
X, a kedze zrejme 0 ¢ Ey, vzdialenost d > 0. Dokazeme rovnost
1

o
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Poznamka 9 (Geometricky vyznam normy spojitého linearneho funkcionalu)

kde || f|| je norma funkcionalu f definovana v (41). Skutoéne, vzhladom na
charakter E; v (45) podla nerovnosti (38) plati 1 = |f(z) , a tak
lz]| > “f“ pre kazdy vektor x € Ey, takze d > “f“ v stilade s (46). Na druhej

strane, z druhej identity v (37) v Poznamke 8 vyplyva, ze pre kazdé kladné cislo
€ < || f]| existuje nenulovy vektor € X s vlastnostou

. @)

0<Ifll = < 30 (48)

Polozme & := +%. Kedze f(2) = 1a ||Z]| = phel;, vyuzijic (45) a (48) mame
_(49) ozl @® 1

E¢, = X 49

e Er Pl=gan < me &

takze v zhode s (46) plati d < m Napokon, limitovanim tejto nerovnosti
pre ¢ — 0" dostavame d < ”f”, o zavrsuje dokaz formuly (47). Vidime teda,
ze normu kazdého netrivialneho spojitého linearneho funkcionalu f pésobiaceho
na normovanom priestore X mozno geometricky interpretovat ako prevrateni
hodnotu vzdialenosti nadroviny Ef v (45) od nulového vektora v X.

o
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Priklad 9

Aplikujiuc vysledok (47) odvodeny v Poznamke 9 na Priklad 6 dostavame, ze
vzdialenost mnoziny vsetkych rieSeni linearnej rovnice

a1x1+ - +anxn =1, (a1,...,an) €ER"\ {0}, z;€R, i€{l,...,n},
N S
,/a%_t,_m_;,_a%'

7e vzdialenost mnoziny vietkych funkcii u € Br[a, b] splhajacich fab u(z)dz =1
od funkcie identicky nulovej na intervale [a, b] je rovna Eislu ﬁ.

od nulového vektora je rovna Podobne, v kontexte Prikladu 7 plati,

A\

Veta 9 (Hahnova—Banachova pre normované linearne priestory)

Nech X je normovany linedrny priestor, A C X jeho (uzavrety) podpriestor a
fa 1 A — R je spojity linedrny funkcional pésobiaci na priestore A. Potom
existuje spojité predizenie f : X — R funkcionalu fa na cely priestor X, ktoré
zachovava normu funkciondlu fa, t.j., plati rovnost || f||x = || falla-

Dokaz Vety 9.

Oznaéme c := ||fal|a a definujme funkcional p : X — R predpisom

p(x) :=cllz|, =€ X. (50)

A\
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Dokaz Vety 9 (pokracovanie).

Z Prikladu 4 vieme, ze zobrazenie p v (50) je konvexny funkcional pésobiaci na
priestore X, pricom podla (38) plati pre kazdy vektor z € A nerovnost

(38) (50)
fa(@) < [fa(@)] < [[falla-llzll = cllzll =" p(=z). (51)

Nasledne, na zaklade Hahnovej—Banachovej vety 6 mame zaruceni existenciu
predizenia funkcionalu fa na cely priestor X, ktoré zachovava nerovnost (51).
Presnejsie, existuje linearny funkcional f : X — R s vlastnostami

f(z) = fa(x) pre kazdé z € A a f(z) < p(z) = c||z|| na X. (52)

Dokazeme, ze kazdy takyto funkcional f je spojity na priestore X. Z (52) pre
kazdé z € X mame —f(z) = f(—z) < c|| — z|| = c||z|, a tak

|f(z)| < c||z|| pre kazdy prvok = € X. (53)

V salade s (53) a Definiciou 8 je teda funkcional f ohraniceny na okoli bodu 0
a podla Vety 8 nasledne i spojity na X. Obzvlast, z druhej rovnosti v (37) a
relacie (53) vyplyva, ze || f||x < c. Na druhej strane, kedze ¢ = || falla, A C X
a f = fa na podpriestore A, mame

36 36
¢ @ sup{|f(2)], = € A, |l <1} < sup{|f@)], z € X, o <1} 2 |flIx,

a tak || f||x = ||falla. Dékaz je kompletny. [ |

i
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Désledok 3

Nech X je normovany linedrny priestor s normou || - || a xo € X nenulovy vektor.
Potom existuje spojity linearny funkcional f : X — R splnajici
f(@o) = llzoll a [Ifll =1 (54)

| A

Dékaz Désledku 3.

Oznaéme A := Lin {zo} = {Axzo, A € R}, t.j., linedrny podpriestor v X gene-
rovany vektorom xo, a definujme zobrazenie f4 : A — R dané predpisom

fa(x) == X|zo|| pre z = Azo € A. (55)

Podpriestor A C X je zrejme nenulovy a uzavrety v normovanom priestore X a
zobrazenie fa v (55) je linearny funkcional ohraniceny v priestore A, nakolko

55
4@ Z A llzoll = [IAzoll = lal|  pre kazde z = Az € A. (56)

Podla Vety 8 je preto linearny funkcional f4 spojity na priestore A. Naviac, pre
jeho normu || fa|la vzhladom na A plati

37 56
Ifalla Z sup{|fa@)l, = € 4, ||zll = 1} & sup{l|a], = € 4, ||l2]| = 1} = 1. (57)

Podla Hahnovej—Banachovej vety 9 nasledne existuje spojity linearny funkcional
f posobiaci na celom priestore X a splhajtci rovnosti v (54). ]

i
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Poznamka 10

Z Désledku 3 vyplyvaji dva vyznamné vysledky. Prvy z nich je zaruka existencie
aspon jedného netrivialneho spojitého linearneho funkcionalu f : X — R pre
kazdy nenulovy normovany linearny priestor X. Druhy vysledok je skutocnost, ze
mnozina vSetkych netrivialnych spojitych linearnych funkcionalov pésobiacich na
danom nenulovom normovanom priestore X je “dostatocne bohatad”. Presnejsie,
pre [ubovolné dva rézne prvky z,y € X vzdy existuje spojity linearny funkcional
f + X — R, ktory oddeluje tieto dva prvky, t.j., plati f(z) # f(y) (v Désledku 3

staci polozit zo := z — y).
. ot

Désledok 4

Nech X je normovany linedrny priestor s normou || - ||, A € X je (uzavrety)
podpriestor a xo € X \ A dany vektor. Oznaéme d := p(A,zo) > 0. Potom
existuje spojity linearny funkcional f : X — R splnajici

f(z) =0 pre kazdé x € A, f(zo)=d a |f]|=1 (58)

-

Dékaz Désledku 4.

Postupujeme podobne ako v dékaze Désledku 3. Uvazujme linearny priestor
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Dokaz Doésledku 4 (pokracovanie).

A:=Lin{A,z0} = {y + Azo, y € A, X € R}. (59)
Je zrejmé, Ze priestor A je (uzavrety) podpriestor v normovanom priestore X.
Vdaka predpokladu zo ¢ A je reprezentacia prvkov mnoziny A v (59) jednoz-
nacna, t.j., pre kazdy vektor x € A existuje jediny vektor y € A a jediny skalar
A € R tak, ze z = y + Axo. Z definicie vzdialenosti d = p(A, zo) dostavame
0<d<||lzo —y|| pre kazdé y € A. (60)
Na podpriestore A teraz uvazujme funkcional fi s predpisom

fi@)=xd, 2@ y+rz0e A (61)

Nie je tazké overit, ze f; v (61) je linearny funkcional na A splnajaci filx)=0
pre kazdé 2 € A a fz(z0) = d. Dalej pre kazdy vektor z € A\ A plati

(61) _ M, 69 [Md [Ald
[fa@)]"="[Ald lzll =" i el = g 7 ll=ll
E lly + Aol X[ []% + o]
d
=T IIIII IIIII = |l=ll, (62)
[[2o = (=%

pricom predposlednom kroku sme vyuzili fakt, ze vektor —% € A. Z nerovnosti
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Dokaz Doésledku 4 (pokracovanie).

(62) nasledne podla Definicie 8 vyplyva, ze linearny funkcional f; je ohraniceny
na priestore A, a teda v stlade s Definiciou 9 i spojity na A. Naviac, pre jeho
normu ||f 4]l 4 vzhladom na A pomocou odhadu (62) a faktu f;(A) = 0 plati

i - (62)
17215 2 sup {22, 2 2\ (0} . (63)

Na druhej strane, iste existuje postupnost {yx}re; C A s vlastnostou
lim ||zo — yk|l = lim p(zo,yx) = d. (64)
k— o0 k— o0

Nakol'ko 2o — yx € A pre kazdé k € N, z vlastnosti zobrazenia fz mame

Jim fz(zo —yk) = Um [fz(zo) — fz(yx)] = lim fz(zo) =d, (65)
—00 — 00 N——— OO N —
0 d
(38)
[fz(xo —ye)l < [Ifzllz - llwo —wkll, k€N (66)

Limitovanim nerovnosti (66) pre k — oo a vyuzitim relacii (64) a (65) ziskame
d<|fillzd. atak 1 <| fill 4. Preto norma | f;|l 4 = 1. Napokon, Hahnova—
Banachova veta 9 nam zarucuje existenciu spojitého predizenia f : X — R
funkcionalu fz, ktoré splia || f||x = ||f 4]l s = 1. Dékaz je kompletny. [ |

o
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Pojem dualneho priestoru a jeho vlastnosti

Poznamka 11

Nech X je (realny) normovany linearny priestor s normou || - ||. Je zrejmé, ze pre
[ubovolné dva (spojité) linearne funkcionaly f,g : X — R a pre kazdy skalar
A € R st zobrazenia u,v : X — R definované

u(z) = f(z) + g(z), v(z) == A f(z), z€X,

(spojité) linearne funkcionaly na X. Mnozina vietkych (spojitych) linearnych
funkcionalov pdsobiacich na priestore X teda vytvara vektorovy priestor nad R.
i

Definicia 11 (Dualny priestor normovaného linearneho priestoru)

Nech X je (realny) normovany linearny priestor. Vektorovy priestor vsetkych
spojitych linearnych funkcionalov f : X — R sa nazyva dualny priestor priestoru
X (tiez priestor adjungovany k priestoru X) a oznacuje sa symbolom X”.

Poznamka 12

| A\

L'ahko sa presvedéime, Ze dualny priestor X’ je normovanym linedrnym priestorom
vzhladom na normu funkcionalu zavedend v Definicii 10 predpisom (36).
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Veta 10 (Uplnost duélneho priestoru)

Nech X je normovany linedrny priestor a X' je jeho dualny priestor. Potom X'
Jje Banachov priestor, t.j., dplny normovany priestor vzhladom na normu v (36).

Dékaz Vety 10.

Nech X a X’ st ako v zadani vety a nech {fx}32; C X' je cauchyovska pos-
tupnost spojitych linearnych funkcionalov na priestore X, t.j., pre kazdé € > 0

| A

existuje n. € N tak, Ze pre kazdé dva indexy n,m > n. plati ||fn — fm| <e. (67)

Obzvlast, vyuzitim nerovnosti (38) pre kazdé dva indexy n, m > n. dostavame

(38) (67) .
[fn(@) = fm(@)] < [lfn = fmll - [lz]l <" ellz| pre kazde z € X.  (68)

Z relacie (68) ihned vyplyva, ze pre kazdy pevny vektor z € X je Ciselnd pos-
tupnost {fx(z)}7, cauchyovska, a teda vdaka Gplnosti euklidovského priestoru
E i konvergentna. Existuje preto funkcional f : X — R dany predpisom

f@) = lim fo(z), @€ X. (69)
k— o0
Ukazeme, ze f € X', t.j., Ze zobrazenie f je spojity linearny funkcional na X.

Linearitu zobrazenia f mozno [ahko vidiet z jeho definicie v (69) a z linearity
funkcionalov fi, k € N. Naviac, limitovanim nerovnosti (68) pre n — co mame

o
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Dékaz Vety 10 (pokracovanie).

|f(z) — fm(z)| < e||lz|| pre kazdy index m > n. a kazdé = € X. (70)
Podla (70) a Definicie 8 je preto pre kazdé pevne zvolené ¢ > 0 linearny
funkcional f — f,, pre m > n. ohraniceny na okoliach nulového vektora, a
teda v stlade s Vetou 8 i spojity na celom priestore X. Vdaka spojitosti kazdého
z linearnych funkcionalov fx, k € N, na X je potom v stlade s Poznamkou 12
spojity i linearny funkcional f = (f — fm) + fm, m > ne, na priestore X. Takze
skutoéne f € X’ v zhode s Definiciou 11. Napokon dokaZeme, ze uvazovana
postupnost { fx }7>; konverguje podla (69) k funkcionalu f nielen bodovo na X,
ale i v norme dualneho priestoru X’. Zvolme nejaké ¢ > 0. Kombinaciou druhej
formuly v (37) a nerovnosti (70) potom dostavame, ze pre kazdé m > n. je

|f (@) = fm ()]
lll

To vsak znamena, ze postupnost {fx}72; je konvergentna v norme priestoru X'
s limitou f € X’. Dualny priestor X’ je teda Gplny a dékaz je hotovy. [ |

(70)
1= il 2 sup { LeeX\(0}} < e (71)

Poznamka 13

| A

Poznamenajme, ze vysledok Vety 10 plati pre kazdy normovany linearny priestor
X bez ohladu na to, & je alebo nie je Banachov priestor. Specialne, ak priestor
i
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Poznamka 13

X nie je uplny a X oznacuje jeho tplny obal, potom sa da dokazat, Ze odpoveda-
juce dualne priestory X’ a X’ st izometricky izomorfné. Hlavna myslienka je
zaloZena na skutocnosti, ze pre kazdy funkcional f € X’ existuje jediné spo-
jité predizenie f € X' splhajuce ||f|lx = ||fllx. Naopak, zizenim kazdého
funkcionalu f € X na priestor X zrejme dostaneme spojity linearny funkcional
f posobiaci na X. Priradenie f > f preto sprostredkovava izometriu dualnych
priestorov X’ a X'.

A\

Veta 11

Nech X je normovany linearny priestor a X' je jeho dudlny priestor. Ak X' je
separabilny priestor, potom i pévodny priestor X je separabilny.

| A\

Dokaz Vety 11.

Nech || - || je norma na priestore X a predpokladajme, Ze dualny priestor X’ je
separabilny. Z teérie metrickych priestorov vyplyva, ze potom kazda podmnozina
v X' je ako metricky podpriestor tieZ separabilna. Teda i jednotkova sféra

§'0,1) :={f e X', lIfll=1} (72)

A\
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Dokaz Vety 11 (pokracovanie).

v priestore X' je separabilna. Nech {fr}72; C S’(0,1) je postupnost husta v
mnozine S’(0, 1), t.j., pre kazdy funkcional f € S’(0,1) a kazdé ¢ > 0 existuje
index k£ € N tak, Ze plati nerovnost

lf = fll <e. (73)

Nakol'ko kazdy z funkcionalov fi, k € N, ma jednotkovd normu, v stlade s prvou
rovnostou v (37) mame

sup {|fx(x)|, ¢ € X, ||z =1} =1 pre kazdé k € N. (74)
Z rovnosti (74) a z vlastnosti supréma nasledne vyplyva, ze pre kazdy index k € N
existuje vektor z; € X taky, ze
1
loell =1, Ifu(@el > 5 (75)
Uvazujme teraz racionalny linearny obal postupnosti {z;};2; € X zostrojenej
v (75) vzhladom na priestor X, t.j.,
A := Ling{zy, k € N}. (76)
Mnozina A v (76) teda predstavuje subor vsetkych koneénych linearnych kom-
binacii vektorov xx, k € N, s racionalnymi koeficientami. Nie je tazké si pre-

mysliet, ze A je spoél’tatel'né_mnoiina. Ukazeme, ze mnozina A C X je husta v
priestore X, t.j., plati X = A. Predpokladajme sporom, ze A C X. Mnozina

o
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Doékaz Vety 11 (pokracovanie)

|
(

X \ A je teda neprazdna. Zvolme preto nejaky vektor y € X \ A. Podla
Désledku 4 Hahnovej—Banachovej vety 9 (pre A := A a z¢ := y) potom existuje
spojity linearny funkcional f pésobiaci X splnajaci vlastnosti v (58), t.j.,

f(x) =0 pre kazdée € A, f(y) = p(4,y) > IIfll = 1. (77)

Obzvlast, v stlade s (72) a (76) funkcional f € S(0, ) a f(zk) = 0 pre kazdé
k € N. Vyuzijuc relacie v (38) a (75), pre kazdé kK € N mame
1 (75

5 < | £ (@)l = |[fe(@r) — f(@R)] + flzr)] < |felzr) — f(@R)] + | f(zk)]
0

(38) (7 5)
= |fx(@k) = flzr)l < |fe = fIl - lzll I fx — £II-
Posledna nerovnost je vsak v rozpore s odhadom (73) pre hodnotu ¢ = % To
znamena, ze spocitatelnad mnozina A v (76) je hustad v X, ¢o nasledne implikuje
separabilitu priestoru X. Dékaz je kompletny. |

N
| A

Poznamka 14

Je nutné zdéraznit, ze opacné tvrdenie k Vete 11 vo vSeobecnosti neplati, t.j.,
dualny priestor X’ separabilného priestoru X nemusi byt nutne separabilny.

o
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Dualny priestor Hilbertovho priestoru

Veta 12 (Fréchetova—Rieszova reprezentacna)

Nech H je Hilbertov priestor so skalarnym sacinom (-,-) a indukovanou normou
Il a nech H' je jeho dualiny priestor. Potom pre kazdy spojity linearny funkcional
f € H' existuje jediny vektor xy € H s vlastnostou

f(x) = (=, z5) pre kazdé z € H, 1A= llzgll- (78)

Dékaz Vety 12.

Zvolme lubovolny netrivialny funkcional f € H'. Kombinacia Poznamok 1 a 2
spolu so spojitost zobrazenia f zarucuja, ze jadro Ker f je uzavrety podpriestor
v H s kodimenziou 1. Z vlastnosti Hilbertovho priestoru H nasledne vyplyva,
7e H = Ker f @ (Ker f)*, pricom dim (Ker f) = 1. Preto bez ujmy na
vieobecnosti v siilade s (7) existuje nenulovy vektor zo € (Ker f)* s f(zo) = 1
taky, ze kazdy prvok x € H mozno jednoznacne reprezentovat v tvare

z = f(z)zo+y, y&Kerf (79)
Pre dany funkcional f definujme vektor 2y € H predpisom

0

Tpi= ————. 80
! = ol (80)

o
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Dokaz Vety 12 (pokracovanie).

Vyuzitim vlastnosti skalarneho sacinu (-, -) a linearity f pre kazdé x € H plati

(79),(80) zo _ f@)
(w, zg) L <f<x) 04 —”IOHQ> L8 ooy &(}@
= T@ ool = £ (@), (81)
Izl

o ihned dokazuje prva rovnost v (78). Obzvlast, pomocou rovnosti (81) a
Cauchyho—Schwarzovej—-Bunakovského nerovnosti dostavame

|f(x)| = |z, zf)| < |lz|| - [lzf]| pre kazdy vektor = € H. (82)

V zhode s druhou formulou v (37) lahko vidime, Ze podla (82) pre normu ||f]|
plati ||f|| < ||z#||. Na druhej strane,

. |f(=y)l
[f(zp)l = [eg, zp) = llzgl?,  takze L2 = oy,
ll sl
a teda, opat podla (37), mame ||z¢|| < ||f]]. Preto ||f]| = ||z¢|, ukazajac

druht identitu v (78). Zostava overit jednoznacnost prvku z; v (80) pre dany
funkcional f. Ak vektor z; € H splha f(z) = (z, x;) pre kazdé = € H, potom
so zretelom na (81) plati (z, z}) = (z, z¢), a tak (z, 2} — ) = 0 na H.
Obvzlast, ||z — xy||* = (2} — x5, 2y —xy) =0, a tak 2y = xy. Napokon, do-
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Doékaz Vety 12 (pokracovanie).

-dajme, ze v pripade trivialneho linearneho funkcionalu f = 0 na H pre odpoveda-
juci vektor z¢ v (78) plati zy = 0. Dékaz je teraz aplny. [ |

Poznamka 15

| A

Z vlastnosti skalarneho stéinu (-, -) vyplyva, ze pre kazdy dany vektor y € H je
zobrazenie f, dané predpisom
fy(x) = <CC7 y>7 er?
spojity linearny funkcional pésobiaci na Hilbertovom priestore H, t.j., f, € H'.
S ohladom na Fréchetovu—Rieszovu reprezentaén(i vetu 12 je potom priradenie
H3yw fy:=(,y) €H, (83)

bijektivne zobrazenie medzi priestormi H a H' zachovavajice normu, t.j., izo-
metria priestorov H a H'. Nie je tazké overit, ze zobrazenie v (83) je linearne.
Naviac, zobrazenie (-, )y : H x H' — R definované predpisom

(f,9) = (25, 2g), frg€H, (84)

kde vektory z s, 4 € H sa jednoznacne uréené podla (78), predstavuje skalarny
s&in na priestore H', ktory indukuje normu funkcionalu v (36). Priradenie v

(83) je preto dokonca izometricky izomorfizmus unitarnych priestory H a H'.
w
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Priklad 10

Pre dané n € N uvazujme normovany linearny priestor X := R" s nejakou
normou || - || a nech B := {e1,...,e,} C X je lubovolna (algebraicka) baza
priestoru X, t.j., kazdy vektor x € X sa da jednoznaéne vyjadrit v tvare

r=2x1e1+ - +Tpnen, T1,...,Tn €R. (85)
Ak f : X — R je linearny funkcional na X, potom pomocou (85) mame
f@)=z1 f(e1)+: -+ xn f(en) prekazdé x =z1e1+ - +znen € R®. (86)

Obzvlast, z (86) vyplyva, ze kazdy linearny funkcional f pésobiaci na priestore
X je spojity, t.j., f € X'. Poklsime sa charakterizovat dualny priestor X'.

Uvazujme mnozinu linearnych funkcionalov B’ := {g1, ..., g»} na X splnajacich
1, d=g,
gi(e;) r—{ 0 Geig i,J €{1,...,n}. (87)
V sulade s (85) potom pre kazdé x € X plati
gi(@) L 0 ie .. in}, (88)
o nasledne, s ohladom na (86), dava pre kazdé f € X' reprezentaciu
f=1fle)gr+--+ flen) gn- (89)
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Priklad 10

Mnozina B’ je zrejme linearne nezavisla v priestore X’ a zo zretelom na (89)
predstavuje (algebraick() bazu duélneho priestoru X'; hovorime o tzv. dualnej
baze vzhladom na bazu B. Realne &isla

fi = f(ei)v ’L'E{].,...,n}, (90)

st v zhode s (89) stradnice daného funkcionalu f € X’ vzhladom na bazu B’.
Duélny priestor X’ je teda m-rozmerny normovany priestor s normou || - ||«, ktora
je indukovana predpisanou normou ||-|| na X podla (36). Je potrebné zdéraznit,
ze rézne normy || - || na X indukuja rézne normy || - ||« na X’. Napriklad pre
kazdé zvolené p € (1, c0) plati, ze

n 1/p n 1/q
norma ||z := (Z|xi|p> indukuje normu || f||« := (Zfﬂ) . (91)

=1 =1

kde ¢ € (1, 00) je &islo konjugované s p, t.j., spliajice % + % = 1. Podobne

n
norma ||z|| := Z |zi| indukuje normu |||« := max |fi|, (92)
i—1 1<i<n
n
norma |zl ;= max |z;| indukuje normu [|f[l. == |fil. (93)
1<i<n =

.
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Priklad 11

V tomto priklade ilustrujeme poznatky prezentované v Priklade 10 pre hodnotu

p = 3. Konkrétne, ukazeme, ze na linearnom priestore R™ norma || - || tvaru
n 1/3
85
el := (Z zﬁ) e @me ot anen, (94)
i=1
indukuje podla (91) s ¢ = 3 na jeho dualnom priestore normu || - || tvaru
- Y (a0
89),(90
£l = (Z fﬁ”) ;PR figi e fagn. (95)
i=1
Skutocne, vyuzitim Hoélderovej nerovnosti pre kazdy dany netrivialny linearny
funkcional f na R"™ reprezentovany v silade s (89) a (90) n-ticou (f1,...,fn) a
kazdy vektor = € R™ reprezentovany v zhode s (85) n-ticou (z1,...,z,) plati

86),(90
) L

W Holder W 178 W Ze
<3 o " (zw) (zwﬂ)
i=1 =1 =1

n
e i
n=1

2/3

n 2/3
@ - (Zfﬁ/?) . atak | £l (Zf3/2> . (%)
i=1

.
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Priklad 11

Na druhej strane, Specialnou volbou Z; := +/|f|sgn fi, ¢ € {1,...,n} mame

n n 1/3 / n 2/3
g g = <Zfi3/2> (Zﬂ?’/?)
o=l o=l i=1

3> 1/3 ( n 2/3
Zfi3/2>
i=1
n 1/3 n 2/3 o n 2/3
= (Zaﬂ) (Zfﬁ/?) @ ||f:||-<2|fi|3/2> :
=1 =1

=1

., (86),(90
()] oL

= <i(\/fsgnfi

o v sulade s druhou formulou v (37) znamena, ze

n 2/3
(Z fi3/2> < 1]+ (97)
i=1

Kombinaciou nerovnosti v (96) a (97) potom dostavame identitu v (95).
Obzvlast, dualny priestor normovaného priestoru (R™,|| - ||) je izometricky
izomorfny s normovanym priestorom (R™, || - [|+).

o
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Priklad 12

Poznamenajme, Ze v pripade euklidovskej normy || - || na R, t.j., pre p = 2 v
(91), je dualny priestor k euklidovskému priestoru E™ = (R", || - ||) izometricky
izomorfny s E™, pretoze v tomto pripade mame ¢ = 2 a norma || - ||« v (91) je
tiez euklidovska. Tento vysledok je v plnom sthlase s Fréchetovou—Rieszovou
reprezentacnou vetou 12, nakolko E™ je Hilbertov priestor.

| A\

Priklad 13 (Dualne priestory priestorov [”)

Pre dané realne Cislo p > 1 je dualny priestor normovaného priestoru [P izomet-
ricky izomorfny s normovanym priestorom 19, kde g > 1 je €islo konjugované s p,
t.j., plati % —&—% = 1. Dalej, dualny priestor normovaného priestoru I* je linearne
izometricky s priestorom [*°. Na druhej strane, dualny priestor vzhladom na
priestor [°° nie je izometricky izomorfny s I*. Plati viak Ze priestor I! je izomet-
ricky s vhodnym vlastnym podpriestorom dualneho priestoru (I°°)’. Skutoénost,
Ze priestor I' neméze byt izometricky s celym (I°°)’, je jednoduchym désled-
kom Vety 11. Z tedrie metrickych priestorov vieme, ze [°° nie je separabilny
priestor. V silade s Vetou 11 neméze byt separabilny ani jeho dualny priestor
(I°°)'. Priestor I* je viak separabilny, a preto neméze byt izometricky s (I°°)’.
i
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Priklad 14

Dualne priestory normovanych linearnych priestorov ¢ a ¢ st linedrne izomet-
rické s priestorom I'. Pripomehme, Ze ¢, resp. co, oznacuje linearny priestor
vsetkych konvergentnych realnych postupnosti, resp. vsetkych realnych postup-
nosti s nulovou limitou, na ktorom je zavedena suprémova norma

lzl] := sup Jaxl, @ = {ze}i, € e, resp. 2 = {2}z, € co. (98)
€

Priklad 15

| A\

Ako désledok poznatkov v Priklade 13 poznamenajme, ze priestor > je izomet-
ricky izomorfny so svojim dualnych priestorom (I2)’. Tento vysledok vyplyva i z
Fréchetovej—Rieszovej reprezentacnej vety 12, ked'ze [? je (separabilny) Hilbertov
priestor, ako sme dokazali v prednaske o unitarnych priestoroch. Obzvlast, kazdy
spojity linearny funkcional f € (I*) je mozné v stlade s (78) vyjadrit v tvare

f@)=(e, )= zryr, «={ex}i2, €l (99)
k=1

pre nejaky pevny prvok y = {yx}22; € I?, pricom plati rovnost || f| = |ly||-
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9 Druhé dualne priestory
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Pojem druhého dualneho priestoru

Definicia 12 (Druhy dualny priestor normovaného linearneho priestoru)

Nech X je normovany linearny priestor a X’ jeho dualny priestor. Vektorovy
priestor vietkych spojitych linearnych funkcionalov pésobiacich na X’, t.j., dualny
priestor (X’)’, nazyvame druhy dualny priestor priestoru X a oznacujeme X”.

| A\

Veta 13

Nech X je normovany linearny priestor s normou ||-|| a X’ je jeho dualny priestor.
Potom pre kaZdé zvolené x € X je zobrazenie F, : X' — R definované

Fo(f) = f(z), feX', (100)

spojity linearny funkcional na priestore X', pricom plati ||Fy|| = ||=||.

Dokaz Vety 13.

Zvolme nejaky nenulovy vektor z € X. Je zrejmé, ze zobrazenie F), definované
v (100) je linearny funkcional pésobiaci na dualnom priestore X', kedze

Faaf+89) " (af+B89)@) = af(@) + Be@) "= aFulf) + B Falg) (101)
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|
(

Déokaz Vety 13 (pokracovanie)
pre kazdé f,g € X' a a, B € R. Naviac, v stlade s nerovnostou (38) mame

)
ED) 92 5@ 2l - 7] pre kazde £ € X7, (102)

¢o podla Definicie 8 a Vety 8 znamena, ze zobrazenie F, v (100) je ohranicené
na okoli nulového funkcionalu, a teda spojité na celom priestore X’. Preto F}
je spojity linearny funkcional na X', t.j., F;, € X”. Pre jeho normu dostavame

(37) | Foo ()]
F.|| "=
171 p{ 171

Na druhej strane, z Désledku 3 vieme, Ze pre dany nenulovy vektor x existuje
spojity linearny funkcional fo : X — R splhajaci fo(z) = ||z|| a || fol| = 1, teda

, (102)
L fex \{0}} <zl (103)

Fe (o)l 2 fo@)] = llell = el - Jfoll, 2tk 22N — oy a0g)

~ [l foll
V zhode s druhou formulou v (37) to znamena, ze norma ||Fy| > ||z||. Preto
plati ||F%|| = ||z||. Napokon dodajme, Ze v pripade volby z = 0 je odpovedajace
zobrazenie F} v (100) zrejme identicky nulovy funkcional na X', a teda opit
F, € X" s |F;|| = 0 = ||z||. Dékaz je teraz kompletny. ]

i
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Poznamka 16 (Kanonické vnorenie do druhého dualneho priestoru)

Vysledok Vety 13 ukazuje, ze na kazdom danom normovanom linedrnom priestore
X je korektne definované zobrazenie 7 : X — X" s predpisom

w(z) := Fy s Fr zavedenym v (100) pre = € X. (105)

Zobrazenie 7 v (105) sa Standardne oznacuje ako prirodzené zobrazenie priestoru
X do jeho druhého dualneho priestoru X”. Zrejme sa jedna o linearne zobrazenie,
nakol'ko vyuzitim (100) pre kazdé z,y € X, o, S € R a f € X’ mame

Foatpy(f) = flaz+By) =af(z) +Bf(y) =aFu(f) +BEFy(f), (106)

a tak v salade s (105) plati 7(az + By) = an(z) + S7(y). Naviac, podla
druhej Casti Vety 13 je prirodzené zobrazenie 7 izometrické, t.j.,

ll ()]

Obzvlast, 7 je spojita injekcia. Z tohto dévodu sa preto o prirodzenom zobrazeni
7 &asto hovori ako o kanonickom vnoreni priestoru X do priestoru X".

(%) | Fu|| = [l|| pre kazdy vektor = € X. (107)

Definicia 13 (Reflexivny normovany linearny priestor)

| A\

Normovany linearny priestor X sa nazyva reflexivny, ak prirodzené zobrazenie
m : X — X" zavedené v (105) je surjektivne, t.j., plati rovnost 7(X) = X".
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Poznamka 17

Z Definicie 13 a Poznamky 16 ihned vyplyva, ze kazdy reflexivny normovany
linearny priestor X je izometricky izomorfny s druhym dualnym priestorom X".
Prislusny izomorfizmus je sprostredkovany prirodzenym zobrazenim 7 v (105),
kedZe v tomto pripade sa jedna o linedrnu bijekciu medzi priestormi X a X",
ktora zachovava normu. Nasledne, so zretelom na Vetu 10, kazdy reflexivny
priestor je nutne Banachov, t.j., Gplny normovany priestor. Je vsak potrebné
zd6raznit, ze opacné tvrdenia neplatia. Konkrétne, z izometrického izomorfizmu
priestorov X a X" vo vSeobecnosti nevyplyva reflexivnost priestoru X. Slavnym
a klasickym prikladom nereflexivneho normovaného priestoru X, ktory je linearne
izometricky so svojim druhym dualnym priestorom X", je tzv. Jamesov priestor.
Nereflexivne Banachove priestory uvedieme v Prikladoch 19, 20 a 21.

o

Veta 14 (Kritérium reflexivnosti Banachovych priestorov)

Nech X je (realny) Banachov priestor, t.j., dplny normovany linearny priestor.
Potom nasledujiice tvrdenia st ekvivalentné.

(i) Priestor X je reflexivny.
(i) Duélny priestor X' je reflexivny.
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Poznamka 18

Z Vety 10 vieme, Ze dualny priestor X’ kazdého normovaného priestoru X je
Banachov. Podla Vety 14 je tak X’ reflexivny prave vtedy, ked' je reflexivny X"
o

Priklad 16 (Reflexivnost priestorov s konecnou dimenziou)

Kazdy normovany linearny priestor X s konecnou dimenziou n € N je reflexivny.
Vyplyva to z pozorovania v Priklade 10, podla ktorého dualny priestor X’ ma
opit dimenziu n. Obzvlast, druhy dualny priestor X" je n-rozmerny normovany
priestor. Na druhej strane, z linearnej algebry vieme, ze kazdé linearne vnore-
nie priestorov s rovnakou konecnou dimenziou je nutne i surjektivne. Preto je
prirodzené zobrazenie 7 v (105) linearnou izometriou priestorov X a X",

Priklad 17 (Reflexivnost Hilbertovho priestoru)

| A

Kazdy Hilbertov priestor H je reflexivny. Tento vyznamny a klasicky vysledok
je bezprostrednym désledkom linearnej izometrie priestorov H a H’, a nasledne
i priestorov H' a H", diskutovanej v Poznamke 15. V oboch pripadoch je
uvedeny izomorfizmus realizovany pomocou skalarnych sicinov v silade s (83) a
(84). Na druhej strane, obraz kazdého vektora x € H v prirodzenom zobrazeni
m : H — H'" je mozné reprezentovat prave skalarnym saéinom (z, -).

i
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Priklad 18 (Reflexivnost (”-priestorov)

Dolezitym prikladom triedy reflexivnych normovanych priestorov, ktoré nie st
Hilbertovymi priestormi, st priestory I” pre p € (1,00), p # 2. Podla Prikladu 13
je totiz pre dané p € (1, co) dualny priestor (1)’ linearne izometricky s priestorom
19, kym dualny priestor (19)" je izometricky izomorfny s priestorom ?, kde q €
(1, 00) je €islo konjugované s p, t.j., plati % + % = 1. Celkovo je teda priestor (?
linearne izometricky so svojim druhym dualnym priestorom (I”)”, pricom jedna
z tychto izometrii je sprostredkovana prave prirodzenym zobrazenim 7 v (105).
Napokon dodajme, ze pre p = 2 je reflexivnost priestoru [P zarucena i na zaklade
Prikladu 17, kedze v tomto pripade sa jedna o Hilbertov priestor.

| A

Priklad 19 (Nereflexivnost priestorov /' a [*°)

Na druhej strane, normovany priestor {! nie je reflexivny. Vyplyva to z Prik-
ladu 13, podla ktorého druhy dualny priestor (1) je izometricky izomorfny s
dualnym priestorom (I°°)’, avsak I* nie je izometricky s (1°°)’. Preto priestor I
nie je izometricky izomorfny so svojim druhym dualnym priestorom (I*)”, a teda
v stlade s Poznamkou 17 neméze byt ani reflexivny. Obzvlast, dualny priestor
(I>°)" nie je reflexivny. A kedZe [*° je Banachov priestor, z Vety 14 vyplyva i
nereflexivnost normovaného priestoru [*°.

i
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Priklad 20 (Nereflexivnost priestorov c a co)

Podobnym spésobom ukazeme i nereflexivnosti priestorov ¢ a ¢o. Konkrétne, z
Prikladu 14 vieme, Ze obidva dualne priestory ¢’ a (co)’ st izometricky izomorfné
s priestorom ', a teda v zhode s Prikladom 19 sii nereflexivne. Jedna sa viak o
Banachove priestory, preto podla Vety 14 ¢ a co nembzu byt reflexivne priestory.

Priklad 21 (Nereflexivnost priestoru spojitych funkcii)

Dalsim vyznamnym prikladom nereflexivneho Banachovho priestoru je priestor
Cla, b] vsetkych realnych funkcii spojitych na danom nedegenerovanom kompakt-
nom intervale [a, b] C R s normou rovnomernej konvergencie ||-||c. Vynimoénost
priestoru Cla, b] je zvyraznena i skuto€nostou, ze tento priestor dokonca nie je ani
izometricky izomorfny s dualnym priestorom ziadneho normovaného priestoru.

Poznamka 19

Napokon este dodajme, ze v pripade reflexivnych normovanych priestorov mozno
tvrdenie vo Vete 11 obratit. Presnejsie, reflexivny normovany linearny priestor
X je separabilny prave vtedy, ked je separabilny jeho dualny priestor X’.

-
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Slaba konvergencia v normovanom priestore

Definicia 14 (Slaba ohranicenost v normovanom priestore)

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - || a A € X je mnozina.
Hovorime, ze mnozina A je slabo ohranicena v priestore X, ak pre kazdy spojity
linearny funkcional f : X — R posobiaci na X je mnozina

f(A) :={f(xz), = € A} ohranicena v R. (108)

Poznamka 20

V kontexte Definicie 14 sa ohrani¢enost mnoziny A C X v zmysle normy || - |
t.j., existencia kladnej realnej konstanty K s vlastnostou

|z|| < K pre kazdy vektor = € A, (109)

niekedy oznacuje terminom silnd ohranicenost mnoziny A v priestore X. Pomo-
cou nerovnosti (38) platiacej pre kazdé f € X’ lahko overime, Ze kazda silno
ohranicenad mnozina A C X je v silade s (108) zaroven i slabo ohranicena v
priestore X. Jednym z vyznamnych vysledkov funkcionalnej analyzy s mnohymi
praktickymi aplikaciami je ukazanie platnosti obrateného tvrdenia — tzv. princip
rovnomernej ohranicenosti alebo tiez Banachova—Steinhausova veta.

i
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Lema 2

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - ||, X’ jeho duélny priestor
a {zr}iz1 C X postupnost vektorov. Nech existuje nedegenerovani uzavreta
gula B C X' s vlastnostou, Ze mnoZina

{f(zx), f € B, ke N} CR je ohrani¢ensd v R. (110)

Potom postupnost noriem {||z||}2=1 je ohrani¢ens v R.

| A\

Dokaz Lemy 2.
Nech fg € X’ oznacuje stred gule B a r € (0,0) jej polomer, t.j., plati
B={feX' |f-fall <} (111)

Z (111) je zrejmé, ze mnoZina vietkych funkcionalov 1 (f — fz), f € B, pred-
stavuje uzavretd gulu B[0,1] v X’ so stredom v nulovom funkcionale a s jed-
notkovym polomerom. V sulade s (110) nech K > 0 je také, ze

|f(zk)] < K pre kazdé f € Bak € N. (112)
Vyuzitim trojuholnikovej nerovnosti nasledne mame

f@e)l | 1Bzl O 2K
r T

L Fp)ar)

= |} @) - 1 o) < (113

o
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Dékaz Lemy 2 (pokracovanie).

pre kazdy funkcional f € B a kazdy index k € N. V kontexte vyssie uvedenych
pozorovani to znamen4, ze gula BJ0, 1] splha relaciu

lg(zr)| < 2K pre kazdé g € B[0,1] a k € N. (114)
r
Pre kazdy index k € N teraz uvazujme spojity linearny funkcional £, : X' — R

definovany v (100). Z Vety 13 vieme, ze plati ||zx| = || Fz, |- Vyuzitim formal
(36) a (100) v kombinacii s nerovnostu (114) potom dostavame

(36) (100)
okl = 1 Fzy || "="sup{|Fz, (9)], g € B[0,1]} "=" sup{|g(zx)|, g € B[O, 1]}
(114)
< 2K pre kazdé k € N. (115)
T
Podla (115) je teda postupnost noriem {||zx||}2>; je ohranicena. [ |

Veta 15

| A\

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - || a {zx}re1 C X slabo
ohranic¢enad postupnost vektorov. Potom existuje reilne ¢islo K > 0 tak, Ze
|zx|| < K pre kazdé k € N, t.j., postupnost {zk}7>; je (silno) ohranicend v X .

o
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Dékaz Vety 15.

Nech X’ oznacuje dualny priestor normovaného priestoru X. Tvrdenie dokazeme
sporom. Predpokladajme teda, ze postupnost {zx}7>; nie je ohranicena v X,
t.j., postupnost noriem {||zx||}%=, nie je ohranicena v R. Vo svetle Lemy 2 to
znamena, Ze pre kazdii nedegenerovanii uzavretti gulu B C X’ je mnozina

Mg :={f(zx), f € B, ke N} CR (116)

neohranic¢ena v R. Nech By C X’ je nejaka uzavreta gula s polomerom rg = 1.
Nakol'ko odpovedajica mnozina Mg, v (116) nie je ohranicena, existuje index
ko € N a funkcional fo € Bo tak, ze |fo(zr,)| > 1. Obzvlast, funkcional
Fy,, € X" predstaveny v (100) splia |Fy, (fo)| > 1, a vdaka jeho spojitosti
existuje uzavretad gula By C By so stredom v fo a polomerom 71 < % tak, ze

|f(@g )] (100) |y, (f)] > 1 pre kazdy funkcionél f € By. (117)

Vyssie uvedené argumenty teraz aplikujeme na uzavrett gulu Bj. Prislusna

mnozina Mp, opat nie je ohrani€ena v R, preto (bez ujmy na vieobecnosti)
existuje index k1 > ko a uzavreta gula By C B s polomerom 73 < i tak, ze

|f(zk,)| > 2 pre kazdy funkcional f € Ba. (118)
Predlziac tato avahu, zostrojime rastiicu postupnost indexov {k,}32, a k nej

odpovedajiicu postupnost { B, e do seba vlozenych uzavretych guli v dualnom
priestore X', ktoré splhaji relacie
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Déokaz Vety 15 (pokracovanie).

1
polomer B, je mensi nez o a |f(zk,, )| > n pre kazdy funkcional f € By. (119)

Dualny priestor X’ je podla Vety 10 aplny, a tak v zhode s vysledkami teérie
metrickych priestorov postupnost { B, } ma neprazdny prienik v X', t.j., existuje
(jediny) spojity linearny funkcional f : X — R splnajaci f € NS B,. Obvzlast,
v stlade s (119) pre funkcional f plati nerovnost

|f(xk, )| > n pre kazdy index n € N. (120)

Relacie v (120) znamenaja, ze Eiselna postupnost {f(mk)}z":l nie je ohranicena v

R. Podla Definicie 14 to vsak odporuje predpokladu slabej ohrani¢enosti postup-

nosti {zr}>,. Preto {z;}72, je (silno) ohranicend v X a dékaz je hotovy. W
w

Veta 16 (Banachova—Steinhausova)

Nech X je normovany linearny priestor. Potom kazda podmnozina A C X, ktora

Je slabo ohranicend v X, je zaroven i (silno) ohrani¢ena v priestore X. Inymi

slovami, slaba a silnd ohrani¢enost mnozin v normovanych priestoroch splyvaji.
.
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Dékaz Vety 16.

Nech || - || je norma v priestore X a nech A C X je nejaka slabo ohranicena
podmnozina. Predpokladajme, ze A nie je ohraniéend v X. To znamena, ze
existuje postupnost {zx}7>; C A s vlastnostou limy_,« ||zk| = co. Zo slabej
ohranicenosti mnoziny A vyplyva, ze i postupnost {z},=; je slabo ohranicena
v X. V stlade s Vetou 15 teda musi byt tato postupnost i (silno) ohranicena v
X, €o viak zrejme odporuje jej definicii. Mnozina A je preto (silno) ohranicena
v priestore X a dékaz je kompletny. ]

-

Definicia 15 (Slaba konvergencia v normovanom priestore)

Nech X je normovany linearny priestor s normou || - ||. Hovorime, ze postupnost
vektorov {zx}72; C X slabo konverguje v priestore X k bodu z € X, ak pre
kazdy spojity linearny funkcional f : X — R pdsobiaci na X je Ciselnd postup-
nost {f(zr)}rz, konvergentna v R s limitou f(z). Vektor x potom nazyvame
slabou limitou postupnosti {z}3>, v priestore X a piseme z;, — z pre k — oco.

| \

Poznamka 21

Poznamenajme, ze analogicky ako v Poznamke 20 sa konvergencia v norme || - ||
- -
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Poznamka 21

oznacuje privlastkom silna. Je zrejmé, ze v silade s Definiciou 15 kazda silno
konvergentna postupnost {zr}z=; € X so (silnou) limitou z € X je zaroven
i slabo konvergentna v X s rovnakou (slabou) limitou . Tato skutocnost je
dosledkom spojitosti funkcionalov f € X’. Opaéné tvrdenie vsak neplati, t.j.,
slaba konvergencia vo vseobecnosti neimplikuje (silnti) konvergenciu v norme.

A\

Veta 17

Nech X je normovany linedrny priestor s normou || - || a {zx}3=; C X je pos-
tupnost vektorov. Potom platia nasledujice tvrdenia.

(i) Postupnost {zx}3>1 ma najviac jednu slabd limitu v X .

(i) Ak z, — x pre k — oo, kde x € X, potom kazda vybrand podpostupnost’
{zk, }nz1 je slabo konvergentnd v X s limitou x.

(iii) Ak {zr}32, slabo konverguje v X, potom je (silno) ohranicend v X.

Dokaz Vety 17.

(i) Ak by pre k — oo platilo z, — x a zaroven z, — y, kde z,y € X su rdzne
prvky, potom podla Poznamky existuje spojity linearny funkcional f : X — R
- ot

| A\
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Dokaz Vety 17 (pokracovanie).

s vlastnostou f(x) # f(y). V stlade s Definiciou 15 by teda ciselna postupnost
{f(zx)}z=; mala dve rozne limity f(z) a f(y), ¢o vsak je zrejmy spor. Preto
postupnost {xx}7>; mdze mat najviac jednu slabd limitu v X.

(ii) Tvrdenie vyplyva z pozorovania, ze pre kazdé f € X’ je { f(zx, ) }n1 vybrana
podpostupnost konvergentnej Ciselnej postupnosti {f(zx)}r; s limitou f(z).
Preto limn—oo f(zk,) = f(z), a tak v zhode s Definiciou 15 je v X slabo
konvergentna i postupnost {xx,, }ne1 s rovnakou limitou z.

(iii) Z kombinacie Definicii 14 a 15 vyplyva, ze kazda postupnost, ktora slabo kon-
verguje v priestore X, je slabo ohrani¢ena v X. Predlozena postupnost {zx}7e;
je teda slabo ohraniéena v priestore X, ¢o vdaka Banachovej-Steinhausovej
vety 16 zaru€uje i jej (silnd) ohraniCenost v X. [ |

Nech X je normovany linearny priestor, X' jeho dudlny priestor a {z\}3>, C X.
Potom postupnost {z}r~, je slabo konvergentna v X s limitou x € X prave
vtedy, ked je (silno) ohrani¢end v X a existuje mnozina A C X' s vlastnostami

LinAd=X" a Jim g(wy) = g(z) pre kazdy funkcional g € A. (121)
—00
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Dékaz Vety 18.

Platnost implikacie “=-" je priamym désledkom Definicie 15 a Vety 17(iii). Zame-
riame sa preto na dékaz opaénej implikacie “<". Nech teda postupnost {zj}7,
je ohrani€ena v X a nech existuje mnozina A C X' splnajiica relacie v (121) pre
nejaky prvok x € X. Obzvlast to znamena, Ze existuje K > 0 také, ze plati

|z|| < K, a zaroveh |lzg| < K pre kazdy index k € N, (122)
kde || - || je norma v priestore X. Z prvej relacie v (121) dalej vyplyva, ze pre
kazdy funkcional f € X’ existuje postupnost {g;}72; C Lin A s vlastnostou

Jm lf =gl = 0. (123)
— 00

Poznamenajme, ze vdaka druhej rovnosti v (121) kazdy funkcional ¢;, [ € N,
ako konecna linearna kombinacia prvkov mnoziny A, splita formulu

Jim gy (zx) = gi(). (124)

Zvolme teraz nejaky funkcional f € X’. DokaZeme platnost rovnosti
lim f(ak) = £(2). (125)
k— oo

Nech € > 0 je dané. Z (123) vyplyva existencia indexu [ € N s vlastnostou
€

T (126)

If =g ll <
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Dokaz Vety 18 (pokracovanie).

Nasledne, rovnost (124) s [ := [. zaruCuje existenciu indexu k. € N splhajaceho

91, (=) — g1, (zx)] < g pre kazdé k > k.. (127)

Pomocou nerovnosti (38), (122), (126) a (127) potom pre kazdé k > k. mame
[f(@) = fzu)l = |[f (@) = gi. @)] + [91. (=) = gu. (@x)] + [92. (2x) — f(zp)]|

<

f(@) = gi. (@) + |gi. () — g1 (zx)] + |91, (xr) — flxr)]

(38),(127) £
If = gicll - llell + 5+ 1F = gic Il - llewl

(122),(126) ¢ K+ € I €

3K 3 3K
Ziskana nerovnost (128) je vsak ekvivalentna s relaciou (125). Kedze funkcional
f € X' bol zvoleny lubovolne, v silade s Definiciou 15 je teda postupnost
{zr}72, slabo konvergentna v priestore X so slabou limitou z. |

K=c¢. (128)

o
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Priklad 22 (Slaba konvergencia v priestoroch s konecnou dimenziou)

V kazdom normovanom linedrnom priestore X s konecnou dimenziou n € N
je slaba konvergencia ekvivalentna so silnou konvergenciou v prislusnej norme

|| - ||. Dokazeme tato skutoénost. Nech {ei,...,en} je nejaka (algebraicka)
baza priestoru X a {g1,...,gn} je k nej odpovedajaca dualna baza predstavena
v Priklade 10. Predpokladajme, ze postupnost {z*}$2, C X slabo konverguje k
vektoru z € X. Nech (z¥, 2%, ...,2%) CR™ a (z1,2,...,2,) C R"™ oznacuju
siradnice prvkov z¥, k €N, a x v baze {e1,...,en}, ti.,
o =zber +abes+ - +alen, keN, (129)
rT=1x1e1+xoes+---+xphen. (130)

Podla rovnosti v (88) v Priklade 10 a reprezentacii v (129)-(130) potom plati
gi(z®) =2F, gi(@)=x;, keN, ie{l,...,n} (131)
Kedze g; € X' pre kazdé i € {1,...,n}, v stlade s Definiciou 15 mame

im o 2 lim gi(@®) = gile) 2 2, pre kazdéie {1,...,n}.  (132)

k— o0 d k— o0
Formula (132) teda ukazuje stradnicovii konvergenciu postupnosti {z"}$2 ;
vzhladom na bazu {ei,...,en}, z ktorej viak, vdaka konecnorozmernosti

priestoru X, vyplyva konvergencia v danej norme || - ||.
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Priklad 23 (Slaba konvergencia v [”-priestoroch)

Pri charakterizacii slabej konvergencie v priestore I”, kde p > 1 je pevne dané,
vyuzijeme vysledok Vety 18. Za tymto Gcelom pre kazdé n € N oznacme

e = {6k }i2y, tin € =(0,..., 1 ,...,0,...). (133)

n—ty ¢len

Je zrejmé, ze postupnost e € {P pre kazdé n € N. Dalej uvazujme mnozinu

A:={gn : IP > R, ne N} C (IP) (134)
spojitych linearnych funkcionalov pésobiacich na priestore [P tvaru
1, m=mn,
gm(e™) = m,n € N. (135)
0, m#n,

Z detailnej konstrukcie dualneho priestoru (1)’ v Priklade 13 vyplyva, Ze mnozina
A v (134) splna rovnost Lin A = (I?)’ a pre kazdy prvok = = {3}, € I? plati

gn(x) = xn, nEN. (136)

Pomocou Vety 18 potom nie je tazké si premysliet, ze postupnost {z"}5=; C I,
tg., 2" = {x} iz, € [P pre kazdé n € N, je slabo konvergentna v priestore [P s
limitou z = {zx}72, € [P prave vtedy, ked platia podmienky

o
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Priklad 23 (Slaba konvergencia v [?-priestoroch)

(i) postupnost {z"}52; je (silno) ohranicend v [P, t.., Ciselnd postupnost
{llz™||}n=1 je ohranicena v R,
(i) postupnost {z"}52, po zlozkach konverguje k prvku z, t.j., plati

lim zj =, pre kazdé k € N. (137)
n—oo

Poznamenajme, ze na rozdiel od predchadzajiceho Prikladu 22 v tomto pripade
slaba konvergencia nie je ekvivalentna so silnou konvergenciou. Napriklad pos-
tupnost {e"}n2; C I[P definovana v (133) konverguje slabo k identicky nulovej
postupnosti, kedZe je o€ividne (silno) ohrani¢enad a mame

133
lim e} (123) lim 6x, =0 pre kazdé pevné k € N.
Na druhej strane, postupnost {e" }52; nema v priestore [” silna limitu, pretoze
nie je ani cauchyovska vzhladom na normu || - ||, nakolko pre kazdé dva rézne

indexy m,n € N plati [|e™ — e™|| = 2'/?, ako sa mozeme lahko presvedcit.

| A\

Priklad 24 (Slaba konvergencia v priestore /' — Schurova veta)

V priestore I' slaba konvergencia a (silna) konvergencia v norme splyvaji.
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Priklad 25 (Slaba konvergencia v priestore spojitych funkcii)

V pripade priestoru C[a, b] vsetkych realnych funkcii spojitych na netrividlnom
kompaktnom intervale [a,b], a < b, s normou rovnomernej konvergencie || - ||c
ma slaba konvergencia obzvlast vyznamnu interpretaciu. Da sa totiz ukazat, ze
postupnost funkcii {ux}p21 C Cla, b] je slabo konvergentna v priestore Ca, b] so

slabou limitou u € Cla, b] prave vtedy, ked

(i) postupnost {ur}nz; je (silno) ohrani¢ena v Cla,b], t.j., existuje kladna
realna konstanta K taka, ze plati

lug(z)| < K pre kazdé k € N a kazdé z € [a, b], (138)
(ii) postupnost {uy}ne; bodovo konverguje k funkcii u na intervale [a, b], t.j.,

klim ug(z) = u(x) pre kazdé x € [a, b]. (139)
—00

i

Priklad 26 (Slaba a silna konvergencia v Hilbertovom priestore)

Nech H je Hilbertov priestor s normou || - || (indukovanou prislusnym skalarnym

stcinom). Potom postupnost {zx}3>2; C H konverguje (silno) k vektoru x € H

prave vtedy, ked je slabo konvergentna v H s limitou = a limy—, o [|zx|| = ||z
i
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Pojem x-slabej konvergencie v dualnom priestore

Definicia 16 (x-slaba ohranicenost v dualnom priestore)

Nech X je normovany linearny priestor, X’ jeho dualny priestor a A C X’ je
mnoZina. Hovorime, e mnozina A je *-slabo ohranicena v priestore X', ak pre
kazdy vektor x € X je mnozina

Az :=A{f(x), f € A} ohranicena v R. (140)

i

Poznamka 22

S ohladom na Definiciu 16 nie je tazké si uvedomit, ze *-slaba ohranicenost
podmnozin dualneho priestoru X’ je pojem “hrubsi’ nez (silna) ohranicenost v
norme priestoru X’. Presnejsie, kazda silno ohrani¢ena mnozina A C X’ je zaro-
ven i #-slabo ohranicena v priestore X'. Ak totiz pre nejaké K > 0 je ||f|| < K
pre kazdy funkcional f € A, potom na zaklade nerovnosti (38) mame

(38)
lf@) < IIfI - [lell < Kllz]|  pre kazdé = € X. (141)

Ciselna mnozina A, v (140) je teda pre kazdy dany vektor z € X ohranicena, a
tak podla Definicie 16 je A *-slabo ohrani¢ena v X’. Opaéné tvrdenie viak
neplati, t.j., *-slaba ohranicenost v X’ v pripade vieobecného normovaného

linearneho priestoru X neimplikuje (silna) ohranicenost v norme priestoru X'.
o
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Priklad 27

Uvazujme realny linearny priestor X tvaru
X :={z={zx}2; C ', = ma len konecne vela nenulovych &lenov }, (142)

na ktorom uvazujeme normu priestoru I', t.j., [|z|| = >_3 , |z | pre z € X. Nech
X' je odpovedajici dualny priestor a nech A oznaCuje mnozinu funkcionalov
fn: X > R, n €N, s predpisom

fo(@) :=nzn, neN, z={zg}2; CX (143)

Nie je tazké overit, ze pre kazdé n € N je zobrazenie f, v (143) spojity linearny
funkcional na X, tj., A C X’. Zvolme nejaky prvok = = {z;}72, C X a nech

Ky i=max|zg|, ne:=max{k € N, zx # 0}. (144)
€
Vyuzitim relacii v (143) a (144) potom pre kazdy index n € N dostavame
n |xn‘7 n < ng, (144)
1fn(@)] A || O { } < np Ka, (145)
0, n > ng,

a teda odpovedajica mnozina A, v (140) je ohranicena. V salade s Definiciou 16
to znamena, Ze predlozena mnozina A je *-slabo ohrani¢ena v X'. Nie je viak
ohrani¢end v X', nakolko pre kazdé n € N je |fn(e™)| = n, kde e™ € X je
postupnost definovana v (133). A kedze |e™|| = 1, podla (37) plati || fn] > n.
o
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Lema 3

Nech X je normovany linedrny priestor s normou || - ||, X’ jeho dudlny priestor a
{fx}221 C X' postupnost funkcionalov. Nech existuje nedegenerovana uzavrets
gula B C X s vlastnostou, Zze mnozZina

{fr(z), v € B, k € N} CR je ohranicend v R. (146)

Potom postupnost noriem {||fx||}r=1 je ohranicend v R.

Veta 19

| A\

Nech X je Banachov priestor, t.j., tplny normovany linearny priestor, X' jeho
duélny priestor s normou || - || a {fx}2>1 € X’ *-slabo ohrani¢ena postupnost
funkcionalov. Potom existuje redlne cislo K > 0 tak, ze ||fr|| < K pre kazdé
k €N, t.j., postupnost {fi}7>1 je (silno) ohranicena v X'.

| A\

Veta 20 (Banachova—Steinhausova)

Nech X je Banachov priestor a X' jeho duélny priestor. Potom kaZda podmno-
zina A C X', ktora je x-slabo ohraniéeni v X', je zaroven i (silno) ohranicena
v norme priestoru X'. Inymi slovami, *-slaba a silna ohraniéenost podmnoZin v
dualnych priestoroch Banachovych priestorov splyvaji.

A\
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Poznamka 23

Poznamenajme, ze dokazy Lemy 3 a Viet 19 a 20 su zalozené na formalne
rovnakych myslienkach ako dékazy Lemy 2 a Viet 15 a 16 tykajice sa slabej
ohranicenosti v priestore X. Obzvlast, v tvrdeniach Viet 19 a 20 je klucovy
predpoklad, Ze vychodiskovy priestor X je Banachov. Uplnost normovaného
priestoru X teda zaruuje ekvivalenciu *-slabej a silnej ohranic¢enosti v dualnom
priestore X’. Tato skutocnost je nazorne ilustrovana v Priklade 27, kde skiimany
priestor X definovany v (142) nie je Banachov (plati totiz X = I' 2 X, ako sme
diskutovali v jednom z prikladov v prednaskach o linearnych priestoroch).

o

Definicia 17 (x-slaba konvergencia v dualnom priestore)

Nech X je normovany linearny priestor a X’ jeho dualny priestor s normou
| - |l. Hovorime, ze postupnost funkcionalov {fi}72, C X’ #-slabo konverguje
v priestore X' k funkcionalu f € X', ak pre kazdy vektor z € X je ciselna
postupnost {fx(x)}32, konvergentna v R s limitou f(z). Funkcional f potom
oznacujeme ako #-slabd limitu postupnosti {fx}3>; v dualnom priestore X’ a
piseme fr — f pre k — oo.

i
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Poznamka 24

Analogicky ako v Poznamke 21 kazda postupnost {fx}2>; € X’ funkcionalov
konvergentna v norme priestoru X’ s limitou f € X' je zaroveh i *-slabo kon-
vergentna v priestore X' s rovnakou (slabou) limitou f. Tento fakt vyplyva z
nerovnosti (38), podla ktorej plati

(38)
[fr(z) = f(@)] < |Ife = fll - llzl]| pre kazdé = € X. (147)

Ak teda postupnost frp — f pre k — oo v norme duélneho priestoru X', t.j.,
limg— oo || fx— f|| = 0, potom podla (147) mame limy_, | fx(z) — f(z)| = O pre
kazdy vektor x € X. V kontexte Definicie 17 to potom znamen4, ze postupnost
{fr}21 konverguje *-slabo k funkcionalu f, t.j., fx — f pre k — co. Opacna
implikacia samozrejme vo vSeobecnosti neplati, ako ukazujeme v Priklade 28.

Veta 21

| A

Nech X je Banachov priestor, X' jeho duélny priestor a {fr}3>1 C X'. Potom
postupnost' { f }721 je x-slabo konvergentni v X' s limitou f € X' prave vtedy,
ked' je (silno) ohraniéend v X' a existuje mnozina A C X s vlastnostami

LinA=X a klim fr(z) = f(x) pre kazdy vektor z € A. (148)
— 00

o
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Priklad 28

Uvazujme normovany linearny priestor X := c¢o. Z Prikladu 14 vieme, ze od-
povedajici dualny priestor X’ je izometricky izomorfny s priestorom I*, pricom
prislusna korespondencia ma tvar

X'sfea={Z el f@)=) dzk, z={m}f2, €X. (149)
k=1
Nech {fn}nl1 € X' je postupnost funkcionalov, ktord v kontexte ekvivalencie
(149) odpoveda postupnosti {e"}52 1, kde €™ := {0xn }32; € I' pre kazdén € N.
Kazdy z funkcionalov f,, n € N, teda splha

fn(z) (149) zn pre kazdé x = {z;}72, € X. (150)

Avsak limy_, o0 zx = 0 pre kazdé {z;}72; € X, a tak z (150) vyplyva

le fn(z) (159) 1i_>m zn =0 pre kazdy prvok z = {z}32, € X. (151)
Podla Definicie 17 teda postupnost {f»}n=; #*-slabo konverguje v dualnom
priestore X’ k nulovému funkcionalu, t.j., fx — 0 pre k — oco. Nejedna sa

viak o silnti konvergenciu v X', pretoze pre kazdy dany index n € N volbou
x = {0kn}iz1 € X mame f,(x) =1, a kedZe ||z||x =1, plati || fn]|| > 1.
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Priklad 29

|

Z Prikladov 3 a 8 vieme, ze pre dani realnu funkciu y spojitd na kompaktnom
intervale I := [—1, 1] je zobrazenie f definované predpisom

1
flu) = / u(z) y(x) dz, kde u je funkcia spojita na I,
=il
spojity linearny funkcional pésobiaci na normovanom priestore X := C(I) s nor-

mou rovnomernej konvergencie || - ||c. Uvazujme postupnost spojitych funkcii
{yr}7=1 € X splnajucich pre kazdé k € N vlastnosti

11 L
yr(z) >0, =z€l, ye =0 nall\ |:_E E} / yr(z)de =1. (152)
—1

Stbor funkcii yx, k € N, uréuje postupnost funkcionalov {f;}72; C X’ tvaru
1
) ::/ u(z) yp(r)de, we X. (153)
=i

Pomocou (153), formuly (44) a podmienok v (152) nie je tazké overit, ze

153),(44 52) [l/k
TR ’/ lye ()] da 2 ’//k (2)de = 1. (154)
1

o
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Priklad 29

Dokéazeme, ze postupnost { fi }72; konverguje *-slabo v dualnom priestore X’ k
funkcionalu 6o € X’ z Prikladu 3 s predpisom

do(u) :=u(0), wueX. (155)
Skutocne, pre kazdy index k € N a kazdy prvok u € X postupne plati

(153),(155)

[ fr(u) — do(u)|

[ u@ @z o)

—1
(152)

1
[ @ - u@)(z) do

—1

1
< / lu(z) — u(0)] ya(v) dz

=1l

1/k
(13)/71/16\u(m)_u(o)m(r) dz

1/k
= Jumg) — u(0)| /_ L, V@) d

" jut) ~ ) preistemee [-5 1] (159)

V predposlednom kroku v (156) sme vyuzili kombinaciu vety o strednej hodnote
o
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Priklad 29

a Bolzanovej vety pre spojitt funkciu |u — u(0)| na kompaktnom intervale
[—%, %] A kedZze postupnost {n}72; ocividne splia limj o0 7x = 0, mame

lim |u(ng) —u(0)| = |u(0) —u(0)| =0 pre kazdé u € X,

Jim [fi(w) = o ()] "= tim.
a tak podla Definicie 17 plati fi — do pre k — oo. Naviac, plati ||do]| = 1,
ako sa mézeme lahko presvedéit. Na druhej strane, da sa ukazat, ze uvazovana
postupnost {fx}7>; pre ziadnu volbu funkcii yx, & € N, splhajtcich vlastnosti
(152) nekonverguje silno, t.j., v norme duélneho priestoru X’. Dékaz je zaloZeny
na pozorovani, ze postupnost { fx }72; nie je cauchyovska v norme priestoru X',

a teda neméze byt ani (silno) konvergentna v X'.

i

Poznamka 25 (Silna a x-slaba topolégia v dualnom priestore)

V silade s prezentovanou teériu mame teda v dualnom priestore X’ kazdého
normovaného linearneho priestoru X s normou ||- || zavedené dve topolégie — silnt
a #-slabii. Nech A C X" je nejaka podmnoZina spojitych linearnych funkcionalov.
Podla Definicie 8 je mnozina A silno ohranicena v X, t.j., ohranicena v silnej
topoldgii, ak existuje kladna redlna konstanta K taka, ze ||f|| < K pre kazdé
f € A. Nie je tazké ukazat, ze tato skutocnost je ekvivalentna s vlastnostou

i
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Poznamka 25 (Silna a x-slaba topolégia v dualnom priestore)

pre kazdd ohrani¢ent mnozinu B C X je {f(z), f € A, = € B} ohranicena. (157)

Analogicky mozno v zhode s Definiciou 16 x-slabi ohranicenost mnoziny A v
X', t.j., v *-slabej topolégii, charakterizovat vlastnostou

pre kazda koneénti mnozinu B C X je {f(z), f € A, = € B} ohrani¢ena. (158)

Z relacii v (157) a (158) nasledne vyplyva tvar okoli prvkov dualneho priestoru
X’ jednotlivych topolégiach. Konkrétne, pre kazdé e > 0 a f € X' mame

e-okolie prvku f v silnej topolégii : {g € X', |lg — fll <&}, (159)

e-okolie prvku f v x-slabej topolégii : {g € X', |g(z) — f(z)| <&, = € B}
pre nejakd koneénd mnozinu B C X. (160)

Dalej vieme, ze silna konvergencia v dualnom priestore X', t.j., konvergencia
vzhladom na normu || - ||, je indukovana metrikou, konkrétne p(f,g) := ||f — gl
f,g € X'. Priestor X' je teda ako topologicky linearny priestor vzhladom na silnt
topolégiu metrizovatelny. D& sa ukazat, Ze v pripade separabilného priestoru X
je i x-slaba konvergencia indukovan4 istou metrikou. Presnejsie, ak B’[0, 1] C X'
je uzavreta jednotkova gula v dualnom priestore X', potom *-slaba konvergencia
v B’[0,1] je ekvivalentna s konvergenciou v metrike p’ tvaru
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Poznamka 25 (Silna a x-slaba topolégia v dualnom priestore)

> | f(zk) — g(z

o) = w f.9€ B'0,1], (161)
k=1

kde {zx}72; C BJ0, 1] je spocitatelna mnozina husta v uzavretej jednotkovej guli

B[0,1] € X. To znamen4, ze mnozina B’[0, 1] je metrizovatelny topologicky

priestor vzhladom na *-slabii topolégiu. Dodajme, Ze tento zaver plati pre kazdi

uzavretd gulu B’[0,7], 7 > 0, resp. pre kazdi ohrani¢ent mnozinu A C X'.

Poznamka 26

| A\

Poznamenajme, Ze v dualnom priestore X’ moZeme okrem *-slabej ohranicenosti
a konvergencie zavedenych v Definiciach 16 a 17 uvazovat i “klasicka” slaba
ohranicenost a konvergenciu v zmysle Definicii 14 a 15, v ktorych budeme X'
chapat ako vychodiskovy normovany linearny priestor a druhy duélny priestor
X" ako k nemu odpovedajici dualny priestor. Konkrétne, mnoZzina spojitych
linearnych funkcionalov A C X’ je slabo ohranicena v priestore X', ak pre kazdy
spojity linearny funkcional F' : X’ — R pésobiaci na X’ je mnoZina

F(A) :={F(f), f € A} ohrani¢ena v R. (162)

Podobne, postupnost {fi}2>; C X’ je slabo konvergentna v X’ so slabou limi-
tou f € X', ak pre kazdy funkcional F € X" je limy_oo F\(fx) = F(f).
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|

Poznamka 26

Vdaka kanonickému vnoreniu 7 v (105) a (100) zo slabej ohranicenosti, resp.
konvergencie, vyplyva #-slaba ohranicenost, resp. konvergencia. Skutoéne, ak
mnozina A C X' je slabo ohrani¢ena v X', potom pre kazdé = € X je mnozina

(140) (100) (162)

{f(z), feA} {Fa(f), fe A} Fy(A) (163)

ohrani¢ena v R, a tak podla Definicie 16 je A *-slabo ohrani¢ena v X’. Analo-
gicky, ak postupnost {f; }22; C X' slabo konverguje v X’ k funkcionalu f € X’,
potom pre kazdy vektor z € X mame

Jim fi(@) " tim Fo(fi) = Fa(f)

(100)

f(@), (164)

¢o v sulade s Definiciou 17 znamena, ze postupnost { fx }72; *-slabo konverguje
s *-slabou limitou f v priestore X’. Platia teda nasledujice relacie

silna topolégia v dualnom priestore X’
U
slaba topolégia v dualnom priestore X’

!

*-slaba topolégia v dualnom priestore X'.

Napokon dodajme, Ze slaba a *-slaba topolégia v X’ splyvaji prave vtedy, ked
priestor X je reflexivny, ako mozno vidiet prostrednictvom Definicie 13.
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Veta 22

Nech X je separabilny normovany linearny priestor, X' jeho dualny priestor a
{fx}21 C X’ (silno) ohraniéena postupnost. Potom z { f}7>, je mozné vybrat
podpostupnost, ktord x-slabo konverguje v X'.

Dékaz Vety 22.

Nech A := {zx}32; C X je spocitatelnd mnozina husta v priestore X, t.j.,
plati A = X v norme || - || priestoru X. KedZe postupnost {fx}r2, je (silno)
ohraniéena v dualnom priestore X', existuje K > 0 s vlastnostou

| A

[[fell < K pre kazdy index k € N. (165)

Nasledne, vyuzijic nerovnost (38), dostavame relaciu

(38)
Ife(x)| < |lfxll - llz1]] £ K||z;|| pre kazda dvojicu indexov k,1 € N. (166)

To znamena, ze pre kazdy dany vektor x;, I € N, je Ciselnd postupnost
{fr(z1)}72, ohranicena v euklidovskom priestore E. Obzvlast, &iselna postup-
nost {fx(z1)}7; je ohranienad v E, a preto podla Bolzanovej—Weierstrassovej
vety je mozné z nej vybrat konvergentna podpostupnost. Inymi slovami, z pos-
tupnosti funkcionalov {fx}72; je mozné vybrat podpostupnost {fi}52, tak, ze

o
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Doékaz Vety 22 (pokracovanie).

postupnost {fi(z1)}7>, konverguje v E. Nech L; € R oznacuje jej limitu, t.j.,
lim fl(z1) =: L. (167)
k—oco

Postupnost {f£}22; je viak tiez (silno) ohranicena v X', a tak i ciselna postup-
nost { f#(z2)}7>, je ohraniéena v E. Preto je mozné z nej vybrat konvergentni
podpostupnost, t.j., z postupnosti funkcionalov {f}%2; je mozné vybrat pod-
postupnost {fZ}52; tak, ze {fZ(x2)}22; konverguje v E s limitou

lim fZ(x2) =: La. (168)
k— o0
V stlade s rovnostou (167) je zaroven konvergentna i postupnost {fZ(x1)}7,

(ako vybrana z postupnosti {fi(21)}%21) s limitou L1, teda limy 00 f2(71) =
L1. V podobnom duchu pokracujeme dalej. Zostavime tak postupnost

f117 f217 f517 °oc 09 f}iv ocog
f127 f227 f‘g?v 0009 f}?y cccyp
ffv f§7 fgv °oc 09 f]fv ocog

S : 59
firbv fénv f‘},lv 0009 f}’gy cocyp
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Doékaz Vety 22 (pokracovanie).

ktora splita nasledujiice vlastnosti.
(i) Pre kazdén € N je postupnost { ft'}22, vybrana z postupnosti { /7' }72 ;.
(i) Pre kazdy dany index n € N je kazda z €iselnych postupnosti { i (1) }721,
kde l € {1,...,n}, konvergentna, pricom pre kazdé pevné [ € N plati

lim fp'(x;) =: Ly pre kazdé n > . (170)
k—oco

V schéme (169) teraz uvazujme diagonalnu vybrani podpostupnost {ff}52; a
dokazeme, ze bodovo konverguje v kazdom vektore z;, | € N. Skutocne, pre
kazdy pevne zvoleny index | € N je Ciselna postupnost {fr(z;)}32, vybrana
podpostupnost z konvergentnej postupnosti {fi(x;)}s2; s limitou L;, v stlade
s (170). Preto aj {fF (1)}, je konvergentna s rovnakou limitou L;. Nasledne
dostavame i konvergenciu iselnej postupnosti { f (x;)}52; a rovnost

klim fE(x) = L, pre kazdé I € N. (171)
—00

A kedze podla predpokladov mnozina A = {zx}72; splha Lin A = X, ako
mozno lahko overit, podla Vety 21 je vybrand podpostupnost funkcionalov

{fF}7%2, *-slabo konvergentna v dualnom priestore X, |
i
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Poznamka 27

Nech X je separabilny normovany linearny priestor s normou || - || a X’ jeho
duélny priestor. V prednaskach o metrickych priestoroch sme zaviedli pojem
kompaktnosti, resp. prekompaktnosti podmnozin metrického priestoru. Kedze v
stlade s Poznamkou 25 kazda silno ohrani¢ena mnozina A C X’ je vzhladom na
*-slabt topolégiu v X' metrickym priestorom s metrikou definovanou v (161),
mdzeme uvazovat o tzv. x-slabej kompaktnosti, resp. #-slabej prekompaktnosti
mnoziny A. Ohraniéena mnozina A C X’ sa oznaCuje ako *-slabo uzavreta v
X', ak pre kazda postupnost {fx}72; C A *-slabo konvergentnti v X’ jej x-slaba
limita f € A. Inymi slovami, *-slaby uzaver mnoziny A v X’ splyva s A. Dalej,
ohrani¢end mnozinu A C X’ budeme nazyvat #-slabo (spocitatelne) kompaktna,
ak kazda jej nekonecéna podmnozina obsahuje *-slabo konvergentnd postupnost
s limitou v A. Napokon, (silno) ohrani¢end mnozina A C X' sa nazyva *-slabo
prekompaktna, ak jej x-slaby uzaver v X’ je *-slabo kompaktny. Pre *-slabt
kompaktnost (silno) ohrani€enych podmnozin dualneho priestoru X’ separabil-
ného priestoru X platia analogické vlastnosti ako v pripade “klasickej”’ kompakt-
nosti v metrickych priestoroch. Obzvlast, kazda x-slabo kompaktna podmnozina
A C X' je #-slabo uzavreta a *-slabo ohrani¢ena v dualnom priestore X’. Do-
dajme, ze kompaktnost, resp. prekompaktnost podmnozin dualneho priestoru
X' vzhladom na metriku p(f,g) := ||f — gll. f,g € X', sa niekedy oznacuje
privlastkom silnd kompaktnost, resp. silnd prekompaktnost.

i
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Veta 23

Nech X je separabilny normovany linearny priestor, X' jeho dualny priestor a
A C X' (silno) ohraniéen mnozina. Potom A je x-slabo prekompaktna mnozina.

A\

Ddkaz Vety 23.

Tvrdenie je priamym désledkom Vety 22 a komentara v Poznamke 27. Oznacme
symbolom A *-slaby uzaver mnoZiny A v dualnom priestore X’. Potom mnozina
A" je (silne) ohranicena a x-slabo uzavreta v X’. Nasledne, podla Vety 22, kazda
nekoneéna podmnozina B C A~ obsahuje -slabo konvergentnii postupnost,
ktorej limita patri do A". V zhode s Poznamkou 27 je teda mnozina A" x-slabo
kompaktna, a teda A je x-slabo prekompaktna mnozina. Dékaz je aplny. I/

Désledok 5

Nech X je separabilny normovany priestor a X' jeho dudlny priestor. Potom
kaZda ohraniGena a *-slabo uzavretd mnoZina A C X' je x-slabo kompaktna.

A\

Dékaz Désledku 5.

Vysledok vyplyva z dékazu Vety 23, nakolko v tomto pripade plati A=A". M
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Nech X je separabilny normovany linearny priestor, X' jeho dualny priestor a
B’ C X’ (silno) uzavrets gula. Potom B’ je x-slabo uzavretd mnozina v X'.

Dékaz Lemy 4.

Je zrejmé, Ze bez ujmy na vseobecnosti staci uvedenl vlastnost dokazat iba pre
uzavreté gule so stredom v nulovom funkcionale, t.j.,

B = B'0,7]={f € X', [fl <r}, re(0,00), (172)

kde || - || norma funkcionalu definovana v (36). Zvolme teda nejaké r > 0
a nech {fx}32, C B’[0,7] je *-slabo konvergentna postupnost funkcionalov s
limitou f € X'. Ukazeme, ze funkcional f € B’[0,7], t.j., ze ||f]] < r. Podla
Definicie 17 pre kazdy dany vektor x € X splrajtci ||z|| < 1 plati

Jim fi(@) = f(2), ateda lim |fi(e)| = f(@)] (173)

Dalej, z (36) a (172) vyplyva, ze |fi(z)| < || fxll < r pre kazdy index k € N
a kazdé z € X s ||z|]| < 1. Nasledne, vyuzitim (173) dostdvame nerovnost
|f(z)| < r pre kazdé z € X s ||z|| < 1. To napokon podla (36) znamena, ze
If]] <7, t., funkcional f € B[0,7]. V stlade s Poznamkou 27 je teda (silno)

uzavretd gula B’[0,7] i x-slabo uzavreta v dualnom priestore X”. ]
o
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Dosledok 6 (Banachova—Alaogluova veta)

Nech X je separabilny normovany linearny priestor a X' jeho dualny priestor.
Potom kazda uzavreta gula B' C X' je -slabo kompaktna mnoZina.

Dékaz Désledku 6.

Platnost tvrdenia je zalozend na kombinacii vysledkov Désledku 5 a Lemy 4.
Konkrétne, kazda uzavreta gula B’ C X' je zrejme (silne) ohranicend a podla
Lemy 4 i x-slabo uzavretd v dualnom priestore X’. Podla Désledku 5 je potom
B’ x-slabo kompaktna mnozina a dékaz je hotovy. |

Poznamka 28 (Eberleinova—Smuljanova veta)

Pojem slabej a *-slabej konvergencie v normovanych a duélnych priestoroch ma
rozsiahle vyuzitie v konkrétnych aplikaciach v mnohych oblastiach matematiky.
Na zaver tejto prednasky uvedieme jednu takito aplikaciu tykajicu sa charakte-
rizacie vlastnosti reflexivnosti Banachovych priestorov. Toto tvrdenie sa v litera-
tare oznacuje ako Eberleinova—Smuljanova veta. Konkrétne, Banachov priestor
X je reflexivny prave vtedy, ked' z kazdej (silno) ohranicenej postupnosti v X je
mozné vybrat slabo konvergentni podpostupnost (v zmysle Definicie 15).
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