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Zaklady

Kompaktnost

Pojem linearny operator

Nech X a Y sa dané linearne priestory nad telesom komplexnych cisiel C.

Definicia 1 (Linearny operator medzi vektorovymi priestormi)

Lubovolné zobrazenie T : X — Y nazyvame operatorom na priestore X (zo-
brazujacim do priestoru Y'). Ak zobrazenie T je linearne, t.j., plati

Tx+y) =T(z)+T(y), TAz)=AT(x) prekazdé z,y€ X a X €C, (1)

hovorime o linedrnom operatore na priestore X.

V pripade hodnét operatorov na linearnych priestoroch budeme casto pouzivat
namiesto oznacenia T'(z), € X, Standardny symbol T'z.

Priklad 1 (Identicky operator)

Nech Y = X. Potom operator I : X — X dany predpisom Iz := z, x € X, je
zrejme linearny. Nazyvame ho identicky (jednotkovy) operator na priestore X.
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Priklad 2 (Projektor do podpriestoru)

Nech X = H je Hilbertov priestor a Y = A je jeho uzavrety podpriestor. Z vety
o projekcii vieme, Ze plati rovnost H = A@® AL, kde A+ je ortogonalny doplnok
podpriestoru A v H. Inymi slovami, kazdy vektor z € H sa da jednoznacne
vyjadrit v tvare z = y+2z, kdey € Aa z € A. Uvazujme operator Pa : H — A
dany predpisom Paz := vy, x € H. Z jednoznacnosti rozkladu kazdého vektora
x € H vyplyva, ze Py je linearny operator. Standardne sa oznacuje ako operator

ortogonalnej projekcie, resp. (ortogonalny) projektor do podpriestoru A.
. ot

Priklad 3 (Diferencialny a integralny operator)

Nech a,b € R, a < b. Linearny operator D : C'[a, b] — C[a, b] dany predpisom
Df() = fl(')7 fGCl[a,bL (2)

sa nazyva diferencialny operator. Podobne pre funkciu k € C([a,b] X [a,b]) sa
linearny operator K : Cla, b] — Cla, b] dany predpisom

b
KFC) = [ ks 1) s, f €Clat, 3)

oznacuje ako integralny operator.
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Ohranicenost a spojitost linearneho operatora

Nech X a Y si dané normované linearne priestory nad C.

Definicia 2 (Ohranicenost linearneho operatora )

Operator T' : X — Y sa nazyva ohraniceny, ak kazda ohraniceni mnozinu v

priestore X zobrazuje na ohraniceni mnozinu v priestore Y.
- o

Veta 1

Nech T : X — Y je linearny operator. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné.
(i) Operéator T' je ohraniceny.
(ii) Operator T' je ohrani¢eny na nejakom okoli bodu 0.

(iii) Operator T' je spojity na priestore X .

(iv) Operator T' je spojity v nejakom bode priestoru X (typicky v bode 0).

w
Mnozina vsetkych spojitych (ohranicenych) linearnych operatorov L : X — Y sa
Standardne oznaéuje symbolom L£(X,Y). V pripade X = Y budeme pouzivat
skratené oznacenie £(X).
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Nech L : X — Y je dany linearny operator. Potom L € L(X,Y) prave vtedy,
ked' existuje kladné realne &islo cr, s vlastnostou

[|[Lz|ly <cp|z|lx pre kazdé xz € X. (4)

| A

Dékaz Lemy 1.

Zrejme v (4) staci uvazovat iba nenulové vektory z € X. Nech L € L(X,Y).
Pre kazdé z € X \ {0} je vektor Z := x/||z||x prvkom jednotkovej sféry S(0, 1)
v X. Mnozina S(0,1) je ohrani¢end v X, a preto v silade s Definiciou 2 i jej
obraz L(S(0,1)) je mnozina ohrani¢enad v Y. Existuje preto kladné realne ¢islo
cr s vlastnostou ||Ly|ly < cr pre kazdé y € S(0,1). Potom pre kazdy vektor
z € X \ {0} plati

ILzlly = L (2l x@)lly = llzllx I Lz]ly < cLllzlx,

t.j., plati nerovnost (4). Naopak, nech je splnenad nerovnost (4) a nech A je
nejaka ohranicena mnozina v X, t.j., existuje kladné realne Cislo r s vlastnostou
||z||x <7 pre kazdé r € A. Potom pre kazdy vektor = € A plati

ILz|ly < epllzllx < cpr,

t.j., obraz L(A) je ohraniceny v Y. Podla Definicie 2 je operator L ohranieny,
teda L € L(X,Y). Ddkaz je hotovy. [ |

i
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Norma linearneho operatora

Definicia 3 (Norma linearneho operatora)

Nech X, Y st normované priestory a L : X — Y spojity linearny operator. Cislo
inf{cy, €R, | Lz|ly <crllz|x pre kazdé z € X} (5)

sa nazyva norma linearneho operatora L a oznacuje sa symbolom ||L||.

Poznamka 1

V kontexte Lemy 1 je hodnota v (5) korektne definovana pre kazdy spojity
linedrny operator, kedze mnozina Eisiel c;, je neprazna a ¢, > 0. Naviac, nie je
tazke si uvedomit, ze normu ||L|| v (5) mozno ekvivalentne vyjadrit v tvaroch

Lz|y
ILelly lLaly = s [Laly. (6)

1] = =
zex\{0} llzllx  zex, |zllx<1 zeX, ||z x=1

Obzvlast, z prvej formuly v (6) vyplyva nerovnost

[Lz|ly < ||L|| - |lz]lx pre kazdy vektor z € X. )

o
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Veta 2

Nech XY si normované linedrne priestory. Mnozina L(X,Y) je normovany
linearny priestor s normou definovanou v (5) a platia nasledujice tvrdenia.

(i) Ak priestor Y je Banachov, potom i L(X,Y") je Banachov priestor.

(i) Ak priestor X je kone¢norozmerny, potom kazdy linedrny operator L : X —
Y je spojity (ohraniceny).

| A\

Veta 3

Nech X,Y, Z sii normované linearne priestoryanech L : X Y, K : Y = Z
st spojité linedrne operatory. Potom zloZeny operator KoL : X — Z je spojity
a linedrny a plati nerovnost || K o L|| < || K|| || L]

| A\

Déokaz Vety 3.

Spojitost a linearita zlozeného operatora K o L je zrejma. Naviac, pre [ubovolny
vektor z € X \ {0} postupne plati

(K o L)z||z = |K(Lz)||z < K[| L2y < K[ L] - [l=]lx-

V sulade s (6) napokon dostavame nerovnost || K o L|| < || K|| ||LZ||- |
- -
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Nech X je normovany linearny priestor, A C X je podpriestor husty v X aY
je Banachov priestor. Nech K : A — Y je spojity linedrny operator. Potom
existuje jediny spojity linedrny operator L : X — Y taky, Ze

Lla=K a |Llx =[K]a- (8)

Dékaz Vety 4.

Podla predpokladov vety plati A = X. To znamena, ze pre kazdé z € X \ A
existuje postupnost {z,}ne1 C A taka, ze lim, o0 » = Vv NOrme priestoru
X. Odpovedajaca postupnost { Kz, }o>1 C Y je cauchyovska v Y, kedze

| A\

|Kzm — Kzn|ly = |K(zm —zn)|ly < ||Klla - ||#m —2n||x pre kazdé m,n € N.
€A

Vdaka Gplnosti priestoru Y je postupnost { Kz, }n>; konvergentna v Y. Tento
fakt ndm umoznuje definovat novy operator L na celom priestore X, konkrétne

Kz, z €A,
Lx := (9)
limnp—o0 Kxn, x€ X\A,

kde {zn}521 C A je nejaka postupnost vyssie, ktora odpoveda danému prvku
x € X \ A. Operator L v (9) je koretne definovany a je rozsirenim operatora K

i
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Dokaz Vety 4 (pokracovanie).

na celé X. Nie je tazké si premysliet, ze operator L je linearny. Dokazeme, ze
ILally < |IK[la - lollx  pre kazdé = € X. (10)

Pre vektory x € A nerovnost (10) trivialne vyplyva z (9) a (7) (pre X := A) az
toho, ze ||z||la = ||z||x. Nech z € X \ A a nech {z,}521 C A je odpovedajica
postupnost s lim,—, - Zn = & vV norme priestoru X. Potom

©

L]y & H lim K:an = lim ||Kznly
n—oo Y n— 00

@
< lm (K4 - llzalla) = [Klla - llzlla = [1K]la- llz]lx-

Nerovnost (10) dokazuje jednak spojitost operatora L na X, a jednak odhad
IL||x < ||K||la. Opaény odhad || L||x > || K]|a plati trivialne. [ |

Poznamka 2

| A\

Vysledok Vety 4 ukazuje, ze kazdy spojity linedrny operator s definicnym oborom
hustym v podkladovom priestore, ktory zobrazuje do Banachovho priestoru, je

mozné spojito rozsirit na cely podkladovy priestor so zachovanim jeho normy.
i
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Priklad 4

Na priestore X = C[—1, 1] s maximalnou normou || - |[c uvazujme funkcional
Lf :=9f(=1) = 2f(0) + f(1/4), [feC[-1,1].
Jedna sa zrejme o linearny funkcional. Naviac, pre kazdé f € X plati
ILfI = 19f(=1) = 2(0) + f(1/4)| < 9F(=D)] +2|f(0) + [f(1/D| < 12[|fllc»

¢o dokazuje ohranicenost, a teda i spojitost funkcionalu L. Najdeme jeho normu.
Z poslednej nerovnosti mame ||L|| < 12. Na druhej strane, iste existuje funkcia
g, ktora je spojita na intervale [—1, 1] a splha podmienky

g(=1) =g(1/4) =1, g(0)=-1, |[glle=1.

Potom |Lg| = 12 = 12||g||c, €o znamena, ze ||L|| > 12. Preto norma ||L|| = 12.
o

Priklad 5

Na priestore X = I? uvazujme funkcional L dany predpisom
Lz :=x1 +x2, x={z,}2, €’ (11)

Linearita funkcionalu L je evidentna. Dokazeme jeho spojitost na priestore X.
Pre [ubovolna postupnost z = {z,}ne1 € X mame

i
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Priklad 5

|

Lo @ o1 + 222 = [21)2 + [w2]? + 2|1] - |oa] < 2 (lz1|? + |z2|?) < 21=]?,

a tak |Lz| < v/2||z||. Linearny funkcional L je teda ohraniceny a plati ||| < v/2.
2,100, } € X mame ||z =1 a |Lz| = V2, a tak

norma ||L|| > v/2. Mézeme preto uzavriet, ze | L|| = v/2.

Poznamenajme, Ze iné riesenie danej tlohy je zalozené na pozorovani, ze X je
Hilbertov priestor. Podla Fréchetovej—Riezsovej reprezentaénej vety ma kazdy
spojity linearny funkcionadl f € X tvar f(z) = (z, xy), © € X, kde vektor
zy € X je pre dané f urCeny jednoznaéne. Naviac plati ||f|| = [lzf||. V
nasom pripade sa pésobenie funkcionalu L da vyjadrit v tvare skalarneho stcinu.
Konkrétne, v salade s (11) mame reprezentaciu

Specialne, pre z = {

Lz := (z, z1) pre kazdé z € X,

kde zr = {1,1,0,0,...} € X. Funkcional L je preto linearny a spojity a pre
jeho normu plati | L|| = ||lzz|| = v2.

o
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Priklad 6 (Spojitost diferencialneho operatora)

Preskimame spojitost diferencialneho operatora D definovaného v (2) vzhladom
na rézne normy v podkladovom priestore X = C'[a,b]. Dopliime, e v cielovom
priestore Y = C[a, b] budeme uvazovat Standardnd maximalnu normu || - ||c. Ak
v priestore X pracujeme s normou || - ||c, operator D nie je spojity. Vyplyva to
z pozorovania, ze postupnost funkcii {f»}ne1 € X definovana predpisom

Fu®) = 2™ eN, te[ob], (12)
n

spina limy,— o || fn|| = 0, ale postupnost obrazov

Dfn(t) =cosnt, mneN, tela,b], (13)
nema v priestore Y limitu (vzhladom na normu || - [|¢). Ak v3ak v priestore X
uvazujeme normu

Ifllcr = Ifllc +1f lle, f€Ca,bl, (14)

potom je diferencialny operator D spojity. Pre kazda funkciu f € X totiz plati
IDfllc =1 llc < Ifllc +11f1le = Ifllcrs

t.j., operator D je ohranieny. Naviac, norma ||D|| < 1. Uvaziac postupnost
{fn}ol, € X z (12) dalej mame

i
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Priklad 6 (Spojitost diferencialneho operatora)

1
Walles P29 241, Dfulle 21, new. (15)

Nasledne, v stlade s Poznamkou 1, norma || D|| splha

© | Dfnllc 5) _n
ID|| > == = )
| fnllcn n+1
Limitovanim poslednej nerovnosti pre n — oo dostavame || D|| > 1. Celkovo

teda pre normu diferencialneho operatora D plati ||D|| = 1.

n € N.

| A\

Priklad 7 (Spojitost integralneho operatora)

Preskimame teraz spojitost integralneho operatora K definovaného predpisom
v (3) vzhladom na rézne normy v podkladovom/cielovom priestore X =Y =
Cla, b]. V oboch priestoroch uvazujme najprv maximalnu normu || - ||c. V tomto
pripade je operator K spojity, ako dokazuja nasledujice vypocty

b
< max/ |k(t, s)|1£(s)| ds
tela,b] Jq

® b
15l 2 ma | [ k(e ) £(e) ds

b]

b b
< [ [ Iktea)las- Iflle| =sle - max [k s)las,

~ t€la,b]
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Priklad 7 (Spojitost integralneho operatora)

ktoré platia pre kazdi funkciu f € X. Obzvlast mame odhad

b
K| < max/ |k(t, )| ds.
tefa,b] Jq

Vyuzitim Luzinovej vety z tedrie miery sa da dokonca ukazat, ze plati rovnost
b
K|l = max / |k(t, )| ds. (16)
tela,b] Jq
Uvazujem teraz v priestore X normu
b
17l =1/ [ 1) ds, £ eclab, a7
a

a v priestore Y normu || - ||c. Norma || - || v (17) pochadza zo skalarneho saéinu
zavedeného v Hilbertovom priestore £2[a,b] D Cla,b]. Moézeme preto vyuzit
Cauchyho—Schwarzovu—Bunakovského nerovnost. Konkrétne, pre kazdia funkciu

f € X postupne mame
b b
< max | [k 9ds ] [ 1) ds
t€[a,b] @ @
v

3 g
1K fllc @ max / k(t, 5) £(s) ds
t€la,b] | /g
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Priklad 7 (Spojitost integralneho operatora)

b b b
_ /a|f(s)|2ds. max /(;\k(t,s)|2ds:||f||-tmax] [l\k(t,s)\zds.

te(a,b] €la,b

Integralny operator K je teda i v tomto pripade spojity.

A\

Priklad 8

Nech X je priestor funkcii lebesgueovsky integrovatelnych a ohranicenych na
intervale [a, b] so suprémovou normou || - || a priestor Y = C[a,b] s normou
| - llc- Uvazujme operator

t
L f(t)n—>/ f(s)ds, feX. (18)
Zobrazenie L je linearne a pre kazda funkciu f € X plati

/atf(s)ds

Operator L v (18) je preto spojity a [|L|| < b — a. Pre funkciu f =1 na [a, b]
naviac mame ||f||lg =1 a |Lf|lc = b— a, a tak norma ||L|| = b — a.

18)

t b
12sle & < max [ 17@lds= [T17@)1ds < =) Il

max
t€[a,b]

-
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Princip rovhomernej ohranicenosti

Veta 5 (Banachova—Steinhausova, princip rovnomernej ohranicenosti)

Nech X a 'Y si Banachove priestory a nech A C L(X,Y) je systém spojitych
linedrnych operatorov s vlastnostou

pre kazdé x € X je subor {Lxz, L € A} CY ohranieny v norme priestoru Y. (19)

Potom systém A je rovnomerne ohraniceny, t.j., v norme priestoru L(X,Y).
Inymi slovami, existuje konstanta K > 0 taka, Ze

IL|| £ K pre kazdé L € A. (20)

Poznamka 3

| A\

Tvrdenie Vety 5 mozno formalne zapisat v tvare
ak pre kazdé z € X je sup ||Lz|ly < oo, potom sup ||L|| < oco. (21)
LeA LeA
V niektorej literatire sa princip rovnomernej ohranicenosti formuluje pre postup-

nosti operatorov z £(X,Y), t.j., systém A = {Lp}72; C L(X,Y). Nie je tazké
si premysliet, Ze takato formulacia je ekvivalentna s tvrdenim Vety 5.

i
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Slaba konvergencia postupnosti operatorov

Definicia 4 (Slaba/bodova konvergencia v priestore operatorov)

Nech X a Y st normované priestory. Hovorime, ze postupnost operatorov
{Ln}pz1 C L(X,Y) slabo (bodovo) konverguje k operatoru L : X — Y, ak pre
kazdé z € X je postupnost {L,z};2; C Y konvergentnd v norme priestoru Y’
s limitou Lz € Y. Operator L sa nazyva slabou (bodovou) limitou postupnosti
{Ln}521 C L(X,Y) a pisSeme L, — L pre n — 0.

| A

Poznamka 4

Konvergencia v norme || - || priestoru £(X,Y) sa v kontexte Definicie 4 niekedy
oznacuje privlastkom silna. Plati, ze kazda silno konvergentna postupnost
{Ln}pi1 € L(X,Y) so (silnou) limitou L € L(X,Y) je zaroven i slabo konver-
gentna s rovnakou (slabou) limitou L. Tato skutocnost je désledkom linearity a
spojitosti operatorov v £L(X,Y’). Konkrétne, vyplyva to z nerovnosti

[|[Lnz — Lz||y < ||Ln — L|| - ||z|]|x pre kazdy vektor z € X,

viz nerovnost (7). Opacné tvrdenie vsak neplati, t.j., slaba konvergencia vo
vseobecnosti neimplikuje (silna) konvergenciu v norme, pozri Priklad 9.

o
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Priklad 9

Nech H je nekone€norozmerny separabilny Hilbertov priestor a {un}ne; C H
nejaka jeho pevne zvolena ortonorméalna baza. Definujme postupnost operatorov
{L.}3>=1 z H do H predpisom

n
Lyx ::chuk, r € H, neH, (22)
k=1
kde ¢, := (z, ux), k € N, st Fourierove koeficienty vektora z vzhladom na

ortnonormalnu bazu {u,};> ;. Z tedrie Fourierovych radov vieme, ze pre kazdy
vektor z € X plati = Y ;2 , cxur v norme priestoru H (indukovana prislusnym
skalarnym stéinom). Preto pre dany index n € N je L,, operator ortogonalnej
projekcie do (uzavretého) podpriestoru Lin {u1, ..., un} (pozri Priklad 2). Kazdy
z operatorov L,, n € N, je linearny a ohraniceny, nakolko mame

n n (e o)
Z Cruk|l = Z \ckuk|2 < Z ‘Ckuk‘Q = ||55||7 z € H.
k=1 k=1 k=1

KedZze podla (22) pre kazdy vektor z € H plati limp— o Lnx = x, postupnost
{Ln}p21 € L(H) konverguje slabo k identickému operatoru, t.j., L, — I pre
n — oo. Na druhej strane vsak postupnost {Ln,}n=; nie je konvergentna v
norme priestoru L(H). Presnejsie, nie je ani cauchyovska v norme, nakolko plati

w

[ Lnz| =




Zaklady Inverzia Adjungovanost Kompaktnost Spektrum

Priklad 9

(22)
I(Ln — Lotk) untill = [ Lntnt1 — Lnpktnt1l| = |lunta|l =1

4(6) 4
|ILn — Ly4kl|l >1 pre kazdé n,k € N.

| A\

Veta 6

Nech X a'Y sii Banachove priestory a {L, }72, C L(X,Y) je dana postupnost
operatorov. Potom platia nasledujice tvrdenia.

(i) Postupnost {Ln}5>1 ma najviac jednu slabd limitu L : X — Y.
(i) Ak L, — L pren — oo, kde L : X — Y, potom kazda vybrana podpos-
tupnost { Ly, }7, je slabo konvergentna s rovnakou limitou L.
(iii) Ak {Ln}n=1 je slabo konvergentn s limitou L : X — Y, potom je (silno)
ohrani¢end v L(X,Y) a operator L € L(X,Y), t.j., je ohranieny.

-~

Druha €ast tvrdenia (iii) vo Vete 6 hovori, ze priestor £(X,Y") vietkych spojitych
linearnych operatorov je uzavrety v priestore vsetkych linearnych (vo vseobecnosti
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i nespojitych) operatorov L : X — Y vzhladom na topolégiu generovani po-
mocou slabej konvergencie operatorov.

Nech X a'Y sa Banachove priestory. Postupnost {L,}s>, € L(X,Y) je slabo
konvergentnd v L(X,Y) s limitou L € L(X,Y) prave vtedy, ked je (silno)
ohrani¢end v L(X,Y) a existuje mnozina A C X s vlastnostami

LinA=X a lim Lpxz =Lz prekazdy vektor xz € A. (23)
n—oo

Veta 8

Nech X a'Y sd normované linedrne priestory a L € L(X,Y) je dany operétor.
Ak postupnost {zy }51 C X konverguje v X slabos limitoux € X, tj., zn — @
pre n. — 0o, potom postupnost {Lzn }ney C Y konverguje vY slabo s limitou
Lz €Y, tj., Lr, — Lx pre n — oo.

>

Dékaz Vety 8.

Ak f € Y’', potom zlozené zobrazenie f o L € X’'. Nasledne, predpoklad, Ze
zn — x, implikuje [f o L](zn) — [f o L](z), €o znamena f(Lzy,) — f(Lz).
Ked'ze spojity linearny funkcional f bol zvoleny lubovolne, plati Lz, — Lz. R

-
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Inverzny operator

Definicia 5 (Invertovatelnost operatora)

Nech X a Y s linearne priestory a L : X — Y je operator. Hovorime, ze
operator L je invertovatelny, ak zobrazenie L je injektivne.

Poznamka 5 (Inverzny operator)

Oznaéme symbolom R(L) obor hodnét operatora L, t.j.,
R(L) :={y €Y, existuje z € X také, ze y = Lz}. (24)

Ak operator L je invertovatelny, potom zobrazenie L : X — R(L) je zrejme
bijekcia. Odpovedajace inverzné zobrazenie R(L) — X nazyvame inverznym
operatorom (inverziou) k operatoru L a oznacujeme ho L~ *. Nie je tazké overit,
ze ak L je linearny operator, potom R(L) v (24) je linearny podpriestor v Y.

Veta 9

| A\

Nech X a Y si linedrne priestory a L : X — Y je invertovatelny linearny
operator. Potom jeho inverzia L' : R(L) — X je tieZ linearny operator.

i
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Dékaz Vety 9.

Zvolme vektory y1,y2 € R(L) a oznac¢me (jediné) vektory z1,z2 € X s vlast-
nostou Lz1 = y1 a Lze = y2. V silade s Poznamkou 5 pre kazdi dvojicu
a1,z € C plati aayr + azy2 € R(L) a vdaka linearite operatora L mame
L(aiz1 + asx2) = a1y1 + asys. Nasledne podla Definicie 5 plati

z1 =LYy, xa=L lys, oa1z) +asms = Lil(alyl + agy2),

atak L™ (a1y1 + aoys) = a1 L™ y1 + aa L™ ty2. Operator L™ je linearny. W

Lema 2

| A\

Nech Y je Banachov priestor a M C'Y je mnozina hustd vY . Potom pre kazdy
prvok y € Y existuje postupnost {yn }ne1 C M s vlastnostou

oo

3

Y= tyn, lall < o Il neN. (25)
n=1

| A\

Dokaz Lemy 2.

Pre dany pevny vektor y € Y zostrojime odpovedajicu postupnost {y, }ae1 C
M induktivne. Kedze mnozina M je husta v Y, existuje y1 € M s vlastnostou
- o
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Dékaz Lemy 2 (pokracovanie).

1
ly =yl < B llyll-

Predpokladajme, Ze pre dany index k& € N mame zostrojenych prvych k clenov
postupnosti {y» }ne1 C M. Potom iste existuje vektor yr11 € M splnajaci

|- £50) -

n=1
Takto zostrojena postupnost {yn }5e1 € M ma teda vlastnost

1
< Py llyll-

k

y—Zyn

n=1

1 = ne n
< B llyll pre kazdy index k € N. (26)

Z (26) ihned vyplyva prva rovnost v (25). Okrem toho, pre kazdé k € N plati
k—1 k k—1 k
<y—zyn>—<y—zyn> ST Y W
n=1 n=1 n=1 n=1
(26)

1 3
< g Il + o llvll = o llyll-

< +

llurll = ’

Postupnost {y»}52; teda splha i druha vlastnost v (25) a dékaz je hotovy. M

o
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Veta 10 (Banachova veta o inverznom operatore)

Nech X a'Y st Banachove priestory a L : X — Y je bijektivny spojity linearny
operator. Potom L je invertovatelny operator a jeho inverzia L= : Y — X je
spojity linedrny operator.

| A\

Dékaz Vety 10.

Skutocnost, Zze operator L je invertovatelny a jeho inverzia L=! je linearna a
definovana na celom priestore Y, vyplyva z Definicie 5 a Vety 9. Ukazeme, ze
inverzny operator je ohraniceny. Uvazujme systém mnozin

My:={yeY, |L7'ylx <kllylly}, keN. (27)
Dokazeme, ze
existuje mnozina M, husta v istom otvorenom medziguli v Y so stredom v 0.

Zrejme Y = UgenMy. Nakolko priestor Y je aplny, podla Bairovej vety je
aspon jedna z mnozin My, k € N, hustd v nejakej otvorenej guli B(y,r) C Y.
Oznaéme index prislusnej mnoziny symbolom [ a nech vektor § € Mj. Nech
B(g,7m1,72), 0 < r1 < r2 < 7, je lubovolné otvorené medzigulie v B(g,r). Je

zrejmé, ze mnozina M; N B(y, r1,72) je husta v medziguli B(g,71,72). Mnozina
i
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Dékaz Vety 10 (pokracovanie).

P=MNB(g,r1,r2) —g:={2€Y, z=y—9, yeMNB(yri,r2)} (28)

je potom husta v medziguli B(0,71,7r2). Zaved me oznacenie

m := max{l, k}, =1+ {m (1 e M)J : (29)

1

Potom mnozina P C M,,. Skutocne, pre kazdy vektor z € P totiz plati
_ (28) . _ 5 _ . _ 1
IL7 2lx =L v - Dlx = IL7 Yy — L7l x < I 'wllx + 1L gllx

(28)

28),(27 - (29 ~ _ _
@D L ylly + Eldlly < mUylly +13l1y) Z m 2 +dlly + l13ly)

_ 2|lglly
<m(llzlly +2l9lly) = m [l=lly (1 +
=1y

(28) 2|y (29)
Lmlaly (14 2 ) ey

A tak mnozina M, s indexom v (29) je husta v medziguli B(0,71,r2). V dalsom
kroku dokazeme, ze

o
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Dékaz Vety 10 (pokracovanie).

ziskana mnozina M, je husta v celom priestore Y.

Zvolme nejaky nenulovy vektor y € Y. Zrejme existuje kladné realne &islo «
také, ze vektor ay € B(0,7r1,72). KedZe mnozina M, je hustd v medziguli
B(0,71,72), existuje postupnost {zx}ie; C M, s vlastnostou limy_, o0 25 =
ay. Nasledne mame limy o = 2z = y. A nakolko podla (27) i postupnost
{2 213721 € M, vektor y sa da s [ubovolnou presnostou aproximovat prvkami
z M,. To znamena, ze mnozina M,, je hustd v Y \ {0}, a teda aj v celom
priestore Y. Napokon ukazeme, ze

operator L~ splna nerovnost ||L~1y|x < 3n|ly|y pre kazdé y € Y.
Vyuzijeme Lemu 2 s M := M,,. Zvolme vektor y € Y a nech {yx}72; C M,
je odpovedajica postupnost v (25). Nech {zx}32; C X je jej obraz v zobrazeni
L1, tj., xK = Lilyk pre kazdé k € N. Plati

N @7) (25) 3p,
leellx =1L vellx < nlluelly < 2*,ﬁllylly, ke N. (30)

Z nerovnosti (30) vyplyva, ze nekoneény rad > 72 | x) je absolatne konvergentny
v Banachovom priestore X, nakolko

[e’s] [ee]

= (30) 3n 1
Sollzellx <> o lylly =3nllylly D oF =3 lylly - (31)
k=1 k=1 k=1

o
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|
(

Déokaz Vety 10 (pokracovanie)

Oznacme symbolom xz sicet tohto radu, t.j., = := > ,o, zx. Vyuzijoc (31)
ziskame pre normu ||z||x odhad
> (31)
lellx <> llexllx < 3nlylly- (32)
k=1

Kedze operator L je spojity a linearny, plati

oo
Lz=1L (Z a:k> Z Lz = Z Yk 2:5 y, atedaz=L"1y. (33)
k=1

Napokon dostavame

(33) (32)
I~ yllx "= Nlzllx < 3nllylly-

Linearny operator L™ je teda ohraniceny. Dékaz je teraz kompletny. |
o

Pre Banachove priestory X,Y budeme symbolom E(X7 Y’) oznacovat mnozinu
vsetkych bijektivnych spojitych linearnych operatorov L : X — Y. Zrejme plati
inklazia £(X,Y) C L(X,Y).
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Veta 11

Nech X a 'Y st Banachove priestory a L : X — Y je bijektivny spojity linearny
operator. Potom pre kazdy spojity linearny operator K : X — Y splnajici
1

] (34)

K] <

Jje operdtor L+ K € L(X,Y), tj., bijektivny spojity linearny.

| A

Dokaz Vety 11.

Nech K € L£(X,Y) je operator splhajtci (34) a oznaéme Lo := K + L. Zrejme
Lo : X — Y je spojity a linearny operator. Dokazeme jeho bijektivnost. Zvolme
vektor y € Y a uvazujme zobrazenie Ty : X — X definované predpisom

Tyx = L~ 'y — Kz), =€ X. (35)

Vdaka podmienke (34) je zobrazenie T, v (35) kontraktivne na priestore X.
Skutocne, pre kazda dvojicu vektorov x1,z2 € X plati

35 _ _ _
ITye1 — Tywallx B L1y — Kz1) — L (y — Ka2)llx = |17 0 K(21 — 22) || x

(7) 1 Veta 3 1
SILT o K|l - flzn —z2llx < (LT HIK] - [loy — z2flx,



Zaklady Inverzia Adjungovanost Kompaktnost Spektrum

Doékaz Vety 11 (pokracovanie).

pricom v stlade s (34) je konstanta ||[L7!||||K|| < 1. A kedze priestor X je
aplny, podla Banachovej vety o pevnom bode ma zobrazenie T}, prave jeden
pevny bod v X. Oznacme ho symbolom z,. Pre vektor z, teda plati

Tyay=xy < L 'y—Kzy)=zy < y=(K+L)zy=Loxy.

Uvedené ekvivalencie ukazuja, ze zvoleny vektor y € Y je obrazom jediného
vektora xy € X v zobrazeni Lo. Operator Lo je teda bijektivny. ]

Poznamka 6

| A

Vyznamnym désledkom Vety 11 je pozorovanie, ze mnozina £(X,Y") bijektivnych
spojitych linearnych operatorov je otvorend v normovanom priestore £(X,Y")

vsetkych spojitych linedrnych operatorov. Pre kazdy prvok L € E(X, Y) totiz

kazda otvorenad gula B(L,7) C L(X,Y) s polomerom r < m

leZi cela v mnozine /:‘(X7 Y). Je nutné poznamenat, ze délezitym predpokladom
tohto vysledku je tplnost normovanych priestorov X, Y.

i
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Veta 12

Nech X je Banachov priestor a L : X — X je spojity linearny operator splhajici
||IL|| < 1. Potom spojity linedrny operdtor I — L je bijektivny a jeho inverzny
operator (I — L)~ je mozné vyjadrit v tvare tzv. Neumannovho radu

(I-L)'=>"L",  kdeL":=LoLo---oL, neNU{0}. (36)
| S ——
n=0

n-krat

| A\

Dékaz Vety 12.

Skutoénost, ze spojity linedrny operator I — L je invertovatelny a bijektivny, je
désledkom Vety 11 (s volbou L := I a K := —L). Dokazeme platnost formuly
(36). Podmienka ||L|| < 1 zaru€uje, ze nekonecny &iselny rad > °2 | [[L]|™ je
konvergentny. KedZze priestor X je Gplny, podla Vety 2(i) je aplny i priestor
L(X). Preto nekonecny rad > > /L™ absolatne konverguje v £(X), t.j., jeho
stictom je spojity linearny operator na X. Pre kazdy index n € NU {0} plati

n n
I-0)> L*=> (g-L)L*=1-1L"",
k=0 k=0

I
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Doékaz Vety 12 (pokracovanie).

I

i LF = (I = L)~" = (F = L)~ "L,

4
=1 ZLk (I —L)~tLrtt,
4
(I-L ZLk |(I - L)~ 1L""'1|| ||(I—L)‘1H ™. (37)

Limitovanim poslednej nerovnosti pre n — oo napokon dostavame
n

Sk
k=0

kedze || L|| < 1. Plati teda formula v (36) a dékaz je kompletny. [ |

) (37 . L
lim < lim |[T=D)7 Y IZI™ ! =o,
n— oo n— 00




Zaklady Inverzia Adjungovanost Kompaktnost

Operator ohraniceny zdola

Definicia 6 (Linearny operator ohraniceny zdola)

Nech X a Y st normované linearne priestory. Linearny operator L : X — Y sa
oznacuje ako ohraniceny zdola, ak existuje kladné reélne cislo ¢ také, ze

[[Lz|ly > c||lz||x pre kazdé = € X. (38)

| A\

Veta 13

Nech X a'Y st Banachove priestory a L : X — Y je spojity linedrny operator.
Nasledujiice tvrdenia st ekvivalentné.

(i) Operator L je ohraniceny zdola.

(i) Operator L je injektivny a R(L) C Y je uzavrety podpriestor vY .

| A

Dékaz Vety 13.

Nech spojity linedrny operator L je ohraniceny zdola, t.j., splhia nerovnost (38).
Potom zobrazenie L je nutne injektivne. UkaZeme, Ze podpriestor R(L) je uza-
vrety v Y. Nech {yn}p21 € R(L) je postupnost konvergentna v priestore Y a
oznacme y := limn— o0 Yn. Nech {zn}ne; C X je postupnost s vlastnostou

i
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Doékaz Vety 13 (pokracovanie).

Zn i= L™ y,, n €N, kde L™! je odpovedajici (linearny) inverzny operator. V
stlade s (38) pre kazda dvojicu indexov m,n € N mame

1 1 1
lzm —2nllx < = lL(@m = 2n)lly = = Lem = Lenlly = = llym = ynlly-

Posledna nerovnost s ohladom na to, Ze postupnost {y»}n>, konverguje, imp-
likuje, Ze postupnost {z,}22; je cauchyovska, a teda tiez konvergentna, vdaka
aplnosti priestoru X. Oznaéme z := lim,— o xn, € X. VyuZitim spojitosti
operatora L postupne dostdvame

y= lim y, = lim Lz, :L( lim mn) = Lz,
n— oo n—r oo n—r o0

t.j., vektor y € R(L). Linearny podpriestor je teda naozaj uzavrety v Y.
Naopak, predpokladajme, 7e operator L splia vlastnosti tvrdenia (ii), tj., L je
injektivne zobrazenie a podpriestor R(L) je uzavrety v Y. Z aplnosti priestoru Y
potom vyplyva i aplnost podpriestoru R(L). Zobrazenie L : X — R(L) C Y je
spojita linearna bijekcia. Podla Banachovej vety o inverznom operatore (Veta 10)
je potom inverzny operator L' : R(L) — X spojity a linearny a podla (7)

IL7 yllx < IL7H|-llylly  pre kazde y € R(L) C Y, [IL7H]| > 0. (39)

Oznaéiac ¢ := 1/||L7"| pre kazdé 2 € X s y = Lz, tj., x = L™ 'y, v stlade s
(39) potom mame || Lz||y = ||lylly > c-||L y|lx = c-||z||x. Plati teda (i). W
o
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Nasledujiice tvrdenie dopliia a zarovei i zovieobeciiuje Banachovu Vetu 10 o
inverznom operatore aj pre spojité linearne operatory L : X — Y, ktoré nie si
nutne surjektivne.

Veta 14

Nech X a'Y si Banachove priestory a L : X — Y je spojity linedrny operator.
Potom L je invertovatelny operator so spojitou inverziou L™ : R(L) — X
préve vtedy, ked L je ohraniceny zdola, t.j., splia nerovnost’ (38).

Dékaz Vety 14.

Ak spojity linearny operator L : X — Y ma spojita inverziu L' : R(L) — X,
je nutne injektivny a splha nerovnost (39) v dokaze Vety 13. Nasledne, podla
zaveru posledného odstavca tohto dékazu, je potom operator L ohraniceny zdola.
Naopak, ak spojity linearny operator L : X — Y je ohraniéeny zdola, t.j., splia
nerovnost (38), potom v salade s Vetou 13 je injektivny a jeho obraz R(L) C Y
je uzavrety podpriestor v Y. Zobrazenie L : X — R(L) C Y je teda spojita
linearna bijekcia medzi Banachovymi priestormi X a R(L). Napokon podla
Vety 10 hladana inverzia L' : R(L) — X existuje a je spojita. [ |

| A

o
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Spektrum

Dosledok 1
Nech X je linearny priestor a || - ||1 a || - ||2 dve normy na X také, ze (X,| - |l1)
a (X, || - |l2) s& Banachove priestory. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné.

(i) Existuje M > 0 také, Ze pre kazdy vektor x € X plati

z|s < M|jzl2.
(ii) Existuje m > 0 také, Ze pre kazdy vektor x € X plati

(iii) Normy || - |l1 a || - ||2 sa ekvivalentné na X.

zl2 < mllz]l:.

-

Dékaz Désledku 1.

Kedze identicky operator medzi kazdymi dvomi normovanymi priestormi je bi-
jektivny, v salade s Vetou 10 plati

(X)) = (X0 - [l2) e spajity <= T : (X, - ll2) = (X, |- [l1) je spojity.

Tvrdenie (i) je zrejme podla (7) ekvivalentné so spojitostou indetického operatora
I:(X,||-ll2) = (X,]|-|l1). Podobne, tvrdenie (ii) znamena spojitost indetického
operatora I : (X, || |l1) = (X, - |l2)- Teda tvrdenia (i) a (ii) st ekvivalentné.
Nasledne, ekvivalencia tvrdenia (iii) s (i), resp. (ii) je trivialna. [ |

-
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Inverzia j ost Kompaktnost

Otvorené a uzavreté zobrazenie

Nech X je dany linearny priestor nad telesom K (uvazujeme K = R, resp.
K = C) a nech je na X definovana nejaka topolégia 7. Ak operacie scitania
vektorov z X a nasobenia vektora X skalarom z K st zobrazenia spojité vzhladom
na topolégiu 7, hovorime, ze X je topologicky linearny priestor. Je zrejmé,
ze kazdy normovany linedrny priestor X je zaroven i topologickym linedrnym
priestorom (s topolégiou indukovanou prislusnou normou), avsak vo vieobecnosti
nie kazda topolégia na X nutne pochadza z nejakej normy na X.

Priklad 10

Nech X a Y st Banachove priestory. Priestor £(X,Y") spojitych linearnych
operatorov L : X — Y s topolégiou generovanou pomocou slabej konvergencie
v Definicii 4 je topologicky linearny priestor, avsak tato slaba topolégia nie je
indukovana ziadnou normou na £(X,Y).

Vyznamnou skupinou topologickych linearnych priestorov sii lokalne konvexné
topologické linearne priestory X, kde pre kazdy vektor z € X a kazdé jeho
okolie O(x) (vzhladom na dana topolégiu T) existuje konvexna mnozina U € T
s vlastnostou z € U C O(z). Odpovedajice topoldgie T su Casto konstruované
pomocou nejakého systému pseudonoriem na X.
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Typickym prikladom lokélne konvexného topologicého priestoru je priestor X =
Cla, b] s topolégiou generovanou systémom pseudonoriem

{pa, z €[a, 0]}, pa(f) :=If(2)], feX. (40)

Tato topolégia indukuje bodovi konvergenciu spojitych funkcii na intervale [a, b]
a nie je vytvorena ziadnou normou na X.

Definicia 7 (Otvorené zobrazenie)

Nech X a Y su topologické linearne priestory. Zobrazenie L : X — Y sa
oznacuje ako otvorené, ak zobrazuje otvorené mnoziny na otvorené mnoziny, t.j.,

ak A C X je otvorena v priestore X, potom aj L(A) C Y je otvorena v priestore Y.
- o

Priklad 12

Kazdé bijektivne zobrazenie medzi dvomi topologickymi linearnymi priestormi,

ktoré ma spojitd inverziu, je otvorené zobrazenie. Specialne, kazdy homeomor-

fizmus medzi dvomi topologickymi linearnymi priestormi je otvorené zobrazenie.
~
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Priklad 12

Na druhej strane, kazda konstantna funkcia f : R — R je spojité zobrazenie,
ktoré ale nie je otvorené. Prikladom otvoreného zobrazenie, ktoré nie je spojité, je
dolna cela ast realneho &isla |-| : R — R, kde v cielovom priestore R uvazujeme
diskrétnu topolégiu, t.j., kazdi podmnozinu v R povazujeme za otvorend.

A\

Definicia 8 (Uzavreté zobrazenie)

Nech X a Y si topologické linedrne priestory s topolégiami 7x a Ty a nech
L : X =Y je dané zobrazenie. Mnozina

Gr :={[z,L(z)], ze X} C X XY (41)

sa nazyva graf zobrazenia L. Hovorime, ze zobrazenie L je uzavreté, ak jeho
graf je mnozina uzavreta priestore X X Y vzhladom na topolégiu Tx x Ty .

| \

Poznamka 7

Poznamenajme, ze v pripade ak X a Y s@ naviac normované linearne priestory
a topolégie Tx a Ty st indukované odpovedajicimi normami || - || x a || - [|v,
budeme na priestore X x Y uvazovat normu

Iz 9]l = llzllx +llylly, [z,9] € X xY. (42)

A\



Inverzia

Poznamka 7

Nie je tazké si premysliet, Ze s¢inova topoldgia Tx X Ty na priestore X X Y je
generovana prave normou || - || definovanou v (42).

Lema 3

Nech X aY sii Banachove priestory a L € L(X,Y) je surjektivny spojity linearny
operator. Potom pre kazdé ¢ > existuje 6 > 0 tak, ze By [0,0] C L (Bx|0,¢]).

Veta 15 (O otvorenom zobrazeni)

Nech X aY sa Banachove priestory. Kazdy surjektivny spojity linearny operator
L: X — Y je otvorené zobrazenie.

Dokaz Vety 15.

Ukazeme, ze operator L zobrazuje otvorené mnoziny z X na otvorené mnoziny
vY. Nech A C X je dana otvorenda mnozina a nech y € L(M) je pevny vektor.
Potom existuje x € A s vlastnostou y = Lz. Kedze A je otvorend mnozina, iste
existuje malé € > 0 také, Ze uzavretd gula Bx[z,e] C A. Zrejme plati rovnost
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Dékaz Vety 15 (pokracovanie).

Bx|z,e] = z+ Bx[0,¢]. Podla Lemy 3 existuje kladné &islo § > 0 s vlastnostou
By [0,8] C L(Bx][0,¢]). Vdaka linearite zobrazenia L postupne mame

Byly,0] =y + By[0,0] C y + L (Bx|0,¢]) = Lz + L (Bx|[0,€])
= L(z + Bx|0,¢]) = L (Bx|[z,¢]) C L(A).

Ziskana inklazia ukazuje, Ze y je vnatorny bod mnoziny L(A). A nakolko vektor
y € L(A) bol zvoleny lubovol'ne, mnozina L(A) je otvorena. Podla Definicie 7
je teda operator L otvorené zobrazenie. Dékaz je kompletny. |

Poznamka 8

| A

Stoji za zmienku, ze Veta 15 umoznuje zostavit pomerne jednoduchy alternativny
dékaz Banachovej Vety 10 o inverznom operatore. Ak operator L € L(X,Y)
je bijektivny, potom existuje jeho (linedrna) inverzia L~* definovana na celom
priestore Y. V kontexte tvrdenia Vety 15 operator L zobrazuje otvorené mnoziny
v X na otvorené mnoziny v Y. Inymi slovami, Gplne vzory otvorenych mnozin v
zobrazeni L~! st otvorené mnoziny. Preto je inverzia L' spojité zobrazenie.

i
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Nech X a'Y st normované linedrne priestory a L : X — Y je spojity operator.
Potom L je uzavreté zobrazenie.

-

Dékaz Vety 16.

V sulade s Definiciou 8 ukdzeme, ze operator L ma uzavrety graf v priestore
X xY. Nech {z,}521 C X je postupnost s limitou z = lim, 0 zn € X.
Vdaka spojitosti zobrazenia L mame lim,, o, Lz, = Lz € Y. Nasledne

(42)

l[zn, Len] = [z, Lal|| = [[zn — @, Len — La]|| "= |lzn — =llx + |[Len — Lz|ly
pre kazdy index n € N. Preto limp oo ||[#n, Lzn] — [z, Lz]|| = 0, tj.,
limy—so0[Zn, Lxn] = [z, Lz]. Podla (41) ma L uzavrety graf v X x Y. |

-

Veta 17 (O uzavretom grafe)

Nech X a'Y si Banachove priestory a L : X — Y je linearny operator. Ak L je
uzavreté zobrazenie, potom L € L(X,Y), t.j., L je spojity linearny operator.
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Zaklady Inverzia Adjungovanost

Dékaz Vety 17.

Podl'a predpokladov vety je stcinovy priestor X x Y daplny vzhladom na normu
v (42). Okrem toho, graf G operatora L je v sulade s Definiciou 8 uzavrety v
X xY avdaka linearite L je to linearny podpriestor v X xY. Teda G, C X XY
je Banachov priestor. Definujme operator P : G;, — X predpisom

Plz,Lz] .=z, [z,Lz]€GyL. (43)
Operator P je zrejme linearna bijekcia. Naviac je i ohraniceny, kedZe mame

43 42 =
1Plz, Lalllx B llelx < llzllx + 1 Lally © |z, La]|  pre kazde = € X.
Podl'a Vety 10 ma operator P spojiti a linearnu inverziu P~' : X — Gy, t].,
zobrazenie z +— [z, Lz], z € X, je linearne a spojité. Podla (42) potom nutne i
operator L musi byt spojity. Dékaz je hotovy. ]

| A\

Désledok 2

Nech X a'Y si Banachove priestory a L : X — Y je linearny operator. Potom
L je uzavrety prave vtedy, ked je spojity.

-
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Dékaz Dasledku 2.
Tvrdenie priamo vyplyva z Viet 16 a 17. ]

Priklad 13

Predpoklad aplnosti priestorov X a Y v tvrdeni Désledku 2 je dblezity. V Prik-
lade 6 sme dokazali, Ze diferencialny operator D : C'[a,b] — Ca, b] definovany
v (2) nie je spojity, ak v priestore X = C'[a,b] uvazujeme maximalnu normu
|l - lc. Napriek tomu je v tomto pripade operator D uzavrety. Skutoéne, ak
{fn}n=1 € X je postupnost funkcii s vlastnostami

fn— fvnorme ||-||c = fn — f rovnomerne na [a,b],

Dfn=f, —gvnorme || -||c = Dfn = f,, — g rovnomerne na [a,b],

potom zo zakladného kurzu matematickej analyzy vieme, ze funkcia f ma spojita
derivaciu a g = f’ na intervale [a,b]. Preto postupnost obrazov {Df,}2,
konverguje v norme priestoru Y = C[a,b] k funkcii Df € Y. To ukazuje,
Ze operator D ma uzavrety graf Gp C X x Y vzhladom na sicinovii normu
-1l =1l:lle+|l:llc vXxY. Pricinou zlyhania tvrdenia Désledku 2 je
skutocnost, Ze priestor X = C*[a, b] nie je vzhladom na maximalnu normu aplny.

.




Zaklady Inverzia Adjungovanost Kompaktnost Spektrum

Veta 18

Nech X a'Y si Banachove priestory a L : X — Y je linearny operator. Ak L je
uzavrety a ma inverziu L™, potom operator L' je tiez uzavrety.

Dékaz Vety 18.

Dokazeme, ze graf G, —1 inverzného operatora L~ je uzavretd mnozina v siici-
novom priestore Y X X. Podla Definicie 8 mame

Gr-1={ly, L'y, ye R(D} C Y x X. (44)

Uvazujme postupnost {yn tne; € R(L) s vlastnostou
Yn — y v norme || - |ly a L= y, — = v norme || - || x. (45)

Oznaéme =, := L 'y,, n € N. Kedze linearny operator L je uzavrety, podla
Vety 17 je spojity, a tak plati

y= lim y, = lim Lz, = Lz,
n— oo n—oo
teda vektor y € R(L). Obzvlast mame z = L™ 'y. To znamena, Ze postupnost

Wn, L™ yn] = [Yn,2n] = [y,2] = [y, L 'yl € GL1 vnorme || - [ly + || - | x-

Mnozina G -1 je teda uzavreta, a preto inverzny operator L' je uzavrety. W
o
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Priklad 14

Nech p, g € C[a, b] st dané spojité funkcie a polozme
X ={z e C?a,b], z(a) =0=2'(a)}, |zllx = lzlc +l'llc +llz"c, =€ X,

Y =Cla,b], l|lylly =llylle, yeY
Uvazujme diferencialny operator L : X — Y tvaru
L:x@)—2"@t)+pt)2'(t) +qt)z(t), ze€X, telab].

Obidva priestory X a Y sii Gplné vzhladom na svoje normy. Skamany operator
L je linearny a uzavrety, ¢o podla Vety 17 zaruCuje jeho spojitost. Na druhej
strane, z tedrie diferencidlnych rovnic vyplyva, ze L je bijektivny operator. Z
Vety 10 potom vyplyva, Ze inverzny operator L~' je spojity na priestore Y.
Posledné pozorovanie mozno interpetovat nasledovne. Pre dana spojita funkciu
f € Cla, b] uvazujme zaciatoéna alohu

2 +pt)x’ +qt)x = f(t), =z(a)=0=2a'(a), tE][a,b]. (46)

Spojitost operatora L~! znamena, ze pri “malych” zmenach pravej strany f
rovnice v (46) mozno ocakavat “malé€”’ zmeny rieSeni zaciato¢nej alohy (46).
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Obsah

9 Adjungované operatory
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Pojem adjungovaného operatora

Nech X a Y st dané normované linearne priestory, A C X algebraicky pod-
priestor husty v X a L : A — Y je linearny operator. Oznaéme symbolmi X’ a
Y’ priestory duélne (adjungované) k priestorom X a Y, t.j., priestory vietkych
spojitych linearnych funkcionalov na X a Y. Zrejme pre kazdy funkcional g € Y’
je zlozené zobrazenie g o L linearny funkcional na priestore X. Oznacme

B:={g€Y’' goLec X' tj, golL je spojity na X}. (47)
Linearny operator L teda indukuje isty operator L' : B — X’ definovany
L'g:=goL, geBCY' (48)

Definicia 9 (Adjungovany operator)

Operator L’ : B — X' definovany predpisom v (48) sa nazyva (dualny) adjun-
govany operator k operatoru L.

Poznamka 9

| A\

Vdaka tomu, ze mnozina A je husta v priestore X, operator L' v (48) je defi-
novany korektne. Ak naviac L je i spojity operator, potom mnozina B = Y.

-
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Poznamka 10

Z historickych dévodov sa hodnota f(x) funkcionélu f € X’ v bode z € X &asto
vyjadruje v tvare (f,z), pricom symbol (-,-) nemusi nutne znamenat skalarny
s&in. V tomto oznaceni adjungovany operator L' v (48) formalne splia

(L'g,x) = (g,Lz) pre kazdé g€ Baxec X. (49)

Zavedené oznacenie sa ukazuje ako velmi efektivne a v mnohych konkrétnych
situaciach ulahéuje formalne vypocty.

-

Veta 19

Nech X a'Y sii normované linedrne priestory a L : X — Y je linedrny operator.
Nech B C Y’ je mnozina v (47). Adjungovany operator L' : B — X' je linearny.
Ak naviac L je spojity, potom aj L' je spojity a plati rovnost |L'|| = ||L||.

Dékaz Vety 19.

Linearita operatora L’ vyplyva z nasledujicich vypoctov, v ktorych vyuZijeme
symboliku zavedent v Poznamke 10. Konkrétne, pre kazda dvojicu funkcionalov
f,9 € B, kazdi dvojicu skalarov o, 8 € C a kazdy vektor x € X mame
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Déokaz Vety 19 (pokracovanie).

(L' (af + Ba),2) L) (af + By, L) = o (f, L) + B (g, Lz)

) (L' f,2) + B(L'g,x) = (@ L'f + BL'g, ),

t.., plati L'(af + Bg) = aL'f + BL'g. Nech naviac L je spojity operator.
Ukazeme, ze L’ je ohraniceny. Zrejme teraz B=Y ' aprege€ Y’ ax € X plati

48 (7)
[[L'g](=)] ® lg(Lz)| < llgll - 1 Lz]ly < llgll - [I1Z]] - ||l x
(2

L gll < IILII - llgl (50)

Linearny operator L’ je teda ohrani(:eny, a tak i spojity. Naviac, podla (50) a
Poznamky 1 plati nerovnost ||L'|| < ||L||. Dokazeme opaénu nerovnost. Ak

= 0, potom zrejme i adjungovany operator L'=0aplati |[L']| =0= L.
Predpokladajme preto, ze operator L nie je identicky nulovy a nech z € X je
[ubovolny vektor taky, Ze y := Lz # 0. Podla jedného z désledkov Hahnovej-
Banachovej vety potom existuje funkcional g € Y’ s vlastnostou

gl =1, g(y) = llylly = lILzlly. (51)

Postupne mame
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Doékaz Vety 19 (pokracovanie).

IZelly = g(y) = lg (La)] &) |[Lg)(@)| < ILg]l - ll2llx

@ (51)
< 2N - gl - ll=llx "=

LN - Nzl x (52)
Nerovnost (52) zrejme plati aj pre kazdy vektor = € X, pre ktory Lz = 0. Preto
ILz|ly < |IL'|| - |=||x pre kazdy vektor = € X.

Posledna nerovnost v kontexte s (6) znamena, ze || L|| < || L. |

| A\

Veta 20

Nech X,Y a Z si dané normované linedrne priestory. Mnozina vsetkych op-
eratorov, ktoré su adjungované k linearnym operatorom z L(X,Y), je linedrny
podpriestor v L(Y', X"). Naviac, ak L: X - Y a K : Y — Z, potom

(KoL) =L oK' (53)

-

Dékaz Vety 20.

Pre kazdi dvojicu spojitych linearnych operatorov L, L € £(X,Y) plati
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Doékaz Vety 20 (pokracovanie).

(oL + BLY g,2) & (g, (aL + BL)z) = (g, aLa + BLa) = (ag, Lz) + (39, Lx)

© (L (ag),2) + (£ (89), 2) = (oL’ + BL') g,2),

kde g € Y’ a 2 € X si [ubovolné. Preto
(aL 4+ BL) =aLl’ +BL', L,LeL(X,Y), oB€C. (54)

Dalej, ak L € £(X,Y) a K € L(Y,Z), potom pre kazdy funkcional g € Z’ a
kazdy bod x € X postupne mame

(KoL) g,3) & (g, (K o L)a) = (g, K(Lz)) © (K'g, La) © (1 0 K') g, ).

Plati teda formula (53) a dékaz je kompletny. ]

Priklad 15

| A\

Pre dané n,m € N uvazujme X = C™ a Y = C™ ako linearne priestory stlp-
covych vektorov. Je zname, ze kazdy linearny operator z X do Y je spojity

(vzhladom na kazdd dvojicu noriem v X a Y) a je mozné ho reprezentovat ne-
i
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Priklad 15

jakou maticou z C™*™. Nech teda L : X — Y je (spojity) linedrny operator
realizovany pomocou komplexnej matice A € C™*", t.j., plati

Lx = Az, xz€X.
Ukazeme, ze k nemu prislachajaci adjungovany operator L' : Y’ — X' v (48)
je mozné reprezentovat maticou AT € C"*™, t.j., hermiteovsky zdruzenou s
maticou A. Spojité linearne funkcionaly na X, resp. Y, splyvaja s priestorom
vsetkych linearnych foriem na X, resp. na Y. Ich pésobenie mozno vyjadrit v

tvare “koneénorozmerného” skalarneho siicinu, t.j., pre kazdé f € X’ agec Y’
existuju jediné vektory ¢ € X a y, € Y také, ze

fl@)=2"zf, z€X, g =y"7, yev
Ak pre [ubovolne zvolené g € Y’ oznaéime f := go L, potom plati

f@) = [a@ =g(la) — 27T =(4)TF — o777 =a"(ATy,)

pre kazdé x € X. To znamena, ze vektor zy = Fyg. Pésobenie adjungovaného
operatora L’ je teda realizované prostrednictvom matice AT

o
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Anihilatory v normovanych priestoroch

Definicia 10 (Anihilator a spatny anihilator mnoziny)

Nech X je normovany priestor a X’ jeho dualny priestor. Pre dani mnoZinu
A C X definujeme jej anihilator v dualnom priestore X’ ako mnozinu

At ={fe X', f(z)=0 pre kazdé = € A}. (55)

Podobne, pre danti mnozinu B C X’ definujeme jej spatny anihilator v priestore
X ako mnozinu

LB:={z e X, f(z)=0 prekazdé f € B}. (56)

Veta 21

| A\

Nech X je normovany priestor a X' jeho dualny priestor. Pre kazdé dané mnoZiny
A C X a BC X' siich anihilatory A+ a + B uzavreté podpriestory v X' a X.
Naviac, platia rovnosti X+ = {0} C X’ a - X’ = {0} C X.

Dokaze Vety 21.

| A

Nie je naroéné ukazat, ze mnoziny A+ a B st linearne podpriestory v X’ a X.

Dokazeme uzavretost mnozin A+ a + B v ich odpovedajiicich priestoroch. Nech
o




Zaklady Inverzia Adjungovanost Kompaktnost Spektrum

Dokaze Vety 21 (pokracovanie).

{fa}321 C A je konvergentna postupnost spojitych linearnych funkcionalov s
limitou f € X’. Pre kazdé z € A podla (55) plati f,(z) =0, n €N, a tak

F@] = lim |f@) = fa@)] < lim_[If = fullxllzllx =0,

t.j., funkcional f € A-. Podobne, ak {z,}52,; C *B je konvergentna postup-
nost s limitou z € X, potom pre kazdé f € B mame f(z,) =0, n € N. Preto
vd aka spojitosti 0 = f(zn) — f(x) pre n — oo, teda f(x) = 0 pre kazdé f € B.
Preto vektor z € ~B. Napokon, ak funkcional f € X+, potom f(x) = 0 pre
kazdé z € X, teda f = 0. Preto plati X~ = {0}. Podobne, ak z € - X’, potom
f(z) = 0 pre kazdé f € X'. Podla jedného z désledkov Hahnovej—Banachovej
vety existuje spojity linearny funkcional g s vlastnostou g(z) = ||z||x a ||g|]| = 1.
Preto nutne vektor z = 0 a plati ~X’ = {0}. Dékaz je hotovy. [ |

| A\

Poznamka 11

Nie je tazké dokazat, ze pre kazdé A C X a kazdé B C X’ platia inklazie

Agl(Ai), BC (lB)L. (57)

Dodajme, Ze vyuzitim (57) a Vety 21 mame rovnosti {0}~ = X’ a {0} = X.
o
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Nech X aY si dané normované priestory, L : X — Y je spojity linedrny operator
alL' :Y'" — X' jeho adjungovany operator. Potom platia rovnosti

Ker L' = [R(L)]Y, KerL = 1[R(L)]. (58)

| A

Dokaze Vety 22 (pokracovanie).

Dokazeme prvi rovnost v (58). Pre funkcional g € Ker L' plati L'g = 0 € X',
tj., [L'g](x) = 0 pre kazdé = € X. V silade s (48) plati g(Lx) = 0 pre kazdé
z € X. Funkcional g sa teda nuluje na podpriestore R(L), preto podla (55)
mame g € [R(L)]*. Naopak, pre kazdy funkcional g € [R(L)]* je g(Lz) = 0
pre kazdé * € X, a nasledne opit podla (48) plati [L'g](z) = 0 pre kazdé
x € X. Preto L'g = 0 a funkcional g € Ker L'. Pri dékaze druhej rovnosti v
(58) postupujeme podobne. Ak = € Ker L, potom Lz = 0, a preto g(Lz) =0
pre kazdé g € Y'. Podla (48) teda [L'g](z) = g(Lz) = 0 pre kazdé g € Y.
Na vektore z sa teda nuluja vSetky funkcionaly z mnoziny R(L’), t.j. v zhode
s (56) plati z € L[R(L')]. Naopak, ak = € +[R(L))], t.j., [L'g](z) = 0 pre
kazdé g € Y’, potom podla (48) mame g(Lx) = 0 pre kazdy funkcional g € Y.
Pomocou rovnakého argumentu vyuzivajuceho Hahnovu—Banachovu vetu ako

vySsie, dostaneme, ze Lx = 0, a teda vektor x € Ker L. Dékaz je hotovy. |
o
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Poznamka 12

Doplime, ze okrem rovnosti v (58) platia aj relacie
R(L) = Y[Ker L], R(L') C [Ker L]*. (59)

Posledna inkltzia sa vsak nemusi realizovat ako rovnost, viz Priklad 16.

Priklad 16

|

Nech priestory X =1' a Y = ¢y a uvazujme operator L : X — Y tvaru
Lizn)} = {I—"} {zn} €’ (60)
n

Jedna sa zrejme o linearny a ohraniceny, a teda i spojity operator Najdeme
k nemu odpovedaJUC| adjungovany operator L' : Y' — X' Vieme, ze dualne
priestory X’ = (I') ~1® aY' = (co) ~ I Presnejsie, ze kazdy spojity
linearny funkcional f € X’ je mozné reprezentovat v tvare

f{zn}) = Z en®n, {zn} €11, pre jedinég {c,} € 1. (61)

Podobne, kazdy spojity linearny funkcional g € Y’ ma tvar
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Priklad 16

9g({yn}) = Z dnyn, {yn} €co, pre jediné {d,} € I'. (62)
n=1

V stlade s definiciou operatora L’ v (48) platia pre kazdé g € Y’ rovnosti

Walen} @ 1o Do ({2 DY " arex. ()

n=1

Operator L' je teda mozné formalne reprezentovat priradenim

L' {dn}el' — {%"} €. (64)

Da sa ukazat, ze v zhode s (64) plati R(L’) ~ co. Na druhej strane, z predpisu
(60) vidiet, ze podpriestor Ker L = {0} € X, a tak podla Poznamky 11 plati
[Ker L]t = X' ~ [°°. Preto mame

R(L) ~ co C1° ~ [Ker L]+,
t.j., v tomto pripade plati v (59) ostra inklizia. Na zaver poznamenajme, ze
rovnost v (59) skutocne plati. KedZe podla (64) operatory L a L' pésobia

formalne rovnako (avsak na réznych priestoroch a do réznych priestorov), plati
R(L) = co a “[Ker L'] = “{0} =Y = ¢y, kde sme vyuzili Poznamku 11.
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Hermiteovsky adjungovany operator |

Nech H je dany Hilbertov priestor so skalarnym saéinom (-,-)g a uvazujme
linearny operator L : H — H. Nech dalej L' : H' — H' je v stilade s Definiciou 9
operator adjungovany k L. Podla Fréchetovej—Rieszovej vety o dualnom priestore
H’ vieme, 7e existuje izometricky izomorfizmus 7 : H — H' dany predpisom

T(y) = fy = <'7y>H7 Yy € H7 (65)

lr@ e =y, N~ Dlle =1£flw, yeH, feH. (66)

Definicia 11 (Hermiteovsky adjungovany operator)

Nech H je (komplexny) Hilbertov priestor, L : H — H je linearny operator a
L' : H — H’ je odpovedajiici adjungovany operator. Zobrazenie

L*:H — H definované L*:=7"'oL'or, (67)

s 7 v (65), sa nazyva operator hermiteovsky adjungovany k operatoru L.

Poznamka 13

| A\

Operator L* v (67) zrejme skutoéne zobrazuje z H do H a je linearny. Priamo
z (67) v Definicii 11 vyplyva, ze plati

i
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Hermiteovsky adjungovany operator ||

Poznamka 13

(Lz,y)g = (x,L*y)g pre kazdé x € H a kazdé y € H s L'(7(y)) € H'.  (68)

Rovnost (68) sa €asto pouziva ako definicia hermiteovsky adjungovaného opera-
tora v Hilbertovom priestore. Da sa totiz ukazat, ze ak

Br :={y € H, L'(r(y)) € H', tj., L'(r(y)) je spojity na H}, (69)
potom existuje prave jeden operator T': H — H, ktory splna identitu
(Lz,y)a = (=, Ty)u

pre kazdé © € H a kazdé y € Byr. Plati, ze operator T je linearny a mnozina
Br v (69) je jeho definienym oborom. Ak naviac L je spojity, potom B = H
a k nemu hermiteovsky adjungovany operator L* je tiez spojity, nakol'ko

o (G = (66) ™ (66)
Il =" 7= @) e = 1L @l < I r@la = 1Lyl
pre kazdé y € H. Obzvlast plati ||L*|| < ||L’|]. Na druhej strane, vyuzitim
rovnosti 7o L* o 77! = L’ pre kazdy funkcional f € H' dostaneme

(66)

L fller = T AL e (O e "= IL* e~ (D)l
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Hermiteovsky adjungovany operator IlI

Poznamka 13

(7) ” _ 66 .
0L 2Ol L 1l

a tak ||L'|| < ||L*||. Podla Vety 19 preto platia rovnosti ||L*|| = ||L’|| = ||L]|.

Veta 23

Nech H je (komplexny) Hilbertov priestor a L € L(H) je spojity linearny opera-
tor. Hermiteovsky adjungovany operator L* ma nasledujiice vlastnosti.

(i) Plati rovnost (L*)* = L.
(i) R(L) = (Ker L*)* a R(L*) = (KerL)*.
(i) (R(L)* =KerL* a (R(L*))" =KerL.

| A\

Dokaz Vety 23.
Platnost (i) vyplyva z rovnosti (68), ktora teraz plati pre kazdé =,y € H. Mame

(6

(L*z,y)g = (y, L*z) g ) (Ly,z)g = {z, Ly)m -

\
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Doékaz Vety 23 (pokracovanie).

Z tejto rovnosti vd'aka spojitosti L, a teda i operatora L* (podla Poznamky 13)

dostavame, ze L je hermiteovsky adjungovany operator k L*, t.j., (L*)* = L.

Pristapime k dékazu tvrdenia (ii). Pomerne jednoducho sa dokaze inklazia
R(L) C (Ker L*)*. (70)

Skutocne, ak vektor y € R(L), potom y = Lx pre vhodné x € H. Nasledne pre
kazdy vektor z € Ker L* plati

68
(W, 2 = (Lz, 2 2 (2, L*2) g = 0,

teda y € (Ker L*)*. Vdaka spojitosti operatora L* st podpriestory Ker L* a
(Ker L*)* uzavreté v H. Preto podla (70) plati aj inklazia R(L) C (Ker L*)=.
Dalej si vsimnime, ze pre kazdy pevny vektor z € [R(L)}J' mame

0= (Lz,2z)g ) (z,L*z)g pre kazdé z € H.
Takze L*z = 0 a tak plati inkltzia [R(L)]L C Ker L*. To potom znamena, ze
ak vektor y € (Ker L*)*, potom (y,z)m = 0 pre kazdé z € [R(L)}l. Preto
nutne y € R(L), t.j., plati inklazia (Ker L*)* C R(L). Druha rovnost v (ii)
vyplyva z prvej pomocou zameny L — L* prihliadnutim na (i). Napokon doka-




Zaklady Inverzia Adjungovanost Kompaktnost Spektrum

Doékaz Vety 23 (pokracovanie).

zeme formuly v (iii). Ak vektor y € (R(L))* potom

0= (Lz,y)g ) (x, L*y)y pre kazdé = € H,

teda L*y = 0, €o znamena, ze y € Ker L". Naopak, ak vektor y € Ker L™,
potom plati L*y =0 a

68
0= (z,00n = (&, L*s)g 2

Teda y € (R(L))*. Druha rovnost v (iii) opit vyplyva z prvej zamenou L — L*
a vyuzitim tvrdenia (i). Dokaz je teraz kompletny. |

(Lz,y)y pre kazdé z € H.

Poznamka 14

| A

Poznamenajme, ze linearny podpriestory R(L) a R(L*) nemusia byt uzavreté
v priestore H. Na druhej strane, z tvrdeni (i) a (iii) Vety 23 vyplyva, ze ich
ortogonalne doplnky (R(L))* a (R(L*))* st vzdy uzavreté v H a platia identity

RL)* = [ROD)]', (REL)*F = [REH] (71)

Napokon dodajme, ze prvi rovnost v (ii) mozno interpretovat tak, ze pre dany
vektor y € H ma rovnica Lz = y rieSenie © € H prave vtedy, ked (y,z)g =0
pre kazdé riesenie z € H homogénnej adjungovanej rovnice L*z = 0.

o
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Nech H je Hilbertov priestor a L € L(H) je bijektivny operator. Potom aj jeho
hermiteovsky adjungovany operator L* je bijektivny a plati (L*)™* = (L™')*.

Dokaz Vety 24.

Operator L je bijektivny na H, t.j., Lo L™ =TI = L' o L. Z Vety 10 vieme,
Ze inverzny operator L~ je spojita linearna bijekcia na H. Pre kazda dvojicu
vektorov x,y € H preto plati

(@ va = (Lo Lz, & Le, L) va D (@, [L* o @~V ly)m

Teda [L* o (L™Y)*]y = y pre kazdé y € H, t.j., L* o (L )* = I. Analogicky

@y =(LoL Vz,pyr B (L e, Lyu D (2, (L7 o L]y)u

pre kazdé z,y € H. Takze mame [(L')* o L*]y = y pre kazdé y € H, t..,
(L Y)* o L* = I. To znamena, Ze hermiteovsky adjungovany operator L* je
bijektivny na priestore H a jeho inverzia (L*)~" splha rovnost

(L*)—l — (L_l)*.

Dokaz tvrdenia je kompletny. ]
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Definicia 12 (Hermiteovsky samoadjungovany operator)

Nech H je (komplexny) Hilbertov priestor. Spojity linearny operator L : H — H
sa oznacuje ako (hermiteovsky) samoadjungovany, ak spiha rovnost L = L*,
kde L* je operator hermiteovsky adjungovany k operatoru L.

M EL

| A\

V kontexte Prikladu 15 st v Hilbertovom priestore H = C" (so standardnym
skalarnym sacinom) hermiteovsky adjungované operatory reprezentované hermi-
teovsky zdruzenymi maticami. Konkrétne, ak linearny operator L : H — H
je reprezentovany komplexnou maticou A € C"*™, potom jeho hermiteovsky

adjungovany operator L* je reprezentovany maticou AT. Skutocne, rovnosti
(Az,y)g = zT ATy = 2T (Fy) = (x,ﬁy)H

si platné pre kazdu dvojicu vektorov z,y € H. Matica AT teda spliia identitu
(68), a tak podl'a komentara v Poznamke 13 reprezentuje operator hermiteovsky
adjungovany k L, t.j., operator L*. Specialne, samoadjungované operatory v H
st v tomto pripade reprezentované hermiteovskymi maticami v C™*".

i
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Invariantny podpriestor

Definicia 13 (Invariantny podpriestor)

Nech H je (komplexny) Hilbertov priestor, A C H jeho podpriestor a L : H — H
dany operator. Podpriestor A sa nazyva invariatny vzhladom na operator L, ak
mnozina L(A) C A, t.j., operator L zobrazuje podpriestor A do seba.

Veta 25

| A\

Nech H je (komplexny) Hilbertov priestor a L : H — H spojity linedrny operétor.
Nech A C H je uzavrety podpriestor invariantny vzhladom na operator L. Potom
ortogonalny doplnok AL je podpriestor invariatny vzhladom na hermiteovsky
adjungovany operator L*. Specidlne, ak L je hermiteovsky samoadjungovany
operator, potom i podpriestor AL je invariatny vzhladom na L.

Dékaz Vety 25.

Dékaz prvej Casti tvrdenia je zalozeny na rozklade H = A @ A~ a identite (68).
Ak y € A+, potom (z, L*y)g = (Lz,y) s = 0 pre kazdy vektor z € A, a tak i
vektor L*y € A*. Druha cast tvrdenia je nasledne zrejma. |

| A

i
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Obsah

0 Kompaktné operatory
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Pojem kompaktného operatora

Definicia 14 (Kompaktny operator)

Nech X a Y st Banachove priestory. Hovorime, ze operator L : X — Y
je kompaktny (totalne spojity), ak kazdd ohranicent mnozinu v priestore X
zobrazuje na prekompaktn( (relativne kompaktn) mnozinu v priestore Y.

| A\

Poznamka 15

Kazdy linearny kompaktny operator L : X — Y je spojity na priestore X,
nakol'ko kazda prekompaktna mnozina v Y je ohranicena. Vseobecne v3ak (ne-
linearny) kompaktny operator nemusi byt spojity. Podobne, spojity linearny op-
erator L : X — Y nemusi byt kompaktny. Typickym prikladom je identicky
operator I : X — X na priestore X s nekonecnou dimenziou, viz Priklad 18.
Ak vsak obor hodnét R(L) je konecnorozmerny podpriestor v Y, potom opera-
tor L je kompaktny, kedZe kazda ohranicena podmnozina v konecnorozmernom
priestore je prekompaktna. Obzvlast, ak priestor X ma koneénia dimenziu, potom
kazdy linearny operator L : X — Y je kompaktny.
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Priklad 18 (Kompaktnost identického operatora)

Nech X je Banachov priestor. Potom identicky operator I : X — X je kompak-
tny prave vtedy, ked dim X < co. Vyplyva to z poznatku, ze jednotkova sféra
S5(0,1) € X je kompaktna prave vtedy, ked priestor X ma koneént dimenziu.

A\

Priklad 19 (Kompaktnost ortogonalnej projekcie)

Nech H je Hilbertov priestor a A C H uzavrety podpriestor. Potom ortogonalny
projektor P4 : H — A definovany v Priklade 2 je kompaktny prave vtedy, ked
podpriestor A ma koneéna dimenziu. Zrejme P4 sa na podpriestore A sprava ako
identicky operator. Preto ak P4 je kompaktny operator, nutne podla Prikadu 18
musi byt dim A < co. Opacna implikacia vyplyva z linearity projekcie P4 a z
komentarov v Poznamke 15.

\

Priklad 20 (Kompaktnost integralneho operatora)

V tomto priklade ukazeme, Ze integralny operator definovany predpisom (3) v
Priklade 3 je pre funkciu k € C([a,b] X [a,b]) vzdy kompaktny. Doplime, ze
v literatre sa Casto oznacuje ako integralny Fredholmov operator. Nech A C
Cla, b] je dana ohrani¢ena mnozina, t.j., existuje M > 0 také, ze || f|lc < M pre

ot
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Priklad 20 (Kompaktnost integralneho operatora)

kazdé f € A. Z Prikladu 7 dalej vieme, ze pre kazdé € A plati
b
1K flle < I fllc - m[a)i]/ (8, 3)| ds < M - max / Ik(t, )] ds,
te|a, a

t.j., mnozina K(A) je ohraniena v priestore Cla,b]. Dokazeme, ze funkcie v
K (A) st navyse aj rovnako spojité. KedZze [a, ] X [a, b] je kompaktny interval v
R?, funkcia k je rovnomerne spojita na [a,b] x [a,b]. Inymi slovami, pre kazdeé
e > 0 existuje 6§ > 0 tak, ze ak pre body [t1, s1], [t2, s2] € [a,b] X [a, b] plati

[ta — t1] + |s2 — s1| < §, potom |k(t2,s2) — k(t1,s1)| < €.

Specialne v nasom pripade pre kazdé zvolené € > 0 existuje § > 0 také, ze ak
pre kazda dvojicu t1,t2 € [a, b] plati

[ta —t1] < 8, potom |k(t2,s) — k(t1,s)| < pre kazdé s € [a,b]. (72)

_&
M(b—a)
Nasledne, pre kazda funkciu f € A mame

b
/ [k(ts, 5) — k(t1, )] £(s)ds

® (72) b eM
< - s — =
,/a |k(t2,s) — k(t1,s)||f(s)lds < /a M{b—a) ds =,

o

1K f)(t2) — (K f](t2)| ©




Kompaktnost

Priklad 20 (Kompaktnost integralneho operatora)

¢o ukazuje, ze K(A) je systém rovnako spojitych funkcii na intervale [a,b].
Podla Arzelaovej—Ascoliho vety potom plati, ze mnozina L(A) je prekompak-
tna v priestore C[a, b]. Integralny operator K je teda kompaktny.

Priklad 21 (Kompaktnost integralneho Volterrovho operatora)

Dalsim vyznamnym prikladom integralneho operatora je integralny Volterrov op-
erator L : Cla,b] — Cla, b] definovany predpisom

(LF](®) ::/tk(t,s)f(s)ds, FecClab, telabl, (73)

pre dand funkciu k spojitd na [a,b] X [a,b]. Operator L v (73) je linearny a

analogickym spésobom ako v Priklade 20 sa da ukazat, ze je kompaktny.
. w

Poznamka 16

Poznamenajme, ze vSeobecny linearny kompaktny operator L : X — Y, kde
X a Y st Banachove priestory, nemusi uzavreti jednotkova gulu Bx|[0,1] v X
zobrazovat nutne na kompaktna mnozinu v Y, t.j., jej obraz nemusi byt uzavrety
v priestore Y. Da sa vSak dokazat, ze ak X je dualny priestor pre nejaky normo- |
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Poznamka 16

vany priestor, potom mnozina L(Bx]|0,1]) je uzavreta, a tak kompaktna v
priestore Y. Obzvlast tato vlastnost plati napriklad pre reflexivne priestory X.
. i

Veta 26

Nech X a Y siu Banachove priestory a L : X — Y je linearny kompaktny
operator. Ak postupnost {zn}n1 C X je slabo konvergentnd v X s limitou x,
potom postupnost { Lz, }n1 C Y konverguje v norme priestoru'Y s limitou Lz.

A\

Dokaz Vety 26.

Z predpokladov vyplyva, ze operator L je spojity a linearny. Preto ak z, — x
pre n — oo v priestore X, podla Vety 8 i postupnost Lz, — Lz pre n — oo v
priestore Y. Na druhej strane, v silade s principom rovnomernej ohranicenosti
pre normovany priestor X je postupnost {z,}5>; ohranicend v norme v X.
Sporom predpokladajme, ze Lz, /# Lz pre n — oo v norme priestoru Y. To
znamena, ze existuje € > 0 a vybrana podpostupnost {zn, }7=; tak, ze

[L2n, — Lz|ly, > e pre kazdé k € N. (74)

Kedze {2, }2=1 je ohranicena postupnost, vdaka kompaktnosti operatora L sa
z nej da vybrat podpostupnost {z; }$2; C {@n, }7=1. pre ktora

A\
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Dokaz Vety 26 (pokracovanie).

{Lz;}32, konverguje v norme Y, t.j., Lz; — y pre i — oo pre nejaké y € Y.
Zrejme potom aj Lz; — y pre ¢ — oo, a tak nutne y = Lx. Teda
||Lz; — Lz||y < e pre kazdy dostatoéne velky index ¢ € N.

Posledna nerovnost je vsak v rozpore s (74). Dokaze je preto hotovy. [ |

Poznamka 17

| A

Tvrdenie Vety 26 ukazuje, ze linearne kompaktné operatory L : X — Y pre-
vadzaja slabo konvergentné postupnosti v X na silne konvergentné postupnosti
v Y. Operatorom s takouto vlastnostou sa hovori Gplne spojité operatory. Kazdy
linearny kompaktny operator je teda aplne spojity, avsak Gplne spojity operator
nemusi byt nutne kompaktny. Napriklad identicky operator I : I* — I je uplne
spojity na I*. Je to désledok Schurovej vety, ktora hovori, ze na priestore I! slaba
a silna konvergencia splyvaji. Zaroveh podla Prikladu 18 tento operator nie je
kompaktny, nakol'ko priestor i! nema koneénti dimenziu. Na druhej strane, na re-
flexivnych priestoroch X linedrne kompaktné a aplne spojité operatory splyvaja,
t.j., kazdy aplne spojity a linearny operator je zaroven aj kompaktny.

o
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Nech X, Y a Z si Banachove priestory. Potom platia nasledujice tvrdenia.
(i) AkL € L(X,Y), K € L(Y, Z) a operator K je naviac kompaktny, potom
i operator K o L je kompaktny.
(i) AkLe L(X,Y), K € L(Z,X) a operator K je naviac kompaktny, potom
i operator L o K je kompaktny.

| A

Dékaz Vety 27.
Tvrdenie (i) vyplyva z nasledujiceho retazca implikacii.
A C X jeohranicenda = L(A) CY je ohranicena
4
[KoL|(A) = K(L(A)) C Z je prekompaktna v Z,
t.j., operator KoL : X — Z je podla Definicie 14 kompaktny. Podobne pre (ii)
A C Z je ohranicena = K(A) C X je prekompaktna

I
[Lo K|(A) = L(K(A)) CY je prekompaktna v Y,

t.j., operator Lo K : Z — Y je podla Definicie 14 kompaktny. |
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Nech X a Y si Banachove priestory a L : X — Y je linedrny kompaktny
operator. Potom platia nasledujice tvrdenia.

(i) Ak priestor X méa nekoneénii dimenziu, potom plati

ak operator L je injektivny, potom podpriestor R(L) nie je uzavrety v'Y.

(ii) Ak priestor Y ma nekoneéni dimenziu, potom operétor L nie je surjektivny.
i

Dokaz Vety 28.

Zrejme L je spojity operator, viz Poznamka 15. Ak v tvrdeni (i) predpokladame,
Ze operator L je injektivny a zaroven ma uzavrety obor hodnét R(L), potom s
silade Vetami 13 a 14 je L zdola ohraniceny a ma spojiti inverziu L™ : R(L) —
X. Nasledne z Vety 27(ii) vyplyva, ze identicky operator = L™ ' o L: X — X
je kompaktny. To je viak v rozpore s diskusiou v Priklade 18, kedze dim X = oo.
Preto podpriestor R(L) nemdze byt uzavrety vY. V dékaze tvrdenia (i) mézeme
argumentovat tak, ze predpoklad surjektivnosti operatora L podla Lemy 3 zaruéi,
ze mnozina L(Bx|[0, 1]) obsahuje nejakd uzavretd gulu By [0,6] v Y. Kedze
dimY = oo, gula By|0,4d], a teda i mnozina L(Bx]|0, 1]) nie je prekompaktna
v priestore Y. To je viak v rozpore s kompaktnostou operatora L. ]

o
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Désledok 3

Nech X a Y si Banachove priestory a X ma nekonecni dimenziu. Potom

linearny kompaktny operator L : X — Y nikdy nema spojitii inverziu L.
- o

Dékaz Désledku 3.

Ak by inverzny operator L~' bol spojity, potom by podla Vety 13 bol L zdola
ohraniceny, t.j., v salade s Vetou 14 bol injektivny a zaroven mal uzavrety obor
hodnét R(L) v priestore Y. To vsak vylu€uje Veta 28(i), kedze dim X = co. W

| A\

Veta 29

Nech X a'Y su Banachove priestory a {Ly}n1 je konvergentni postupnost
kompaktnych operatorov z X doY s limitou L. Potom operator L je kompaktny.
>

Ddkaz Vety 29.

Nech A C X je ohrani€end mnozina, t.j., existuje r > 0 také, ze ||z||x < r pre
kazdé ©z € A. Dokazeme, Ze jej obraz L(A) C Y je mnozina prekompaktna v
priestore Y. Konkrétne, ukazeme, ze mnozina L(A) je totalne ohrani¢ena v Y,
t.j., pre kazdé € > 0 existuje pre L(A) kone¢na e-siet v Y. Zvolme teda € > 0.

-
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Doékaz Vety 29 (pokracovanie).

Kedze lim,— o0 Ly = L v norme priestoru £L(X,Y), operator L je zrejme spojity
a linearny. Obzvlast existuje index n. € N s vlastnostou

|IL — Lyl < 257 pre kazdy index n > ne.. (75)

Mnozina Ly_(A) je $-siet pre mnozinu L(A) v priestore Y. Skutocne, nech

vektor y € L(A) je lubovolne zvoleny a z € A je taky, ze y = Lz, potom vektor
Yne := Ln.x € Ly_(A) splha

) € 5
—r=—. 76
o 2 (76)

Z kompaktnosti operatora L, vyplyva, ze mnozina L,_(A) je prekompaktna v
Y, teda existuje pre fiu konecna :-siet B. C Y. UkaZeme, Ze mnozina B: je
koneéna e-siet pre mnozinu L(A). Pre vyssie definovany vektor y,. € Ly_(A)

existuje 7 € Be taky, Ze ||yn. — ||y < 5. Potom plati

(75
ly = yn:lly = ILa — Ln.zlly < IL = Lo | [zllx <

_ _ _ 76) ¢ e
ly = dlly =1y = yne) + (ne = Dlly <Ny = ynclly + llyne —dlly < R

Nakol'ko éislo e > 0 bolo zvolené [ubovolne, mnozina L(A) je totalne ohranicena,
a teda prekompaktna v priestore Y. V salade s Definiciou 14 je preto operator
L kompaktny a dékaz je hotovy. ]

o




Zaklady Inverzia Adjungovanost Kompaktnost Spektrum

Poznamka 18

Je ocCividné, ze konecné linearne kombinacie linedrnych kompaktnych operatorov
st opat linedrne kompaktné operatory. Tvrdenie Vety 29 potom znamend, ze
podpriestor Lc(X,Y) linearnych kompaktnych operatorov je uzavrety v priestore
L(X,Y) vsetkych spojitych linearnych operatorov (vzhladom na normu).

| A\

Veta 30

Nech X a Y sd Banachove priestory a L : X — Y je kompaktny operator.
Potom jeho obor hodnét R(L) je podpriestor separabilny v'Y .

| A\

Dékaz Vety 30.

Nie je tazké si uvedomit, ze mnozinu R(L) je mozné vyjadrit v tvare

R(L) = |J L(Bn), Bni={z€X, zllx <n}, neN.
n=1

Kazda z mnozin L(B,), n € N, je prekompaktna, a teda totalne ohrani¢ena v
Y. Pre dané m,n € N oznaéme symbolom Y, n C L(Bn) koneen(i - -siet pre
mnozinu L(B,). Potom mnozina M := |J° _, Yin.n C R(L) je spocitatelna
a husta v R(L). Podpriestor R(L) je teda se’parabilny a dékaz je hotovy. ]

A\
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Pri dékaze nasledujucej vety vyuzijeme vseobecnejsiu verziu Arzelaovej—Ascoliho
vety o prekompaktnosti mnozin spojitych a ohraniéenych zobrazeni. Nech U je
kompaktny metricky priestor s metrikou py a V' je Banachov priestor s normou
|| - |lv. Nech C(U,V) je mnozina vsetkych spojitych a ohranienych zobrazeni
f:U — V. Jedna sa o linearny priestor, na ktorom je mozné uvazovat normu

IfIl = sup If@)llv, fecCUV). (77)

Nech F C C(U,V) je nejaky systém zobrazeni. Zobrazenia z F' st rovnomerne
rovnako spojité na U, ak pre kazdé € > 0 existuje 6 > 0 s vlastnostou, ze
ak py (u, @) < d, potom || f(u)— f(@)|lv < € pre kazdé u, % € U a kazdé f € F. (78)

Zaved'me oznacenie

F(U):={f(u), ueU, feF}CV. (79)

Veta 31 (Arzelaova—Ascoliho)

Systém zobrazeni F C C(U,V') je prekompaktnd mnozina v priestore C(U, V)
prave vtedy, ked zobrazenia z F' st rovnomerne rovnako spojité na priestore U
a mnozina F(U) je prekompaktna v priestore V.
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Veta 32 (Schauderova)

Nech X a'Y si Banachove priestory a L : X — Y linearny operator. Potom L je
kompaktny prave vtedy, ked adjungovany operator L' : Y' — X' je kompaktny.

Dokaz Vety 32.

Predpokladajme, ze operator L je kompaktny. To znamena, Ze obraz uzavretej
jednotkovej gule Bx|[0, 1] v zobrazeni L, t.j., mnozina L(Bx[0,1]) C Y, je
prekompaktny v priestore Y. Oznaéme

K = L(Bx[0,1]). (80)
Mnozina K C Y v (80) je zrejme kompaktna v priestore Y. Nech L' : Y' — X’
je operator adjungovany k operatoru L, viz Definicia 9. Nech {gn}5>; je pos-
tupnost spojitych linearnych funkcionalov z jednotkovej uzavretej gule By~ [0, 1]
dualneho priestoru Y'. DokaZeme, 7e odpovedajiica postupnost funkcionalov
{L'gn}321 C X' je prekompaktna v dualnom priestore X’'. Uvazujme zaZenie
zobrazeni g,, n € N, na mnozinu K, t.j., funkcie

©n = gnlg, mEN (81)

Kedze {gn }ne1 C By/[0, 1], postupnost {¢n o1 C C(K, C). Symbolom || ||c

oznaéme normu v priestore C(K, C). V sulade s (77) sa jedna o zazenie normy

| - [[y+ na jednotkovia gulu By/[0,1]. Ukazeme, ze postupnost {¢n }n21 je pre-
i
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Déokaz Vety 32 (pokracovanie).

kompaktna v priestore C(K,C). Postupne mame

(77)
lenllc "=" sup |en(y)| = sup lon(y)] < sup llgnlly lylly
yeK yE€L(Bx[0,1]) yE€L(Bx[0,1]) A
< sup lylly = sup [|Lz|ly = ||L],
yE€L(Bx[0,1]) z€Bx[0,1]

len(y) —en@)| = len(y = DI < llgnlly lly = dlly <lly—3lly

pre kazdy index n € N a kazda dvojicu vektorov y,y € K. Postupnost {¢n }ne1
je teda ohranicena na mnozine K, a teda mnozina

{en(y), y € K, n € N} je prekompaktna v C.

Dalej funkcie ¢,, m € N, si rovomerne rovnako spojité na mnozine K.
Podla Arzelaovej—Ascoliho vety 31 je teda postupnost {¢n,}ne; prekompak-
tna v C(K,C). To znamena, ze obsahuje podpostupnost {¢n, 2=, ktora je
konvergentna v norme || - ||c na K. Uvazujme odpovedajiucu podpostupnost
funkcionalov {L’gn, }72, v dualnom priestore X'. Ukazeme, Ze je cauchyovska.
Pre ubovolna dvojicu indexov k,l € N plati

i
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Dokaz Vety 32 (pokracovanie).

HL/g"k - LIQTLL HX/ = sup HLIQTL/@}(I) - [L/gnl](zﬂ
z€Bx[0,1]

48
(28 sup  |gny, (Lx) — gn, (L)
z€Bx[0,1]

= sup |gn, (¥) — gn, W] = llgn;, — gn I -
yeK

Postupnost {gn, }7>, je konvergentna, a teda i cauchyovska v norme || - ||c.
Podla poslednej rovnosti to implikuje cauchyovskost postupnosti {L'gn, }721 v
X'. A kedze duélny priestor X' je Gplny, dostavame, ze postupnost {L’gn, }2=1
i konverguje v X’. To znamen4, Ze cela postupnost {L'g,}5>; C X' je prekom-
paktna. Preto adjungovany operator L’ je v sulade s Definiciou 14 kompaktny.
Predpokladajme teraz, ze adjungovany operator L' : Y’ — X' je kompaktny.
Vyuzitim skutocnosti, ze kazdy normovany priestor X sa da izometricky vnorit do
svojho druhého dualeho priestoru X", ukazeme, Ze i operator L je kompaktny.
Z toho, o sme zatial dokazali, vieme, ze operator L” := (L) : X" — Y"
adjungovany k L’ je kompaktny. Nech 7 : X — X" je prirodzené vnorenie
priestoru X do druhého dualneho priestoru X", t.j.,

n(z) = Fy, Fy € X", kde Fp(f)=f(z), z€X, feX. (82)
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Doékaz Vety 32 (pokracovanie).

Pripomeime, Ze ||7(z)||x» = |lz||x. Dalej vieme, Ze norma kazdého vektor
y € Y sa da vyjadrit "dualne” v tvare
lylly =max{lg)l, g €Y' s llgllys <1}. (83)

Uvazujme nejakia postupnost {zn}ne=1 C X. Potom v sulade s (82) postupnost
{m(xn)}oz1 C X" a pre kazdy index n € N a funkcional g € Y’ plati

(L m@n))(9) L r@n)('9) @ (L) (zn) ) g(Lan) (84)

Nasledne, pre [ubovolné dva indexy k,l € N mame

(83)
[ Lay — Lailly =" max {|g(Lzy — Lz1)], [lglly+ <1}

) max {|[L” (r(2x) — 7 @))(9)]» llgllys <1}

© |12 @i) - L@y - (85)

Predpokladajme, ze postupnost {z, }n=1 C X je ohrani¢ena v norme. Potom aj
postupnost {m(zy)}nz; C X" je ohranicena. Kedze operator L” je kompaktny,
postupnost {L"7(z,)}n21 C Y” je prekompaktn4, t.j., existuje podpostupnost
{zn,; }52, taka, ze {L"7(zn,)}2, je konvergentn4, a teda i cauchyovska postup-/
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Dokaz Vety 32 (pokracovanie).

nost v Y. Vdaka rovnosti (85) je cauchyovska i postupnost {Lz,,}52, CY. A
nakol'ko priestor Y je Gplny, postupnost { Lz, }$2; je konvergentna v Y. Celkovo
je teda postupnost {Lxz, }5>; prekompaktna v Y. To znamena, ze v zhode s
Definiciou 14 je operator L kompaktny. Dékaz je teraz kompletny. ]

Tuto sekciu zakoncime trojicou tzv. Fredholmovych viet tykajacich sa linearnych
kompaktnych operatorov. Ako uvidime neskér, tieto vysledky buda mat délezité
uplatnenie v spektralnej tedrii tychto operatorov.

Veta 33 (Fredholmove vety)

Nech X je Banachov priestor, L : X — X je linedrny kompaktny operator a
L' : X' - X' jeho adjungovany operator. Potom platia nasledujiice tvrdenia.

(i) Operator I — L je injektivny prave vtedy, ked je surjektivny.
(ii) Podpriestory R(I — L) a R(I' — L') sii uzavreté v X a v X' a plati
R(I—L)="t[Ker(I' = L)), R(I' —L')=[Ker(I—L)]*. (86)

(iii) Podpriestory Ker (I — L) a Ker (I' — L") maji rovnaki koneénd dimenziou.
>
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Dékaz Vety 33 vykoname postupne v niekol'kych krokoch. Budeme predpokladat,
Zze X je Banachov priestor a L : X — X je linearny a kompaktny operator.

Veta 34

Podpriestor Ker (I — L) méa konecnd dimenziu a podpriestor R(I— L) je uzavrety.
i

Dokaz Vety 34.

Oznaéme X, := Ker (I — L). Vdaka linearite L je operator I — L spojity, a tak
X1, C X je uzavrety v X. Obvzlast, X1, je Banachov priestor a plati

(I-L)x=0 — Lx =z pre kazdé z € Xp,.

Operator L sa na aplnom podpriestore Xy, teda sprava ako identicky operator. A
kedze podla predpokladu L je kompaktny operator, podla Prikladu 18 je nutne
dim X1, < co. Nech A C X je topologicky doplnok podpriestoru X1 v X, t.j.,

X = X1, @ A (87)

Mnozina A je uzavrety, a teda aplny podpriestor v X. KedZe podla (87) si
zrejme obory hodnét operatorov I — L a I — L|a rovnaké, staci sa obmedzit
na pésobenie I — L na podpriestore A. Ukazeme, ze operator I — L je zdola
ohraniceny na A. Sporom predpokladajme, Ze to nie je pravda. Potom existuje/
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Dokaz Vety 34 (pokracovanie).

postupnost {zn}o2; C S4[0,1] taka, ze lim (I — L)z, = 0. (88)
n— o0

Postupnost {z, }5>; je ohranicena a operator L : A — X je kompaktny. Preto
existuje vybrana podpostupnost {zn, }r=1 C {zn}ne1 taka, ze {Lzn, }72; kon-
verguje v X. Oznaéme z := limy_,o0 L2pn,. Plati zn, = Lz, + (L — L)xn,
pre kazdé k € N, a tak mame

Jim B lim (L, + (1= D)en,) = . (89)
KedZze podpriestor A je uzavrety, vektor z € A. Naviac z (89) vyplyva, Ze
lz]|a = limk—oo [|Zn,|la = 1. Na druhej strane, vdaka spojitosti operatora
I — L vysledok v (89) implikuje, ze limg oo (f — L)z, = (I — L)z, o v
kombinacii s (88) dava rovnost (I — L)z = 0. Teda vektor x € X N A4, ¢o
v stlade s (87) znamena, ze x = {0}. To je vSak s rozpore s tym, ze norma
||z||a = 1. Preto operator I — L je skutocne zdola ohraniceny na A. Nasledne,
podla Vety 13(ii) je jeho obor hodnét R(I — L) uzavrety v priestore X. [ |

o
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Uvazujme postupnost podpriestorov X, := R [(I — L)"], n € Ng. Potom
(i) podpriestor X,, je uzavrety a X,,+1 C X,, pre kazdé n € No;
(ii) existuje index m € Ny taky, Ze X, = X pre kazdé n > m.

| A

Daokaz Vety 35.
Pomocou matematickej indukcie nie je tazké dokazat platnost rovnosti
Xnt+1 = (I —L)(Xy,) prekazdé n € Np. (90)

Trividlne plati, Ze podpriestor Xo = X je uzavrety. Dalej podla Vety 34 je
podpriestor X; = R(I — L) uzavrety v X. V silade s (90) mozno podpriestor
X interpetovat ako obor hodnét operatora I — L : X; — X. Podpriestor X je
aplny, takze opat podla Vety 34 je podpriestor X2 uzavrety. Takymto spésobom
sa induktivne dokaze uzavretost kazdého podpriestoru X,,, n € Ny. Podobne
opakovanym pouzitim rovnosti v (90) dokazeme inklaziu v tvrdeni (i). Zrejme
X1 =R — L) C X = Xo. Pre zvolené n € N postupne plati
Xor1 2 (1 - 1)) @ (1 - 02(X0-) B B 1 - Lyr ) € X

Pristapime teraz k dékazu tvrdenia (ii) Sporom predpokladajme, ze uvedeny
index m, od ktorého je postupnost { X, }n2 stacionarna, neexistuje. To zname-

o
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Dokaz Vety 35 (pokracovanie).

na, ze existuje rastiica postupnost indexov {nx}%=; s vlastnostou
Xnp+1 S Xn, pre kazdé k € N. (91)
Podla Rieszovej lemy potom pre kazdé k € N existuje vektor x;, € X taky, ze

1
o € Xny,  Nzkllx,, =1 d(zk, Xngt1) 2 R (92)

Ukazeme, ze postupnost {Lz}7>; C X nie je cauchyovska v priestore X. Nech
k,l € N st [ubovolné indexy s k < I. Potom ny < n;, nx +1 < n; a v salade s
(91) a s tvrdenim (i) mame

(91)
X'nl+l Q an g X'nk+l- (93)

Dalej vektor Lxy, — Lay = x — [(I — L)z + (I — L)x; — 2], pricom oznaéme
y:=({ — L)zr + (I — L)z — ;. Platia inklazie

(92) 90
(L, C (I —L)Xn) 2 Xp 11,

(92) 90 (93)
(I=Lyo © (= L)(Xn) D Xny41 € X,

(92) (93)
T, € an g Xnk+1-
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Dokaz Vety 35 (pokracovanie).

To znamena, ze vyssie definovany vektor y € X, 11. Nasledne mame

(92) 1

Lz — Lay|lx = [ Ly — Lol x,, = 2k —vllx,, = 2 (94)

Dopliime, ze prva rovnost v (94) vyplyva z toho, ze podpriestor X,, C X pre
kazdé kK € N. Vidime teda, ze postupnost {Lxzr}ze; C X skutocne nie je
cauchyovska, a teda ani konvergentna v priestore X. To je vSak spor s tym,
Ze operator L je kompaktny a postupnost {zx}72, je ohrani¢ena (podla (92)).
Konkrétne, z postupnosti {Lxy}7; sa musi dat vybrat podpostupnost, ktora
konverguje v priestore X. Preto tvrdenie (ii) plati a doékaz je kompletny. |

| A

Poznamka 19

Poznamenajme, ze podobné vysledky ako vo Vete 35 je mozné odvodit i pre
jadra operatorov (I — L)", n € Ng. Konkrétne, plati

(i) Ker[(I —L)"] C Ker [(I — L)"*"] pre kazdé n € No;
(ii) existuje m € Ny tak, ze Ker [(/ — L)"] = Ker [(I — L)™] pre n > .

V zhode s Vetou 34 maji vsetky podpriestory Ker [(I — L)"], n € Ny, konecné
dimenzie, ¢o vyrazne zjednodusuje dbkazy uvedenych tvrdeni.

o
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Pristapime teraz k dékazu Fredholmovych viet vo Vete 33.

Dokaz Vety 33.
Dokaz I. Fredholmovej vety — Veta 33(i)

Nech operator I — L je injektivny. Potom zobrazenie I — L : X,, — X,41,
kde X, st podpriestory z Vety 35, je bijektivne pre kazdé n € Ny. Obzvlast, z
rovnosti (90) vyplyva, ze plati

Xn=I—-L)" (Xnt1) (95)

Nech m € Ny je index vo Vete 35(ii). Pomocou rovnosti (95) mame

95
Xmi1 = Xm — (L) ' Xmi1) =T =L (Xm) & X = Xpnos.
Vyuzitim principu matematickej indukcie tak dostavame
Xm=Xm-1=Xmo2=-=Xo=X1 =Xo=X.

Plati teda R(I — L) = X1 = Xo = X, t.j., operator I — L je surjektivny.
Naopak, predpokladajme, ze I — L je surjektivny operator. Vyuzitim rovnosti v
(58) vo Vete 22 a faktu, ze adjungovany operator (I — L)' =I' — L', mame

Ker (I' — L') = [R(I — L)]*, Ker(I —L)="*[RUI' —L"). (96)
Kedze R(I — L) = X, podla Vety 21 plati [R(I — L)]* = X+ ={0} C X'. Z
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Dokaz Vety 33 (pokracovanie).

prvej rovnosti v (96) ihned dostaneme Ker (I’ — L") = {0}, t.j., operator I' — L'
je injektivny. A kedZe podla Schauderovej Vety 32 je adjungovany operator L’
kompaktny, v stlade s uz dokazanou Eastou tvrdenia dostavame, Ze operator
I' — L' je nutne i surjektivny. To znamena, ze R(I'’ — L') = X'. Potom
LRI - L)) = * X’ = {0} C X, opit podla Vety 21. Naslednou aplikaciou
druhej formuly v (96) ziskame Ker (I — L) = {0}, ¢o znamena, ze operator L je
injektivny. Doékaz Vety 33(i) je kompletny.

Dokaz Il. Fredholmovej vety — Veta 33(ii)

Ako sme uz spomenuli v dékaze Vety 33(i), adjungovany operator L’ je tiez
kompaktny, takZze uzavretost podpriestorov R(I — L) a R(I' — L') vyplyva z
Vety 34. Prva rovnost v (86) je dosledkom prvej rovnosti v (59) v Poznamke 12
(pre L := I — L). Zaroven druha relacia v (59) implikuje v nasom pripade
inklaziu R(I' — L) C [Ker (I — L)]*. Zostava teda dokazat inklaziu

[Ker (I — L)]* C RI' - L'). (97)
Vyuzijeme oznacenie a poznatky z dékazu Vety 34. Tam sme dokazali, ze opera-
tor I — L je zdola ohrani¢eny na podpriestore A, kde A je topologicky doplnok

podpriestoru Ker (I—L) v X. Podla Vety 14 je potom (I—L) ' : R(I-L) — A
spojity linearny operator. Nech g € [Ker (I — L)]* je dany funkcional. V sulade
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Dokaz Vety 33 (pokracovanie)
s (55) v Definicii 10 mame

g(z) =0 pre kazdé x € Ker (I — L), t.j., pre kazdé z € X s Lz = z. (98)

Potrebujeme najst vhodny funkcional f € X’ tak, aby platilo g = (I’ — L") f.
Definujme funkcional ¢ : R(I — L) — C predpisom

e(y) :=[go(I-L) ') (y), yeRU-L). (99)

Vzhladom k vyssie uvedenému je ¢ spojity a linearny funkcional na uzavretom
podpriestore R(I — L). Podla Hahnovej-Banachovej vety sa ¢ da rozsirit na
cely priestor X, t.j., existuje funkcional f € X’ s vlastnostami

Ifll=llell a f = ¢ na podpriestore R(I — L). (100)
Pre kazdy vektor = € Ker (I — L) plati

(I’ = L) f)(@) = £ (I - L)a) = £(0) = 0 L) g(a). (101)
Podobne pre kazdy vektor z € A mame (vo vypocte polozime y := (I — L)x)

(100) (99)

(1" = L") fl(z) = £ (I — L)z) = f(y) e(y) = g (I -L)"'y) = g(x). (102)

Spojité lineadrne funkcionaly (I’ — L')f a g sa teda rovnaji na oboch pod-
priestoroch Ker (I — L) a A. KedZze v sulade s (87) plati X = Ker (I — L) @ 4,
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Dokaz Vety 33 (pokracovanie).

dostavame rovnost (I’ — L') f = g na celom priestore X. Preto g € R(I' — L')
a inklazia (97) plati. Druha rovnost v (86) je teda dokazana.

Dokaz Ill. Fredholmovej vety — Veta 33(iii)

KedZe adjungovany operator L’ je kompaktny, z Vety 34 vieme, Ze obidva pod-
priestory Ker (I — L) a Ker (I’ — L") maja koneéné dimenzie. Oznaéme
n:=dimKer(I — L), m :=dimKer (I’ — L’). (103)

Ukazeme, ze predpoklady nerovnosti n < m a n > m povedd k sporom. Nech
{z1,...,2n} je algebraicka baza podpriestoru Ker (I — L) C X a {f1,..., fm}
je algebraicka baza podpriestoru Ker (I’ — L') C X’. Nech {p1,...,0n,} C X’
a{yi,-..,ym} C X si systémy funkcionalov a vektorov s vlastnostami

Sok(xl)zékh k:,l:l,...,n, a fk(yl):(Skl, k7l:17"'7m7 (104)
kde dx; je Kroneckerov delta-symbol. Predpokladajme, ze plati nerovnost n < m.
Definujme operator U : X — X predpisom

Uz := La:—l—Zgol(r)yl, zeX (105)
=1

Operator U v (105) je zrejme stcet linearneho kompaktného operatora a konec-
w
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Dokaz Vety 33 (pokracovanie)

norozmerného lineadrneho operatora, jedna sa teda o linearny kompaktny opera-
tor. Ukazeme, ze operator I — U je injektivny. Nech vektor x € Ker (I — U),
t,j., plati Uz = z. Podla (105) mame

c=Lot Y e@u — (-Lo-Y p@n=0 (100
k=1 =1
Nasledne, pre kazdy funkcional fx, k =1,...,n (plati n < m) dostaneme
((1 L)z i ) 2 f.0) =0,
U

fe (I = L)z Z@Z(I Te(y) =

=1

4 (104) U

(' = L) fx] (z) — Z@l(ﬂﬂ )k =0 = p(x)=0, k=1,...,n
—_—
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Dokaz Vety 33 (pokracovanie)

V sualade s (106) teda plati (I — L)z =, t.j., vektor z € Ker(I — L). To
znamena, ze vektor x sa da vyjadrit v tvare © = > ;' | Njz; pre vhodna n-ticu
skalarov (A1,...,An). Avdak mame

n
(104
O—Cpk Z)\lcpkxl := Z 6kl:)\k prekaidék:l,...,n

Preto vektor z = 0 a operator I — U je skutocne injektivny. Podla uz dokazanej
Vety 33(i) je zaroven aj surjektivny. Vektor yn+1 je preto prvkom podpriestoru
R(I —U), tj., existuje & € X také, ze plati yn+1 = (I — U)Z (plati n < m,
takze n +1 < m). Podla (104) je fnt1(yn+t1) = 1. Na druhej strane mame

Frt1@Wnt1) = farr (1 = 0)3) 2 £y 1< w—Zw )

n

= frt1 (I — Z ) frt1(y1)
0 n
(1:4) [(I’ fn+1 Z 6(n+l)l =0.
0 = 0

Dospeli sme teda k sporu. Predpokladajme teraz, ze plati nerovnost n > m. Bu-
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Dokaz Vety 33 (pokracovanie)

deme teraz pracovat s operatorom V : X’ — X', ktory je definovany predpisom
m

Vg:=L'g+Y gw)e, geX’ (107)
I=1

Operator V' v (107) je opat o linearny kompaktny operator. Ukazeme, ze operator
I' — V je injektivny. Nech funkcional g € Ker (I’ — V), tj., Vg = g. Potom

g=Lg+> g — I-LNg-> glw)p=0 (108)
=1 =1
v zhode s (107). Nasledne, pre kazdé xx, k = 1,...,m (plati n > m) mame

n

(1= L)) (@) = > aw) euar) =0,

=1

o (104) U

g(-L Zg(yl Yok =0 = g(yr)=0, k=1,...,m.
—,—/
0

V silade s (108) teda plati (I’ — L")z =, t.j., funkcional g € Ker (I' — L). To

o
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|
(

Dokaz Vety 33 (pokracovanie)

znamena, Ze funkcional g sa da vyjadrit v tvare g = > | i fi pre vhodnd m-ticu
skalarov (A1,..., Am). Plati

Ozg Z)\l fl(yk ( 4)2)\16% —)‘k pre kazdek—l
=1 =

Preto funkcional g = 0 a operator I’ —V je skutoéne injektivny. Podla Vety 33(i)
je teda aj surjektivny, a tak funkcional ¢,,+1 = (I’ — V)g pre vhodné g € X'
(plati n > m, takze n > m + 1). Podla (104) je @m+1(Tm+1) = 1. Avsak

(107)

em+1(@mt1) = [(I' = V)gl(@m+1) [(I = L)g)(@m+1) = Y 9(w1) pr(@m+1)

=1

(104) &
=" g((I = L)zm+1) = > 9(y1) Si(m+1) = O-
=1

0

Dospeli sme teda opat k sporu. Preto musi platit rovnost n = m, t.j., dimenzie
dimKer (I — L), dimKer (I’ — L)

st rovnaké, v salade s (103). Tvrdenie tretej Fredholmovej vety je teda dokazané.
Napokon je tym i zavfseny kompletny dékaz Vety 33. ]

o
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Poznamka 20

Poznamenajme, ze prva Fredholmova Veta 33(i) sa v literattre €asto oznacuje
ako Fredholmova alternativa (obzvlast v kontexte spektralnej teérie kompaktnych
operatorov). Tvrdenie Vety 33(i) sa totiz da ekvivalentne formulovat vo forme
alternativy, konkrétne v tvare

rovnica (I — L)z = y ma pre kazdé y € X rieSenie
alebo
rovnica (I — L)x = 0 ma netrivialne riesenie,

pricom vzdy plati prave jeden z uvedenych vyrokov. Podobne i druha Fredhol-
mova Veta 33(ii) ma svoju “algebraickd” interpretaciu. Napriklad prva rovnost v
(86) znamena, ze

rovnica (I — L)z = y ma pre dané y € X rieenie
prave vtedy, ked

L1

y je "kolmé” na kazdé rieSenie homogénnej adjungovanej rovnice (I’ — L") f = 0.

Analogicky sa da interpretovat i druha rovnost v (86). Napokon, tretia Fred-
holmova Veta 33(iii) hovori, ze obidve homogénne rovnice (I — L)z = 0 a
(I' — L") f = 0 maja rovnaky pocet linearne nezavislych riesent.

o
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Motivacia — vlastné hodnoty matic

V zakladnom kurze linearnej algebry sa riesi klasicky problém najdenia vlast-
nych &isiel stvorcovej matice. Konkrétne, ak A € C"*" je dana matica, potom
komplexné €islo \ sa oznacuje ako vlastna hodnota matice A, ak plati

Axz = Az pre nejaky nenulovy vektor x € C". (109)

Inymi slovami, matica A — AI,, je singularna, t.j., det(A — A\I,) = 0. Tato
podmienka zaroven ukazuje aj spdsob, ako urcit vsetky vlastné hodnoty matice
A. Je to prave mnozina vsetkych rieseni polynomialnej charakteristickej rovnice
det(A — AI,) = 0. Na druhej strane, podmienka (109) hovori, ze linearne
zobrazenie ¢y : C* — C", ktoré je vo vhodnej baze reprezentované maticou
A — M\, nie je injektivne. Priestor C" ma konecni dimenziu n, a tak plati

dim Im ¢ + dim Ker p) = n.

Preto podmienka (109) je ekvivalentna i s vlastnostou, ze zobrazenie ¢y nie je
surjektivne. Mnozinu C mézeme teda zapisat ako disjunktné zjednotenie

C = {vlastné ¢&isla matice A} U {\, pre ktoré je matica A — AI,, invertibilna}.
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Pojem invertibilného operatora

Definicia 15 (Invertibilny operator)

Nech X je Banachov priestor a L : X — X linearny operator s definicnym
oborom D(L) hustym v X. Hovorime, ze L je invertibilny, ak obor hodnét
R(L) je husty v X a existuje spojity linearny operator K € £(X) s vlastnostou

KOLZID(L) a LOKZIR(L). (110)

Veta 36

Kazdy linearny invertibilny operator L : X — X na Banachovom priestore X je
injektivny a jeho inverzia L™ : R(L) — X je spojity linearny operator.

Daokaz Vety 36.

Nech L je invertibilny operator a K € £(X) je k nemu odpovedajici operator
v (110) v Definicii 15. Ak vektor z € D(L) splha Lz = 0, potom podla prvej
rovnosti v (110) mame z = K(Lz) = K0 = 0, vd aka linearite operatora K. To
dokazuje injektivnost (linearneho) zobrazenia L. Inverzia L™' : R(L) — X teda
existuje a zrejme L1 = K|r(ry podla (110). Z Definicie 15 plati, ze K je spo-
o

| A\
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Dokaz Vety 36 (pokracovanie).

jity linearny operator. To dokazuje i spojitost inverzného operatora L~ *.

Poznamka 21

Z Definicie 15 a Vety 36 vyplyva, Ze invertibilny operator L splia podmienky

(i) existuje inverzny operator L',
(i) operator L™ : R(L) — X je spojity,
(iii) obor hodnét R(L) je husty v priestore X.
V nasledujiacom tvrdeni ukazeme, Zze tieto tri podmienky zaroven i charakterizuja

linearne invertibilné operatory na Banachovych priestoroch. Doplime, ze podla
(38) podmienky (i) a (ii) znamenaju, ze operator L je ohraniceny zdola na D(L).
.

Nech X je Banachov priestor a L : X — X je linearny operator. Potom L je
invertibilny operator prave vtedy, ked splia podmienky (i)—(iii) v Poznamke 21.
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Dékaz Vety 37.

Dokazeme, ze ak linearny operator L splha podmienky (i)—(iii) v Poznamke 21,
potom je invertibilny. Polozme K := L™'. Linearny operator K : R(L) — X
zrejme splna rovnosti v (110). Naviac, podla podmienky (ii) v Poznamke 21 je
spojity na podpriestore R(L). Kedze obor hodnét R(L) je husty v X, v stlade
s Vetou 4 je mozné operator K jednoznacne spojito rozsirit na cely priestor X.
Podla Definicie 15 je teda operator L invertibilny. |

>

Poznamka 22 (Invertibilita spojitého operatora)

Situacia sa podstatne zjednodusuje v pripade, ked' linearny operator L : X — X
je spojity (uzavrety) na priestore X. Podla druhej Easti Poznamky 21 invertibilny
operator L je ohraniceny zdola. Ak je naviac i spojity (uzavrety), potom v stlade
s Vetou 13 je operator L injektivny a podpriestor R(L) uzavrety v X. Podla
Vety 37 a prvej Casti Poznamky 21 sa preto vySetrovanie invertibility spojitych

(uzavretych) linearnych operatorov redukuje sa zistovanie ich bijektivnosti.
. w

Veta 38 (Invertibilita spojitého operatora)

Nech X je Banachov priestor. Spojity (uzavrety) linedrny operator L : X — X
je invertibilny prave vtedy, ked je bijektivny.

-
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Veta 39 (Hustota oboru hodnét spojitého operatora)

Nech X je Banachov priestor a L : X — X je spojity (uzavrety) linearny
operator. Potom obor hodnét R(L) je husty v priestore X prave vtedy, ked'
odpovedajiici adjungovany operator L' : X' — X' je injektivny.

>
| \

Dékaz Vety 39
Ak R(L) = X, potom podla (59) s vyuzitim Vety 21 a Poznamkou 11 plati

) 2Tyt = Xt = {0} a Kerl’ @ (*+1xer L/]>J_. (111)

(L[Ker L'})
Z relacii v (111) potom mame Ker L' = {0}, €o znamen4, Ze adjungovany
operator L’ je injektivny. Naopak, nech L’ je injekivny operator, t.j., plati rovnost
Ker L' = {0}. Z formuly (59) mame R(L) = * [Ker L] = 1{0} = X v silade s
Poznamkou 11. Obor hodnét R(L) operatora L je teda husty v priestore X. H

Priklad 22

\
| A\

Uvazujme priestor X = [ a operator L : X — X s predpisom
L{wn} i= {0,21,02,...}, {wn}22, € X. (112)
o
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Operator L v (112) je linearny a injektivny s ohranicenou inverziou L™!, nakol'ko
L™ yn} = {y2,u3,94,--- }, {un}i1 € R(L). (113)

Napriek tomu sa nejedna o invertibilny operator, pretoze d(e1, R(L)) > 1, kde
postupnost e; = {1,0,0...}. Obor hodnét R(L) teda nie je husty v X.

Priklad 23
Uvazujme opat X = [? a operator L : X — X definovany predpisom
B, o
Lizn} = {2}, {madiZ e x. (114)
n

Operator L v (114) je linearny a injektivny. Podobne, nie je tazké ukazat,
ze R(L) = {{yn} € 1?, 3 |nyn|> < oo} je podpriestor husty v X. Operator L
viak nie je invertibilny, pretoze inverzia L™! je neohrani¢ena. Podla (114) mame

L™ Hyn} = {nyn}, {yn}oly € R(L). (115)

Pre postupnosti e, = {0kn}ae1 € X, k € N, mame |lex||x =1 a ex € R(L)
pre kazdé k € N. Podla (115) potom ||L™'ex||x = k, k € N. To dokazuje

neohranicenost operatora L™, a teda i jeho nespojitost na podpriestore R(L).
o
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Spektrum linearneho operatora

Definicia 16 (Rezolventna mnozina operatora)

Nech X je Banachov priestor a L : X — X je linearny operator s definicnym
oborom D(L) hustym v X. Komplexné &islo A sa oznacuje ako regularna hodnota
operatora L, ak operator L — AI je invertibilny. Mnozina vsetkych regularnych
hodnét operatora L sa nazyva rezolventna mnozina operatora L a budeme ju
oznacovat symbolom p(L). Pre kazdé A € p(L) sa operator

Ry :=(L—AI)! (116)

nazyva rezolventa operatora L odpovedajiica regularnej hodnote \.

Definicia 17 (Spektrum operatora)

V salade s oznaéenim v Definicii 16 sa mnozina

o(L) = C\ p(L) (117)

nazyva spektrum operatora L.
. ot

Z definicie spektra linearneho operatora L : X — X teda vyplyva, Ze sa jedna
prave o tie komplexné Cisla A, pre ktoré operator L — AI nie je invertibilny.
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Definicia 18 (Klasifikacia bodov spektra operatora)

Nech X je Banachov priestor a L : X — X je linearny operator s definicnym
oborom D(L) hustym v X. Standardne sa body spektra o(L) operatora L
klasifikuja do troch disjunktnych mnozin.

Bodové spektrum — vlastné hodnoty operatora — komplexné éisla \, pre ktoré
operator L — AI nie je injektivny. Vektory x € D(L) \ {0}, pre ktoré plati
(L — M)z =0, t.j., Lv = Az, sa oznacuji ako vlastné vektory operatora L
odpovedajice vlastnej hodnote .

Spojité spektrum — komplexné €isla A, pre ktoré operator L — AT je injektivny a
obor hodnét R(L — AI) je husty v X, ale inverzia (L — AI)~* nie je spojita.

Rezidualne spektrum — komplexné Cisla A, pre ktoré operator L— AT je injektivny,
ale obor hodnét R(L — AI) nie je husty v X.

o

Priklad 24

Priamo z Definicie 18 vyplyva, ze pre Banachove priestory X s konecnou di-
menziou spektrum kazdého linedrneho operatora L : X — X pozostava iba z
vlastnych hodnét operatora L, t.j., L ma iba bodové spektrum.
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Priklad 25

Najdime rezolventni mnozinu p(L) a spektrum o (L) linedrneho operatora L z
Prikladu 22. Nech X € C je dané komplexné €islo. Pre operator L — AI plati
—AZn, n=1,
(L= AD{zn} = {yn}, kde g "= (118)
Tp—1 — ATp, n> 1.

Linearny operator L — A\I je zrejme definovany na celom priestore X. Kedze
plati || L{zn}||x = ||[{zn}||x pre kazdé {z,} € X, operator L — AI je spojity.
Naviac je vzdy injektivny. Skutoéne, ak (L — A\I){z,} = 0, potom podla (118)

A1 =0, zp—1=Az,, neN\{l}. (119)

Nie je tazké overit, ze z relacii v (119) pre kazda hodnotu A € C vyplyva z, = 0,
n € N. Dalej mame nerovnost

(L = AD{zn} | x = [1L{zn} = Man}x 2 ’IIL{rn}le - \)\|||{In}||x‘
= ‘Il{xn}llx - IMII{In}IIX‘ =1 =l H{zn}ix,  (120)

ktora plati pre kazdé {z,} € X a kazdé A € C. Obzvlast, ak |A| # 1, operator
L — M je v stlade s (38) ohraniceny zdola, t.j., jeho inverzia (L — A\I)™* je
spojita na podpriestore R(L — AI). V sulade s Definiciou 18 potrebujeme preve-
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Priklad 25

verit hustotu oboru hodnét R(L — AI). Vyuzijeme Vetu 39. Pomerne [ahko
sa da odvodit, Ze nakolko X je Hilbertov priestor, odpovedajici adjungovany
operator L' sa da formalne reprezentovat v tvare

L'{yn} = {y2,y3,94,--- }, {yn}2i €X. (121)

V stlade s Vetou 39 hladame hodnoty A € C, pre ktoré je adjungovany operator
(L —XI)" = L' — \I' injektivny. Ak (L' — XI'){y.} = 0, potom podla (121)
plati Yn+1 = Ayn, n € N. Postupnost {y,} je teda geometricka s kvocientom
X A kedZe {y,} € X = [?, nutne |\| < 1. Celkovo teda operator (L — AI)’ je
injektivny prave vtedy, ked |[A| > 1. Podla Vety 39 potom plati

obor hodnét R(L — AI) je husty v priestore X prave vtedy, ked” [A| > 1. (122)

Mézeme pristapit k stanovenia rezolventnej mnoziny a spektra operatora L.

@ || > 1 — operator L — AI je zdola ohraniceny a podla (122) je mnozina
R(L — AI) husta v priestore X. To znamena, ze A € p(L), tj.,, A je
regularna hodnota operatora L.

@ |A\| < 1 — operator L — M je zdola ohraniceny, ale podla (122) plati
R(L —AI) € X. V sdlade s Definiciou 18 je preto hodnota A prvkom
rezidualneho spektra operatora L.
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Priklad 25

@ |A\| =1 — v salade s (122) je mnozina R(L — AI) husta v priestore X, ale
operator L — AI nie je surjektivny. Napriklad —e1 & R(L — AI), ako sa
mozno lahko presvedcit pomocou (118). Skutocne, pre postupnost {z.}
splhajacu —e1 = (L — AI){z,} by muselo platit

my = 5\, Tn4l = E\In, n € N.

Jednalo by sa teda o geometrickii posupnost s kvocientom A. Avsak teraz
Al = |A| = 1, a tak {z,} & X. Podla Vety 38 preto operator L — \I
nie je invertibilny, ¢o v stlade s Definiciou 17 znamena, ze A je spektralna
hodnota operatora L. Presnejsie, podla klasifikacie v Definicii 18 sa jedna
o prvok spojitého spektra. VSimnime si, Ze vyuzitim spojitosti operatora
L — I a Vety 38 sme nepriamo dokazali, Ze inverzia (L — AI)™! je v tomto
pripade nespojitad na podpriestore R(L — \I).

Poznamenajme, ze z uvedenej analyzy vyplyva, ze operator L nema vlastné hod-

noty, t.j., jeho bodové spektrum je prazdna mnozina. Zistili sme teda, ze

rezolventnd mnozina operatora L ma tvar p(L) = {\ € C, |A| > 1},

spektrum operatora L ma tvar o(L) = {\ € C, |\| < 1},

kde {\ € C, |A| < 1} je rezidualne spektrum a {\ € C, |\| = 1} je spojité spektrum.

o
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Poznamka 23

Z Definicii 16 (s L := L — XI) a 15 vyplyva, ze ak A € C je regularna hodnota
operatora L, potom odpovedajica rezolventa Ry definovana v (116) je zizenie
spojitého linearneho operatora K v (110) na podpriestor R(L — AI). A kedze
mnozina R(L — AI) je husta v priestore X, v kontexte Vety 4 mézeme bez ujmy
na vseobecnosti Ry vnimat ako spojity linearny operator na celom priestore X.
S takouto predstavou rezolventy Ry pre A € p(L) budeme dalej pracovat.

A\

Veta 40 (Rezolventna identita)

Nech X je Banachov priestor a L : X — X je linedrny operator s definicnym
oborom D(L) hustym v priestore X. Potom pre kazdé dve regularne hodnoty
w,v € p(L) operdtora L plati tzv. rezolventna identita

Ry — Ry =(p—V)RyRy. (123)

Naviac, operatory R, a R, komutuja, t.j., plati R, R, = R, R,,.

| A\

Dékaz Vety 40.

So zretelom na komentar v Poznamke 23 platia v stlade s prvou rovnostou v
(110) pre kazdé hodnoty u,v € p(L) relacie

A\
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Dokaz Vety 40 (pokracovanie).

(L=vD)oRy, 2 In_,p, ateda Ruo(L—vI)oR, = Ruoln(p_,p). (124)

KedZze vsetky zobrazenia v (124) s linearne, plati
Ryo(L—vI)oR, =Ryo[(L—pl)+ (p—v)I]oR,
=[Ruo(L—pl)+ (p—v)Ru]o Ry

D) 15y + (u—v)Ru] o Ry

=R, +(p—v)RuoR, (125)

Kombinaciou (125) a (124) teda dostavame rovnost

(125),(124)

R, + (u—v)RuoRy Ry olg(rL—vr),

!

RyolIgp—vr)—Rv=(p—v)RuoRy. (126)

Pre kazdy vektor z € R(L — vI) potom mame
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Dokaz Vety 40 (pokracovanie).

[Ruo IR(L—v1) — Ru]x = (u — )[Ry o Ry,
4
[Ry — R = (4 — »)[Ry 0 Rula. (127)
Pre vektor z € X \ R(L — vI) existuje postupnost {z,}se; € R(L —vI) s
vlastnostou z = lim,—,cc n. Vdaka spojitosti operatorov R, a R, plati

(127)

[Ru — Rolz = lim_ [Ry — Rolzn 2 lim (4~ )[Ry 0 Rylan

— (= v)[Ry 0 Rl

To dokazuje platnost identity (123). Skutocnost, ze operatory R, a R, komu-
tuja, vyplyva priamo z dokazanej rezolventnej identity, pretoze

(123)

123
(- )RRy B R, — R, = —(Ry — R,) &

(/J‘ - V)RVRW

takze pre pu # v plati R, R, = R, R,. Dokaz je hotovy. ]
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Veta 41

Nech X je Banachov priestor a L : X — X je linearny operator s definicnym
oborom D(L) hustym v priestore X. Nech Ao € C je regularna hodnota operatora
L a Ry, je odpovedajiica rezolventa. Potom kazdé X € C splnajice

IA—Xo| < (128)

IIRAOH
Je reguldrna hodnota operatora L. To znamena, ze rezolventnd mnozina p(L)
linedrneho operatora L je otvorenda podmnozina v C, kym spektrum o(L)
linedrneho operatora L je uzavreta podmnozina v C.

>
| \

Dokaz Vety 41

Zvol'me nejaké )\ € C, ktoré spliia nerovnost (128). Kedze \o € p(L), v zhode
s Poznamkou 23 je @ := (A — Xo)R», spojity linearny operator na celom X a
(128)
QI = I = A0) B, [| = A = Xol [[Rxo|| "< 1. (129)

Podla Vety 12 je potom spojity linearny operator I — (Q bijektivny na priestore
X. Ukazeme, ze plati rovnost R(L — M) = R(L — XoI). Pre x € D(L) mame

(L—ADz = (L - oDz — (A = Xo)z = [(L — Aol) o In(zy — (A — Ao)Ip(ry] «
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Doékaz Vety 41 (pokracovanie).

WO [(L — AoI) 0 Ip(zy — (A = A0)(L — Aol) 0 Ryy] @

= [(L=XoI) o (Ip(zy = (A = X0)Rxg)] & = [(L = Aol) o (I — Q)]z. (130)

Z odvodenej rovnosti (130) ihned vyplyva inklazia R(L — AI) C R(L — A\oI).

Vsimnime si, ze vektor (I — Q)z € D(L). To znamena, ze operator I — @),

rovnako ako aj jeho inverzia (I — Q) ™, zobrazuje defini¢ny obor D(L) operatora
L do seba. Tieto pozorovania odévodiuji spravnost vypoctu

(L= o)z = [(L— o) o (I - Q) (I - Q) 'z =

| —

FeD(L)

(L — A,

a jeho platnost pre kazdy vektor x € D(L). Zaroven mame dokazand inklaziu
R(L — XoI) € R(L — AI). V sulade s predpokladmi vety je teda podpriestor
R(L — M) husty v X. Napokon dokazeme, ze operator L — AI je invertibilny.
Polozme K := (I — Q)™ ' o Ry,. Jedna o spojity linearny operator na X. Plati

(KoL -ADlz ) [T -Q) " o Ry, 0 (L= roD)o(I-Q)|x

P I-@ oIy o I-@)a=[I-Q o -Qo=2s

o
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|
(

Doékaz Vety 41 (pokracovanie)

pre kazdé x € D(L). To implikuje rovnost K o (L — A\I) = Ip,. Podobne pre
kazdy vektor z € R(L — AI) = R(L — Aol) mame

(L= AD) o K]z = [(L - Al (Kz) "
~——
€D(L)

(L =Aol)o (I - Q)] (Kz)

=[(L=Xol)oRy, ]z ==

To znamena, ze plati rovnost (L — M) o K = Ig(z—xp). Podla Definicie 15
je teda operator L — AI invertibilny, a tak v salade s Definiciou 16 je &islo A
regularna hodnota operatora L, t.j., A € p(L). Nerovnost (128) ukazuje, ze do
rezolventnej mnoziny patri spolu s bodom )\ i jeho otvorenej okolie s polomerom

€= HR/\ 7 > 0. Preto je mnozina p(L) otvorena v C. Spektrum o(L), ako

doplnok p( ) v mnozine C, je teda uzavretd mnozina. Dokaz je hotovy. ]

o

Poznamka 24

Spojity linearny operator K = (I — Q)™ ' o Ry, z dokazu Vety 41 je zrejme
v silade s Poznamkou 23 rezolventa R, operatora L, ktorda odpoveda danej
regularnej hodnote A. Vyuzitim fomuly (36) pre operator ) dostavame
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Poznamka 24

_ 36) == .,
Ry=(I-Q) " oRy, (=)ZQ o Ry,

n=0
Kedze Q = (A — Xo)Rx,, podla poslednej rovnosti v stlade s (128) plati

Rx=)Y (A—Xo)"RyI' prekazdé A € Cs |A— Ao < 1 (131)
oy 0 [ l

Formulu (131) mozno v kontexte Vety 41 “volne” interpretovat tak, ze rezol-

venta Ry operatora L je ako zobrazenie z C do £(X) analytické na rezolventnej

mnozine p(L). Tento nahlad potvrdzuje i skutoénost, Ze ak linearny operator L

je naviac i ohraniceny, potom podla Vety 38 je operator L — A\I bijektivny pre

kazdi regularnu hodnotu A € p(L) a vyuzitim rezolventnej identity (123) plati

lim
A=A P >\0

123) .
(Rx — Ryg) (123) Alig\lo RyRy, = R, (132)

Relacie v (132) znamenaja, ze rezolventa Ry : C — £(X) ma silna (Fréchetovu)
derivaciu na rezolventnej mnozine p(L), pricom

%o = B3, (133)

Zobrazenie R je teda holomorfné na (otvorenej) mnozine p(L).
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Veta 42

Nech X je Banachov priestor a L : X — X je spojity linedrny operator s
definiénym oborom D(L) hustym v priestore X. Potom kazdé komplexné ¢islo
A splnajice nerovnost |\| > ||L|| je reguldrna hodnota operétora L.

Dékaz Vety 42.

| A

Nech X\ € C splha nerovnost |\| > ||L||. Linearny operator L — AI je spojity a
pre operator T L plati nerovnost

1 1
—L||=—||L 1. 134
|5 2] = o e < (134)
Podla Vety 12 je operator L — A = —\ (I — 5 L) bijektivny a ma spojita
inverziu (L — M\I)™'. Dokazeme, Ze operator L — AI je invertibilny. V salade
s Poznamkou 21 a Vetou 37 staéi overit, ze jeho obor hodnét R(L — AI) je
husty v priestore X. Vyuzijeme skutocnosti, ze podla formuly (36) ma inverzny
operator (L — AI)™* tvar

1 1 N\ tee 11
-1 _ = n
(L=ANTh=—1 (I—XL) = _XE w (135)

n=0

i
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Dokaz Vety 42 (pokracovanie)

Pre kazdy vektor x € D(L) je nekonegny rad > °7 5= L"x absolatne konver-
gentny v X, pretoze X je Gplny priestor a Ciselny rad

oo

1
Z " L™z je (absolatne) konvergentny. (136)
n=0

Konvergencia radu (136) vyplyva z nerovnosti

oo 1 oo

(134)
> i el 2 Z g 10 e = 32 (et el 2 o0

To znamena, ze definiény obor inverzného operatora (L — AI) ™' obsahuje kazdy
vektor z € D(L). Inymi slovami, plati inkldzia D(L) C R(L — AI). Napokon
vd aka predpokladu, ze mnozina D(L) je husta v priestore X, dostdvame

X=D(L)CRIL-N) CX, tj, R(L—X) =

Operator L — A1 je teda invertibilny a \ je regularna hodnota operatora L. W

i

Poznamka 25

Z dokazu Vety 42 vyplyva pre Ry, ktoré odpoveda hodnotam |\| > ||L]|, formula
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Poznamka 25

R, MU _ 5~ L g (137)

+1
n=0 AT

V kontexte Poznamky 24 sa jedna o Laurentov rozvoj rezolventy Ry na okoli co.
Z (137) mozno odvodit asymptotické vlastnosti operatora Ry. Konkrétne,

= ILII)"(134) 1
o G - (138)
Z ( RN |Al = [IZ]]

1
+1
n=0 A

(137)
IRl

pre kazdé A € Cs |A| > ||L||. Nasledne, z nerovnosti (138) mame

(138) 1
lim |Ry]] < lim ———— =0, teda lim ||Ry[ = 0. (139)
A— 00 A— 00 ‘)\| — ||L|| A— 00
Poznamenajme, ze rozvoj (137) je urceny jednoznaéne a plati na kazdom
otvorenom medzikruzi 0 < r < |A|, na ktorom je rezolventa R holomorfna.

o

Désledok 4

Nech X je Banachov priestor a L : X — X je spojity linedrny operator s
definiénym oborom D(L) hustym v X . Pre spektrum o (L) operatora L plati

o(L) S{AeC, Al < |ILI}- (140)
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Veta 43 (Gelfandova)

Nech X je Banachov priestor a L : X — X spojity linedrny operator s definicnym
oborom hustym v X. Spektrum o (L) je neprdzdna kompaktni mnozina v C.

Dokaz Vety 43.

| A

V stlade s Vetou 41 a Désledkom 4 je spektrum o (L) operatora L uzavreta a
ohranic¢end mnozina v C. Jedna sa teda o kompaktni mnozinu v C. Ukazeme,
Ze mnozina o(L) je neprazdna. Sporom predpokladajme, Zze kazdé komplexné
Cislo je regularna hodnota operatora L, t.j., p(L) = C. Podla Definicie 16 to
znamena, ze operator I — Al je invertibilny pre kazdé A € C. Podla Vety 38
a Poznamky 25 je odpovedajica rezolventa Ry v (116) bijektivny operator a
zobrazenie holomorfné na celom C. Naviac, norma ||R»|| je ohraniéena na C.
Skutocne, pre komplexné hodnoty A s |A| > 2||L|| podla nerovnosti (138) plati

38) 1 1

@
IRAll € 0 < -
IAL=IE] ]

— (141)
Na druhej strane, na kompaktnej mnozine |A| < 2||L]| je rezolventa Ry ako spo-
jité zobrazenie premennej )\ iste ohrani¢ena. Podla modifikovanej Liouvilleovej
vety je teda rezolventa R, nutne konstantné zobrazenie. S ohladom na vlastnost
(139) to vsak potom znamena, ze ||Ra|| = 0, a tak Ry = 0 pre kazdé X € C.

To je zrejme oCividny spor. Preto spektrum o (L) je neprazdna mnozina. ]
i




Definicia 19 (Spektralny polomer operatora)

Nech X je Banachov priestor a L : X — X spojity linearny operator s definicnym
oborom hustym v X. Nezaporné realne cislo

7o (L) := sup{|\|, A € o(L)} (142)
sa nazyva spektralny polomer operatora L.
Z inklazie (140) v Désledku 4 ihned vyplyva nerovnost 7,(L) < ||L||. Tento

odhad vsak nemusi byt vzdy optimalny. Nasledujice tvrdenie poskytuje presna
formulu pre spektralny polomer r, (L) spojitého linearneho operatora L.

Veta 44 (Gelfandov—Beurlingov vzorec)

Nech X je Banachov priestor a L : X — X spojity linedrny operator s definicnym
oborom hustym v X . Pre spektrdlny polomer r-(L) operatora L plati rovnost

1
ro(L) = lim [IL"|[% . (143)

Dokaz Vety 44.

Ukazeme najprv, ze pre kazdé n € N plati nerovnost
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Doékaz Vety 44 (pokracovanie).

re(L) < IL™| % . (144)

Sporom predpokladajme, Ze existuje m € N s vlastnostou r (L) > HL’”H%, t.j.,
[re(L)]™ > ||[L™]|. Z Definicie 19 spektralneho polomeru (L) mame

m (142 " m
fro (D)™ 2 { sup A@ = sup A7, (145)
Aeo(L) A€o (L)

V stlade s (145) teda plati nerovnost sup, ¢,z [\ > [|[L™]|. To znamena, Ze
existuje spektralna hodnota A € o(L) taka, ze |[\™| > ||L™||. Podla Vety 42 je
potom cislo A™ regularna hodnota operatora L™, t.j., v salade s Definiciou 16 je
operator L™ — A\ [ invertibilny. KedZze operator L je spojity a linearny, posledna
vlastnost podla Vety 38 znamena, ze L™ — A1 je bijekcia. Z rozkladov

<Z )\k_lL"‘k> o(L—A)=L"—\"I=(L-\) <Z Ae=1pn= k) (146)
k=1

nasledne vyplyva, ze operator L — AI je (podla prvej formuly v (146)) injektivny
a zaroven i (podla druhej formuly v (146)) surjektivny, t.j.,, L — AI je bijekcia.
Podl'a Vety 38 je teda operator L — A invertibilny, ¢o je viak v rozpore s tym,
ze hodnota A € o(L). Takze nerovnost (144) skutoéne plati pre kazdé n € N.
Obzvlast, z relacie (144) vyplyva pre spektralny polomer r,(L) odhad tvaru
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Doékaz Vety 44 (pokracovanie).

ro(L) < liminf L7 . (147)
n—r oo

Na druhej strane je z Definicie 19 zrejmé, ze kazdé komplexné &islo \ spliajiice
[A| > ro(L) je regularna hodnota operatora L. Podla Poznamky 24 je preto
rezolventa Ry operatora L na medzikruzi |A| > 7,(L) holomorfna a v silade s
poslednou €astou Poznamky 25 splia na tejto mnozine formulu (137), t.j.,

oo

1 11
Ry=-Y_ e L":_XZ )\—nL”, Al > 7o (L). (148)
n=0 n=0

Z konvergencie nekoneéného radu v (148) vyplyva, ze pre kazdé komplexné &islo
A s |A| > 7 (L) nutne plati limy— oo H/\L“ L”H = 0. Obzvlast mame, ze

Lo
>\n

ak [A| > ro (L), potom existuje index ny tak, ze < 1 pre kazdé n > njy

I

1
[A| > ||IL"||~ pre kazdé n > njy.

Posledna nerovnost potom implikuje vlastnost

[A| > lim sup ||Ln||% pre kazdé X splnajuce |A| > rq(L). (149)
n— o0
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Dokaz Vety 44 (pokracovanie).

Zrejme Cislo 7+ (L) je infimum hodnét |A| pre komplexné &isla A v uvazovanom
medzikruzi |\| > ro(L). Z nerovnosti (149) preto dostavame odhad

ro (L) > limsup || L™ % . (150)
n—r oo

Naslednou kombinaciou podmienok (147) a (150) mame

50) (147)

1 1
limsup ||[L"*||* < ro(L) < liminf ||L"||n .
n— 0o n— oo

Z tychto nerovnosti mézeme napokon usidit, Ze existuje limy,— oo ||L"H% a jej
hodnota je 7,(L). Teda plati vzorec (143) a dékaz je kompletny. ]

| A\

Poznamka 26

V komentari pred Vetou 44 sme uviedli, ze pre spektralny polomer r (L) spo-
jitého linearneho operatora L plati nerovnost ro(L) < ||L||. Tento odhad
vSak nemusi byt vo vieobecnosti optimalny, nakolko v siillade s Gelfandovym—
Beurlingovym vzorcom (143) sa neostra nerovnost

g 1
Tim [|L" % < L]

nemusi vzdy realizovat ako rovnost. llustrujeme to na nasledujacom priklade.
o
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Priklad 26

UvaZzujme Banachov priestor X = C[0, 1] s maximalnou normou || - ||c a operator
L : X — X definovany predpisom

1
[La(t) = t/o o(s)ds, te[0,1], =ec[o,1]. (151)

Nie je tazké overit, ze operator L je linearny a ohraniceny s ||L|| = 1. Najdeme
jeho spektralny polomer a stanovime jeho spektrum. Pomocou matematickej
indukcie zistime, ze pre kazdé n € N plati

t

[L"Z](t) := ey

1
/Occ(s)ds, teo1), wecl, teda L"=__ L.

Nasledne, podla vzorca (143) pre spektralny polomer 7, (L) dostaneme

1
n 1 1

1
LH = lim - ==

on—1

(143)

7o (L)

1
lim ||[L"||» = lim ’
n— oo n— oo
Vidime, ze v tomto pripade je ro(L) < 1 = ||L||. Podla vzorca (143) je spektrum
operatora L istd uzavretd podmnozina kruhu || < % N&jdeme vlastné cisla
operatora L. Hladame teda hodnoty A € C, pre ktoré ma rovnica Lx = Az
identicky nenulové riesenie, t.j., podla (151) mame

o
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Priklad 26

1
t/o z(s)ds = Axz(t), te€][0,1]. (152)

Vidime, ze pre A # 0 hladané vlastné funkcie © musia byt nutne linedrne tvaru
z(t) = at, t € [0,1], s a # 0. Dosadenim do (152) a po Gpravach dostaneme

L at 1

t/ asds =Xat — — =MXat, t€[0,1] — A=_.

b 2 2
Pre hodnotu A = 0 ma rovnica (152) napriklad rieSenie z(t) = 1 — 2¢, ¢t € [0, 1].
Operator L ma teda dve vlastné &isla 1 (s odpovedajicimi vlastnymi funkciami
tvaru z(t) = at, t € [0,1], s a # 0) a 0. KedZze operator L — AI je pre kazdi
komplexni hodnotu A € C spojity a linearny, v stlade s Vetou 38 preverime
teraz obor hodnét R(L — AI). Konkrétne, z mnoziny {A € C, [A| < 3}\ {0, 3}
vylt€ime tie hodnoty A, pre ktoré ma rovnica (L — A\I)z = y rieSenie pre kazdé

y € X, t.j., pre ktoré je operator L — AI surjektivny. V salade s (151) mame

t/l 2(s)ds — xe(t) = y(t), te0,1], yeCo,1]. (153)
0

Integrovanim oboch stran rovnice (153) ziskame

/Olt(/le(s)ds)dt—)\/olx(s)dS:/Oly(g)ds
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Priklad 26

Poslednii rovnost upravime a dostaneme

%/le(sms_x/olx(s)ds=/01y(8>d8

(2 (154)
1 2 1
/0 (s)ds = 1_%/0 of)da (155)
Dosadenim vyjadrenia (155) do pévodnej rovnice (153) potom mame
T Etg)\ /01 y(s)ds — Az(t) = y(¢), pre kazdé t € [0,1]. (156)

Z (156) nasledne dostaneme

2t ! y(t)
t) = —— ds— =—=, te]l0,1], € C[0,1]. 157
2(t) )\(1_2/\)/0?4(8)8 . 0.1, yeclo,1].  (157)
Inymi slovami, rovnica (153) ma pre kazda spojita funkciu y riesenie z € C[0, 1]
prave vtedy, ked hodnota A ¢ {0, %} pricom toto rieSenie je jediné a urcené
formulou (157). To znamena, ze celé spektrum operatora L v zadani prikladu
ma tvar o(L) = {0, 3}, pricom sa jedna o bodové spektrum.
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Priklad 27

Najdime spektrum linedrneho operatora L z Prikladu 23. Podla (114) mame

LF{z,} = {%} {zn}22, € X, atak |L¥| =1 pre kazdé k € N.

Preto podla vzorca (143) je spektralny polomer r, (L) = limg o0 || L*||/* = 1,
a tak spektrum o(L) C {X € C, |A| < 1}. Pre kazdé A € C plati

=@ =anea) (2N an}, @amiex. s

Je [ahko vidiet, Ze postupnost {y» } v (158) je nulova prave vtedy, ked postupnost
{zn} =era A= % pre nejaké k € N. Bodové spektrum operatora L ma teda
tvar {1, k € N}, tj, A\x := £, k € N, st jediné vlastné hodnoty operatora L.
Dalej je zrejmé, Ze rovnica v (158) ma riesenie {x,} pre kazda {y.} z X prave
vtedy, ked' hodnota A # + pre kazdé k € N. V tomto pripade plati

{zn} = { ” yn} pre kazdé {y,}22, € X. (159)
1—nX

Ak naviac je X # 0, ziskané rieSenie {z,} je prvkom priestoru X. Skutocne, pre

n

A # 0 ma postupnost 4 -2~ ¢ limitu — %, a teda je ohranicens, t.j., ‘#‘ <a

pre kazdé n € N, kde « > 0 je vhodna konstanta. Nasledne mame
o
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= (159) ~— n |? =
> loal? 2 50| Ll <02 X P < oo
n=1 n=1

n=1

Napokon hodnota A = 0 je prvkom spojitého spektra, pretoze podla Prikladu 23
je R(L) = X a inverzia L™ je nespojita. Celkové spektrum operatora L ma
teda tvar o(L) = {4, k e N} U{0}.

V nasledujicich troch prikladoch sa zameriame na vysSetrovanie spektra nespo-
jitych (neohranicenych) linedrnych operatorov.

Priklad 28

Najdime spektrum linearneho diferencialneho operatora definovaného v (2) z
Prikladu 6. Uvazujme Banachov priestor X = C[0,1]. Operator D v (2) je
prirodzene definovany na podpriestore D(D) = C*[0, 1], ktory je husty v X, t.j.,
plati D(D). Tato skutocnost vyplyva napriklad z Weierstrassovej vety o global-
nej aproximacii spojitych funkcii na kompaktnom intervale pomocou polynémov.
Plati, ze pre ziadnu hodnotu A € C nie je operator D — \I injektivny. Skutocne,
rovnica (D — AI)x = 0 ma na D(D) prave jedno linearne nezavislé riesenie

=X =0 — ax(t)=e, te[0,1], prekazdé ) e C.
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Priklad 28

Podl'a Poznamky 21 a Definicii 17 a 18 teda spektrum operatora D je o(D) = C,
pricom sa jedna o bodové spektrum, t.j., operator D ma iba vlastné hodnoty.

Priklad 29

| A\

Nech priestor X = {z € C[0, 1], x(0) = 0}. Nie je tazké si premysliet, ze X je
uzavrety podpriestor v C[0, 1], t.j., X je Banachov priestor. Uvazujme linearny
diferencialny operator L : D(L) C X — X s predpisom

L =1', x&D(L):={zcco,1], =(0) =0} (160)

Podla analogickej tvahy ako v Priklade 28 plati D(L) = X. Operator L v (160)
je uzavrety, ale nie je spojity (v stlade s Prikladom 13). Dalej operator L — AT
je pre kazdii hodnotu \ € C bijektivny, pretoze zaéiatoéna tloha 2’ — Az = 0,
2(0) = 0, ma pre kazdé A\ € C iba trivialne riesenie x = 0. Podobne, uloha
' — Az =y, x(0) = 0, ma pre kazdé \ € C a kazdé y € X jediné rieSenie

x(t):e“/ote**sy(s)ds, t €[0,1]. (161)

Naviac, inverzia (L—AI)"* : X — D(L—\I) je pre kazdé ) € C spojity linearny
operator. Skutocne, v silade s (161) pre kazdé y € X plati

i
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Priklad 29

_ (161) At/t —s /1 —sReX tReX

L— )t =’ max |e e s)ds| < e ds max e 8
||( ) y”X te[0.1] 5 y( ) = ”y”X b te[01]

kde sme vyuzili spojitost funkcie e** na intervale [0, 1] a fakt, ze |e*| = eR®*

pre kazdé z € C. V silade s Poznamkou 21 je teda kazdé komplexné cislo
rezolventna hodnota operatora L, a tak jeho spektrum je prazdna mnozina.

| A

Priklad 30

Uvazujme Hilbertov priestor H = L?[0,27] a jeho podpriestor
H:={z € H, z € AC[0,27], ' € H a 2(0) = 0}, (162)

kde AC[0,27] je priestor absolGtne spojitych funkcii na intervale [0,2x]. Da
sa ukazat, ze podpriestor H v (162) je husty v H. Dokazeme, ze linearny
diferencialny operator L : H — H tvaru Lx := iz', * € H, ma prazdne
spektrum. Nech pre dané \ € C je K : H — H operator definovany predpisom

[Kay](t) == —i/ot e N3y (s)ds, ye X. (163)

Operator K, je linearny a definovany korektne na celom H, nakolko podla Cau-
i
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Priklad 30

chyho—Schwarzovej—Buﬁakovského nerovnosti pre kazdé y € X mame

’/ —iA(t— s)y(s / |e—1/\(t s)| ds/ |y |2d8_||y||2 / Q(t—s)lm/\ds.

Tato nerovnost zaroven dokazuje ohranicenost operatora K, pretoze plati

27 t 27 t
Il = [ '—i [ ey as Cdt < Iyl [ e emmadsar
(0] 0 0 0

pre kazdé y € X. Operator K zobrazuje do podpriestoru H. Skutocne, plati

Kyl (t) = —iy(t) — )\/: e M=%y (s)ds, tel0,2n], yeX. (164)

Nasledne Kyy € H, [K\y]' € H C L[0,27], ¢o v salade s (164) znamena,
ze funkcia Kyy € AC[0,27], a [Kxy](0) = 0 podla (163) pre kazdé y € X.
Napokon overime platnost identit Ky o (L — X)) = Iz a (L —A[)o K\ = Iy
pre kazdé X\ € C. Postupne pre kazdé x € H a kazdé y € H dostavame

t .
[Kxo (L — AD]z(t) = —i/o e~ M=) g/ (5) — Aa(s)] ds
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Priklad 30

t . t .
:/ e_‘A(t_S)z'(s)ds—i-/ (e7IAE=9)Y (s) ds

0 0

= /(;t (e_iA(t—s)x(s)); ds = [e—iA(t—s)x(S)]z =z(t), te][0,2n].

+ !
[(L—)J)OKA]y(t):i(—i/O —AE=9)y(s)d s) +Ai/0 e A=)y (s) ds
t t
:y(t)—i—/o(efv‘(tfs))é y(s) ds-l—)\i/o efi/\(tfs)y(s) ds

t t
=y(t) — )\i/ e~ A=)y (s) ds + )\i/ e~ A=)y (5) ds = y(t)
0 0

pre kazdé ¢t € [0,2n]. Vdaka inklazii H C L[0,27] je obor hodndt operatora
L — M pre kazdé )\ € C cely priestor H, pretoZe zaciatoéna tloha iz’ — Az = v,
2(0) = 0, ma pre kazdé y € H prave jedno riesenie, konkrétne, je nim funkcia v
(163). V salade s Definiciou 15 je teda operator L — AI invertibilny pre kazdé
A € C. Jeho spektrum o (L) je preto prazdna mnozina.

o
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Spektrum kompaktnych operatorov

Preskimame teraz spektrum linedrnych kompaktnych operatorov. Zistime, ze v
tomto pripade ma spektrum obzvlast jednoducha struktaru.

Poznamka 27

Prvé jednoduché pozorovanie je skuto€nost, ze ak Banachov priestor X ma
nekonecnt dimenziu, potom ¢&islo 0 je spektralna hodnota kazdého linearneho
kompaktného operatora L : X — X. Je to désledok Vety 28(i), ktory v sulade
s Vetou 13 hovori , ze ak dim X = oo, potom linearny kompaktny operator
L : X — X nie je zdola ohraniéeny. Podla Poznamky 21 teda L nie je invert-
ibilny operator, a tak O nie je jeho rezolventna hodnota. Takze nutne 0 € o(L).

| A\

Veta 45 (Spektrum kompaktného operatora)

Nech X je Banachov priestor a L : X — X je linedrny kompaktny operator
s definicnym oborom hustym v X. Potom spektrum operdtora L obsahuje iba
vlastné Cisla operatora L, pripadne hodnotu 0, ak X ma nekoneénii dimenziu.

i

Dokaz Vety 45.

Tvrdenie je priamym déledkom Fredholmovej alternativy, t.j., prvej Fredholmovej
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Doékaz Vety 45 (pokracovanie).

Vety 33(i) v stlade s Poznamkou 20. Nech A € C je nenulové komplexné &islo.
Zrejme operator + L je linearny a kompaktny, a teda i spojity. Podla Vety 33(i)
je operator [ — % L injektivny prave vtedy, ked je surjektivny. Rovnaki vlastnost
ma zrejme i operator —\ (I — %L) =L — M. Pre A # 0 teda plati

operator L — AI je injektivny prave vtedy, ked je surjektivny.
Z Vety 38 potom vyplyva, ze pre A # 0 je operator L — AI invertibilny prave
vtedy, ked je injektivny. Nasledne, podla Definicii 17 a 18 je A # 0 spektralna

hodnota operatora L prave vtedy, ked je prvkom bodového spektra, t.j., ked je to
vlastné cislo operatora L. Tvrdenie o hodnote A = 0 vyplyva z Poznamky 27. W

| A\

Poznamka 28 (Spektrum kompaktného operatora)

Dopliime, Zze podla tretej Fredholmovej Vety 33(iii) kazdej vlastnej hodnote
A # 0 linedrneho kompaktného operatora L odpoveda iba konecne vela linearne
nezavislych vlastnych vektorov. Vyplyva to zo skutoénosti, ze v kontexte dékazu
Vety 45 m3 podpriestor Ker (L — AI) C X podla Vety 34 kone¢nia dimenziu.

o

Vysledky vo Vete 45 a Poznamke 28 upresnime a doplnime v nasledujicej vete.
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Veta 46

Nech X je Banachov priestor a L : X — X je linedrny kompaktny operator
s definiécnym oborom hustym v X. Nech § > 0 je dané. Potom pre mnozinu
vsetkych vlastnych Cisiel operatora L spliajicich |\| > & existuje iba konecne
vela linearne nezavislych vlastnych vektorov operatora L.

Dékaz Vety 46.

Tvrdenie budeme dokazovat sporom. Predpokladajme, Ze existuje postupnost
{An}nz1 C C vlastnych Eisiel operatora L splhajica [An| > ¢ pre kazde n € N
taka, ze odpovedajica postupnost {z,}ne; C X vsetkych lineadrne nezavislych
vlastnych vektorov je nekonecna. Upresnime, ze x, je vlastny vektor, ktory
odpoveda vlastnej hodnote \,, n € N. Doplime, ze pripastame situaciu, ze
Ak = A\ pre nejaké dva rozne indexy k,I € N. Priestor X ma teda nutne
nekonecnt dimenziu. Definujme podpriestory X,, C X, n € N, predpisom

Xn :=Lin{z1,...,zn}, neN (165)

Zrejme kazdy z podpriestorov X, n € N, v (165) ma koneénd dimenziu n a je
teda uzavrety v X. Naviac, plati X,, C X,4+1 pre kazdé n € N, nakolko pos-
tupnost {z, } o= je linearne nezavisla a nekonecna. V silade s Rieszovou lemou
potom existuje nekoneéna postupnost {yn }ne2 C X vektorov s vlastnostou
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Dokaz Vety 46 (pokracovanie).

n €N\ {1}. (166)

l\D\»—\

Yn € Xn, ”yn”X =1, d(yny Xn— 1)

oo
Uvazujme postupnost {zn tnes := {% yn} . Postupnost {zn } =2 je zrejme
n n=2
ohraniéena, nakolko plati

166) 1 1
(166) <

. o<y mENVR

[EA -
2 Sl B=
n || X A Yn

Ukazeme, ze postupnost {Lzn}nZo nie je cauchyovska. KedZze podla (166)
vektor y, € X, pre kazdé n € N\ {1}, v sulade s (165) mame reprezentaciu

Yn = €121 + -+ - + cnTy pre vhodné konstanty c1, ..., ¢, € C. Potom plati
1 n n cn n )\k
Lzn=L|—uyn )= E —L:ck— E — A X = E — CkTk
An ‘ An ), = An

n—1 A n—1 A n—1
k k
CnTn + Z . CkTK = Yn + Z . CpTp — Z CpT
k=1 "™ k=1 "™ k=1

n—1
A
:yn+z()\_k_1)ck$k:yn+un, neN\{1}. (167)

k=1 n

Un
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Dokaz Vety 46 (pokracovanie).

Zrejme vektor uy,, definovany v (167) je podla (165) prvkom podpriestoru X, 1
pre kazdé n € N\ {1}. Vyuzitim odvodenej rovnosti (167) pre kazdé dva indexy
k,1 € N\ {1}, s k <l mame

(167)

|1Lz—Lzgllx “="llytw—yre —ullx = llyi— (up+ye—w)llx = ly—vllx, (168)
kde v := up + yr — w. Nakolko ur € Xrp—1 C X;_1, Yy € X € X517 a

w; € X;—1, vektor v € X;_;. Kombinaciou (166) a (168) napokon dostaneme

(168) (166) 1

Lz — Lagllx “="llw —vllx = 3 (169)
pre kazdé dva rézne indexy k,l € N\ {1}. Postupnost {Lz,};> 5 teda skutocne
nie je cauchyovska, a teda ani relativne kompaktna. To je vsak v rozpore s
kompaktnostou operatora L. Preto postupnost {z,}ne; linedrne nezavislych

vlastnych vektorov musi byt konecéna. Dékaz je hotovy. ]
i

Désledok 5 (Spektrum kompaktného operatora)

Mnozina vsetkych vlastnych Cisiel linedrneho kompaktného operatora L je najviac
spocitatelnd a kazdému nenulovému vlastnému Eislu odpoveds koneény pocet
linedrne nezavislych vlastnych vektorov operatora L.
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Dékaz Désledku 5.

Kedze r6znym vlastnym &islam operatora L odpovedaji linedrne nezavislé vlastné
vektory, z Vety 46 vyplyva, Ze pre kazdé § > 0 ma operator L iba koneéne vela
vlastnych &isiel A s vlastnostou |A| > §. Obzvlast, pre kazdé n € N existuje iba
konecne vela vlastnych &isiel A operatora L s [A| > 1. To implikuje prvai cast
tvrdenia. Druha ast vyplyva priamo z Vety 46. Dékaz je kompletny. |

Poznamka 29

Poznamenajme, ze z vy3sie uvedenej analyzy spektra linearneho kompaktného
operatora L vo Vete 46 a Désledku 5 vyplyva, ze mnozina vsetkych jeho vlastnych
cisiel sa da vhodne usporiadat, konkrétne

M| > [A2] 2 [A3[ > - > [An| > (170)

Naviac, ak ich je nekoneéne vela, nutne plati lim,—, oo |[An| = 0. Vd'aka kompak-
tnosti spektra operatora L potom 0 € o(L). Zrejme v tomto pripade ma priestor
X nekone¢ni dimenziu. To, i spektralna hodnota 0 je prvkom spojitého alebo
rezidualneho spektra operatora L, zavisi na tom, & obor hodnét R(L) je alebo
nie je husty v X. Pripomeiime, Ze inverzia L' je v tomto pripade nespojita
na podpriestore R(L). Ak operator L m4a koneéne vela vlastnych E&isiel, potom
A = 0 mdze/nemusi byt vlastna hodnota a méze/nemusi patrit do spektra.
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|

Priklad 31

Uvazujme priestor X = C|[0, 1] s normou || - ||c a integralny Fredholmov operator
L definovany v (18) z Prikladu 8. V Priklade 20 sme dokazali, ze L je kompaktny
operator. V sulade s Vetou 45 spektrum operatora L obsahuje iba vlastné cisla,
pripadne hodnotu 0. Hladame komplexné &isla A, pre ktoré ma (L — A\I)z = 0,
t.j. v zhode s (18) rovnica

/t 2(s)ds = Az(t), tel0,1], (171)
0

netrivialne riesenie v X. Ak A = 0, potom integral f s)ds=0,t€[0,1], a
naslednym derivovanim dostaneme x(t) = 0 pre kazdé t e [O 1]. Preto hodnota
0 nie je vlastné Cislo operatora L. Pre A\ # 0 ziskame derivovanim rovnosti
(171) diferencialnu rovnicu = Az’ so za&iatoénou podmienkou z(0) = 0. Tato
rovnica ma opat prave jedno rieSenie x(t) = 0 pre kazdé ¢ € [0, 1]. Operator L
ma teda bodové spektrum prazdne. Kedze sa jedna o kompaktny, a teda spojity
linedrny operator, podla Gelfandovej Vety 43 je spektrum operatora neprazdna
mnozina. Preto podla Vety 45 nutne o(L) = {0}. DokaZeme, Ze hodnota
0 je prvkom rezidualneho spektra. Uvazujme rovnicu Lz = y, t.j., podla (18)

rovnicu fo s)ds = y(t), t € [0,1]. Ihned vidime, Ze funkcia y musi mat spojitd
derivaciu na [0 1] a y(0) = 0. To ukazuje, ze obor hodnét
R(L) = {y € €*[0,1], y(0) = 0}. (172)
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Priklad 31

Podl'a Prikladu 29 je potom uzaver R(L) = {y € C[0,1], y(0) = 0} C X, teda
podpriestor R(L) nie je husty v priestore X. V sulade s Definiciou 18 je celé
spektrum o (L) = {0} rezidualne. Poznamenajme, ze rovnaky vysledok by sme
samozrejme ziskali i priamou analyzou spektra operatora L.

Priklad 32

| A\

Uvazujme opat priestor X = C[0, 1] s normou || - ||c a linearny operator L tvaru
[Lz](t) = t22(0), te€[0,1], z€X. (173)

Ked'ze obor hodndt R(L) = {at?,a € C} ma koneénii dimenziu 1, operétor je v
stlade s Definiciou 14 kompaktny. Poznamenajme, zZe tato skutocnost je mozné
pomerne lahko dokazat i priamo pomocou Arzelaovej—Ascoliho vety. Najdeme
vlastné &isla operatora L. Podla (173) hladame netrivialne riesenia rovnice

t22(0) = Az(t), te€[0,1]. (174)
Pre hodnoty A # 0 z (174) mame z(t) = @ %, t € [0,1], z Eoho x(0) = 0, a
tak funkcia z(t) = 0 pre kazdé t € [0, 1]. Ak XA = 0, potom netrivialnym rieSenim
rovnice (174) je napriklad funkcia x(t) = t>. Z toho nasledne vyplyva, ze celé
spektrum o(L) = {0}, pricom sa jedna sa bodové spektrum.

o
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V poslednej casti prednasky budeme vySetrovat spektrum spojitych linearnych
operatorov v Hilbertovom priestore. Specialne, budeme sa venovat spektralnej
tedrii hermiteovsky samoadjungovanych operatorov. Tieto operatory budeme
skratene oznacCovat privlastkom hermiteovské.

Lema 4

Nech X je Hilbertov priestor, L : X — X je spojity linedrny operator a A € C
je dané komplexné cislo. Potom plati formula

(L= XD)* = L* — Xl (175)

Obzvlast, ak operator L je naviac hermiteovsky, potom operdtor L — A\I je her-
miteovsky prave vtedy, ked X je redlne Eislo.

| A\

Dékaz Lemy 4.

Formula (175) je priamym désledkom rovnosti (68) v Poznamke 13 a vlastnosti
skalarneho stcinu, nakolko pre kazda dvojicu vektorov z,y € X plati

(L = AD)z, y) = (La, y) — Ma, y) = (@, L*y) — (@, Ay) = (z, (L* — AD)y).

Ak operator L je hermiteovsky, tj., L = L" v stlade s Definiciou 12, potom
pomocou (175) plati (L—AI)* = L—\I prave vtedy, ked A=\, tj, AeR. N

-
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Nasledujice tvrdenie je analégiou klasického vysledku o vlastnych cislach a vlast-
nych vektoroch hermiteovskych matic v C™*™.

Veta 47

Nech X je Hilbertov priestor a L € L(X) je hermiteovsky operator. Potom kazdé
vlastné Cislo operatora L je redlne a vlastné vektory operatora L prislichajice
réznym vlastnym cislam si vzajomne ortogonalne.

>
| A\

Dokaz Vety 47

Nech A € C je vlastné &islo operatora L a € X \ {0} je odpovedajici vlastny
vektor, t.j., plati L& = Az. Bez ujmy na vSeobecnosti nech (x z)x = [lzll%x = 1.
Vyuzitim vlastnosti skalarneho stcinu a rovnosti L = L* mame

A=z, o) x = (Lo, o) x D (@, L*a)x = (@, La)x = (@, Az)x = X,
a tak hodnota A\ € R. Nech dalej A1, A2 € R st dve rozne vlastné hodnoty
operatora L s odpovedajacimi vlastnymi vektormi z1,z2 € X \ {0}, t.j., plati
Lx1 = Mx1 a Lro = Aaxzo. Potom

68
A1z, ®2)x = (M1z1, 2)x = (Lx1, 22)x e (1, L*x2)x = (w1, La2)x

= (w1, A2w2) = Aa(z1, T2) = Ao (21, 2),
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Dokaz Vety 47 (pokracovanie).

z ¢oho dostadvame (A1 — A2)(z1, z2) = 0. Vdaka tomu, ze A1 # A2, napokon
mame (x1, z2) = 0, t.j., vlastné vektory z1,z2 si vzdjomne ortogonalne. |

| A\

Definicia 20 (Aproximativne spektrum operatora)

Nech X je Banachov priestor a L : X — X je linearny operator s definicnym
oborom hustym v priestore X. Mnozina vietkych hodnét A € C, pre ktoré
operator L — AI nie je ohraniceny zdola, sa nazyva aproximativne spektrum
operatora L a oznacuje sa cap(L).

-

Poznamka 30

V salade s Poznamkou 21 a Definiciou 17 je zrejme mnozina oap(L) skutocne
Castou spektra o (L) operatora. Obzvlast, podla Definicii 6 a 20 plati, ze hodnota
A € C je prvkom aproximativneho spektra operatora L prave vtedy, ked existuje
postupnost {z,}n=1 C X s vlastnostou

lzn|lx =1 prekazdén €N a lim (L — M)z, = 0. (176)

n—oo

Nie je tazké si premysliet, za kazda vlastna hodnota operatora L patri do aprox-
imativneho spektra cap(L). Opaéné tvrdenie vo vieobecnosti neplati.
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Nasledujice tvrdenie podava charakterizaciu spektier hermiteovskych operatorov.

Veta 48 (Weylovo kritérium)

Nech X je Hilbertov priestor a L € L(X) je hermiteovsky operator. Potom
kazda spektralna hodnota operatora L je prvkom jeho aproximativneho spektra,
t.j., plati rovnost o(L) = cap(L).

Dokaz Vety 48.

Sporom predpokladajme, Zze mnozina o(L) \ cap(L) je neprazdna, t.j., existuje
spektralna hodnota )\, pre ktorii je operator L — AI ohraniceny zdola. Podla
Vety 13 je operator L — AI injektivny a jeho obor hodnét R(I — AI) je uzavrety
v X. Cislo X teda nie je vlastna hodnota operatora L. Naviac, v silade s
Poznamkou 21 plati R(I — A\I) € X. Podla vety o projekcii mame rozklad

X =R(I = AI) & (R(I — AI))*,

kde ortogonalny doplnok (R(I — AI))* je netrivalny uzavrety podpriestor v X.
V zhode s Vetou 23(iii) je potom Ker (L — AI)* # {0} a podla formuly (175) v
Leme 4 mame (L —AI)* = L—\I. Operator L — \I teda nie je injektivny a cislo
X je vlastna hodnota operatora L. Podla Vety 47 je X € R, a tak A = X\ je vlastna
hodnota operatora L. Dospeli sme k sporu. Preto mnozina o(L) C oap(L) a v
stlade s Poznamkou 30 dostavame napokon rovnost o(L) = ocap(L). [ |
i
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Poznamka 31 (Weylovo kritérium)

Tvrdenie Vety 48 mozno podla (176) v Poznamke 30 vyjadrit i v tvare

inf ||(L—X)z|lx =0 pre kazdé X € o(L). (177)
z€Sx[0,1]

V nasledujacom vyklade budeme pre dany spojity linearny a hermiteovsky opera-
tor L : X — X uvazovat kvadraticky funkcional definovany predpisom

Qr(z) = (Lz, z), z€X. (178)

Poznamka 32

Lahko sa presved¢ime, Ze ak L € £(X) je hermiteovsky operator, potom kvadrat-
icka forma v (178) je realna, t.j., (Lz, ) € R pre kazdé z € X. Skutocne,

(@)

(Lz, z) = (z, Lz) = (z, L*x) Lz, z) pre kazdé z € X.

Veta 49 (Rayleighova)

|

Nech X je Hilbertov priestor a L € L(X) je dany hermiteovsky operator. Potom
[IL]l = sup{|QL ()], = € Sx[0,1]}, (179)

kde Q1. je kvadraticky funkcional definovany v (178).

A\
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Dokaz Vety 49

|

Oznaéme symbolom s suprémum na pravej strane rovnosti (179). Potom pre
kazdy nenulovy vektor z € X plati
Qr ( )
ll=ll x

(i) Bix)

Posledna nerovnost zrejme plati aj pre x = 0, takze mame

(178)

(Lz, )| = ||k lel% < sllel%

Lz, 2)| < sllz]|%, € X. (180)
Dokazeme, ze pre kazda dvojicu vektorov x,y € X plati relacia
IRe (L, y)| < o (||ﬂﬂ||x +llyli%) (181)
Postupnymi vypoctami a vyuzitim toho, Ze operator L je hermiteovsky, mame
Lz +y), z+y) — (Llz —y), = —y) = 2(Lz, y) + 2(Ly, x)
=2(Lz, y) + 2(y, L™ x)
= 2(Lz, y) + 2(y, Lzx)
= 2(Lz, y) + 2(Lz, y) = 4Re (Lz, y) (182)

pre kazdé =,y € X. Nasledne, pomocou nerovnosti (180) dostaneme
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Dokaz Vety 49 (pokracovanie).
(182) 1
IRe{Lz, y)| "=" 7 Lz +), 2+ y) — (L(z ~y), z —v)|
1 1
=1 KL(z +y), 2+ y)| + 2 KL(z —y), = — y)|
(180) 4 s s
= e +yll% + 1 e -yl = 2 (2l + llyli%)

pre kazdé z,y € X. V poslednom kroku sme vyuzili rovnobeznikové pravidlo,
ktoré splia kazda norma generovana skalarnym sticinom. Overili sme teda plat-
nost nerovnosti (181). Ak z € X splha Lz #0 a y = “LLﬁ potom

Re<Lr7 Lz >’: Re
Il L] x

Dosadenim (183) do nerovnosti (181) a vyuzitim toho, ze ||y||x = 1, ziskame

2
1Lz
1Lzl x

[Re (Lz, y)| = = || Lz x. (183)

S
IZllx < 3 (el +1).

Posledna nerovnost opat plati aj pre vektory € X s Lz = 0, takze mame

| Le|lx < % (Iz% + 1) pre kazdé & € X. (184)

o
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Doékaz Vety 49 (pokracovanie).

Obzvlast, pre kazdé x € Sx|0, 1] plati

(184) ¢
||L£E||X < 5(1+1):S,

tj., ||IL|| < s v zhode s (6). Na druhej strane, podla Cauchyho-Schwarzovej—
Bunakovského nerovnosti mame

(178) (6)
QL(z)| =" (L=, z)| < ||Lz|x - [lzllx = [ILz]x < L], =€ Sx[0,1],
o implikuje nerovnost s < ||L||. Preto s = ||L|| a dékaz je hotovy. [ |

A\

Veta 50 (Spektralny polomer hermiteovského operatora)

Nech X je Hilbertov priestor a L € L(X) je hermiteovsky operator. Potom plati
ro(L) = ||IL]|. (185)

-

Dakaz Vety 50.

Pri dékaze vyuzijeme Gelfandov—Beurlingov vzorec (143) pre spektralny polomer
ro(L) spojitého linedrneho operator L. Nie je tazké sa pomocou matematickej
indukcie presvedCit, ze ak L je hermiteovsky operator, potom aj

\
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Déokaz Vety 50 (pokracovanie).

L™ je hermiteovsky operator pre kazdé n € N. (186)
. k _p . . .
Obzvlast, pre mocniny L? |, k € N, vyuzitim Rayleighovej Vety 49 mame

ok—1

HLQk H (179),(178) sup ’(LQkx, :c)‘ = sup ’(LQkilx, L :c)‘
z€Bx[0,1] z€Bx[0,1]
o JE R ke
z€Bx[0,1]

Z formuly (187) nasledne vyuzitim indukcie a vlastnosti (186) ziskame

HL2’“ = ||L|[?"  pre kazdé k € N. (188)

KedZe v stlade s Vetou 44 je postupnost {HL”H n} konvergentna, i kazda
n=1

z nej vybrand podpostupnost je konvergentna s rovnakou limitou. Vyuzitim
rovnosti (188) a vzorca (143) napokon mame

1
ro(2) ) tim 27w = tim 22| O him i) = o).
n— 00 —00 k—oco
Plati teda formula (185) a dékaz je kompletny. [ |
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Veta 51 (Spektrum hermiteovského operatora)

Nech X je Hilbertov priestor a L € L(X) je hermiteovsky operator. Potom
jeho spektrum o (L) splyva s aproximativnym spektrom oap(L), pricom kazda
spektralna hodnota je redlna. Presnejsie, plati o(L) C [mr, M|, kde

Qr(z), My, := sup ]QL(:c), (189)

myp, = inf
z€Sx[0,1] z€Sx[0,1

kde Qr je funkcional definovany v (178). Naviac, hodnoty mr, My € o(L).

| A\

Dokaz Vety 51.

Skutocnost, ze spektrum o (L) = oap(L) je vysledkom Weylovho kritéria vo
Vete 48. Ukazeme, ze kazda spektralna hodnota je realne Cislo. Nech A € o(L)
je dané a ma tvar A = a + i3, o, 8 € R. Pre kazdy vektor z € X plati

(L = ADx|% = (L — M)z, (L — M)z) = (L — o)z —iBz, (L — al)z — ifz)

= (L — aDall% + B2llzl% +i8 (L — al)z, ©) — (z, (L — al)z)]
0

= (L - aDzll% + B2|l«l%, (190)

pricom v poslednom kroku sme vyuzili vysledok Lemy 5. V silade s vlastnostou
i
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|
(

Dokaz Vety 51 (pokracovanie)

(177) v Poznamke 31 nasledne mame

(190)
L—XDz||% "=
mes 0 1] i€ ellx es [0 1]

177)
0" = (L = aDz|% + B2ll%) ,
z €oho ihned vyplyvaja relacie

inf ||(L—al =0 a B=0.
wealo  1F —aDzlix B

Preto spektralna hodnota A =  je realna. Dalej dokazeme, ze spektrum o (L) je
podmnozinou redlneho kompaktného intervalu [mr, My] s krajnymi bodmi defi-
novanymi v (189). Pomocou Cauchyho—Schwarzovej—Bunakovského nerovnosti
pre kazdé X\ € C a kazdy vektor z € Sx[0, 1] plati

[(La, z) = A = (L = ADz, 2)| < [|(L = Az x - [lz]lx = [[(L = ADz|x. (191)
Nasledne pre kazdé A € o(L) a pre kazdé x € Sx|[0, 1] dostavame

(191)
(Lz, z) — A < |[(L—=AD)z||x, akedze inf[ (L = X))z ||X i 0, plati
(!

z€Sx[0,1]

inf  ((Lz, z) — X\) <0, atak podla (178) a (189) plati mp < \.
z€Sx[0,1]

Podobne pre kazdé X € o(L) a pre kazdé z € Sx|0, 1] mame
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Doékaz Vety 51 (pokracovanie).

)

(191) » . a7
A—(Lz,z) < |[(L—X)z|x, akedze inf ||(L—=ADz|x =0, plati
zE€Sx[0,1]
inf (A= (Lz, z)) <0, — sup ((Lz, z) — A) > 0,
z€Sx[0,1] z€Sx[0,1]

a tak v salade s (178) a (189) plati Mz > A. Napokon dokazeme, ze obidve
&isla my, a My, st spektralne hodnoty operatora L. Vdaka tomu, ze spektrum
o(L) je kompaktna mnozina v R, podla identity (185) a Definicie 19 plati, Ze

aspon jedno z &isiel ||L|| a — ||L]| je spektralna hodnota operatora L. (192)

Na druhej strane, vyuzitim Rayleighovej Vety 49 a definicii Cisiel my a My, v
(189) nie je tazké si uevdomit, ze plati

LIl = max{M, —mp}. (103)
Kombinaciou podmienok (192) a (193) dostavame, ze
aspon jedno z Cisiel my, a My, je spektralna hodnota operatora L.

Staéi teda predpokladat mr < Mr. Nech mr € o(L). Uvazujme operator
K := L—mpglI. V stlade s Lemou 4 sa jedna o hermiteovsky operator. Z vyssie
odvodenych vlastnosti spektra hermiteovskych operatorov vyplyva, ze
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Doékaz Vety 51 (pokracovanie).

A €o(K) prave vtedy, ked X+ myp € o(L). (194)

Dalej pre hodnoty mx a My v (189), ktoré odpovedajii operatoru K, mame
mrg =mr —mr =0a Mg = Mg — myz. Nasledne, podla (193) plati

|6 = max{Mg, —mg} = max{Mp —mp,0} = My —mp. (195)

V sulade s (192) aspon jedno z &isiel My — mrp a —(Mr —mg) = mgp — My,
je spektralna hodnota operatora K. KedZze hodnota (mr — ML) + mr < mr
nie je prvkom spektra operatora L, nutne sa jedna o Cislo My — my. V sulade
s (194) je potom cislo (Mr, — mr) + mr = M|, spektralna hodnota operatora
L, t,j., My € o(L). Analogicky sa odvodi, ze predpoklad M, € o(L) implikuje,
Ze nutne aj Cislo mr € o(L). V tomto pripade pracujeme s hermiteovskym
operatorom K := L — M I. Dékaz je kompletny. ]

| A\

Poznamka 33 (Spektrum hermiteovského operatora)

Poznamenajme, ze rezidualne spektrum kazdého hermiteovského operatora L
je prazdna mnozina. Dévodom je prva rovnost vo Vete 23(ii), ktora ma pre
(hermiteovsky) operator L — M\, A € R, tvar R(L — M) = (Ker (L — \I))*.
Nie je tazké si potom uvedomit, ze podmienka v Definicii 18 pre rezidualne
spektrum operatora L nemdze byt splnena pre ziadnu redlnu hodnotu \.

i
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Hilbertova—Schmidtova veta

Nasledujice vysledky budi pojednavat o vlastnostiach kompaktnych hermite-
ovskych operatoroch v Hilbertovych priestoroch. Ako motivaciu pripomenme
klasickych vysledok z linearnej algebry o hermiteovskych maticiach v C™*".
Konkrétne, skutoénost, ze kazda hermiteovska matica A € C™*"™ sa da diagonal-
izovat. PresnejSie, existuje vhodna ortogonalna matica V € C™*™ s vlastnostou

M 0O - 0
0 X --- 0
viav=| . . 1, (196)
0 0 - M,
kde &isla A1,...,\n s vlastné hodnoty matice A. Naviac, stipce matice V

v (196) st tvorené vlastnymi vektormi matice A, ktoré odpovedaju vlastnym
hodnotam Aq1,..., A,. UkdZeme, Ze toto pozorovanie sa da vhodne rozsirit pre
kazdy linearny kompaktny hermiteovsky operator L : H — H pésobiaci na
Hilbertovom priestore s [ubovolnou (nekoneénou) dimenziou. Tento vysledok sa
Standarne oznacuje ako Hilbertova—Schmidtova veta.
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Nech X je Hilbertov priestor a L € L(X) je hermiteovsky operator. Nech dalej
{zn}p21 € X je danad ohrani¢ena postupnost a x € X vektor s vlastnostou
limy— o0 Lzy, = Lz. Potom plati

lim (Lzp, zn) = (Lz, x). (197)

n—oo

Dékaz Lemy 5.

Podla predpokladov tvrdenia a vyuzitim Cauchyho—Schwarzovej—-Bunakovského
nerovnosti postupne pre kazdé n € N mame

[(Lan, zn) — (Lz, )| < [(Lon, 2n) — (L, zn)| + [(Le, 2n) — (L, )]
= [(L(zn — ), zn)| + [(z, L zn) — (z, L7 )]
= [(L(zn — 2), zn)| + (2, L(zn — )|
SL(zn = 2)llx - lznllx + [lzllx - [ L(zn —2)lx -

Ciselna postupnost {||z.||x}5Z; je ohranicena a lim, o || L(zn — z)||x = 0,
preto podla poslednej nerovnosti mame lim,— oo [(Lzy, Tn) — (Lz, )| = 0.
Plati teda formula (197) a doékaz je hotovy. [ |

i
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Veta 52

Nech X je Hilbertov priestor, L € L(X) hermiteovsky operator a Q1. odpoveda-
Juci kvadraticky funkcional v (178). Nasledujice tvrdenia st ekvivalentné.
(i) Aspori jedno z ¢isiel | L|| a —||L|| je vlastnd hodnota operatora L.

(i) Funkcional |Qr| nadobida na jednotkovej sfére Sx|0,1] svoje maximum,
t.j., existuje vektor xo € Sx|0, 1] s vlastnostou

|QL(z0)| = QL ()] (198)

ese0.1]

V tomto pripade kazdy vektor xo € Sx|[0,1] spliajici (198) je vlastny vektor
operatora L, ktory odpoveda vlastnej hodnote ||L||, resp. —||L||.

>
| A\

Dokaz Vety 52

Nech plati tvrdenie (i), pricom bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze
|IL|| je vlastna hodnota operatora L. Nech zo € Sx[0, 1] je odpovedajici vlastny
vektor, t.j., mame Lzo = ||L||zo. Potom podla (178) plati

|QL(z0)l )

V silade s formulou (179) v Rayleighovej Vete 49 potom dostavame

[(Lzo, xo)| = [{[|Lllzo, zo)| = [IL]l - llzollx = [IL]]- (199)
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Déokaz Vety 52 (pokracovanie)

|
(

179
1212 swp Qu@) atak Qo) = max Q)]
z€Sx[0,1] x[0,1]

(199)

QL (zo0)|

Rovnaky zaver dostaneme i v pripade, ked ¢&islo —||L|| je vlastnd hodnota op-
eratora L. Plati teda tvrdenie (ii). Naopak, predpokladajme platnost tvrde-
nia (ii) a nech zo € Sx[0,1] je vektor s vlastnostou (198). Opét vyuzitim
Rayleighovej Vety 49 dostavame, ze |Qr(zo)| = ||L||. Obzvlast, aplikaciou
Cauchyho—Schwarzovej—-Bunakovského nerovnosti mame

(178)

(6)
L]l = 1QL (o) [(Lzo, zo)| < [|Lxollx - l|lzollx = [|L@ollx < [IL]|.  (200)

Z posledného retazca rovnosti a nerovnosti vyplyva, ze Cauchyho—Schwarzova—
Bunakovského nerovnost sa v tomto pripade realizuje ako rovnost. To znamena,
Ze vektory Lzo a o st linedrne zavislé, t.j., s ohladom na xo # 0 existuje A € C
s vlastnostou Lzg = Azo. Vektor z¢ je teda vlastnym vektorom operatora L a
&islo A je odpovedajtica vlastna hodnota. A ked'Zze operator L je hermiteovsky,
v stlade s Vetou 51 je A realne Cislo. Napokon mame

(200)

L [Lzollx = |Al - [lzollx = [Al.

To znamena, ze bud \ = ||L|| alebo A\ = j., plati tvrdenie (i). [ |



Zaklady Inverzia Adjungovanost Kompaktnost Spektrum

Veta 53

Nech X je Hilbertov priestor a L € L(X) je kompaktny hermiteovsky opera-
tor. Potom odpovedajiici funkcional |Qr| definovany v (178) nadobiida na jed-
notkovej stére Sx [0, 1] svoje maximum.

Dékaz Vety 53.

Nakolko X ako Hilbertov priestor je reflexivny, podla Poznamky 16 je obraz
jednotkovej gule L(Bx [0, 1]) kompaktna mnozina v priestore X. V stlade s tvr-
denim Rayleighovej Vety 49 je funkcional |@r| ohrani€eny na mnozine Sx|[0, 1].
Podobne ako v dokaze Vety 49 oznacéme

| (201)
z€Sx[0,1]

| A

Z (201) vyplyva existencia postupnosti {zn }ne=1 C Sx|[0, 1] s vlastnostou
le |QL(zn)| =s tj., podla (178) le [{LZrn, Tn)| = s. (202)

KedZze operator L je kompaktny a [|z,||x = 1, n € N, podla Definicie 14 je
postupnost {Lzn }ne; € L(Bx]|0,1]) relativne kompaktna v X. To znamena,
Ze existuje podpostupnost {z,, }7~; taka, ze odpovedajica postupnost hodnét
{Lzn, }72, je konvergentna v X. Kompaktnost obrazu L(Bx [0, 1]) zarucuje, ze
prislusna limita patri do mnoziny L(Bx|0,1]). Inymi slovami,

i
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Dokaz Vety 53 (pokracovanie).

existuje vektor zg € Bx [0, 1] s vlastnostou lim Ly, = Lxg.
oo

Nasledne podla Lemy 5 plati

(197)
klin;o<ank s Tny)

(Lzo, zo).- (203)

Kombinaciou rovnosti (203) s (202) potom dostaneme

178)

: ( . (203)
Jim |Qz@n)l 2 lim [(Lan,, o)

(202)
s =

(Lao, z0)| "2 |Qu (z0)!.

Napokon ukazeme, ze vektor zo € Sx|0, 1], t.j., norma ||zo||x = 1. Predpok-
ladajme, Ze operator L # 0. Potom v zhode s (179) je |Qr(zo)| = s >0, a tak
zo # 0. Ak by ||zo||x < 1, potom vektor zg := xo € Sx[0, 1] splha

Hwollx

(178)

Q@) "2 |(Lay, 25)| = (Lao, z0)| > |(Lzo, z0)| "L |QL (z0)| = s,

llollx
o v3ak je v rozpore s definiciou &isla s v (201). Preto ||zo||x = 1 a funkcional
|QL| sa na jednotkovej sfére Sx[0,1] skutoéne maximalizuje. V pripade op-
eratora I = 0 na celom X tvrdenie dokazovanej vety plati trividlne, nakolko
kvadraticky funkcional @, je potom identicky nulovy na X. Dékaz je hotovy. W
o
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Veta 54 (Hilbertova—Schmidtova)

Nech X je Hilbertov priestor a L € L(X) je kompaktny hermiteovsky operator.
Nech {)\,}2_; C RsN € NU{oo} je postupnost jeho nenulovych viastnych cisiel
usporiadana podla (170). Potom existuje ortonormalny systém {x,}3_; C X
odpovedajiicich vlastnych vektorov operatora L s vlastnostou, Ze kazdy vektor
x € X sa da jednoznacne vyjadrit v tvare
N
T =Yz + Z cnn, kde vektor y, € Ker L a postupnost {c,})_; CC. (204)

n=1

| A

Dékaz Vety 54.

V siilade s Vetou 47 ma operator iba realne vlastné ¢isla, pricom podla Désledku 5
a Poznamky 29 je ich najviac spocitatelne vela a daji sa usporiadat v tvare (170).
Dalsim zaverom Vety 47 a Désledku 5 je skutoénost, ze systém odpovedajicich
linedrne nezavislych vlastnych vektorov operatora L je najviac spocitatelny a
ortonormalny. Ukazeme, Ze tento systém sa da vybrat tak, aby platila vlast-
nost (204). Postupnost {z,}A_; C X budeme konstruovat induktivne, pricom
vyuzijeme vlastnosti kvadratického funkcionalu Q. definovaného v (178). Podla
Vety 53 sa funkcional |Qr| maximalizuje na jednotkovej sfére Sx[0,1]. Nech
x1 € Sx|0, 1] je vektor s vlastnostou

o
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Doékaz Vety 54 (pokracovanie).

|Qr(z1)] = max ]\QL(I)\-

z€Sx[0,1
Z Vety 52 vieme, ze x1 je potom vlastny vektor operatora L, ktory odpoveda
vlastnej hodnote Ay € R s |A\1| = ||L||. Oznaéme X; := Lin{z1}. Zrejme
X1 C X je uzavrety podpriestor v X, ktory je invariantny vzhladom na operator
L. Kedze L je hermiteovsky, v salade s Vetou 25 je i ortogonalny doplnok Xi-
invariantny vzhladom na L, t.j., plati L(X{") C Xi-. Vieme, ze podpriestor Xi-
je uzavrety v X, teda i Gplny, t.j., Hilbertov priestor. Zazenie funkcionalu |Q| na
Xi savzhode s Vetou 53 opit maximalizuje na jednotkovej sfére Xi-NSx |0, 1],
pricom vektor x> € Xi- N Sx|[0, 1] definovany vlastnostou
QL (w2)| = max QL ()],
zEX{NSx[0,1]

je podla Vety 52 vlastny vektor operatora L. Vektor x2 odpoveda vlastnej
hodnote A2 € R s |\2| = ||L1]|, kde operator L; := Ly : Xi — Xi. Zrejme
podla (6) je norma ||L.|| < ||L]|, a tak

|A1] > [A2| a vektory 21 € X1 a 3 € Xi si ortogonalne.

Analogickym spésobom postupne zostrojime dalsie vlastné vektory a vlastné
Cisla operatora L. Konkrétne, ak z1,...,2, je ortonormalny systém vlastnych
vektorov operatora L stanoveny vyssie uvedenym spésobom a [A1| > -+ > |\, ]
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Dokaz Vety 54 (pokracovanie).

je mnozina odpovedajicich vlastnych &isiel operatora L, potom uzavrety pod-
priestor X,, := Lin{z1,...,z,} C X je Hilbertov priestor invariantny vzhladom
na operator L. Funkcional |Qz| sa na sfére X N Sx[0, 1] maximalizuje vo vek-
tore z,11. Podla Vety 52 je x,+1 € Xio N Sx[0,1] vlastny vektor operatora
L, ktory odpoveda vlastnej hodnote Any1 € R's [Apy1| = ||Ln||, kde operator
Ln = Ly : X+ — X;-. Naviac, systém vektorov zi ...,Zn41 je ortonor-

malny a [An| > |Ant1|. Dodajme, Ze postupnost podpriestorov {Xn 152, C X
je nerastica. V uvedenom procese konstrukcie vlastnych vektorov a vlastnych
Cisiel operatora L mézu nastat dve situacie.

Existuje najmensi index N € N taky, ze funkcional Q;, =0 na X3 N Sx [0, 1].

To znamena, Ze funkcional @1, sa na mnozine X N Sx |0, 1] maximalizuje v kaz-
dom vektore z € X5NSx [0, 1]. Ak podpriestor X3 # {0}, potom podla Vety 52
je kazdé x € X3 N Sx|0, 1] vlastny vektor operatora L odpovedajtci vlastnému
gislu ||Ly|| = |Qz(z)| = 0. Operator L sa teda na podpriestore X3 sprava ako
nulové obrazenie, t.j., L(Xx) = {0}. Preto L ma prave N nenulovych vlastnych
hodnét a vlastna hodnotu 0. Naviac, zostrojeny systém vektorov {x, }o—; doplha
kazd(a ortonormalnu bazu podpriestoru Ker L na ortonormalnu bazu priestoru X.
Plati teda jednoznacna reprezentacia v (204) pre kazdé = € X. Ak Xy = {0},
o
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Dokaz Vety 54 (pokracovanie).

potom operator L ma iba nenulové vlastné hodnoty (v pocte V) a systém vek-
torov {x,, }A_1 vytvara ortonormalnu bazu celého priestoru X. | v tomto pripade
plati jednoznaéna reprezentacia v (204) s y, = 0 pre kazdé z € X.

Pre kazdy index n € N je funkcional Q;, # 0 na X,;- N Sx|[0, 1].

Uvazujme podpriestor Z C X definovany
Z:= () Xn. (205)
n=1

Zrejme Z je uzavrety podpriestor v X, a teda opat Hilbertov priestor. Plati
|QL(z)] < |An| pre kazdé x € Z N Sx[0,1] a kazdé n € N. (206)

Skutocne, &islo |\, | je podla predchadzajacich avah maximum funkcionalu |Qp |
na jednotkovej sfére X ; N Sx[0,1], pricom v zhode s (205) plati inklazia
Z N Sx[0,1] € Xn_; N Sx[0,1] pre kazdé n € N (kladieme X, := {0}).
Naslednym limitovanim nerovnosti (206) pre n — oo s ohladom na to, Ze podla
Poznamky 29 plati lim,,— o |An| = 0, dostaneme

|Qr(x)] =0 pre kazdé x € ZN Sx]|0,1]. (207)

o
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Dokaz Vety 54 (pokracovanie).

Odvodena skutocnost v (207) prevadza skimany problém na pripad analyzovany
vyssie. Ak podpriestor Z # {0}, potom L(Z) = {0} a operator L ma nekonecne
vela nenulovych vlastnych hodnét {\,}52; C R, pricom 0 je tiez jeho vlastna
hodnota. Naviac, kazda ortonormalna baza podpriestoru Ker L sa da systémom
vlastnych vektorov {x,}n2, operatora L doplnit na ortonormalnu bazu celého
priestoru X. Ak Z = {0}, potom zrejme Ker L = {0}, a tak Cislo 0 nie je vlastna
hodnota operatora L. Nekonecna postupnost vlastnych vektorov {z, }5>; op-
eratora L je ortonormalnou bazou priestoru X. V oboch pripadoch opat plati
jednoznaéna reprezentacia (204) pre kazdé z € X. Dokaz je kompletny. ]

Poznamka 34

| A\

Nie je tazké si premysliet, ze pre kazdy dany vektor x € X si Cisla ¢y,
n € {1,...,N}, v rovnosti (204) Fourierove koeficienty vektora z vzhladom
na ortonormalny systém {z,}3_; C X vlastnych vektorov operatora L, t.j.,
plati ¢, = (z, ) pre kazdé n € {1,..., N}. Okrem toho plati formula

N N
Lz (204 Lys + Z cn Ly, = Z AncnTn pre kazdy vektor z € X. (208)

n=1 n=1

o
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