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Abstrakt

V této bakaléiské praci se vénujeme bagplotu, grafickému ndstroji pro vizualizaci
dvourozmérnych dat, ktery je zobecnénim krabicového grafu. Nejprve si popiSeme zndmy
krabicovy graf, uvedeme si jeho riizné varianty a ukazeme si jejich vyhody. Déle si nade-
finujeme pojmy jako poloprostorovd hloubka, hloubkové kontury nebo Tukeyho medidn,
potfebné k sestrojeni bagplotu. Uvedeme si konstrukci grafu a poté si na nékolika piikla-
dech ilustrujeme jeho vyuziti. K vykresleni grafii v této praci pouzivime programovaci
jazyk @.

Abstract

This thesis is devoted to the bagplot, a graphical tool for visualizing two-dimensional
data, which is a generalisation of the boxplot. First, we will have a look at the boxplot,
as well as some of its variants and demonstrate their advantages. Next, we define notions
necessary to construct the bagplot, such as the halfspace depth, depth contours or the Tukey
median. We describe the construction of the graph and then illustrate its use on several
examples. For plotting the graphs in this paper we use the programming language @.
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Uvod

Prizkumova analyza dat (také zndma pod zkratkou EDA - z anglického ndzvu explora-
tory data analysis) je zdkladni krok pro jakoukoliv vyzkumnou analyzu. Jedna se o souhrn
metod zkoumajici distribuci nasbiranych dat (obvykle se ovéfuje, zda data pochazi ze sou-
boru s normalnim rozdélenim), odhalujici odlehla pozorovani (tj. hodnoty, které se vyrazné
odliSuji od ostatnich), a v neposledni fadé také zobrazujici ptipadné vztahy mezi promén-
nymi. Vechny tyto ziskané poznatky pak poslouZi k posouzeni kvality dat a nédsledné
k vytvoreni vhodnych statistickych modelii. Hlavnimi ndstroji priizkumové analyzy byvaji
zpravidla grafické metody (napf. histogram, krabicovy graf, Paretiiv diagram, korelacni
diagram aj.), které umoznuji vhled do zkoumaného souboru a za pomoci nichz Ize ziskat
informace o strukture dat. Ackoliv je pomérné snadné tyto grafy vykreslit, k jejich spravné
interpretaci je zapotiebi urcitd zkusenost.

Prizkumovou analyzu dat popsal John W. Tukey v knize [16] v roce 1977. Ne pfili§
zndmym ndstrojem této analyzy, popsany v ¢lanku [10] z roku 1997, je dvourozmérny graf
bagplot, kterym se tato prace zabyva. Je zobecnénim jednorozmérného boxplotu, ktery
je diky své jednoduchosti a prehlednosti ¢asto vyuZzivany pfi rozboru dat. Podobné jako
u boxplotu, vyhodou bagplotu je snadnéd detekce odlehlych hodnot, ndzorné zobrazeni
rozsahu souboru, korelace mezi dvéma proménnymi a Sikmosti dat.

Préce je rozdélena na dvé kapitoly, v té prvni si pfedstavime populédrni krabicovy graf.
Zavedeme si vSechny potiebné pojmy k jeho sestrojeni a na vhodnych piikladech si ukdzeme
jeho vyhody. PopiSeme si nékolik dalSich variant boxplotu, které navic zobrazuji naptiklad
rozsah souboru dat nebo konfiden¢ni intervaly pro medidn a zaroven si pfedvedeme, jak
tyto grafy sestrojit v programovacim jazyce @.

Ve druhé kapitole, kde ¢erpame hlavné z ¢lanku [12] od autorti Peter J. Rousseeuw,
Ida Ruts a John W. Tukey, se dostaneme k samotnému bagplotu. Hlavnim cilem zde bude
zobecnit pojem kvantil, na kterém je zaloZen krabicovy graf a poté si popiSeme jeho
konstrukci. Podobné jako v pfedchozi kapitole si zde uvedeme nékolik piikladi, na kterych
si ilustrujeme vyhody pouZziti bagplotu.

Pro snazsi porozuméni definovanych pojmd jsou v této praci vykresleny obrazky za po-
moci programu Geogebra. Ackoliv v dne$ni dobé existuje mnoho statistickych softwart,
schopnych sestrojeni diagnostickych grafi, jako jsou napiiklad MATLAB', STATISTICAZ,
SAS?, zaméfil jsem hlavné na volné dostupny jazyk @*.

'Dostupné z: https://www.mathworks.com/products/matlab.html
ZDostupné z: https://www.statistica.pro

3Dostupné z: https://www.sas.com/en_us/software/stat.html
“Dostupné z: https://www.r-project.org/



Kapitola 1

Boxplot

Boxplot (také krabicovy graf nebo krabicovy diagram) je jednim z néstroja pro vi-
zualizaci jednorozmérnych dat, ktery prehledné zobrazuje informace o medidnu, hornim
a dolnim kvartilu, maximélnich a minimélnich hodnotéch, odlehlych hodnotéich a dalSich
vlastnostech souboru zkoumanych dat. Boxplot pouZil jako prvni John W. Tukey v roce
1970, ale nebyl zndmy az do roku 1977, kdy byl formalné pfedstaven v knize [16]. Diky své
jednoduchosti a kompaktnosti je ¢asto pouzivany k predbézné analyze dat.

Boxploty mohou byt vykresleny vodorovné nebo svisle. Hlavni ¢ast grafu tvoii obdél-
nik, neboli ’krabic¢ka”, uvnitt kterého se nachdzi linie reprezentujici medidn. Tato krabicka
reprezentuje 50 % prostfednich hodnot usporddaného souboru. Ze stfedni ¢asti obdélnika
vychézeji linie, tzv. ”vousy”, které dosahuji bud krajnich hodnot, tedy minimalni nebo ma-
ximalni hodnoty (tato konvence ovSem neni praktickd, jelikoz pfi jejim vyuZiti pfichdzime
o dileZitou vlastnost boxplotu, a tou je detekce odlehlych hodnot, které se pak v grafu
zobrazuji jako samostatné body), poptipadé jinych hodnot, které si pozdé€ji popiSeme.

I ptes jeho jednoduchost je krabicovy graf hojné€ vyuzivanym nastrojem hlavné k rych-
lému a snadnému posouzeni rozloZeni dat, zjiSténi pfipadné asymetrie a jednoznacnému
zobrazeni odlehlych hodnot. Oproti ostatnim graftim, jako je naptiklad histogram, je krabi-
covy graf kompaktnéjsi a pouZiva se pfi porovnavani variability nékolika souborti. Vyhodou
zminéného histogramu je zase detailnéjsi popis distribuce dat.

Nékteré boxploty mohou obsahovat znak (obvykle ”+) reprezentujici aritmeticky
primér dat. Existuji rizné varianty tohoto grafu, které navic zobrazuji pocet pozorovani
v jednotlivych skupindch dat souboru nebo odhad hustoty ve vybranych bodech. Krabicové
grafy jsou neparametrické, zobrazuji tedy rozdily mezi datovymi soubory bez predpokladu
normélniho rozdéleni dat. Ackoliv neni téZké je rucné sestrojit, pfi velkém objemu dat
je vyhodnéjsi pouZzit statisticky software k jeho vykresleni, jako jsou napiiklad MATLAB,
Microsoft Excel!, STATISTICA nebo programovaci jazyk @.

'Dostupné z https://www.microsoft.com/Microsoft/Excel
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1.1 Zakladni pojmy

Boxplot je zaloZen na 5 hodnotach. Prvnim z nich je median nachézejici se ve stiedu
grafu, uvnitf krabicky, kterd je ohranicena 1. a 3. kvartilem. Déle obsahuje graf vnéjsi
hradby, které mohou byt ur€eny minimdlni a maximdalni hodnotou, obvyklejsi je vSak
zvolit 1.5-nasobek mezikvartilového rozpéti. K nadefinovani vSech té€chto pojmd nejprve
potfebujeme znat pojem kvantil.

1.1.1 Kbvantily

Zadefinujme si nejprve teoreticky kvantil z distribu¢ni funkce.

Definice 1. Nechf F je distribu¢ni funkci a & € (0, 1). Potom funkce
F Y a)=0(a) =inf{xeR: F(x) > o}
se nazyva kvantilova funkce a ¢islo
X = 0(at)
se nazyva o-kvantilem rozdéleni s distribu¢ni funkei F(x).

a-kvantil x4, je tedy takovd hodnota ndhodné veliCiny, kterd udava o % pravdépodobnost
vyskytu hodnot menS$ich nebo rovno x.

ProtoZe vSak zpravidla kreslime boxplot na zdkladé redlnych dat, budeme potiebovat
vybérovy kvantil.

Méjme ndhodny vybér Xi,X5,...,X,. Datovy soubor ziskany ndhodnym vybérem
lze znazornit pomoci ¢iselnych charakteristik, které nazyvame vyberové charakteristiky.
Délime je na:

1. Miry polohy - souhrnnd statistika, kterd predstavuje stfedni nebo typickou hodnotu
vzorku dat

2. Miry variability - urcuji rozptyl kolem své stfedni nebo typické hodnoty

Mezi znamé miry polohy patii vybérovy primeér, modus a vybérové kvantily. Vybérovy
a-kvantil Xy je obecné definovan jako hodnota rozdé€lujici datovy soubor na dvé ¢asti -
prvni ¢ast obsahuje hodnoty mensi nez dany kvantil X, a druha ¢4st obsahuje hodnoty vétsi
nebo rovny hodnoté x. Prvni ¢ast tedy obsahuje asponi o - 100 % dat a druhé ¢ast obsahuje
alespori (1 — a) - 100 % dat.

Nékteré kvantily maji specidlni ndzvy, napt. percentil X o1 je hodnota, pod kterou lezi
1 % vsech hodnot, decil X 1 je 10. percentil a kvartil X »5 je 25. percentil.

Nejcastéji pouzivané kvantily jsou Xy »5 nazyvany dolni kvartil (také 1. kvartil), déle
Xo.5 nazyvany jako median, a v neposledni fad€ X( 75 nazyvany horni kvartil nebo také 3.
kvartil.

Postup pfi uréovani vybérovych kvantilt:

1. Uspotadame hodnoty datového souboru podle velikosti x(1) < xo) < ... < X(y).
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. . _ +
2. Pokud na je celé &islo k, pak Xo = M,

s w7

pokud k nenf celé ¢islo, pak Xo = X[ (1)1

pfitom [k| znadi celou horni ¢ast ¢isla k.
Pozndmka. Je-1i n liché, je vybérovy median Xy 5 prostfedni hodnota sefazeného datového
souboru X(1)5X(2)5 -+ X(n)> tedy
X0.5 = X(%)-

V pfipadé, Ze je n sudé, medidn se vypocitd jako aritmeticky primér dvou prostfednich
hodnot, tj.

X(g) TG+

5 .

Definice 2. Mezikvartilové rozpéti IQR (z anglického ndzvu interquartile range) definu-
jeme vztahem:

X0.5 =

TOR = X(.75 —X0.25 (1.1.1)

a je to tedy rozdil horniho a dolniho vybérového kvartilu.

1.1.2 Odlehlé a extrémni hodnoty

Vykreslenim boxplotu 1ze snadno identifikovat odlehla pozorovéni, popifipadé chybné
hodnoty, které pak pfi analyze dat mohou vést k mylnym zavérim. Definice odlehlych (a
extrémnich) hodnot neni jednozna¢nd, nebof obor hodnot ndhodné veli¢iny zdvisi na cha-
rakteru dat. Jako odlehlou hodnotu Ize povazovat takovou, kterd nezapada do pravdépo-
dobnostniho chovani souboru dat. Tukey ve své knize [16] navrhl nasledujici definici:

Hodnotu x povazujeme za odlehlou, jestlize plati

X >Xo75+k-10OR
nebo
X <Xpo25s—k-I0OR.
Hodnota x je extrémnd, jestlize plati
X >Xo75+2k-I0R
nebo
x <Xogos—2k-1I0R.
Obvykle za k volime hodnotu 1.5 (viz. [16]), odlehlé hodnoty pak leZi v intervalu
(X025 —3-1QR, X025 — 1.5-1QR]

nebo v intervalu
[X0.75+1,5-10R, X075 +3-IOR]

a extrémni hodnoty jsou v tomto piipad€ mensi nez Xy 5 — 3 - IOR nebo vétsi nez X 75 +
+3-1I0R.
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- Nl <- table(x < dolni.hradba)
= Nl

FALSE TRUE

996523 3477

- n2 <- table(x > horni.hradba)
= N2

FALSE TRUE
996502 3498

= NL[2] + n2[2]
TRUE

6975

v/, s

Obrazek 1.1: Soucet hodnot leZicich pod dolni hradbou a nad horni hradbou z vektoru x. n1
zde znaci pocet hodnot leZicich pod dolni hradbou a n2 pocet hodnot nad horni hradbou.
Vidime, Ze tyto hodnoty tvoii celkem 0.6975 % z celkového poctu pozorovani.

Plati, Ze pokud mame data z normélniho rozdéleni, pravdépodobnost vyskytu odlehlych
hodnot je zhruba 0.7 %. Pro ukdzku si nagenerujme v @ vektor x obsahujici 1000000
hodnot z normélniho rozdéleni. Zjistime hodnoty dolni (X925 — 1.5 - IQR) a horni (xo 75 +
+1.5-1QR) hradby. Nakonec sec¢teme pocet hodnot leZicich pod dolni hradbou a nad horni
hradbou. Vysledek Ize vidét na obr. 1.1.

Pozndmka. Pfi vykreslovéni krabicového grafu v jazyku @ se odlehlé a extrémni hodnoty
nerozliSuji, oznacuji se jako tzv. outliery.

1.2 Konstrukce boxplotu

Pfi sestrojeni boxplotu z datového souboru X = {xy,...,x,}, kdex; e Rproi=1,...,n,
postupujeme ndsledujicim zplisobem:

1. Data sefadime podle velikosti od nejmensi hodnoty po nejvetsi x(1) < xp) < ... <
< X)-

2. Nalezneme median X 5, dolni kvartil Xj p5a horni kvartil X 75, a na zdkladé téchto
hodnot sestrojime krabicku.

3. Spocitame mezikvartilové rozpéti IQR, jeho 1.5-ndsobek a poté urc¢ime dolni hradbu
jako max{x1),Xo .25 — 1.5IQR} a horni hradbu jako min{xy),Xo.75 + 1.5IOR}.

4. Hodnoty leZici za hradbami vykreslime jako jednotlivé body.

Vysledny graf je zndzornén na obr. 1.2.

1.3 Porovnani boxplotu s histogramem

Histogram v porovnanim s boxplotem zobrazuje vice informaci ohledné distribuce dat,
naopak na krabicovém grafu je zieteln¢ vidét median a odlehlé hodnoty. Z obou grafi 1ze
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maximum z ¢isel

(1), To2s — 1.5 IQR

dolni kvartil

median

horni kvartil

minimum z &isel

Z(n), Tozs + 1.5 - IQR

-

outliery

Obrézek 1.2: Boxplot

vycCist symetrii, popiipadé asymetrii dat. Na obrazku 1.3 vidime oba grafy pro nagenerovana
data (n = 100) z normdlniho rozdé€leni se stfedni hodnotou pt = 0 a smérodatnou odchylkou
o =1 (v @ za pomoci pfikazu rnorm()).

20
|

15

10

Histogram a boxplot

)

7

Obrazek 1.3: Porovnéni histogramu s boxplotem.
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1.4 Boxploty v R a priklady na jejich vyuZziti

Krabicové grafy jsou Castym zplisobem grafické vizualizace dat a daji se proto vykres-
lit v téméf kazdém statistickém softwaru, jako jsou Matlab, STATISTICA, Microsoft
Excel nebo SAS. My se zaméf{me na zmifiovany volné dostupny programovaci jazyk @.

Zakladni syntax pro vykresleni boxplotu v jazyku @ je ve tvaru boxplot (x), kde
x je libovolny &iselny vektor, pro ktery chceme nakreslit graf. Chceme-li nakreslit vice
boxplott vedle sebe do stejného grafu, je mozné do argumentu vlozit seznam (list) nebo
tzv. data frame, ktery mé ve svych slozkach ¢iselné vektory.

MozZné volitelné parametry jako urceni rozsahu vous nebo horizontélni vykresleni Ize
najit pouZzitim piikazu ?boxplot.

Priklad 1. Ukazeme si, jak v jazyce @ vykreslit krabicové grafy, mame-li k dispozici &i-
selné vektory. Pro jednoduchost si vygenerujeme ndhodné vektory, které se fidi normalnim
rozdélenim N(u,o?). K tomu vyuZijeme piikaz rnorm(n, mean = , sd = ), kde n je
pocet Cisel, které chceme nagenerovat, argument mean znaci stfedni hodnotu pt a sd znaci
smérodatnou odchylku o. Nagenerujeme si 3 vektory délky 10,100 a 1000 z normélniho
rozdéleni N(0, 1) za pomoci piikazt

a <- rnorm(10)
b <- rnorm(100)
¢ <- rnorm(1000)

a ndsledné si vykreslime boxplot s témito vektory pfikazem
boxplot(list(a,b,c)).
Grafy jednotlivych vektort 1ze vidét na obr. 1.4.

Priklad 2. Vykresleni krabicovych grafti vedle sebe umoZziiuje rychlé a snadné porovnani
charakteristik nékolika souborti dat. V nésledujicim obrdzku 1.5 jsou zobrazeny boxploty
vySek muzu a Zen. Data byla ziskana z priizkumu provedeného na vzorku 98 lidi ve véku
od 14 do 62 let prostfednictvim dotazniku na socidlnf siti.

Na prvni pohled vidime, Ze krabic¢ka boxplotu je u muzi umistén vyse neZ u Zen, coz
se dalo pfedpokladat. Z grafu I1ze snadno vycist medidn ktery u muZzi ¢ini zhruba 180 cm,
zatimco u Zen je to asi 167 cm. Déle podle polohy medidnu v krabi¢ce a délky obou
vous Ize vycist symetrii, popiipadé asymetrii. U muzii se median nachazi presné ve stfedu
krabicky a obé vousy jsou zhruba stejné dlouhé, coz naznacuje symetrii v datech. U Zen je
naopak medidn poloZen v dolni polovinég krabicky a data jsou tim pddem lehce zeSikmena.
Na obrazku Ize také zpozorovat hodnotu, ktera se vyrazné li$i od ostatnich. MiZe se jednat
o Spatné zadanou hodnotu, popfipadé velmi vysokou respondentku a zélezi tedy na osobé
provadéjici analyzu dat, zda tuto hodnotu pouZije nebo ji vylouci ze souboru.



Kapitola 1. Boxplot

)
{Y"j —]
. 8
o — l
_— | :
— — ! : !
C:| —_
— —t T I
[ 1 \
! I
- | !
|
o -
o o
v o
I I I
1 2 3
Obrazek 1.4: Boxploty jednotlivych vektort.
o]
o |
£ 27 |
L]
:= — _—
a I
o 1
o o ! 1
‘g\ r: —] i
L ]
o S
2 | T
Muz 7ena

pohlavi

Obrazek 1.5: Vyska lidi v zdvislosti na pohlavi.
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1.5 Varianty boxplotu

Plivodné byl krabicovy graf navrZen pro ru¢ni pocitani, v dnesni dobé v§ak mame k dis-
pozici pocitace a vznikly tak riizné varianty boxplotu, které jsou komplexnéjsi, zpravidla
obsahujici vice informaci ohledné distribuce dat. My se podivame na nékolik nejbéZznéjSich
typii boxplotu.

1.5.1 Boxploty s proménlivou Sifkou

Jak ndm nazev napovida, $itka “krabi¢ek”’téchto boxplotl zavisi na rozsahu dat kazdé
skupiny. Zpravidla je $itka jednotlivych obdéInikii pfimo imérna druhé odmocniné veli-
kosti skupiny. Diky této pfidané informaci je, 1ze snadnéji posoudit charakter dat a vyhnout

se ptipadné nespravné interpretaci. Tyto boxploty Ize vidét na obrazku 1.6b.

1.5.2 Boxploty se zarezy

Boxploty se zafezy, také nazyvané “zubaté boxploty”, maji ziZenou stfedni ¢ést kra-
bicky a navic zobrazuji konfiden¢ni intervaly okolo medidnu pomoci “zafezi”. Délka
konfiden¢nich intervald je urena tak, aby nepiekryvajici se intervaly (zafezy) naznaCovaly
statisticky vyznamny (obvykle na hladiné vyznamnosti 5%) rozdil mezi medidny skupin
dat.

Sitka zéfezii je piimo timérna mezikvartilovému rozpéti IQR vzorku dat a nepfimo
umérna druhé odmocniné poctu pozorovani n pro jednotlivé skupiny dat. Velikost zafezu
okolo medianti X 5 1ze vypocitat pomoci vzorce

Xo5+C-s, (1.5.1)

kde C je konstanta, za kterou obvykle volime 1.7 (dtivod pro tuto konvenci je podrobné
sepsan v [17]) a s je vybérova smérodatnd odchylka medidnu X 5 dana

_ 1.25-I0R
C135-n

Boxploty se zdfezy jsou vykresleny na obrdzku 1.6c.

s (1.5.2)

Pozndmka. Existuje také varianta boxplotu s proménlivou §itkou se zafezy, popsand v [17],
kterda kombinuje dvé vySe popsané varianty, viz obrazek 1.6d.

(%

Boxplot s proménlivou $iikou se dd v @ vykreslit pomoci funkce boxplot () s argu-
mentem varwidth = TRUE. Variantu se zafezy lze ziskat pridanim argumentu notch =
TRUE. Obé tyto varianty 1ze zkombinovat.
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Obrazek 1.6: Grafy 1.6a, 1.6b, 1.6c a 1.6d ukazuji rozdily mezi jednotlivymi, vySe uvede-
nymi varianty. Data jsou stejnd jako v prikladé 1, jednd se tedy o 3 ndhodné nagenerované
vektory z normdlniho rozd&leni se stfedni hodnotou p = 0 a rozptylem 6% = 1, délky
10,100 a 1000.

Uvedené typy boxplotu se zpravidla pouZivaji pfi porovnavani vice soubort dat. Vykres-
lenim klasického krabicového grafu prichdzime o informace ohledné velikosti jednotlivych
soubort, to lze napravit pouzitim varianty boxplotu s proménlivou $itkou, na obr. 1.6b.
Vidime, Ze ndm $itky krabic ddvaji jistou piedstavu o rozsazich datovych vybért. Vari-
anta se zafezy se vyuziva, chceme-li porovnat medidny mezi nékolika datovymi soubory.
Naobr. 1.6¢ se vSechny zafezy prekryvaji a zamitame tedy hypotézu o rozdilu mezi medidny
na hladiné vyznamnosti 5 %.

Jelikoz je boxplot diagnostickym grafem a snaZime se pfi jeho vykresleni zjistit o datech
co nejvice, vyplati se obé tyto varianty zkombinovat.
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Bagplot

Bagplot je zobecnénim jednorozmérného boxplotu a slouZzi tedy k vizualizaci dvoudi-
menziondlnich statistickych dat. Byl poprvé piedstaven v roce 1999 vyznamnymi statistiky
P. J. Rousseeuwem, 1. Rutsem a J. W. Tukeym v ¢lanku The Bagplot: A Bivariate Boxplot
[12]. Boxplot vyuziva ke své konstrukci kvantily, které jsou definovany pouze pro jedno-
rozmérné ndhodné veli¢iny. Konstrukce bagplotu je zaloZena na tzv. poloprostové hloubce
(definované Johnem W. Tukeym v ¢lanku [15]), kterd zobecniuje kvantily na vicerozmérném
prostoru.

Bagplot obsahuje 3 hlavni komponenty:

1. bag - polygon obsahujici 50% vsech “prostiednich” hodnot, byva vykreslen plnou
¢arou a jeho vnitfek je vybarven tmavsi barvou (obdoba krabice)

2. fence - ziskd se trojndsobnym zvétSenim casti bag, rozdé€luje “vnitini” hodnoty
od odlehlych hodnot, na grafu neni nijak zaznacen

3. loop - ¢ast grafu obsahujici body, které leZi mezi bag a fence, byva vykreslen svétlejsi
barvou nez bag

Kromé téchto ¢asti, obsahuje bagplot hloubkovy medidn (analogie jednorozmérného
medidnu), ktery se nachazi v centru grafu a je obvykle znacen jako kfizek. Odlehlé hodnoty
Jsou zaznaceny Cervenymi hvézdickami a byvaji popsdny.

K bagplotu je mozné pridat vousy jako tomu bylo u boxplotu. V tomto ptipadé se jedna
o tsecky vedouci z medidnu ke kazdému bodu z loopu. Pozdéji si ukdZzeme, Ze v ptipadé
vétSich datovych souboru se bagplot s vykreslenymi vousy stdvd nepiehlednym a je tedy
lepsi je z grafu vynechat.

Podobné jako v jednorozmérném piipad¢, budeme chtit zobrazit nékteré charakteristiky
dat pomoci bagplotu: pozici hloubkového medidnu, rozsah dat (velikost bagu), korelaci
mezi proménnymi (orientace bagu a loopu), Sikmost dat (tvar bagu a loopu), a chvosty
(body v blizkosti hranice loopu a odlehlych hodnot).

Pro velmi ”ploché” vicerozmérné datové soubory se komponenta bag stava krabickou,
a mame tedy klasicky boxplot. V tomto piipadé svétlejsi ¢ast loop odpovidd vousiim
jednorozmérného krabicového grafu. Tato situace je zndzornéna na obr. 2.1.

_1l—
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Obrazek 2.1: Bagplot pro linearni data.

Bagploty se daji vykreslit za pomocf statistickych softwarti MATLAB, S-Plus', popfi-
padg v jazyce @ s pouzitim bali¢ku aplpack.

'Dostupné z http://www.solutionmetrics.com.au/products/splus/default.htm]
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2.1 Zobecnéni znamych pojmu

Nasim prvnim tkolem bude jako v piipadé konstrukce boxplotu si sefadit nase pozo-
rovéani podle "velikosti”. Mdme-li k dispozici jednorozmérny datovy soubor, neni problém
si ho uspotéadat: pokud soubor obsahuje ¢isla, sefadime je podle velikosti a v pripadé, Ze
obsahuje znaky, Ize jim pfifadit ¢iselnou hodnotu a poté je seradit podle velikosti (napf.
v souboru {Ano, Ne} "Ano” ozna¢ime 1 a ”Ne” hodnotou 0, nebo v souboru {zdkladni
vzdélani, sttedni bez maturity, stfedni s maturitou, absolvent Vg} 1ze ”zakladni vzdélani”
oznacit hodnotou 0, stfedni bez maturity” hodnotou 1 atd. Vyjimku tvofi tzv. nomindlni
data (napf. krevni skupiny, barvy), kterd nelze nijak uspotadat.

Setazeni dat podle velikosti je zdroveii jednim z prvnich krok, které u¢inime pfi analyze
dat, jelikoZ ndm usnadnuje vypocet zdkladnich statistickych charakteristik jako je medidn
nebo modus. Pokud v§ak mame vicerozmérny datovy soubor, najit takové uspofddéani neni
tak prosté.

Dal$im moZnym zptsobem, jak lze usporadat ¢iselnou mnozinu, je fazeni z vnéjSku
smérem dovnitf. Toho docilime tak, Zze kazdému Cislu pfifadime tzv. hloubku, tedy nej-
vétSimu, resp. nejmensimu Cislu, pritadime hloubku 1, druhému nejvétSimu, resp. druhému
nejmensimu Cislu, pfifadime hloubku 2 atd. Vyhodou tohoto typu fazeni je jednodussi
roz$iteni do vicerozmérnych prostorii. Nejprve si zadefinujeme hloubku bodu pro jedno-
rozmérné data.

2.1.1 Poloprostorova hloubka a jeji vlastnosti

Definice 3. Hloubka bodu z € R z jednorozmérnych dat X = {x,x2,...,x,}, kde x; € R
proi=1,...,n, je definovana jako

depth)(z;X) = min(#{i;x; < z},#{i;x; > z}),
kde #{-} je kardinalita mnozZiny {-}.

Pozndmka. Hloubka bodu je tedy minimum z poc¢tu bodu x; leZicich nalevo od bodu z a
z poctu bodt lezicich napravo od bodu z.

Pozndmka. Medién je bod (resp. body) s maximélni hloubkou.

depth;(x;X) je tedy funkce, kterd kazdému bodu x € R pfifadi jeho hloubku vzhledem
k souboru X = {x1,x2,...,X,} .

John W. Tukey byl prvni, kdo uvedl definici pojmu hloubky pro vicerozmérna data,
znamy jako poloprostorovd hloubka (také Tukeyho hloubka). Poloprostorova hloubka ndm
umozni zobecnit pojem kvantil (jak si ukdZeme pozdéji), ktery byl klicovy pfi konstrukci
boxplotu, jelikoz pravé diky nému jsme mohli definovat pojmy jako medidn, 1. a 3. kvartil.
Existuji celkem 2 definice poloprostorové hloubky, prvni z nich je zaloZena na distribu¢ni
funkci a druhd je zaloZena na datovém vybéru. ProtoZe pracujeme s konkrétnimi daty,
uvedeme si zde druhou variantu. Ackoliv by pro naSe ucely vystacila definice hloubky
pro dvourozmérnd data, zadefinujeme si ho zde obecné pro p—rozmérny prostor.

Definice 4. Poloprostorova hloubka depth,(z;X) bodu z € R? z p-rozmérnych dat X =
= {x1,X2,...,X, }, kde x; = (x;1,... ,xip)T € RPi=1,...,n, jsou jednotlivd pozorovani,
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se definuje jako nejmensi hloubka bodu z v libovolné jednorozmérné projekci datového
souboru: je-li u je libovolny vektor z R” takovy, Ze |lu|| = 1, pak {u”x;}’_, je mnozina
jednorozmérnych projekci souboru X a definujeme

depth,(z;X) = | |inldepth1(uTz;{uTX,-}?:l), (2.1.1)

ul|=
a ekvivalentné

depth,(z;X) = ”rl{ﬁinl #{i:u'x; >u’z}. (2.1.2)

Poloprostorovou hloubku Ize taky chapat jako nejmensi pocet bodu x; leZicich v uzavie-
ném poloprostoru s hrani¢ni pifimkou prochézejici pres bod z. V dvourozmérném prostoru
bychom vypocitali hloubku postupnou rotaci ptimky prochézejici pfes bod z o 180° a
spocitali nejmensi pocet bodll na polorovinach vytvorenych rotujici piimkou, viz obr. 2.2.
Maime-li datovy soubor X = {x1,X,...,X,} s n pozorovdnimi, Ize si vypocitat jejich
hloubku, na jejimz zdkladé sefadime jednotlivd pozorovani sestupné. Dostaneme uspora-
dany soubor X(1),X(2), - .., X(,), kde X(1) ma nejvetsi hloubku, je tedy nejcentralnéjsi a x )
ma nejmensi hloubku a je tim padem nejodlehlejsi. Od klasického uspotfadéani jednoroz-
mérnych dat na Ciselné ose, které za¢ind nejmensi hodnotou a kon¢i nejvétsi, se 1isi v tom,

29V v r99

7e zacind "uprostied” a postupné se “Sif{” vSemi sméry.

Obrazek 2.2: Hloubka bodu v rovin€. Na obrazku je celkem 12 bodi z datového souboru,
oznaCenych ¢erné a bod A € R?, jehoZ hloubku chceme zjistit. Hleddme polorovinu,
ve které se nachdzi co nejméné bodu ze soubort, na obrazku je hrani¢ni pfimka oznacena
modie a odpovidajici polorovina naznacena Sipkou. Bod A mé tedy hloubku 3. Plati, Ze
vSechny krajni body ze souboru maji hloubku 1, body lezici vné konvexniho obalu tvofeny
jednotlivymi pozorovanimi maji hloubku 0 a body nalezici do datového souboru maji
hloubku asponi 1.

Funkce depth,(z; X ) ndm udava jakousi polohu bodu v datovém souboru. Pravé diky ni
mizZeme zavést dilezity pojem “stfed” vicerozmérného datového souboru. V nasem pii-
padé to bude cast grafu zvana bag, kterd obsahuje 50 % vSech hodnot nachazejicich se
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nejcentrdlnéji v souboru. Plati, Ze ¢im bliZ se pozorovani nachazi ve stfedu souboru, tim
vétsi bude jeho hloubka a naopak, ¢im odlehlejsi je pozorovani, tim mensi bude jeho
hloubka.

Pozndmka. Poloprostorova hloubka byla sice prvni hloubkovou funkci, od doby svého
vzniku v roce 1975 se vSak objevily dalsi funkce podobného typu. Pfikladem je simplexovd
hloubka, kterou v roce 1990 definovala Regina Y. Liu v ¢lanku [6]. Princip této funkce stoji
na tom, Ze v dvourozmérném prostoru libovolné 3 body n-rozmérného datového souboru
tvoti trojihelnik (popf. tsecku, ale to pro nase ucely neni podstatné), dostdvame celkem (g)
trojiihelnik a libovolnému bodu z € R? pak piifadime hloubku jako hodnotu odpovidajici
poctu trojuhelniki, ve kterych lezi. Opét plati, Ze hloubka bude tim vétsi, ¢im bliZ se bod
nachazi v centru souboru.

Dalsi hloubkové funkce jsou naptiklad oja depth (popsand v [8]), projekcni hloubka
(z ang. projection depth definovana v [3]) nebo prostorovda hloubka (z ang. spatial depth,
viz [14]). Hloubkové funkce je, volné feceno, jakdkoliv nezdpornd redlnd funkce, ktera
déva bodiim z datového souboru linedrni uspotradani.

Algoritmus pro poéitdni poloprostorové hloubky depth;(z;X) dvourozmérnych dat
s linearné logaritmickou slozZitosti - O(nlog(n)) navrhli Rousseeuw a Ruts v roce 1996

N 24

cvv.

vzhledem k p-rozmérnému datovému souboru je potom O(n”~!log(n)).

Vyse definovand poloprostorovd hloubka je jednou z nejpouzivanéjSich hloubkovych
funkeci, jednak diky své€ intuitivni definici, a jednak protoZe spliiuje vSechny pozadované
vlastnosti hloubkovych funkci zminéné v ¢ldnku [6], poté i dokdzané v [18] a t€mi jsou:

1. Afinni invariance
2. ”Maximalita” v centru symetrie (pokud existuje)

3. Monotonie vzhledem k nejhlubSimu bodu - pokud se libovolny bod vzdaluje od nej-
hlubsiho bodu po piimce, jeho hloubka klesd monoténné

4. Konvergence (hloubky) k O pro body vzdalujici se do nekone¢na od nejhlubsiho
bodu

Nas hlavné zajima bod 1, jelikoZ pii analyze dat Casto transformujeme data - napiiklad
pfevody jednotek nebo mén. Diky vlastnosti afinni invariance tedy pii posunuti nebo
nesinguldrni linedrni transformaci jako jsou naptiklad zrcadleni, ménéni méfitek nebo
rotace (popfipadé jejich kombinaci) dat, se bude bagplot transformovat odpovidajicim
zpusobem. Tedy body, které byly v bagu, zlstanou v bagu, odlehlé hodnoty zlistanou
odlehlymi apod. Uvedeme si zde n€kolik vlastnosti poloprostorové hloubky, které byly
studovany D. L. Donohem a M. Gaskem (viz [2]).

Lemma 2.1.1. Poloprostorovd hloubka je invariantni viici afinnim zobrazenim:
depth,(Az+b;AX +b) = depth,(z;X)

pro vSechna b € RP a kaZdé nesinguldrni linedrni zobrazeni zadané matici A rozméru
P XD
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Diikaz. Dukaz je popsan v [2]. O

Hloubka libovolného bodu z € R? se tedy neméni posunutim, popiipadé linedrnf trans-
formaci bodu z nebo souboru X. To znamen4, Ze poloprostorova hloubka nezavisi na zvo-
lené souradnicové soustave.

Afinni invariance se vyuZziva také v algoritmu vypoctu poloprostorové hloubky v dvou-
rozmérném prostoru, kde princip spo&iva v posunuti bodu z € R?, jehoZ hloubku hleddme,
do pocatku a poté v pievedeni z kartézskych soutadnic bodt do polarnich soufadnic. Vy-
pocet se jeSté usnadni projekci vSech zbylych bodl na jednotkovou kruznici se stfedem
v pocatku (tedy v bodé€ z), poté staci najit nejmensi pocet bodu leZici na pulkruznici
s hrani¢ni pfimkou prochdzejici pres pocatek.

2.1.2 Hloubkové oblasti a kontury

Pokud bychom si vypocitali hloubku v§ech bodi v roviné vzhledem k datovému vybéru,
zjistili bychom, Ze mohou nabyvat stejnych hodnot. To by nemélo byt prekvapivé, jelikoz
vSechny krajni body datového souboru maji hloubku 1. V jednorozmérném piipadé¢, body
majici stejny kvantil, leZi na témZe bodu na ¢iselné ose. Podivejme se nyni, jak to vypada
ve vicerozmérnych prostorech.

Definice 5. Necht X = {x;,Xp,...,X,}, kde x; € R? pro i = 1,...,n, je datovy soubor.
Uvazujme mnoZinu Dy = {z € R? | depth(z;X) > k}. D; nazveme oblasti hloubky k a
hranice /(Dy) hloubkovymi konturami.

Podle (2.1.2) je tato mnoZina prinikem vSech p-rozmérnych poloprostord obsahuji-
cich aspont n — 1 4 k bodd datového souboru X. Hloubkové kontury tedy tvori konvexni
mnohotuhelnik, jehoZ vrcholy jsou bud pfimo pozorovani x; € X,i = 1,...,n nebo jsou
to pruseciky dvou primek prochdzejicich dvéma pozorovanimi ze souboru X (pievzato
z [11]). Konstrukce hloubkovych kontur je zndzornéna na obr. 2.3. Navic plati, Ze kazdy
bod z datového souboru musi naleZet aspon do jedné hloubkové oblasti.

Hloubkové kontury byly pfedmétem studie v ¢lanku [2] a my si zde uvedeme jeden
z jeho vysledkd.

Lemma 2.1.2. Hloubkové oblasti tvori posloupnost vnorenych konvexnich mnoZin: Dy je
konvexni a plati Dy, C Dy.

Diikaz. Dukaz je popsan v [2]. O

Pro ndzornou ukdzku hloubkovych kontur je na obr. 2.4 vykresleno celkem 100 pozoro-
véni z dvourozmérného normélni rozdéleni a jejich pfislusné hloubkové kontury. VSimnéme
si, Ze odlehla pozorovani ovlivni pouze vnéjsi kontury, v naSem piipadé€ jenom jednu. Tvary
kontur nam také ddvaji predstavu o tom, jaky tvar maji naSe data. JelikoZ mdme na ob-
razku data pochdzejici z dvourozmérného normdlniho rozdéleni (patfi do tzv. eliptickych
rozdéleni, které je zobecnuji), maji kontury elipsovity tvar.

Hloubkové kontury miiZeme chdpat jako vicerozmérnou analogii kvantilu: podobné
jako pozorovani, kterd maji stejnou velikost, maji rovnéz stejny kvantil, body z vicerozmér-
nych dat majici stejnou hloubku lezi na spole¢né konture, a mimo jiné také rozdéluji datovy
soubor na urcity pocet ¢asti. Diky hloubkovym oblastem budeme moci zkonstruovat ¢ast
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(a) (b)

Obrazek 2.3: Ilustrace konstrukce hloubkovych kontur. Pozorovéni z vybéru jsou oznaceny
modrymi teCkami. Vnéjsi hloubkova kontura (kontura hloubky 1) je tvofena konvexnim
obalem mnoziny, na obrdzku zakreslena plnou modrou carou. Vrcholy kontury hloubky
2 tvori bud’ piimo body z vybéru nebo priseciky pfimek prochazejici pres 2 pozorovani,
vyslednd kontura je na obr. 2.3b vyznacena plnou ¢ervenou carou.

Obrazek 2.4: Hloubkové kontury pro ndhodné generovand data dvourozmérného normal-
niho rozd&leni. Obrazek byl vykreslen v @ za pouziti funkce isodepth z bali¢ku depth.

bag a nasledné jejim zvétSenim i komponentu fence. Jak se tyto ¢ésti sestroji, si ukdZeme
v podkapitole 2.2.

Prvn{ algoritmus pro vypocet hloubkovych kontur se sloZitosti O(n*logn) zvany ISO-
DEPTH navrhli 1. Ruts a P. Rousseeuw v roce 1996, viz [13]. Pro vétsi datové soubory

Vv,

(n > 1000) je vsak jeho pouZiti nepraktické. Rychlejsi a ucinnéjsi algoritmus se sloZitosti
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O(n?) byl navrzen v ¢lanku [7].

2.1.3 Tukeyho median

Na zdkladé poloprostorové hloubky si miizeme definovat analogii klasického medidnu a
tim je mnohorozmérny medidn, jenZ je v centru bagplotu a kolem kterého se pak vykresluji
ostatni ¢asti grafu (zejména bag a loop). Tentokrét se podivime pouze na dvourozmérny
pripad.

Definice 6. Tukeyho median (také poloprostorovy median) z datového vybéru X =
= {x1,Xp,...,X;, } definujeme jako bod T*, pro ktery plati T* = k*(X), kde

k*(X) = max(depth(z;X)).
z€R?

Pozndmka. Podle definice tedy Tukeyho medidn nemusi byt bod z datového vybéru.

Pozndmka. Jelikoz hloubkova funkce depth;(z; X ) nabyva hodnot od 0 po n, takovy bod z
vzdy existuje.
Pozndmka. Podle definice nemusi byt poloprostorovy medidn uréen jednoznacéné (existuje-

Vv v

oblasti Dyx.

Muzeme také uvazovat pouze body z naseho souboru X a median bychom pak definovali
jako bod T° = k™ (X), kde

kT (X) = max (depth(x;;X)).

i=1,....,n

Ziejmé& plati 1 < k™ (X) < k*(X). Diivod, pro¢ bychom volili takovou definici medidnu
je jeho jednodussi vypocet, jelikoZ nemusime uvaZzovat viechny body x € R2. V piipadg,
Ze mame “rozumnd” data, miZe ndm 7° ddvat pomérné piesnou aproximaci skute¢ného
medidnu T*.

Velkou vyhodou klasického jednorozmérného medidnu je jeho tzv. robustnost. To zna-
mend, Ze neni citlivy na odlehlé hodnoty, na rozdil od priméru, na ktery maji extrémni
hodnoty vyrazny vliv. UkaZzme si to na nédsledujicim prikladu. Predpokladejme, Ze prova-
dime méfeni teploty a ziskali jsme ndsledujici hodnoty:

17.15, 17.01, 17.23, 17.14, 17.61

a chceme zjistit skute¢nou hodnotu. Nejprve si vypolitejme prumér: x = 1/5(17.15 +
+17.01 +17.23+17.14+ 17.61) = 17.228. Pfedpoklddejme, Ze jsme se prepsali v jedné
z hodnot a mame nasledujici data:

17.15, 170.1, 17.23, 17.14, 17.61.

Vypocitame-li si nyni primér, dostaneme x = 47.846, coz zdaleka neodpovida skutec¢né
hodnoté. Pokud bychom si ovSem vypocitali medidn, vySel by ndm xy 5 = 17.23, medidn
je tedy robustnéj$Sim odhadem.
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Dal$im moznym zptisobem, jak lze charakterizovat robustnost je pomoci tzv. bodu
selhdni (z ang. breakdown point, definovany v [1]). ZjednoduSené feceno, bod selhdni sta-
tistického odhadu je podil pozorovani, kterd po nahrazeni jinymi, nepfiznivymi hodnotami,
ndm “’pokazi” odhad. V piipadé vybérového priméru je tato hodnota rovna 1/n, jelikoZ
pii zméné pouze jedné hodnoty se priimér vychyli. Naopak pro vybérovy medidn plati, Ze
ma vysoky bod selhéni, pfesnéji 50 %.

Tuto dtlezitou vlastnost si zachoval i Tukeyho dvourozmérny medidn, jenZ ma bod
selhani vétsi nebo rovnu 1/3 (dokdzéno v ¢lanku [3]). Je mozné tedy v datovém souboru
X = {x1,Xp,...,X,} nahradit nejvySe n/3 pozorovani, aniZ by se median T* vyrazné
odchylil od své ptivodni hodnoty.

Toto pozorovani je vyznamné, nebof nechceme aby se nas vysledny graf posunul
smérem k extrémnim hodnotdm.

Vypocet poloprostorového medidnu neni zcela jednoduchy proces, a proto si zde uve-
deme nékolik vét, které ndm to usnadni. Pfedpoklad je, aby data byla v tzv. obecné pozici,
viz ndsledujici definice 7.

Definice 7. Rekneme, Ze datovy soubor X = {X1,X2,...,X,} je v obecné pozici, jestlize
v libovolném (p — 1)-rozmérném podprostoru leZi nejvyse p bodu.

Pozndmka. Datovy soubor je tedy v obecné pozici, obsahuje-li nejvyse dva body na libo-
volné pifimce nebo nejvyse tii body v libovolné roviné atd.

Véta 2.1.3. Je-li X v obecné pozici, pak maximdlni hloubka k* (X ) lezi mezi [n/(p+1)] a
[n/2].

Diikaz. Dukaz je popsan v [2]. O

Pro p = 2 tedy plati, Ze bod k*(X) = max, p>(depth(z;X)) ma hloubku v rozmezi
od [n/3] do [n/2]. Horni hranice [n/2] se da jesté sniZit na |n/2| pro dvourozmérné
pripady:

Véta 2.1.4. Pro dvourozmérny datovy soubor X v obecné pozici plati
K(X) < |n/2].
Diikaz. Dutikaz je popsan v [11]. ]

Zékladni mySlenka vypoctu Tukeyho medidnu spoc¢iva v nalezeni nejhlubsi oblasti Dy
a poté vypocitini tézist€. Véty 2.1.3 a 2.1.4 ndm usnadnuji vypocet tim, Ze davaji meze
pro nejvétsi hloubku a za jejich pouziti tedy mlizeme sestrojit nékolik oblasti Dy, kde
[n/3] <k <|n/2], k nalezeni k* za podminky Dy # @ a D=1 = 0.

Samoziejmé plati, Ze ¢im V&3 je datovy soubor, tim je interval [[n/3],[n/2]] 3ir¥i a
vypocet zabere vice ¢asu. Detailni popis algoritmu vypoctu poloprostorového medianu 1ze
najit v ¢lanku [11].
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2.2 Konstrukce bagplotu

Mgjme datovy soubor X = {X{,Xa,...,X,} s pozorovanimi x; = (x;1,xp)’” € R? kde i =
=1,...,n. Bagplot popsany na zacatku této kapitoly zkonstruujeme nasledujicim zptisobem
(konstukce je zaloZena na popisu z ¢lanku [10]):

Vv

oblasti).
2. Zkonstruujeme komponentu bag (¢ast grafu obsahujici 50 % nejhlubsich bodi):

e Nalezneme dvé po sobé jdouci hloubkové oblasti, pro které plati, Ze jedna
obsahuje nejvyse polovinu bodu z datového souboru a druh4 jich obsahuje vice

neZ polovinu. Oznacme tyto oblasti Dy a D;_ a pocet bodil leZicich v nich #Dy,
a#Dy_1. Plati #D;, < Ln/ZJ <#D;_,.

e Spocitame parametr A, ktery ur¢uje relativni vzdalenost bagu od obou oblasti
Dy a D;_q, nasledovné:
 #Dy_ —#Dy

e Vrcholy bagu ziskame linearni interpolaci mezi vrcholy hloubkovych oblasti
#Dy a #Dy_; pomoci parametru A. Necht V = {v;,v2,...,v,} jsou vrcholy
hloubkové kontury Dy a oznaCme Iy,l,...,l; pfimky prochdzejici vrcholy
vi,kdei=1,...,¢q, amedidnem T*. Priseciky pfimek /;,kde i = 1,...,g s dru-
hou konturou Dy_; oznaéme uj,uy, ..., u,. Necht W = {wi,..., Wy, Wy 1,...,
w,} jsou vrcholy bagu. Vrcholy w;, kde i = 1,..., ¢ vypoc¢itime ndsledovné:

wi=Avi+(1—2A)u;, kdei=1,...,q.

Zbylé vrcholy bagu Wyyi,...,W, spoCitime analogicky: nechf V' = {Vv/

gt
Vii2:---»V,} jsou vrcholy kontury Dy—y al y,...,I; jsou pfimky prochdzejici
témito vrcholy a medidnem T*. Priseciky téchto piimek s vnitini konturou Dy,

oznaéme u’q+1,. ..,u, vrcholy wj,kde j =g+ 1,...,r jsou pak diny

wj:lu’j—i—(l—l)vlj, kde j=q+1,...,r.

e Sestrojime bag ze vSech vrcholit W. ProtoZe byly Dy a D;_; konvexni mno-
hothelniky, bude bag opét konvexnim mnohothelnikem. Konstrukce bagu je
zndzornéna na obr. 2.5.

3. Sestrojime fence (neni v grafu zaznadena) trojnasobnym? zvétienim bagu vzhledem
k medidnu T*. Necht W = {wy,...,w,} jsou vrcholy bagu a py,...,p, jsou polo-
pimky vedouci z medidnu T* pfes jednotlivé vrcholy bagu. Necht k; = {x € R?;
|IT*x|| = 3-||T*W;||}, kde i = 1,...,r. Vrcholy fence fi,...,f, ziskdme jako pra-
seCiky poloptimky p;, kde i = 1,...,r s odpovidajici si kruZnici ;. Tato konstrukce
je znazornéna na obr. 2.6. Pozorovani za hranici komponenty fence se oznacuji jako
odlehl4.

2Tato hodnota je zvolena tak, aby v priméru 0.5 % pozorovéni z dvourozmérného normélniho rozdéleni
byla povazovéana za odlehld, viz [10].
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(a) (b)

Obrazek 2.5: Sestrojeni bagu. Na obr. (a) vedeme piimky /; a [, pfes vrcholy v a v, kontury
Dy a medianem T*, vrcholy bagu wy, resp. w, dostdvame interpolaci mezi vrcholy vy auy,
resp. vo a up. Na obr. 2.5b zase vedeme piimky pres vrcholy kontury Dy a postupujeme
analogicky. Vysledny polygon bag se sestroji ze vSech bodi wy, kdek=1,...q,q+1,...,r.

4. Posledni ¢ast loop obsahuje vSechny body nachdzejici se mezi bagem a fence. Vrcholy
této komponenty jsou tedy tvoreny konvexnim obalem vSech neodlehlych pozorovani.

Vysledny graf Ize vidét na obr. 2.7.
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Obrazek 2.6: Konstrukce fence. Bag je tvofen 5 body, na obrdzku vykreslen modre. Jeho
trojndsobnym zvétsenim vzhledem k medidnu T* dostdvame fence, na obrazku vyznacen
preruSovanou ¢ervenou c¢arou.
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Obrazek 2.7: Bagplot z vygenerovanych dat s dvourozmérnym normdlnim rozdélenim
(n = 50). Tukeyho medién je zaznacen ¢ervenym kosoc¢tvercem uvniti bagu, vnitiniho po-
lygonu vybarveného tmavou Sedou obsahujici 50 % nejhlubsich bodt. Vnéjsi polygon loop
(vybarveny svétlejsi barvou) je tvofen vSemi body lezici mezi bagem a fence (na obrazku
vykresleny preruSovanou carou), ktery vznikl trojnasobnym zvétSenim bagu vzhledem
k medidnu. Mame pouze jednu odlehlou hodnotu zaznac¢enou cervenou hvézdickou.
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2.3 Bagploty v R a priklady na jejich vyuziti

Podivejme se nyni na n€kolik piikladl, na kterych si ilustrujeme vyuZziti bagplotu.
Nejprve si ukazme, jak lze bagplot sestrojit v jazyku @. K tomu je zapotiebi nacist
jeden z ndsledujicich dvou bali¢kli: aplpack nebo mrfDepth. Oba tyto balicky nabizi
funkce bagplot () slouZici k vykresleni grafu. V této praci se zaméfime na prvni zmino-
vany aplpack, jelikoz nabizi vice modifikaci vysledného grafu. Vyhodou pouziti balicku
mrfDepth je mozZnost vypoctu Casti grafu na zdkladé jiné hloubky neZ poloprostorové
(napf. projekcni hloubky), poptipadé vykresleni fence.

Zakladni syntax pro konstrukci bagplotu je ve tvaru bagplot(x, y), kde x, resp.
y, jsou x-ové, resp. y-ové, hodnoty pozorovini z datového vybéru. Piiklady volitelnych
argumentu:

e factor - parametr urcujici velikost fence vzhledem k bagu, standardné nastaveno
na 3

e show.whiskers - zobrazi vousy k pozorovanim leZici mezi bagem a fence

e show.looppoints - zobrazi body lezici mezi bagem a fence

e show.bagpoints - zobrazi body v bagu

e transparency - vykresli graf prihledné

Dal$i mozné argumenty lze najit pfimo v programu pouZitim piikazu ?bagplot.

Priklad 3. Ukazeme si, jak vykreslit bagplot z ¢iselnych vektorti. Opét si pro jednoduchost
vygenerujeme ndhodné vektory x,y délky 500, které se fidi normdlnim rozdélenim:

x <- rnorm(500)
y <- rnorm(500)

Zkusime si sestrojit bagplot z téchto vektorti v zdkladni formé& bez jakychkoliv argu-
mentl piikazem bagplot (x,y). Graf lze vidét na obr. 2.8a. Takto vykresleny graf vSak
neni prehledny, a to hlavné kvili vousim. Zkusme je tedy odstranit nastavenim argumentu
show.whiskers na FALSE. Vysledek je na obr. 2.8b. Jesté mizeme Iépe zviditelnit odlehlé
hodnoty ptfidanim parametru cex = 1, viz obr. 2.8c. V piipadé velkého poctu pozorovani
je vhodné nevykreslovat vnitini body a toho docilime volbou argumentti show . bagpoints
= FALSE a show.looppoints = FALSE, vysledny graf je na obr. 2.8d. Docilime tak
prehlednéjsi vizualizace na tkor vyhod korela¢niho diagramu (téZ dvourozmérného bodo-
vého grafu), jako jsou naptiklad rozpoznani shlukd nebo dér v datech.
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(c) Bagplot se zvyraznénymi odlehlymi body. (d) Bagplot bez vnitinich bodi.

Obrazek 2.8: Rlizné varianty bagplotu.

25
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Priklad 4. Na tomto piikladu si ilustrujeme, jaké charakteristiky 1ze z dat vycist sestro-
jenim bagplotu. Pouzijeme data z piikladu 2, mame tedy udaje o vySce a vaze 98 lidi
ve véku od 14-62 let. Nutno poznamenat, Ze vzorek dat je pfili§ maly a nereprezentuje tak
skute¢nost.

Na obr. 2.9 je vykresleny bagplot pro vysku a véhu lidi. Medién je na obrazku oznacen
Cervenou hvézdickou, vidime tedy, Ze primérny ¢lovék vazi necelych 70kg a méii asi
170 cm. Orientace bagu a loopu naznacuji kladnou korelaci mezi proménnymi. Pozice
medidnu (zhruba uprostied bagu) a eliptické tvary bagu a loopu svéd¢i o symetri¢nosti,
trochu to kazi prava ¢ast loopu, kterd je Sirsi a data jsou tak lehce zeSikmena (zfejmé je to
dano malym rozsahem vybéru). Déle na obrazku vidime dvé odlehlé hodnoty, zaznacené
¢ervenymi teckami, a nékolik pozorovani jim blizkych, které natahuji loop.

— L]
E 9
[}
2 _|
2
O
2 7 | T I |
40 60 80 100 120
Vaha (v kg)

Obrazek 2.9: Vyska lidi v zavislosti na véze.

Na rozdil od pfedchoziho grafu 2.9, bagplot vykresleny na obr. 2.10 nenaznacuje
Zadnou korelaci mezi proménnymi. Data jsou siln€ zeSikmen4, 1ze to poznat jednak z pozice
medidnu v bagu a jednak z pozice bagu v loopu, také ndm k tomu napomdhaji vykreslend
pozorovani. Graf sice nemd Zadné odlehlé hodnoty, ale vidime, Ze n€kolik bodi, hlavné
v pravé a hornf ¢asti grafu, natahuji hranice loopu.
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Obrazek 2.10: Vyska lidi v zdvislosti na véku.
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Priklad 5. Boxplot si ziskal svou popularitu kompaktnosti a rychlym a pfehlednym zobra-
zenim distribuce vice vzorkd dat, umoznujici jejich porovnani, v jednom grafu. Zkusme si
tedy vykreslit prekryvajici se bagploty do jednoho grafu pomoci argumentu transparency
= TRUE. PouZijeme data z minulého piikladu, tedy ddaje o vaze a vySce lidi, a vykreslime
si bagplot zvlast pro muZze a zvlast pro Zeny, viz obr. 2.11.

200 210
| |
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|

180
|

Vyska (v cm)

170
|

160
|

¥ Odlehla pozorovani pro muie

150
|

< Odlehla pozorovani pro Zeny

140
L

T T T T 1
40 60 80 100 120

Vaha (v kg)

Obrazek 2.11: Bagploty ukazujici rozdil mezi vdhou a vySkou mezi muZi (na grafu zazna-
¢eni modie) a Zeny (Cervené). Porovname-li medidny, snadno z grafu vycteme, Ze muZi jsou
v pruméru o 15 cm vyssi a zhruba o 15 kg t€Z81. Jak bag, tak i loop jsou u muzii poloZeny
vys§ a vic vpravo, a naznaCuji tak vyS$si vdhu 1 vySku. Na obrdzku jsou také zietelné vidét

odlehlé pozorovéni pro obé skupiny dat.

P1i vykresleni dvou bagploti 1ze jest€ z obrazku vycist potfebné informace, zkusme
jich ted vykreslit tfi do jednoho grafu. Rozdélime si n4s soubor na tfi zhruba stejné velké
skupiny na zdkladé véku respondentil (pomoci piikazu quantile()). Prvni skupinu tvoii
respondenti mladsi 20 let, druhou od 20 do 23 let (v¢etné) a tfeti skupinu tvoii osoby starS{
23 let. K vykresleni jednotlivych grafii na obrazku 2.12 jsem vyuZil funkci geom_bag®, kterd
pouze vypocitd potfebné soufadnice k sestrojeni bagplotu, samotny graf ale nevykresli.

Vv,

K tomu jsem pouzil funkci ggplot z bali¢ku ggplot2®*, diivodem je jednodusii zépis a
taky esteti¢téjsi vzhled.

Z obrazku 2.12 vidime, Ze jiZ pti vykresleni tif prekryvajicich se bagplotii se graf stava
nepiechlednym. Autor diplomové prace [5] navrhuje pfi vizualizaci vice skupin vykreslit
pouze konvexni obal bagu, popiipadé pouze konvexni obal loopu, a jednotlivé skupiny

potom odlisit riznymi barvami.

3Dostupné z https://gist.github.com/benmarwick/00772ccea2dd0b0f1745
“Dostupné z https://ggplot2.tidyverse.org
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Obrazek 2.12: Bagploty pro jednotlivé vékové kategorie, bez odlehlych hodnot. Bag je
vzdy vykreslen tmavsi barvou, loop svétlejsi a median je oznacen symbolem “+”.

2.4 Odlehlost a jeji vyuziti

Velkou vyhodou bagplotu je snadné detekce odlehlych hodnot bez predpokladu norma-
lity. Je vSak narocny na vypocet a chceme-li pouze odhalit neobvykla pozorovani, existuji
jednodussi zptsoby. Jedna z nich je zaloZena na tzv. odlehlosti (z ang. outlyingness), coZ
1ze chapat jako opak hloubky. Plati tedy, Ze ¢im odlehlejsi je hodnota, tim vétsi bude mit
hodnotu odlehlosti. Nasledujici definice a pozorovéni jsou prevzaty z [2].

Definice 8. Nechf X = {x1,x2,...,x,} je datovy soubor, odlehlost bodu z € R vzhledem
k vybéru X je definovéna jako

_ lz—%os |
MAD(X)”

kde X5 znaci vybérovy medidn, a MAD (z ang. median absolute deviation) znaci
medidnovou absolutni odchylku, tedy medidn z {| x; —Xo.5 | }};.

r1(z:X) (2.4.1)

MAD je robustni mirou rozptylenosti a na rozdil od rozptylu nebo smérodatné odchylky
je méné ovlivnéna extrémnimi hodnotami a nevyZaduje normalitu dat.

Analogicky jako v pfipadé vicerozmérné hloubky mizeme definovat odlehlost obecné
pro p-rozmérny prostor.

Definice 9. Necht X = {x,Xa,...,X,}, kde X; = {xi1,...,x;p}T € RP proi=1,...,n, je
datovy soubor, u € R?||u|| = 1. Odlehlost bodu z € R? vzhledem k vybéru X definujeme
jako

rp(z;X) = ||I;Ill|\ai(1 ri(u’z; {u”x;}1 ). (24.2)
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Obrazek 2.13: Porovnani hloubky s odlehlosti. Na obou grafech jsou vykresleny doby
mezi erupcemi v zavislosti na dobé trvani erupci gejziru Old Faithful v americkém ndrodnim
parku Yellowstone. Data pochézi z knihovny datasets v @. V souboru bylo celkem 299
pozorovani zaznamenanych od 1. do 15. srpna roku 1985. Hloubka (v tomto pripadé navic
délena rozsahem vybéru n) a odlehlost jednotlivych bodl byly vypocteny za pomoci funkei
depth a outlyingness z balicku mrfDepth.

Vlastnosti odlehlosti jsou analogické vlastnostem hloubky:

1. Odlehlost je invariantni vii¢i afinnim zobrazenim:
rp(Ax+b; {AX;+b}) =r,(x;X)
pro vSechna b € R? a kazdé nesinguldrni linedrni zobrazeni A.

2. Kontury odlehlosti O, = {x € R? | r,(x;X) > r} jsou konvexn{ a vnofené: O, C O,
pro h > 0.

3. Pro symetrickd data se minimalni odlehlost bliZi k 0. Plati, Ze ¢im je vétsi n, tim je
vy$S§i pravdépodobnost konvergence.

4. Pro data z eliptického rozdéleni kontury odlehlosti konverguji k eliptickému tvaru
dat.

Nevyhodou bagplotu je doba trvani jeho vypoctu, tykd se to hlavné medidnu, jehoz
Casova sloZitost &inf O(n?(logn)?). Autofi lanku [12] navrhli, aby se pii vétsich souborech
vypocital median (a nasledné i bag) pouze z mensiho, ndhodné vybraného vzorku ptivod-
nich dat (se 150 pozorovdnimi). Vypocet ostatnich Casti grafu se pak provede na celém
datovém souboru. Takto Ize sestrojit bagplot pro vybér, jehoZ rozsah se pohybuje v rozmezi
nékolika tisic bodd.

Bagplot Ize také vykreslit za pouZiti odlehlosti a vyrazné se tim zkrati doba jeho vy-
poctu, tento postup navrhli M. Hubert a S. van der Veeken v ¢lanku [4]. Misto medidnu se
bere bod s nejnizsi odlehlosti, bag tvofi 50 % pozorovani s nejnizsi odlehlosti. Takto se-
strojeny bagplot ovSem neni tak robustni jako bagplot zaloZeny na poloprostorové hloubce
a je tedy citlivéjsi na vétsi mnozstvi odlehlych pozorovani.
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V této préci jsme si predstavili dvé metody priizkumové analyzy dat slouZici k rychlému
posouzeni charakteristik dat jako je distribuce nebo korelace mezi dvéma proménnymi,
a také k odhaleni odlehlych hodnot, které jsou nutné pied samotnou analyzou vySetfit.
V prvni kapitole jsme si popsali boxplot, ktery je zndimym a Casto pouzivanym ndstrojem
vizualizace jednorozmérnych dat. Jeho vyhodou je pfedevsim jednoduchost a kompaktnost.
VyuZziva se hlavné pfi porovnavani vice skupin dat.

V dnesni dobé€ jsou vSak data ¢asto mnohorozmérného charakteru a boxplot je scho-
pen vykreslit pouze vztah mezi kategoridlnim a kvantitativnim proménnym, ne vSak
mezi dvéma kvantitativnimi promé€nnymi. Dvourozmérnym zobecnénim boxplotu je tzv.
bagplot, kterym jsme se zabyvali ve druhé kapitole. Nejprve jsme si popsali koncept po-
loprostorové hloubky zobeciiujici kvantily, na kterych byl zaloZen boxplot. Popsali jsme si
konstrukci bagplotu a ukdzali jsme, jak se dé graf sestrojit v @. Na z4vér jsme si uvedli
nékolik prikladl, na kterych jsme ilustrovali vyhody pouZiti bagplotu.

Mnohé metody detekce odlehlych hodnot vyzaduji, aby data byla z normélniho roz-
déleni. Jednou z hlavnich pfednosti bagplotu, a také boxplotu, je ten, Ze nepfedpoklada
normalitu v datech. Tyto diagnostické grafy lze tedy vykreslit aniz bychom museli napied
néco ovéfit a navic nam poskytuji uZite¢né informace ohledné zkoumanych dat. V pripadé
bagplotu ndm navic ¢ast bag ddvd predstavu o tom, jaky tvar maji nase data. PouZitim
statistického softwaru je konstrukce otdzka nékolika minut. Je tedy vhodné si je vykreslit
pred dal$im zkouménim dat. Cilem préace nebylo pouze grafy srozumitelné popsat, ale také
poskytnout stru¢ny navod, jak vykreslené grafy spravné interpretovat.

_3]-
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