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Predmluva

Metoda koneénych prvka (MKP) je univerzalnim nastrojem pro efektivni feseni rozmanitych
inzenyrskych problémi, které vyzaduji provadét vypocty v oborech ,teoretickych® inzenyrskych
disciplin jako je pruznost a pevnost, termomechanika, hydromechanika atp. K masivnimu roz-
siteni MKP doslo zacatkem 70-tych let. Od té doby ztstava MKP v popfedi zdjmu inzenyru,
matematika i fyzikt. Problémum spojenym s MKP je vénovano ohromné mnozstvi publikaci,
vznikaji rozsahlé programové systémy, konaji se ¢etné konference. Krasa MKP spociva v tom, ze
jejl podstatu lze vysvétlit na jednoduchém matematicky formulovaném modelovém problému.
To je také hlavnim cilem vyuky MKP v mezioborovém studiu matematického inzenyrstvi na FSI
VUT a MU v Brné. Zatimco ucebni text [30] Prof. RNDr. Alexandra Zeniska, DrSc. objasiiuje
matematické zaklady MKP, tento ,,doplnujici text se vénuje predevsim ,technologii“ MKP, tj.
pomérné detailnimu popisu ,realiza¢nich® algoritmu.

Ucebni text je rozélenén do ti{ kapitol zabyvajicich se algoritmizaci MKP postupné v jedné,
dvou a tfech prostorovych proménnych. Jedna prostorova proménnd zdaleka neumozinuje MKP
ukdazat svou ,,plnou silu“. Kapitola prvni mé proto vyznam piedevsim pedagogicky: prostied-
nictvim okrajového diferencidlniho problému druhého Fddu (tah-tlak osové naméhaného prutu)
a ¢tvrtého fadu (ohyb nosniku podle Kirchhoffovy teorie) jsou na jednoduchém definiénim oboru
(tisecka) objasnény viechny podstatné kroky MKP-algoritmizace: prechod od formulace klasické
(tj. diferencidni rovnice a okrajové podminky) k formulaci slabé, koneénéprvkovéd aproximace,
elementarni matice a vektory, sestaveni soustavy rovnic a zpracovani jejiho feSeni.
fadu (typu staciondrniho vedeni tepla) je diskretizovén nejdfive uzitim linearniho trojihelniko-
vého prvku. Podrobné jsou vysvétleny datové struktury popisujici triangulaci, zna¢nd pozor-
nost je vénovana sestavovacim algoritmim. Uvedena je také algoritmizace dvou nestacionarnich
uloh (vedeni tepla, kmitdni membrany), struéné je zminéna rovnéz tloha vlastnich éisel. Dis-
kretizace dvourozmérné tlohy pruznosti MKP demonstruje schopnost této metody vyporadat
se s problémem popsanym soustavou dvou parcidlnich diferencidlnich rovnic (Laméovy rov-
nice). Nésleduje popis nejpouzivanéjsich izoparametrickych trojihelnikovych a ¢tyitihelnikovych
kone¢nych prvku véetneé jejich aplikace na feSeni ilohy typu staciondrniho vedeni tepla. Problémy
realného svéta jsou nelinedrni, coz tento text zohlediiuje zafazenim popisu metod pro feseni
nelinedrnich 1loh diskretizovanych MKP (napiiklad pro ulohy typu nelinedrniho vedeni tepla,
staciondrniho i nestaciondrniho). Efektivni feseni konvekéné-difiznich tloh s dominantni kon-
vekel (KDUSDK) patii k nejobtizngjsim tlohdm numerické matematiky a MKP zde teprve v po-
sledni dobé za¢ind konkurovat zatim vice pouzivané metodé kone¢nych objemu (MKO). V tomto
textu je popsana: pro stacionarni KDUsDK upwind technika se souc¢asnym pouzitim jak MKO
tak MKP a pro nestacionarni KDUsDK metoda charakteristik v kombinaci s MKP.

Posledni kapitola uvadi tfirozmérné izoparametrické konecné prvky (Ctyfstény, pétistény
a Sestistény) a jejich pouziti demonstruje opét na problému typu stacionarniho vedeni tepla.

Kromé jiz zminéného ucebniho textu [30] 1ze z ¢esky psanych materidlu doporu¢it k hlubsimu
studiu knihy [10], [27], [22], [4], [28], [11], [23], [21] a skripta [14], [15]. Z programovych systému
MKP jmenujme alespoin ANSYS [1] a NEXIS [18] ¢eského puvodu. Pro vyukové ucely je velmi
vhodny PDE toolbox MATLABu [12].

Za chyby a prepisy, které se bohuzel ve skriptu jisté vyskytnou, se dopfedu omlouvam. Budu
vdécny vsem ¢tenadium, ktefi mé na né upozorni.

Brno, zai#{ 2000 Libor Cermak
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1. Jednorozmérné ilohy

Zakladni pojmy a oznaceni

Prostor funkci spojitgch v intervalu (0,¢) oznac¢ime C(0,¢). Podobné C(0,¢), C(0,¢)
a C(0,¢) postupné oznacuji prostory spojitych funkei v intervalech (0,¢), (0,¢) a (0, /).
Dale C*(0,¢), C*(0, ), C*{(0,¢), C*(0, ) oznacujf prostory funkef, které jsou v uvazovanych
intervalech spojité a maji v nich spojité derivace az do radu k vcetné. Prostor funkci po
¢astech spojitych v intervalu (0, ¢) oznac¢ime PC(0, /). Pritom f € PC(0,{) znamend, ze
existuje déleni 0 = tg < t; < --- < t, = ¢ takové, ze f € C(t;_1,t;) a ze existuji koneéné
jednostranné limity lim, ., ¢ f(z) a lim, ., f(x), i = 1,...,n. Symbolem PC*(0,¢)
znacéime prostor funkei, které jsou v intervalu (0, £) spojité spolu se svymi derivacemi az do
radu k—1 vcetné, a jejichz k-td derivace je v intervalu (0, ¢) po ¢astech spojitéd. Lebesguetiv
prostor funkei integrovatelnych s kvadratem v intervalu (0, ) oznac¢ime Lo (0, £). Symbo-
lem H*(0, /) oznacime Soboleviiv prostor funkei f takovych, ze f, f',..., f®) € Ly(0,0).
Je pftirozené polozit H°(0,£) = Ly(0,f). Ztejme PC*(0,¢) C H*(0,¢). Je znamo, 7e
H*(0,¢) C C*1(0, (), a proto se nedopustime zadné velké nepiesnosti, kdyz si pod funkcf
z prostoru H*(0, ¢) budeme piedstavovat funkci z prostoru PC*(0, ¢).

1.1. Okrajovy problém pro ODR2

a) Klasicka formulace
Nasim cilem je nalézt funkci

u(z) € C*(0, () (1.1)
vyhovujici diferencialni rovnici

i) qu=f v (0,0) (1.2)
a splitujici v bodé z = 0 bud'to okrajovou podminku

u(0) = go (1.3a)
nebo okrajovou podminku

p(0)u'(0) = agu(0) — fo, (1.3b)
a v bodé x = ¢ bud'to okrajovou podminku

u(l) = go (1.4a)
nebo okrajovou podminku

—p(O'(€) = au(t) — B (L.4b)



Okrajové podminky (1.3a) a (1.4a) se nazyvaji Dirichletovy, okrajova podminka (1.3b)
resp. (1.4b) se pro ap = 0 resp. oy = 0 nazyva Neumannova a pro ag # 0 resp. oy # 0
Newtonowva.

Uloha (1.1)—(1.4) muze popisovat napiiklad problém tahu—tlaku prutu, tedy prutu
naméhaného pouze tahem popiipadé tlakem. V tom pripadé je u(z) posunuti sttednicové
cary prutu, p(z) = E(x)A(z), kde E(z) je Younguv modul pruznosti a A(z) je plocha
prufezu prutu, ¢(z) je mérny odpor podlozi, na némz prut spoc¢ivd, f(x) je intenzita
zatizeni, gg, g jsou predepsand posunuti koncu prutu, ag, oy jsou tuhosti pruzin v kon-
covych bodech prutu a fy, B¢ jsou zadané sily pusobicich na koncich prutu. Tataz uloha
popisuje také pruhyb tenkého prutu, nékdy se také hovoii o pruhybu struny.

Jinou aplikaci popsanou formélné stejnymi rovnicemi a okrajovymi podminkami je
napiiklad staciondrni iloha vedeni tepla v tyéi. Pak u(z) je teplota, p(x) je koeficient
tepelné vodivosti, ¢(z) je koeficient ptestupu tepla ,povrchem® tycée do obklopujictho
prostiedi, f(z) = f, + qu. je souc¢tem tepelného zdroje f,(x) a tepelného toku qu, (ue(x)
je teplota obklopujici ,povrch® tyce), go, ge jsou predepsané teploty okraju tyce, ag, oy
jsou koeficienty prestupu tepla okraji tyce a (g, By jsou zadané tepelné toky na okrajich
tyce. Rovnice (1.2) pak ma tvar

—(pu) + qlu — ue) = f..

Newtonovy okrajové podminky se v 1loze vedeni tepla obvykle pisi ve tvaru

p(0)u'(0) = ap(u(0) —uo),  —p(O)u'(€) = ce(u(l) — uy),

kde ug, u, jsou teploty okoli koncu tyce.

Uloha (1.1)—(1.4) muze byt modelem i pro jiné problémy, napiiklad z oblasti po-
tencialniho proudéni tekutin, elektrostatického potencialu atd.

Funkci v € C%(0, £), vyhovujici rovnici (1.2) a spliujici jednu z okrajovych podminek
(1.3) a jednu z okrajovych podminek (1.4), nazveme Fklasickym reSenim tlohy (1.1)—
(1.4). Pro existenci klasického feseni je tieba predpokladdat dostatetnou hladkost dat,
tedy splnéni ,, podminek hladkosti“

p € CH0,0), q,f € C{0,0). (1.5a)

Daéle budeme v souladu s fyzikalnim vyznamem dat predpokladat splnéni ,,fyzikalnich
podminek“

p(z) > po >0, qg(xr) >0v(0,0), ag >0, ap > 0. (1.5b)
Pro jednoznacnost feSeni je tieba jesté pripojit ,, podminky uloZeni®, a sice ze

je splnéna alespon jedna z nasledujicich tii podminek :

a) plati bud'to okrajova podminka (1.3a) nebo (1.4a); (150

b) q(z) > go > 0 na casti intervalu (0, £);

¢) ap > 0 nebo ay > 0.

Jsou-li tedy splnény podminky (1.5), ma dloha (1.1)—(1.4) jediné feSeni.



Poznamka 1. Neni-li splnéna zadnd z podminek (1.5¢), je tloha (1.1)—(1.4) tvaru
—(pu) =1 p0)W(0) = =B, —pO)u'(l) =—F (1.6)

a nazyva se Neumannova tloha. Jeji TeSeni je

z(x)
ux:C'—I—/—d:E, kde z(x x) = —p, / 1.7
(z) (@) (x) = p()u'( o— | [f(s (1.7)
a kde C' je libovolna konstanta. Jestlize —z(¢) = —p(0)u'(£) = —p, tedy je-li splnéna
podminka rovnovdhy

¢
ﬁo+ﬂg+/ f(s)ds =0, (1.8)
0

mé Neumannova uloha (1.7) nekoneéné mnoho feseni navzdjem se lisicich o konstantu
C'. Pokud vsak podminka rovnovahy (1.8) splnéna neni, Neumannova tloha (1.6) feseni
vibec nemd. [

b) Slaba formulace

Funkci v € C*{0,f) nazveme testovaci, je-li rovna nule v tom krajnim bodé inter-
valu (0,/), v némz je predepsana Dirichletova okrajovd podminka. Pro konkrétnost se
omezime na okrajové podminky (1.3a) a (1.4b), takze testovaci funkce v spliuje v(0) = 0.
Nésobme rovnici (1.2) testovaci funkei v a integrujme pres (0,¢). Integraci per-partes
¢lenu fog[—(pu’)’]v dz a naslednym uzitim okrajové podminky (1.4b) a vztahu v(0) = 0
obdrzime

¢ ¢ ¢
/ fvdz :/ [—(pu') + qu]vde = —pu’vlzé + / [pu'v' + quov] dz =
0 0 0

= [agu(l) — Bev(€) +/O [pu'v’ + quo) dz.

Odvodili jsme tedy, ze feseni u tlohy (1.2), (1.3a), (1.4b) musi spliiovat kromeé Dirichletovy
okrajové podminky u(0) = go také rovnost

¢
/ [pu'v' + quu] dz + apu(l / fodx + B(l) (1.9)
0

pro kazdou funkci v € C1(0,¢), v(0) = 0. Okrajovd podminka (1.4b) Newtonova typu,
kterd se stala soucasti integralni rovnice (1.9) a je tak automaticky splnéna, se nazyva
prirozenou okrajovou podminkou. Dirichletovu okrajovou podminku (1.3a), ktera soucasti
rovnice (1.9) nenf a jejiz explicitni splnéni proto musime vyzadovat, nazyvame podstatnou
nebo také hlavni okrajovou podminkou. Rovnice (1.9) je dobfe definovéna i v piipadé,
kdy funkce u a v jsou z prostoru X = H'(0, /). Testovaci funkce pak volime z prostoru
V ={v € X|v(0) = 0} testovacich funkci a Feseni u z mnoziny W = {v € X|v(0) = go}
pripustnych Teseni. Dale oznacime

¢
a(u,v) = / [pu'v" + quu] dz + apu(l)v(f),
0 (1.10)

L(v) = /o fvdx + Bev().



Pak tlohu
najit u € W splnujici a(u,v) = L(v) Yv eV (1.11)

nazyvéme slabou (nebo také wariacni) formulaci problému (1.2), (1.3a), (1.4b). Reseni
ulohy (1.11) nazveme slabym resenim. Zeslabené podminky hladkosti

p,q, f € PC(0,0) (1.5a’)

spolu s predpoklady (1.5b) a (1.5¢) zarucuji jednoznaénou existenci slabého teseni. Slaba
formulace méa v tloze tahu-tlaku prutu vyznam principu virtudlnich posunuti a samotné
testovaci funkce v € V maji vyznam virtudlnich posunuti du pripustnych feseni u € W.
Formulace problému zalozena na principu virtualnich posunuti je obecnéjsi nez formulace
popsand diferencialni rovnici. Je tomu tak proto, ze ,diferencidlni formulaci“ (1.2), (1.3a),
(1.4b) lze pti platnosti podminek (1.5a) a pro u € C?%(0,¢) odvodit z formulace slabé
postupem opacnym k tomu, jimz jsme ziskali rovnost (1.11).

Poznamka 2. Uvedme si tvar V, W, a(u,v) a L(v) pro vSechny mozné kombinace okra-
jovych podminek.
(aa) Okrajové podminky (1.3a), (1.4a)

V= {oe X |u0) = o(t) =0}, W ={ve X|0(0) = go, v(t) = ),
¢ 1.12aa
a(u,v) /[puv + quv]d L(v):/o fode. ( )

(ab) Okrajové podminky (1.3a), (1.4b)
V={veXv(0)=0}, W={veX][uv(0)=g},

1.12ab
a(u,v) / [pu'v" + quu] dx + apu(f)v(€), L(v) = /E fvodz + Bew (). (1:122b)
0
(ba) Okrajové podminky (1.3b), (1.4a)
V={veX[v()=0}, W={veX[v(l)=gd,
¢ ¢ (1.12ba)
a(u,v) = / [pu'v’ + quou] dz + apu(0)v(0), L(v) = / fudx + Bov(0) .
0 0
(bb) Okrajové podminky (1.3b), (1.4b)
V=X, W=X,
¢
= V' d 0)v(0 (L
a(u,v) /o [pu'v" + quu] dz + apu(0)v(0) 4+ apu(€)v(l), (1.12bb)

¢
_ / Fodz + Bov(0) + Beu(l).
0

Ve vsech téchto ¢tytech pripadech je zarucena jednoznacnd existence slabého feseni tlohy
(1.11). O



Poznamka 3. Jak jsme jiz uvedli, v tloze tahu-tlaku prutu ma 5y resp. B, vyznam sily
a ag resp. oy ma vyznam tuhosti pruziny pusobici v levém resp. pravém konci prutu. Ve
slabé formulaci je téinek sil reprezentovén jejich virtualni praci Sov(0) resp. Spv(¢) jako
soucast virtualni prace L(v) vnéjsich sil a vliv pruzin je zohlednén zapoé¢tenim virtudlnich
praci apu(0)v(0) resp. apu(€)v () do virtudlni prace a(u, v) vnitinich sil. Je proto pfirozené
ocekavat, ze sila 3. pusobici ve vnitinim bodé ¢ prispéje k virtualni praci vnéjsich sil praci
Bev(c) a pruzina tuhosti a, umisténd ve vnitinim bodé ¢ ptispéje k virtudlni préaci vnitinich
sil praci a.u(c)v(c). Ukazme si, ze tomu tak skutecné je. Bodové zatizeni 3, 1ze povazovat
za idealizované vyjadieni spojitého zatizeni intenzity f.(x) = [./2¢ pusobiciho na useku
(c —e,c+¢€), kde £ je velmi malé ¢islo. Pak totiz fog fedx = [, a soucasné uzitim véty
o stfedni hodnoté pro v € C(0, ) dostaneme lim._,q f(f fevda = Bev(c). Zceela analogicky
lze bodovy uc¢inek reprezentovany pruzinou o tuhosti a,. povazovat za idealizované spojité
pruzné ulozeni na tseku (¢ —e, c+¢), na kterém intenzita pruzného odporu ¢.(x) = a./2e.
Pak f(f ¢- dz = a, a soucasné lim, . fog g-uv dx = aqu(c)v(c).

Jsou-li ; sily a a; tuhosti pruzin pusobicich v bodech ¢;, muzeme a(u,v) a L(v) zapsat
ve tvaru

¢
a(u,v) = /o [pu'v" + quv] do + Z azu(e;)v(e),
. i (1.13)
L(v) = /o fvdz + Z Biv(ci) ,

pficemz v zévislosti na okrajovych podminkéch, v souladu s (1.12), jsou do >, a;u(c;)v(c;)
zahrnuty také cleny aou(0)v(0), apu(f)v(€) a do >, Biv(c;) také cleny [Byv(0), Bev(L).
Piislusné slabé fesenf tlohy (1.11) existuje a je uréeno jednoznacné. Uloha (1.11) pro
a(u,v), L(v) podle (1.13) a V., W podle (1.12) ma vyznam i pro jiné aplikace nez je tloha
tahu-tlaku prutu. Tak napfiklad v tloze vedeni tepla reprezentuje 5; — a;u(c;) intenzitu
bodového tepelného zdroje pusobiciho v bodé ¢;. Vyse zminénou tlohu lze vsak uvazovat
také zcela abstraktné, bez vztahu ke konkrétni technické aplikaci. Pfitom z pfedpokladu
q > 0, viz (1.5b), dostdvame pro zaruceni existence slabého feseni pozadavek «; > 0 ve
vSech bodech ¢;, pro jednoznacnost slabého teSeni staci v ptripadé okrajovych podminek
(1.3b), (1.4b) a pro ¢ = 0 zadat «; > 0 alespon v jednom bodé ¢;. Pro tlohu (1.13) tedy
dostavame fyzikalni podminky

p(x) >po >0, glx) >0v {(0,¢), a; >0 pro vSechna i, (1.5b%)
a podminky ulozeni vyzadujici, ze

je splnéna alespon jedna z nasledujicich tii podminek :

a) plati bud'to okrajovd podminka (1.3a) nebo (1.4a); (150)
.5

b) q(x) > qo > 0 na ¢ésti intervalu (0, £);

¢) a; > 0 pro néjaké i. O

10



Poznamka 4. Dirichletovu okrajovou podminku u(0) = go resp. u({) = g, lze ptiblizné
realizovat pomoci Newtonovy okrajové podminky

p(0)u'(0) = ao[u(0) — go] ~ resp. = p(O)u'(£) = aplu(l) — g
pro velké ag resp. oy . Tuto skutecnost si ilustrujme na dvou prikladech.

a) V tloze tahu-tlaku prutu se nejcastéji setkavame s homogenni Dirichletovou okra-
jovou podminkou u(0) = 0 resp. u(¢) = 0. Je ziejmé, Ze nulové posunuti lze zajistit
pripojenim piislusného konce prutu k velmi tuhé pruziné, coz odpovidéa velké hod-
noté «q resp. ay.

b) V tloze vedeni tepla mé «q resp. ay vyznam koeficientu ptestupu tepla. Cim vetsi
je hodnota tohoto koeficientu, tim vice se teplota u(0) resp. u(¢) pfiblizi k teploté
okoli, kterou reprezentuje pravé gy resp. gs.

Ukazuje se tedy, ze pii feseni praktickych tloh plné vystacime s okrajovymi podminkami
(1.3b) a (1.4b), takze se muzeme zabyvat tlohou (1.11) pouze pro

V=W=X (1.14)

a pro a(u,v) a L(v) uréené rovnicemi (1.13). Jsou-li splnény podminky (1.5a’), (1.5b%)
a (1.5¢:b-¢), ma tuloha (1.11), (1.13), (1.14) pravé jedno slabé feseni. [
c) Metoda kone¢nych prvku

Na intervalu (0, /) zvolime déleni 0 = zyp < x1--- < zxy = ( a na kazdé dsecce
(x; 1, ;) délky h; = x; —x;_1 hleddme priblizné teseni U(z) ve tvaru linedrniho polynomu
prochéazejiciho body (z;-1,U;—1) a (z;,U;), takze
T, —x Tr— T

hi hi

Funkce U(x) je tedy na celém intervalu (0, £) po édstech linedrni funkei uréenou predpisem

U(z) = Uiqwi—q1(z) + Uywi(z), kde w;_1(x) = wi(x) =
mwzzmm@ (1.15)

kde w;(x) se jsou tzv. bdzové funkce, linedarni na kazdé visecce (zy_1,xx) a takové, ze

(z;) 1 proi =7,
! 0 pro i # j.

Y

Ti—1 x; Tiy1 TN-1 xy =/

Obr. 1.1. Linearni Lagrangeovy bazové funkce
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Usecku (x)_1, k), na které je definovana linedrni funkce urcend svymi hodnotami
v uzlech z,_1 a xp, nazyvame linedrnim Lagrangeovym konecénym prvkem nebo také ele-
mentem. Necht h = maxj<;<y h; je délka nejvétsiho dilku déleni {z;}Y,. Prostor viech
po castech linedrnich funkci (nebo-li linedrnich splajni) oznacéme Xj. Ziejmé X, C X
je prostor dimenze N + 1 s bazi {w;(z)}Y,. Necht V;, = VN X}, a W), = W N Xj,. Pak
piiblizné feseni U, tzv. MKP-slabé tesent, obdrzime z diskrétni slabé (variacni) formulace

najit U € W, splaujici a,(U,v) = Lp(v) VYo € V. (1.16)

Ptitom index h pii ap (U, v) resp. Ly(v) znaci, Ze integral foz [pU"v' 4+ qUv] dz v a(U, v) resp.
f(f fvdx v L(v) pocitdme numericky vhodnou kvadraturni formuli. Predpokladejme, ze
a(u,v) a L(v) je tvaru (1.13) a ze uzly z; déleni jsou zvoleny tak, aby piipadné body ne-
spojitosti funkci p, ¢, f jakoz i pusobisté ¢; bodovych uc¢inku byly umistény praveé v téchto
uzlech. Déle predpokladejme ¢; = x; s tim, ze pokud v uzlu x; ,sila“ resp. ,pruzina“
nepiisobi, klademe 3; = 0 resp. a; = 0. Oznacime-li I*(¢p) piiblizné spoétenou hodnotu

Tk .
o pdz, je
N N
ap(U,v) = Z IF(pU'v' + qUv) + Z a;U(z)v(x;),
k=1 i=0
N N (1.17)
L(v) =Y I*(fo)+ ) Biv(w).
k=1 i=0
Zvolime-li v (1.16) v = w;, pak proi =1,..., N — 1 dostaneme
I'(pU'w;) + I'(qUw;) + I (pU'w;) + I (qUw;) + iUy = (1.18)

I'(fw) + I (fw;) + B,

nebot pro x & (z;_1,7;+1) je wi(z) = 0 a w;(x;) = 1. Pro priblizné feseni U a bazovou
funkci w; plati

U= Ui1xih_i - + Uz'x _hfi_l, w; = %ﬁcz_l na (r;_1, ;),
(1.19)
Tig1 — T Tr—; Tit1 — T
U=U—"——+4+Ujy1——, w;,=——— mna (T, Tiy1).
hisa 1 hin iy < +)
Odtud
U —U;_ 1
U = Tla w; = s na (-1, ),
0 U . (1.20)
U=t L= na (r;, Tiy1) .
hiya hiya ( +1)

I*(pU'w}) spocteme obdélnikovou formuli, I*(qUw;) a I*(fw;) formulf lichobé&znikovou.

Protoze funkce ¢ a f mohou byt v uzlech z; nespojité, oznacme jejich limity v bodé z;
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zleva ¢;_ a f;_ alimity zprava ¢;; a f;,. Uzitim (1.19), (1.20) a oznaceni Pi-1 = p(xi—%hi),
Pyt = p(x; 4+ 3hi1) vyjadifme

U-U-~ 1 Ui — Ui
hi hi Pis h; ’

; Ui — U, 1 Ui — U,
I +1(pU’w§) = hi+1pi+% (— hiﬂ) (_ - ) = pi-i—%hi-i_l)
i+1 i+1 i+1

I' (PU,UJ;) = hz‘pi—%

[i(qUwi) = %hi[Qifl,JrUifl 0+¢q U - 1] = %hiqifUia
[Hl(qUwi) = %hiJrl[QiJrUi 14+ qiv1,-Uigr - 0] = %hz’+1qz‘+Ui,
I'(fw;) = [ fica -0+ fim - 1] = 3hifie,

'Y fws) = Shivalfiv - 1+ fisr— - 0] = 3hia fiy-

Dosadime-li odtud do (1.18), obdrzime

Ui — U1 U—=Us
pii———— + P 1——— + 5[hiGi- + hit1¢:)Ui + ;U; =
= b b2 e (1.21-9)
= 2[hific + higa fir] + Bi
prot=1,..., N — 1. Podobné odvodime
Uy —U
pL 0h1 Lt sh1qo+Uo + aoUp = 3h1 for + Bo (1.21-0)
proi=0a
Uy —Un_
pN%% + shngv-_Un + anUy = shy fn- + By (1.21-N)
N

pro i = N. Soustava rovnic (1.21) m& symetrickou pozitivné definitni a tedy reguldrni
matici. Reseni Uy, . .., Uy soustavy rovnic (1.21) uréuje MKP-slabé feseni U(z). Pro chybu
u — U a jeji derivaci plati za predpokladu u € C?%(0,¢) odhad

47

& N = O(n2i -
11;1;;}}(\7“_?%85;“ dxj(u U)=0(h"7) pro j=0,1. (1.22)

Poznamka 5. Necht v uzlu z;, i € I C {0,..., N}, je piedepsdna vazba u(z;) = g;. Pak
v souladu s poznamkou 4 muzeme uzit ,pruzinovou techniku®“ a zvolit o; = kK, 5; = kg;
pro ¢ € I, kde « je velké ¢islo. Jinou moznosti je nasledujici ,elimina¢ni postup*:

a) vypustime rovnice piislusné proménnym U, i € [;

b) ve zbyvajicich rovnicich dosadime U; = g; a ¢leny obsahujici g; prevedeme na pravou
stranu;
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c¢) vzniklou soustavu rovnic pro neznamé Uj, j € {0, ..., N} — I, vyfesime.

Eliminaéni technika je ekvivalentni wloze (1.16) pro V,, = {v € X, |v(z;) = 0 Vi € I},
Wy={veX,|v(x)=9¢;Viel}. O

Poznamka 6. Necht u je slabé feseni tlohy (1.11), ve které p je funkce po ¢astech
konstantni a ¢ = 0. Zvolme déleni {z;}¥, intervalu (0, £) tak, aby mezi jeho uzly patiily
body nespojitosti funkce p a pusobisté ¢; sil a pruzin. Pak MKP-slabé reseni tlohy

najit U € W, spliujici a(U,v) = L(v) Yv €V},

nabyva v uzlech stejnych hodnot jako slabé resenti, tj. plati U(x;) = u(z;) proi =0,...,N.
Diikaz. Plati a(§,w;) = 0 pro § = u — U. Necht p' oznacuje konstantni hodnotu funkce p

na intervalu (z;_1, ;). Proi=1,..., N — 1 integraci per-partes dostaneme
x; ) Ti+4+1 .
0= a(d,w;) :/ p'o'w; dz +/ p oW, dr + a;d; =
Ti—1 Ty
is | i+l s [T
=p'dw; +p' oW, + a;6;
Ti—1 Tq
nebo-li
0; — 0 L 10; — 0;
1714_ Z+17+1+ai5i:0’

e Thia
kde §; = u(z;) — U(x;). Podobné dostaneme

150 - 51
hy

Y% +OZO(50:O

proi =0 a

N5N - 5N71

hN —f-OéN(SN:O

pro i = N. Soustava linedrnich rovnic pro neznamé §; ma regularni matici a protoze pravé
strany jsou nulové, je ¢; = u(x;) — U(x;) =0,i=0,...,N. O
Slabé feseni u na intervalu (z;_1, ;) lze dopocitat Fesenim ,lokéaln{ tlohy*

—p'u”" = f' prox € (2, 1, 15), w(@i-1) = U1, u(z;) =U;

kde fi(x) je restrikce funkce f(x) na interval (x; 1, z;).

Praveé uvedeny postup umoznujici ziskat , presné“ feseni, napiiklad ulohy tahu—tlaku
prutu, je inzenyrum dobfe znam a standardné se pouzival pii feSeni prutovych soustav
tzv. diferencni metodou jesté v éfe pred nastupem metody koneénych prvku. f:_l flode,
které vystupuji na pravych stranach soustavy rovnic definujicich MKP-slabé feseni U, se
spocitaji snadno, nebot funkce f? byva jednoduchd, nejcastéji konstantni nebo linedrni.
Z téhoz duvodu lze snadno vytesit i prislusné lokalni ulohy. [
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Poznamka 7. Soustavu rovnic (1.21) pro neznamé parametry Uy, ..., Uy jsme sestavili
primo, z rovnic a,(U,w;) = Lp(w;), i = 0,..., N. Ukdzeme si nyni jiny postup, v MKP
standardné pouzivany, zalozeny na pouziti tzv. elementarnich matic a vektoru.

Necht v(z) = SN 0wi(x) € Vi je libovolnd testovaci funkce (tj. ©; = v(z;) je
libovolné ¢islo) a U(z) = Zﬁio Aywi(x), A; = U, je MKP-slabé teseni. Pak z (1.16)
plyne

N N N
0=a,(U,v) — Lp(v) = ar(Y_ Ajw;, Y Ouw;) — Ly Owy) =
j=0 i=0 i=0
N N (1.23)
= Z @z Zah(wj,wi)Aj — Lh(wl) = @T [KA — F] s
7=0

kde @ = (Op,...,0On)", K = {kij}]i_ pro kij = an(w;,w;), A = (A, ..., Ayx)" a F =
T . - . . , , .
0y« i i) )
(F Fn)* pro F; = Lp(w;). Protoze © je libovolny vektor, musi platit

KA =F. (1.24)

Rovnice této soustavy jsme jiz odvodili, jsou to postupné rovnice (1.21-0), (1.21-i) pro
i=1,...,N —1a(1.21-N). Matice K byva oznacovana jako matice tuhosti a vektor F
jako vektor zatiZeni. Toto pojmenovani pochazi z prvnich aplikaci MKP v pruznosti a stalo
se univerzalnim oznacenim pro matici soustavy a pro vektor pravé strany v soustavé rov-
nic vzniklé diskretizaci jakékoliv ulohy MKP. Soustavu rovnic (1.24) sestavime pomoci
tzv. elementdrnich matic tuhosti K' a elementdrnich vektori zatizeni F* pifslusnych ele-
menttm (z;_1,7;), i = 1,..., N. Oznacme w'(z) = w;_(x), wi(x) = wi(z), O} = O;_4,
0L, =0,;, Al = A, 1, AL = A;. Pak na (z;_1,z;) je

I'(pU'') = I'([©jw) + Ows)'p [Ajw; + Ayws)) =

(o ey (DO DTN () gy

J) I([ws)plws)) ) \A,

i (O] a Pl 1 -1 i (A
@—(@Q’ K= (_1 1) o A_(Aé |

Podobné odvodime

kde

i 1@i1TTe2 A G 2 _ 13 [ qi-1+ 0

I'(qUv) = [@'] K“A", kde K —2hz( 0 qi_),
polozime K’ = K" + K™, a dale odvodime

I'(fv) = [©"F, kde F'=in (f?1,+> :
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7, rovnice

=an(U,v) = Ln(v) =
N
Z[z U/’U/—l-qUU _'_ZOQ xl xl ] [Z[Z fo Z ( ) =
1=1 =0 =0
N N
Z TK'A"—F] + Z O;[a; A — Bi]
i=1 i=0
a rovnice (1.23) dostaneme rovnost
N N
©" KA —F| =) [0 K'A" - F|+ > 60imA; - 5, (1.25)
i=1 i=0

z niz plyne postup, jak pomoci elementarnich matic K* = {k 7 s—1, lementéarnich vek-
torit F! = (F, FO)T a ¢&lsel oy, f; sestavit globalni matici K a globalnl' vektor F: staci
srovnat ¢leny se stejnymi indexy u parametru © a A (pro urceni prvkua matice K) nebo
jen u parametru © (pro urceni prvku vektoru F) na levé a na pravé strané rovnice (1.25).
Soustava rovnic (1.24) se symetrickou tfidiagonalni matici je tvaru

ap bo 0o 0 ... AO FO

b() aq b1 0o ... Al Fl

0 b1 a9 bg C A2 F2
bn—2 an—1 bn_1 ANy Fn_y

0 bN_1 an AN FN

a pro jeji nenulové koeficienty odvodime

ag = k?h‘f‘()é(), bo :k’b, F() :Fll‘l‘ﬂ(),
ai:kjéZ—l_ki—{l—'_aia bzzki;{) E:F2Z+Fll+1+627 Z.:]-a"')N_la
ay = k3 + ay, Fy=Fy + 0n.

Snadno ovéfime, ze jsme opravdu dostali rovnice (1.21).
Jestlize chceme pro g = 0 ziskat U(x;) = u(x;) presné, viz poznamka 6, musime pii
vypoctu F? integrovat presné. Pro fi(x) = f! na elementu konstantni dostaneme

Fi— 1p,f (1>

a pro linedrn{ f'(z) = f'(z;_1)wi(z) + f(z;)wi(x) obdrzime

i1y (2 (i) + ()
F' = §h; (fz(le>+2fz(xz)> O
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1.2. Okrajovy problém pro ODR4

a) Klasicka formulace
Hleddme funkci

u(z) € C*0, 1), (1.26)
ktera vyhovuje diferencidlni rovnici
(pu")" = (ru) +qu=f v (0,0). (1.27)

Pokud jde o okrajové podminky, nabizi se nam vice moznosti nez pro rovnici druhého radu.
V kazdém z krajnich bodu ¢ = 0 a ¢ = ¢ vybereme dvé z nasledujicich ¢ty podminek

u(c) = u, (1.28.1)
u'(c) = ¢, (1.28.2)
—vep(e)u”(c) = yeu'(c) — o, (1.28.3)
ve{[p(c)u"(c)] — r(c)d/'(c)} = acu(c) — B, (1.28.4)
kde vy = —1, v, = 1. V ttvahu ptichézeji jen nésledujici ¢tyii dvojice podminek,
podminky (1.28.1) a (1.28.2), (1.29.1)
podminky (1.28.1) a (1.28.3), (1.29.2)
podminky (1.28.2) a (1.284), (1.29.3)
podminky (1.28.3) a (1.28.4). (1.29.4)

Nejznaméjsi aplikaci, kterou tiloha (1.26)—(1.29) popisuje, je prihyb nosniku podle Kirch-
hoffovy teorie. V tom piipadé je u(z) pruhyb stfednicové ¢ary prutu, p(z) = E(z)I(x),
kde E(z) je Younguv modul pruznosti a I(z) je moment setrvacnosti, r(x) resp. ¢(z) je
mérny odpor podlozi branici natoceni resp. prihybu nosniku. Prava strana rovnice (1.27)
ma v tloze ohybu Kirchhoffova nosniku tvar rozdilu f(z) — m/(x), misto rovnice (1.27)
tedy mame rovnici

(pu")" — (ru) +qu=f—m v (0,0), (1.27)

pricemz f(x) je intenzita piicného silového zatizeni a m(x) je intenzita zatizeni ohybovym
momentem. Uzitim oznaceni ¢(x) = u/(z) pro natoceni stiednicové ¢ary prutu, M(x) =
—FE(z)I(x)u”(x) pro ohybovy moment a T'(z) = M'(z)+r(x)u'(x) —m(z) pro zobecnénou
posouvajici silu lze okrajové podminky (1.28) zapsat ve tvaru

1.28.1°
1.28.2°
1.28.3’

1.28.4

U(C) = U,
p(c) = e,
veM(c) = vep(c) — O,

(
(
(
—v.T(c) = aqu(c) — Be.. (

)
)
)
)
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Pritom wu, resp. ¢, je vhucené posunuti resp. natoceni, a, resp. 7. je tuhost pruzné vazby
proti posunuti resp. natoceni a (3, resp. d. je zatézujici sila resp. moment. Kazda dvojice
podminek (1.29.1)—(1.29.4) popisuje zpusob podepieni nosniku. Vetknuty okraj charak-
terizuji podminky u(c) = 0, p(c) = 0, prosté podepteny okraj podminky u(c) = 0,
M (c) = 0, posuvné vetknuty okraj podminky ¢(c) = 0, T'(¢) = 0 a volny okraj podminky
M(c)=0,T(c)=0.

Funkci v € C*(0, /), vyhovujici rovnici (1.27) a spliujici v kazdém koncovém bodé
jednu z dvojic okrajovych podminek (1.29), nazveme klasickym fesenim tlohy (1.26) —
(1.29). Pro existenci klasického Feseni je tfeba ptredpoklddat dostatetnou hladkost dat,
tedy splnéni ,,podminek hladkosti*

p € C*0,0), r e CH0,0), q, f € C(0,0). (1.30a)

Daéle budeme v souladu s fyzikalnim vyznamem dat predpokladat splnéni fyzikalnich
podminek*

p([L‘) ZpO > 07 T(:E) Z 07 Q(ZL') Z 0v <O7£>’ (&%) Z 07 BO Z Oa Qy Z 07 BE Z 0.
(1.30b)

Pro jednoznacnost TeSeni je tfeba jesté pripojit ,,podminky ulozeni®“. Existuje cela tfada
rovnhocennych podminek ulozeni, uvedme si nékteré z nich:

a) v jednom z koncovych bodu jsou piedepsany budto podminky
(1.29.1) nebo podminky (1.29.2) s 7. > 0 nebo podminky
(1.29.3) s a. > 0 nebo podminky (1.29.4) s a. > 0, 7. > 0;

b) v obou koncovych bodech jsou piedepsany budto podminky
(1.29.2) nebo podminky (1.29.4) s a,. > 0;

c¢) v jednom koncovém bodé jsou piedepsany budto podminky (1.30c)
(1.29.2) nebo podminky (1.29.4) s a. > 0 a ve druhém koncovém

bodé jsou predepsany bud'to podminky (1.29.3) nebo podminky

(1.29.4) s 7. > 0;

d) na ¢asti intervalu (0, ¢) plati soucasné r(x) > ro > 0, g(x) >
qo > 0.
Jsou-li tedy splnény podminky (1.30), ma tloha (1.26) - (1.29) jediné fesend.

b) Slaba formulace

Funkci v € C*(0, £) nazveme testovaci, jestlize v(c) = 0 v tom krajnim bodé ¢, v némz
je predepsdna podminka (1.28.1), a jestlize v'(d) = 0 v tom krajnim bodé d, v némz je
predepsana podminka podminka (1.28.2). Abychom byli konkrétni, zvolime si okrajové
podminky

u(0) = ug,  u'(0) = ¢y, (1.31.a)
—p(O)u" (0) = ~vpu'(€) — 0y, [p(O)u" (0)]) — r(0)u'(€) = apu(l) — By,  (1.31.b)
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pro které testovaci funkce spliiuje v(0) = v'(0) = 0. Rovnici (1.26) vynasobime testovaci
funkef v a integrujme pies (0, £). Integraci per-partes obdrzime

/o [f —qulvdz = /o [(pu")" = (ru')]vda =
={[p(x)u" (x)] = r(@)(2)}o(x)[ ) — plau” (@) (@) |12 + /0 [pu"v" + ru'v] dz =

:/o [pu"v" + ru'v'] da + [apu(l) — Belv(€) + [yeu' (£) — 6,0 (£).

Odvodili jsme tedy, ze feSeni u ulohy (1.26), (1.27), (1.31) musi spliiovat kromé okrajovych
podminek u(0) = ug, v'(0) = ¢o také rovnost

¢
/ [pu”"v" + ru'v’ + quou] dx + apu(f)v(l) + yeu' (V' (£) =
0 (1.32)

l
:/ fodz + Bev(l) + §v'(z)
0

pro kazdou funkci v € C?(0,¢), v(0) = 0, v/(0) = 0. Okrajové podminky (1.31.b), které
se staly soucasti integralni rovnice (1.32) a jsou tak splnény automaticky, se nazyvaji
prirozené okrajové podminky. Okrajové podminky (1.31.a), které soucasti rovnice (1.32)
nejsou a jejichz explicitni splnéni proto musime vyzadovat, nazyvame podstatné nebo také
hlavni okrajové podminky. Pro rovnici (1.27) obecné jsou podstatné okrajové podminky
(1.28.1) a (1.28.2) a prirozené jsou okrajové podminky (1.28.3) a (1.28.4). Rovnice (1.32)
je dobie definovdna i v pifpadé, kdy funkce u a v jsou z prostoru X = H?(0, £). Testovaci
funkce pak volime z prostoru V' = {v € X|v(0) = ¢'(0) = 0} testovacich funkei a feseni u
z mnoziny W = {v € X|v(0) = up,v'(0) = ¢o} piipustnych feseni. Déle oznacime

¢
a(u,v) = / [pu""v" + ru'v' + quou] dx + apu(€)v(l) + yeu' (€)' (£),
0

e (1.33)
L(v) = / fodz + Bev(l) + 60’ (£).
0
Pak tdlohu
najit u € W splnujici a(u,v) = L(v) Yv eV (1.34)

nazyvame slabou (variacni) formulaci problému (1.26), (1.27), (1.31). Zeslabené podminky
hladkosti

D, raqaf S PC(O,E) (130&’)

spolu s predpoklady (1.30b) a (1.30c¢) zarucuji jednoznacnou existenci slabého feseni. Slaba
formulace ma v tloze ohybu nosniku vyznam principu virtualnich posunuti stejné jako
v uloze tahu-tlaku prutu. Slaba formulace je obecnéjsi nez formulace popsand diferencialni
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rovnici. Je tomu tak proto, ze ,diferencialni formulaci“ (1.27), (1.31) lze pii platnosti
podminek (1.30a) a pro v € C*(0, £) odvodit z formulace slabé postupem opa¢nym k tomu,
jimz jsme ziskali rovnost (1.34).

Poznamka 8. Pro rovnici (1.277) a okrajové podminky (1.28’) obsahuje L(v) navic ¢len

f(f muv’ dz. Pusobi-li kromé toho v bodé ¢; sila 3;, moment ¢;, pruzina o tuhosti «; proti
pruhybu a pruzina o tuhosti «; proti natoceni, muzeme a(u,v) a L(v) zapsat ve tvaru

0
au) = [ v s+ quel o+ fasule)ole) + (@) (@)
) i (1.35)
L(v) = /0 [fo+mv']de + Z[BZU(CZ) + 60" (¢;)].

Protoze podstatné okrajové podminky mohou byt piiblizné vystizeny pomoci podminek
prirozenych,

u(c) =u, pomoci  —v.T(c) = acfu(c)—u], . velké,

(,D(C) = Pe pomoci VCM(C) = '70[90(0) - (Pc] ) Ve Velké)
budeme se v dalsim zabyvat tlohou (1.34) pro
V=W=X (1.36)

a pro a(u,v) a L(v) uréené rovnicemi (1.35). Pro jednozna¢nou existenci slabého feseni
staci napriklad predpokladat, ze alespon jedno z cisel ap, ay je kladné a soucasné ze
alespon dvé z ¢isel ag, ay, Yo, V¢ jsou kladna. [
c) Metoda kone¢nych prvku

Na intervalu (0, £) zvolime déleni 0 = zo < z; - -+ < xx = £ a na kazdé usecce (x;_1,x;)
délky h; = x; — x;_1 hleddme priblizné feseni U(z) jako Hermituv interpolacéni polynom
tietiho stupné urceny hodnotami U(z;—1), U(x;) a derivacemi U’ (x;—y), U'(z;), tj. diskre-
tizaci provadime uzitim tzv. kubického Hermitova konecéného prvku (elementu). Ziejmé
U € X, kde X;, € PC?*(0,4) je prostor kubickych Hermitovijch splagni. Kazdd funkce
v(z) € X, je jednoznacné urcena svymi hodnotami v(z;) a derivacemi v'(x;) v uzlech
{x;}¥ . X} je prostor dimenze 2(N + 1) a pro funkci v € X, plati

N

v(@) =Y To(a)wa(@) + ' (2:)wsin (@), (1.37)

i=0
kde {w;(z)}2 je baze v X, takze
1 proi=

’wzi(xj) = { 0 proi+j ) wéi(xj) =0,
1 proi=y

(1.38)
wéiﬂ(%‘) = { 0 proij

waiy1(r;) = 0.
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x
Yy ) &
X\ wi () woip1(T) X wan+1(x) <
. - T~ - T/4\ @
0=z x1 962—1\/% Tiy1 $N—1\/$N =/
Obr. 2-3. Kubické Hermitovy bazové funkce
Oznac¢ime-li
N N
an(U,v) = Z FpU™" + U + qUv) + Z[&zu(xz)v(xz) + i ()0 (23],
k=1 i=0
N N
Ly(v) =Y I*(fo+m) + > [B(z;) + 60 (x;)], (1.39)
k=1 i=0

kde I*(g) opét znaci numericky spocteny f;:_l g(z) dz, a polozime-li V,, = W), = X,, pak
diskrétni slaba (varia¢ni) formulace zni
najit U € W, splaujici ap(u,v) = Lp(v) Yo € V. (1.40)

Je-li v(z) = S22 ©wi(z) € Vi, libovolnd testovaci funkee a U(z) = S22 Ajw;(x)
MKP-slabé teseni, pak z (1.40) podobné jako v (1.23) dostaneme

0 =ay(U,v) — Ly(v) = ©'[KA — F), (1.41)
kde @ = (@0, .. .,@2N+1)T, K = {kz]}i]]\[;r()l pro kij = ah(wj,wl-), A = (Ao, .. .,A2N+1)T
aF = (Fy,...,Fon)? pro F; = Ly(w;). Matice K je symetrickd, sedmidiagon4ln{

(an(w;,w;) = 0 pro |j —i| > 3, jak plyne z definice a;,(U,v) a {w;(x)}2"", viz také

obrazky 2 a 3), a pii dostatecné presné numerické integraci je rovnéz pozitivné definitni
a tedy regularni. Vytesenim soustavy rovnic
KA =F (1.42)

ziskdme hledané parametry Aqg; = U(z;) a Agiy =U'(z4),i=0,..., N.

Matici K a vektor F sestavime pomoci elementdrnich matic K’ a elementdrnich vek-
tortt F? pifslusnych elementiim (i1, ;). MKP-slabé feseni U a testovaci funkce v je na
elementu (z; 1, z;) tvaru

Uz) = Z Atwi(z),  v(z) = Z Olw!(z),
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kde
All — U(l‘i71> = A2i727 (,_.)21 = 'U(xz'fl) = @21'*2 )
AZQ = U/(inil) = AQi*l s @Z2 = 'U,(xifl) = @21'*1 )
Aé = U(Jj‘z) = A2i7 @é == /U(xz) = @21'7
Al =U'(x;) = Doiy1 O} = v'(2;) = G211

jsou parametry a

wir) = Ny (‘” _]f) pro Nif€) =1-3¢"+2¢%
wh(e) = hilVy (9” _,f“) pro No(€) =€ — 262+ €,
wi(w) = N (“’ - x) pro  Ny(¢) = 3¢* - 2¢%
wi(r) = hilV, (‘” _,f) pro Ny(¢) = ¢ +¢°

jsou ,elementarni “ bazové funkce. Vyjadiime

4
]z‘(pU//U//) _ Iz Z NPZAZ wl // @z]TKzlAz
j=1
kde K" ={kj}j,1 pro kj =I'([w)]"p[wi]")
akde ©'=(6],05,050)" A= (A]AYALAT.
Podobné vyjadiime

4
TU, / — Iz Z@ Z @Z:ITKZQAZ

kde K2 - W fy pro K= I(fui]ruw]),
I'(qUv) = IZ(Z 0w} qz Awy) = [OTTK?AY,
j=1 =1
kde K"® ={ki}};,y pro ki =I(wquj),
polozime K = K" + K? + K®, a dale vyjadiime
4
fU _ [z Z@ @Z]TFZl
J=1
kde F' = (KL B ELENT pro B =l ),
Z @z z @z]TFﬂ
kde F* = (FfQ, F? B2 )T pro Fj? = I'([w)]'m)
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a polozime F' = F!' + F2. Jsou-li p(z) = p', r(z) =1, q(z) = ¢*, f(z) = f*, m(z) = m’
na (x;_1,x;) konstantni, snadnym vypoc¢tem obdrzime
12 6h; —12  6hy

Kil__
| —12 —6h; 12 —6h; |’
6h;  2h? —6h;  4h?
36 3h; 36 3k
T30k | 36 —3h; 36 —3h; |’
3hi —h? —3h; 4h?
156 22h; 54 —13h;
420 54 13h; 156 —22h; |’
—13h; —3h? —22h;  4h?
6 -1
; f'h; hi , - 0
lez Flzz i
12 6 | m 1
—h; 0

Jsou-li na elementu (z; 1, z;) funkce f(z) = f(z) a m(z) = m'(x) linedrni, pak
21f"(1) + 9" (a —6m’ (1) — 6m’(x
Fil — hi h1[3fl(9511) + QfZ(xzz) Fi2 — 1 m'(zy) — m'(a
60 9f (x}) + 21 f*(ab ’ 12 6m’(xh) + 6m'(x!
—hi[2f(a) + 3 (a3) —m'(z}) + m'(z)
Obecné vsak staci integraly pocitat jen priblizné formuli, ktera je presna pro polynomy
ttettho stupné. Lze proto pouzit Simpsonovu formuli

I'(g) = %hi[f(xifl) + 4f(xi—%) + f ()]

nebo Gaussovu formuli

I'(g) = $hilf (s — Lhi) + flw,_s + Lhy)),

H H H
DS NS NS NS
~— — —

H

kde z; 1 = x; — shi. Z rovnic (1.41) a (1.39) uzitim vySe uvedenych vyjddieni clent
I'(pU"v" + rU' + qUv) a I'(fv + mv') dostaneme rovnost
OTKA —F| =

ANy Z (1.43)
Z @ KZA FZ —I_ 2{622 Q; AQZ ﬁz] + @22+1[71A2z+1 —0; ]}

=0
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z niz plyne postup, jak pomoci elementarnich matic K* = {k ?,3:17 elementarnich vek-

tora F? = {Ff}ﬁzl a Cisel oy, B;, Vi, 0; sestavit globalni matici K a globalni vektor F: staci
srovnat ¢leny se stejnymi indexy u parametru © a A (pro urceni prvkua matice K) nebo
jen u parametru © (pro urceni prvku vektoru F) na levé a pravé strané rovnice (1.43).
Nésleduje algoritmus sestaveni matice K a vektoru F.

1) Matici K a vektor F vynulujeme.

2) Pro kazdy element (x; 1,z;), i = 1,..., N, definujeme ¢étyfi ¢isla Q(1)=2i — 2,
Q(2)=2i — 1, Q(3) =2i, Q(4) =2i + 1 a provedeme:
a) ki, pror,s =1,2,3,4 pricteme k prvku matice K s indexy [Q(r), Q(s)];
b) fipror=1,2,3,4 pricteme k prvku vektoru F s indexem Q(r).

3) Pro kazdy uzel z;, i =0, ..., N, provedeme:

a) «; pricteme k prvku matice K s indexy [2i, 2i];

b) v; pricteme k prvku matice K s indexy [2i + 1, 2i + 1];

¢) B; pricteme k prvku vektoru F s indexem 2i;
)

d) 0; pricteme k prvku vektoru F s indexem 2¢ + 1.

Protoze matice tuhosti K je symetricka a ma nenulové koeficienty jen v hlavni diagonéle
a ve tfech sousednich hornich a dolnich subdiagonéldch, staci sestavovat prvky k;; pro
j=1t,...,max(i+ 3,2N + 1).
Pro chybu u — U a jeji derivace plat{ za piedpokladu v € C*(0, ) odhad
47

 (ay — — 4—j -
11;1;;}}(\7“_?%85;“ d:pj(u U)=0(h""7) pro j=0,1,2,3.

Poznamka 9. Jestlize p(x) = p’ je na elementech (z; 1, ;) konstantni, r=¢=0, a jestlize
pii vypoctu prvki matic K4 a vektori Fi' a F2 pocitame integraly presné, je feSeni A
soustavy (1.42) pfesné, tedy plati U(z;) = u(z;), U'(x;) = u'(x;), i = 0,..., N. Dukaz
tohoto tvrzeni lze provést podobné jako jsme to udélali v poznamce 6. Slabé feSeni u na
intervalu (z;_1, z;) 1ze dopocitat fesenim lokalni dlohy

pru® = f —[ml) proz € (zi_1, ),
u(zio1) = AL u(xq) = AL, u(z) = AL, /(1) = AL,
kde fi(z) resp. m‘(z) je restrikce funkce f(x) resp. m(z) na interval (z;_y,z;). O

Poznamka 10. V tloze pruhybu nosniku se nékdy setkdvéame s pripadem tzv. kloubového
spojeni: dva nosniky spojené kloubem maji v kloubu stejny pruhyb, natoc¢eni obou nosniku
v kloubu jsou vSak na sobé navzdjem nezavisla a tedy obecné ruzna. Kloub ve vnitinim
bodé ¢ nosniku muzeme v MKP realizovat pomoci dvou geometricky totoznych uzla z; 1 =
xr; = c tak, ze

a) pro element (z;_1,z;) klademe K’ = 0 a F* = 0;
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b) parametry piislusné pruhybu v kloubu ¢ ztotoznime, tedy polozime Ay 5 = Ay,

@21'—2 = @2i-

Ztotoznéni parametru ovlivni tvar soustavy rovnic (1.42) zpusobem, ktery odvodime pro-
zkoumanim rovnosti (1.41):

1) tad matice K se o jednicku snizi :

a) tadek 2i — 2 pricteme k Fadku 2i a pak fadek 2i — 2 vypustime;

b) sloupec 2i — 2 pricteme ke sloupci 2¢ a pak sloupec 2i — 2 vypustime;
2) ve vektoru A vypustime prvek Ag; o;

3) ve vektoru F pricteme prvek Fy; o k prvku Fy; a pak prvek Fy; o vypustime. [

Poznamka 11. Vazbu u(z;) = u; resp. v/(z;) = ¢; lze realizovat bud'to ,pruzinovou
technikou“ tak, ze zvolime a; = K, B; = Ku; resp. v, = Kk, 0; = kyp;, kde k je velké
¢islo, nebo elimina¢nim postupem® zalozenym na tom, ze polozime ©,; = 0, Ag; = u;
resp. O9;,11 = 0, Ag; 11 = ¢; a odpovidajicim zpusobem upravime sestavovaci algoritmus
(rovnici 2i resp. 2i + 1 vypustime a sloupec 2i nasobeny u; resp. sloupec 2i + 1 nasobeny
p; odecteme od pravé strany). [

2. Rovinné ulohy

2.1. Zakladni pojmy a oznaceni

Oblasti budeme rozumét otevienou ohrani¢enou a souvislou mnozinu v euklidovském
prostoru R?. Oblast budeme znacit Q a jeji hranici 09 nebo také I'. Je-li hranice ob-
lasti €2 tvofena jedinym hladkym obloukem fekneme, Ze oblast €2 méa hladkou hranica.
Oblasti s hranici po ¢astech hladkou budeme rozumét oblast, jejiz hranice je sjednocenim
koneéného poctu hladkych oblouku (tj. kiivek se spojité se ménici tecnou). Oblast bez
srezi“ a ,bodu vratu“ nazveme reguldrni. Co minime fezem a bodem vratu je zfejmé
z obrazka 4 a 5. Polygonem budeme rozumét regularni oblast, jejiz hranice je sjedno-
cenim konecného poctu tsecek. Uzavér mnoziny M oznaéime M.

Obr. 4. Bod vratu Obr. 5. Rez
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Prostor funkci spojityich v Q oznacime C(Q). Symbolem C*(Q) ozna¢ime prostor funkef
spojitych v £ spolu se svymi derivacemi az do fadu k vcetné. Rekneme, ze funkce f je po
¢dstech spojitd v €, jestlize existuje

a) N >1 celé;

b)  oblasti Qi,...,Qn takové, ze Q = Uf\; Q;, N Q; =0 pro i # j;

C) funkce fla---afNa fz € C(Ql), f: fz A% Qia 1= 1,...,N.
Prostor viech po édstech spojitijch funkci budeme znacit PC(€). Symbolem PC*(Q)
ozna¢ime prostor véech funkei f takovych, ze f € C*¥1(Q) a D*¥f € PC(Q), kde D*f
oznacuje k-té derivace funkce f.

Lebesguetw prostor funkei integrovatelnych s kvadratem v €2 oznacime Lo (€2). Soboleviv
prostor vech funkei f takovych, ze f, Df,..., D*f € Ly(Q), oznacime H*(Q).

Je-1i S ¢ast hranice, pak prostor funkei spojitych na S oznac¢ime C(S) a prostor funkei
po ¢astech spojitych na S oznaéime PC(S).

Piipomeiime, ze PC(Q) C Ly(Q) a PC*(Q) € H*(Q). Proto funkce z prostoru PC(€2)
muze poslouzit jako pifklad funkce z prostoru Ly(§2) a podobné funkce z prostoru PC*(£2)
jako ptiklad funkce z prostoru H'((2).

2.2. Klasicka formulace
Nasim cilem je urcit funkci
u(z,y) € C*(QNCHQUTL)NC((Q) (2.1)
vyhovujici diferencialni rovnici
V- -[pVul+qu=f v Q (2.2)

a splnujici okrajové podminky

u = g na I'y, (2.3)
ou
Py = ou- o] na I's. (2.4)

Tecka ve vztahu (2.2) znaci skaldrni soucin a protoze

_ o o\ . o o\ ou ou\"

oy ooy
- Ox pax oy p@y = T WPla)e = P Uyly-

O hranici I' piedpoklddejme I' = T'; UT,, Ty NIy = (. Déle n = (n,, ny)T = (n1,n9)7 je
jednotkovy vektor vnéjsi normadaly hranice a

S R
an_n “_"max nyﬁy
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je derivace ve sméru vnéjsi normdaly. Okrajovd podminka (2.3) se nazyva Dirichletova,
okrajova podminka (2.4) se pro a = 0 nazyva Neumannova a pro a # 0 Newtonova.

Uloha miize popisovat napiiklad problém dvourozmérného staciondrniho vedeni tepla.
V tom piipadeé je u(x,y) teplota, p(x,y) koeficient tepelné vodivosti, q(z,y) je koeficient
prestupu tepla ,plochou” Q, f(x,y) = Q + qu. je souctem tepelného zdroje Q(x,y) a te-
pelného toku qu. ,plochou” Q (u.(z,y) je teplota okoli ,plochy* ), g(x,y) predepsand
teplota na hranici I'1, a(x,y) koeficient prestupu tepla a f(x,y) zadany tepelny tok na
hranici I's. Rovnice (2.2) pak ma tvar

V- -pVul+qu—u.)=0Q v (2.2")

Newtonova okrajova podminka se v tloze vedeni tepla obvykle pise ve tvaru

—pg—z = a(u — u,) na I's, (2.4")
kde u,(x,y) je teplota okoli (hranice I'y).

Pokud tutéz ulohu interpretujeme jako ulohu pruhybu membrdny, je u(z,y) vychylka,
p(z,y) reprezentuje tuhost membrany, ¢(z,y) odpor prostiedi, f(x,y) zatizeni, g(z,y)
predepsany pokles podepfené ¢asti 'y hranice, a(z, y) tuhost pruzinového ulozeni a 5(z, y)
zatizenf na ¢dsti 'y hranice. Uloha (2.1)—(2.4) muze byt modelem i pro dalsi problémy,
napiiklad pro potencialni proudéni tekutin, elektrostaticky potencial, krouceni tyce, di-
fazni siteni piimési atd.

Funkce u(z,y) s vlastnosti (2.1) splaujici (2.2) —(2.4) se nazyva klasické teseni. Pro
jeho existenci je tieba predpokladat dostatecnou hladkost dat, a sice

peCQ), fqeCQ), geCTy), a,Be€CTy). (2.5a)
Déle budeme v souladu s obvyklym fyzikalnim vyznamem dat predpokladat
p(z,y) > po >0, ¢glz,y) >0 vQ «fzr,y)>0 naly. (2.5b)
Pro jednoznacnost feSeni je tieba dale pripojit podminku

mes;I'y >0 nebo
q(z,y) > qo >0 mna Qy C Q, mesyfly >0, nebo (2.5¢)
a(z,y) > oy >0 mna Ty C Ty, mes Iy >0,

kde mes 'y resp. mes 'y je délka casti I'; resp. I'yp hranice a mess€)y je plocha pod-
oblasti £2y. Pro existenci feseni musime predpoklddat jesté néco navic, naptiklad ze

Q2 je regularni oblast s hladkou hranici a I' = I'y, nebo ze I' = T'y, nebo ze

2.5d
Q2 je konvexni polygon a I' =TI'y. ( )

Soubor podminek (2.5a) — (2.5d) ndm zarucuje jednoznaénou existenci klasického reseni
problému (2.1)—(2.4).
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Poznamka 12. Nesplnéni podminky (2.5¢) znamenad fesit ilohu

V- -pVul=f vQ —pa—u:—ﬁ na I
on

Pomoci Greenovy formule (2.6) lze ukazat, ze tato iloha ma feseni jen tehdy, plati-li

/Qfdxdyjt/rﬁds:o.

V tom pripadeé je feSeni nekonecné mnoho a navzajem se lisi o konstantu. [

2.3. Greenova formule

Necht f(xy,13), g(xy, 22) € HY(Q). Potom plati

)

0 0
fgdx:/rfgnids—/ﬂfag dx. (2.6)

o 0z;
Zde dx = dzdxs, ds je diferencial oblouku I' a n; je i-té slozka jednotkového vektoru

vnéjsi normaly hranice.

2.4. Slaba formulace

Necht v € C'(Q). Vyndsobenim rovnice (2.2) funkei v, integraci pres €2 a pouzitim
Greenovy formule dostaneme

—/ V- [pVulvdedy =
Q

= — /p[umnm + uynylvds + / plugvy + uyv, ] dedy = (2.7)
r Q

= —/p@vder/[prVU] dggdy:/(f—qu)vdxdy.
p on Q

Q

Funkci v(z,y) € CY(Q) nazveme testovaci, splituje-li v = 0 na T';. Dosadfme-li do (2.7) za
v testovaci funkei a uzijeme (2.4), obdrzime rovnici

/[qu~Vv+quv] dxdy+/ auvds:/fvdxdy+/ Buds. (2.8)
Q T2 Q I'2
Oznacme si
a(u,v) :/[qu~Vv+quv] dxdy—l—/ auv ds, (2.9)
Q Iy
L(v):/fvdxdy+/ Buds, (2.10)
Q T
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polozme X = H(2) a déle oznacme
V={veX|v=0 naly}, W={veX|v=g naly}. (2.11)

a(u,v) je symetrickd bilinedrni forma a L(v) je linedrni funkcional. V' nazveme prostorem
testovacich funkci a W nazveme mnozinou piipustnych teseni. Zduraznéme, ze W neni
linedrnim prostorem funkei, nebot pro g # 0 a vy,vy € W neplati v; + v, € W. Slabou
(varia¢ni) formulaci ulohy (2.1)—(2.4) rozumime tlohu

najit u € W splnujici a(u,v) = L(v) Yv e V. (2.12)

Funkci u vyhovujici (2.12) nazyvame slabym feSenim (dlohy (2.1) - (2.4)). Jednoznaénou
existenci slabého teseni lze zaruéit za vyrazné slabsich predpokladi nez byly predpoklady
(2.5a) —(2.5d), které jsme potiebovali pro jednoznacnou existenci fesenf klasického. Pokud
jde o hladkost dat, sta¢i misto (2.5a) predpokladat

p,q,f € PC(Q), geC ), a«,B€ PC(y). (2.5a%)

Tyto pozadavky jsou realistické a odpovidaji tomu, s ¢im se setkavame pri feSeni prak-
tickych uloh. Predpoklady (2.5b) a (2.5¢) ponechdme v platnosti. To neni omezujici, ne-
bot tyto predpoklady jsou v praktickych tlohéch splnény. Koneéné predpoklad (2.5d)
nahradime ptirozenym pozadavkem

2 je regularni oblast s hranici po ¢dstech hladkou, (2.5d")

ktery opét plné vyhovuje praktickym potifebam. Shrime tedy, ze jednoznacna existence
slabého TeSeni je zarucena, jsou-li splnény predpoklady (2.5a’), (2.5b), (2.5¢) a (2.5d’).

2.5. Triangulace, po ¢astech linearni funkce

Predpokladejme, ze © je polygon. Q2 pokryjeme triangulaci T skladajici se z trojihel-
nikovych elementi e takovych, Ze uzévéry kazdych dvou riznych trojihelniki jsou bud'to
disjunktni nebo maji spole¢ny vrchol nebo stranu a ze

a=Je=

eceT

Trojthelniky triangulace budeme nazyvat také prvky. Vrcholy trojihelniku budeme nazy-
vat uzly. Tringulaci zvolime tak, aby body priniku 'y N Ty byly uzly. Pocet viech prvki
triangulace oznaéime PP, pocet viech uzli PU, pocet uzlii lezicich na T'; oznac¢ime PB
a pocet zbyvajicich uzlu (lezicich uvnitf 2 a naI'y) oznaé¢ime PN. Strany element budeme
znacit S, mnozinu vsech stran lezicich na hranici I's ozna¢ime 8§ a pocet vSech stran S € 8§
oznacime PS. Nejdelsi stranu trojuhelniku triangulace ozna¢ime h. Symbol A budeme
v dalsim pouzivat jako meéritko jemnosti triangulace. Kromé toho, pouzijeme-li pismeno
h jako index u néjaké veliciny vyznacime tim, ze tato veli¢ina zavisi na triangulaci 7.
Triangulaci popiseme pomoci nasledujicich souboru dat:

1. PRVKYi,jl,i=1,...,PP, j=1,2,3, jsou ¢isla uzlu elementu e; € T;

29



2. STRANY[i,j],i=1,...,PS, j = 1,2, jsou ¢isla uzlu strany S; € 8;

3. BODYTi],i=1,...,PB, jsou é&isla uzli lezicich na T'y;

4. X[i], Y[i], i =1,..., PU, jsou x-ové a y-ové souradnice uzlu.
12
17 23
12 19 28
. 11 27 22
1
' g
25
) 10 17
Lo [ 27
3 6 15 20
@ PP = 28
PU = 23
9 PS = 12
2 5 14 19 PB = 5
@l |, PN = s
1 4 - 13 18

Obr. 6. Triangulovana polygonalni oblast
7, ¢isté forméalnich duvodu, umoznujicich snadnéjsi matematické vyjadrovani, budeme
v dalsim textu pfedpokladat, Ze na hranici I'; lezi uzly s éisly PN +1, ..., PU. Pokud tomu
tak neni, jako tteba v prikladu podle obrazku 6, snadno si poradime : uzly precislujeme.
Muzeme k tomu pouzit kédovaci tabulku K C', ktera ke kazdému uzlu I pritadi tak zvané
kédové ¢islo KC[I]:

{Vytvoteni pole kédovych ¢isel KC[1..PU|}

for I:=1 to PU do KCJ[I]=0;

for I:=1 to PB do KC[BODY[I]|=-1;

J:=0;

for I:=1 to PU do

if KC[I] = 0 then begin J:=J+1; KC[I]:=] end;

Vidime, 7e uzly nelezici na T'y maji pfifazena kédové éisla 1,..., PN a uzly lezici na T'y
¢isla —1,...,—PB. Je-li KC[I] > 0, je novym ¢islem uzlu I ¢islo KC[I], pro KC[I] <0
je novym ¢islem uzlu [ ¢islo PN — KC[1].

Funkci, kterd je na kazdém trojihelniku e € T linedrni a globdlné, tj. na ), spojit4,
nazveme funkei po ¢astech linedrni. Kazda takové funkce v(x,y) je jednoznaéné urcéena
svymi hodnotami v(x;,y;) ve vrcholech P;(z;,y;) triangulace T. Prostor vech po ¢astech
linedrnich funkef oznaéime Xj. Funkce z X}, jsou v 2 spojité a maji v  po ¢astech spojité
derivace, tedy X, C PC*(Q) C X.
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1] 4| 5
11 5| 2
2|1 5| 6
21 6] 3
31 6] 7
41 81 9
41 9| 5
51 9|10
5110 | 6
6|10 | 11
6111 7
711112
131 9| 8
13114 9
14110 9
14 115 | 10
15111 | 10
15116 | 11
16 | 12 | 11
18114 | 13
18119 | 14
19115 | 14
19120 | 15
15120 | 21
1512116
2112216
22|17 116
22123 |17
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LN W

STRANY BODY
1 2 1| 1
2 3 2: | 4
3 7 3| 8
7 12 4: 113

12 16 o: | 18
16 17
17 23
23 22
22 21
21 20
20 19
19 18

Tab. 1: Okrajové podminky
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Specidlnim piipadem funkei z X}, jsou funkce w;(x,y), které jsou v P; rovny jedné
a v ostatnich vrcholech jsou rovny nule. Témto funkcim se tika bazové. Kazda funkce
v € X}, muze byt pomoci svych hodnot v uzlech a pomoci bazovych funkci vyjadiena ve

tvaru
PU

v(z,y) =Y vz, y)wi(z,y). (2.13)
i=1
X, je prostor dimenze PU. Podstatnou a charakteristickou vlastnosti metody konecnych
prvku je ta skutecnost, ze bazové funkce v ni pouzivané jsou nenulové jen na velmi malé
poddoblasti oblasti Q. Rikdme, Ze bézové funkce w; maji maly nosic. (Nosicem funkce
© je uzavér mnoziny vsech bodu, v nichz je funkce ¢ nenulovd). Déle definujme prostor
testovacich funkei

Vi={veX,|vP)=0VP T} (2.14)
a mnozinu piipustnych funkci
Wi, ={v e X, | v(P;) = g(P;) VP; € T1}. (2.15)
Pro v € V}, plati
PN

v(z,y) = ZU(in,yi)wi(:v,y) (2.16)

i=1
aprov € Wy, je

v(z,y) = Zv(xiayi)wz‘(xay) + ‘ Z 9(zi, yi)wi(z,y). (2.17)

V3, je podprostor prostoru V' a dimenze V}, je rovna PN. Mnozina piipustnych feseni W},
pro g # 0 opét zfejmé nenf linedrnim prostorem a W}, je podmnozinou W pouze tehdy,
kdyz pro kazdou funkci v € W), je v = g na I'y.

2.6. Diskrétni slaba formulace

Oznac¢me I°(g) numericky nebo piesné spocteny [ g(z,y)dedy a I %(g) numericky
nebo pfesné spocteny [ g(z,y)ds. (I°(g) a I5(g) jsou ziejmé linedrni funkciondly). Pak
diskrétni slaba (varia¢ni) formulace tlohy (2.1)—(2.4) zni

najit U € W, splaujici ap(U,v) = Ly(v) Yo € Vj, (2.18)
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kde

ap(U,v) :Z[e(pVU-V’U+qU'U)+ZIS(04U'U), (2.19)
ecT Ses
Lu(v) =Y I°(fv) + > _I9(Bv). (2.20)
ecT Ses

Hodnotu MKP-slabého feseni U v uzlu P; oznac¢ime A; = U(z;,y;) a hodnotu testovaci
funkce v v uzlu P; ozna¢ime O; = v(z;,y;). Podle (2.16) a (2.17) je

PN PU
U({L’,y) = ZAjwj(.’L',y) + Z g(xjayj)wj(x7y>a
j=1 j=PN+1

- (2.21)
v(x,y) = Z Ow;(z,y).

Vsimneéte si, ze Zf:]\i Awi(z,y) € Vyaz = Zf:UPNHg(xj,yj)wj(x,y) € Wj,. Vzhledem
k bilinedrnosti formy ay (U, v) a linedrnosti funkciondlu Ly (v) je

0=a,(U,v) — Lp(v) =

PN PN
= Z @z {Z ah(wj, wl)AJ —
=1 j=1

Lu(w) = Y ah(wj,wi)g(xj,yj)]}: 22

j=PN+1

PN PN
=> 0| kyA; - F| =07 [KA - F],
i=1 j=1
kde jsme si oznacili
PU
kij = an(wj,wy),  Fy=La(w) = > an(wy, wi)g(z;,y;),
j=PN+1
K:{k’u ff\;h F = (Flw"aFPN)T) (223)

A - (Ala ey APN)T, (") - (@1, ey @pN)T.
Protoze © je libovolny vektor, musi platit
KA =F. (2.24)

7 této soustavy linedrnich rovnic spo¢itame neznamé Aq, ..., Apy. K se nazyva matice
tuhosti a F vektor zatizeni. Uvedme nékteré vlastnosti matice tuhosti.

1. K je symetrickd: ap(w;, w;) = ap(w;, w;);

2. K je tidka: ap(w;, w;) = 0, pokud uzly P; a P; nejsou vrcholy téhoz trojihelnika;
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3. K je pozitivné definitni: @' KO = aj,(v, v); integrujeme-li pfesné, je
ap(v,v) = /[va Vv + qv?] dxdy+/ av?ds > 0 prowv #0
Q Ty

a déle ap(v,v) = 0 prave kdyz v = 0 (staci pouzit(2.5b) a (2.5¢)); matice K vsak
bude pozitivné definitni pro dostatecné malé h i tehdy, kdyz integrujeme numericky
uzitim formuli, které uvedeme v nésledujicim odstavci 2.7;

4. P1i vhodném ocislovani proménnych je K pdsova matice.

Soustavu rovnic (2.24) lze bez problému vytesit: pasovost a pozitivni definitnost matice K
umozinuje efektivni nasazeni nékteré z modifikaci Gaussovy eliminacni metody bez vybéru
hlavnich prvku, tidkost a pozitivni definitnost matice K zase vybizi k feseni soustavy
rovnic vykonnou itera¢ni metodou.

2.7. Elementarni matice a vektory

Matici tuhosti K a vektor zatizeni F sestavime pomoci elementarnich matic K¢ a ele-
mentdrnich vektort F¢ pro e € T a elementdrnich matic K° a elementérnich vektort F*°
pro S € 8. Matici K budeme nazyvat také globalni matici tuhosti a vektor F globalnim
vektorem zatizeni.

a) Elementarni matice a vektor na elementu e
Uvazme jeden konkrétni element e triangulace T s vrcholy Pf(x¢,yf), i = 1,2,3. Pro
uzel Pf je i lokalnim ¢islem uzlu na elementu e. Je-li ¢ = ¢(e) ¢islo elementu e, pak
globdlnim ¢islem uzlu Pf je ¢islo I = PRV KY [c,i]. Pf a Py jsou tedy jen ruznd oznaceni
téhoz uzlu.
Necht w¢(x,y) je restrikce bazové funkce wy(z,y) na element e. Oznacme si
wi(z,y) = ajx + by +¢, =123,
N® =Nz, y) = (wi(z,y), wi(z,y), wi(z, y)),
A° = (A, A5 AT, kde AY =U(af,yf), i=1,23,
©° = (04,065,057, kde ©F = v(zf,yf), i=1,2,3.

Pak slabé feseni U a testovaci funkci v lze na elementu e vyjadrit ve tvaru
U=N°A° v=N°O° (2.29)

Daéle oznacme

€ € €
ow; ows Ows

ox ox ox aj ay ag
B¢ = VN¢ = — . 2.
v ows  ws O (bi b b§> (2.30)
dy Oy Oy
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Pak
VU =B°A° a Vu=B©" (2.31)
Nyni jiz vyjadiime
I¢(pVU - Vo + qUv) = I*([Vv]"p VU + vqU) = (2.32)
— [e([@e]T[Be]Tp BeA¢ 4 [@e]T[Ne]Tq NeAe) — [@e]TKeAe’ .
kde K=K +K? a
(2.33)
Kel — [e([Be]TpBe>’ Ke2 — [e([Ne]Tq Ne).

Pfi vypoctu prvki matice K¢ se obvykle pouzivé formule

I°(g) = pl(e)g (a7, y7), (2.34)

kde pl( ) je plocha elementu e a :EeT =1 (xff —|—x§ —l—:pg) ys = 3 (y§ —I—yg +5) jsou soui"adnice

formule snadno uréime

ajaf + 05bS afa$ + bSb5 aja§ + b7bS
K¢l = pl(e)p(xs,ys) | asa$ + b5bS aSas + b5 asa§ + b5bs | - (2.35)
asa$ + bgb agas + 0505 aSag + bsbg

Zbyva spocitat koeficienty a$, b, i = 1,2, 3, a vyjadiit pl(e). K tomu tcelu staci vyuzit
vlastnosti bazovych funkeci

el e e 0 proi#j,
aitp ={ ] M0l Th -1 (2.36)

Tak dostaneme

x¢ yp 1 ai ay as 100
x5 ys 1 b 05 b5 | =1 0 1 0
x5 ys 1 i 5§ 0 01

a pomoci Cramerova pravidla zjistime

af = (y5 —yg)/d°, b= (a5 —ag)/d’, = (a5y5 — y5o5)/d",

a5 = (ys —yi)/de, by = (2] —a§)/d°, 5 = (afyy — ysa])/d", (2.37)
ag = (yi —y5)/de, by = (25 —af)/d?, 5 = (afys — yia5)/d",
kde  d® = (y5 — y7)(ws — 27) — (27 — 25) (4 — 43)- (2.38)
Je znamo, ze pro plochu trojihelnika plati
ple) = 3|d|. (2.39)

35



Snadno nahlédneme, Ze matice K¢ je symetrickd a Ze soucet jejich prvki v kazdém fadku
je roven nule. Proto lze matici K¢ vyjadiit efektivngji,

€ €

_re — Se T S
Kel — p(x7, yr) re —re —te te ’ (2.40)
2|de| . e e _ e
S t —s°—1

kde

¢ = (y5 — v5) (Y5 — yi) + (25 — 25) (2§ — x5),
s¢ = (y5 — y5) (¥ — ys5) + (2§ — x5) (2§ — 27), (2.41)
t* = (y5 — v (yi — v5) + (2] — 25) (25 — 29).

Uvedme si jednu zajimavou vlastnost prvki matice K¢'. Lze ukézat, Ze plati

k§; = p(27, y7) (—5 cotg ;)  pro i # j, (2.42)

kde 9§ je vnitini thel trojihelnika e u vrcholu P, k # i,k # j. ProtoZe soucet prvku

v kazdém Fddku matice K*' je roven nule, z (2.42) mimo jiné plyne, Ze pro trojihelnik

s uhly 9f; < § mé matice K¢ kladné diagonalni prvky a nekladné prvky mimodiagonalni.
Pfi vypocétu prvki matice K se pouzivéa celd fada formuli. Uzitim formule

I°(g) = 3 pl(e)[g (=1, ¥7) + g(23,y5) + 9(25, y5)], (2.43)
ktera rovnéz integruje polynomy prvniho stupné presné, dostaneme diagondlni matici
Ly) 0
0 q(a5,y5)
0 0 q(a5,y5)

q(x 0
de
] 0

KeQ
6

(2.44)

Pokud bychom pii vypoctu matice K¢ pouzili formuli (2.34), dostali bychom plnou matici

. 111
K = |18|q(x%,y§) 111 (2.45)
111
Nekdy se pouziva jesté jiny zpusob numerické integrace a sice
K = 1°(N"gNY) = ala ) [INNC dody. (2.46)
V tom piipadé bude matice K opét pln4,
i 2 11
k=g am | 12 1 (2.47)
11 2
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Pti vypoctu
I(fv) = O I(IN]"f) =[O F (2.48)
pouzijeme bud'to formuli (2.43) a dostaneme

F© = 5 |d°|(f (a5, y1), (5, y5), f (25, 95)" (2.49)
nebo formuli (2.34) a obdrzime

Fe = & |d°|f(af,y7)(1, 1, 1)". (2.50)

b) Elementarni matice a vektor na strané S

Uvazme jednu konkrétni stranu S z mnoziny stran 8 s koncovymi body P?(z¥,v?),
i =1,2. Pro uzel P? je i lokalnfm ¢islem uzlu na strané S. Je-li ¢ = ¢(S) &fslo strany 9,
pak globalnim ¢islem uzlu P je éislo I = STRANY [c,i]. P® a Py jsou tedy jen rizna
oznaceni téhoz uzlu.

Necht w?(z,y) je restrikce bazové funkce wr(x,y) na stranu S. Pak ziejmé plati

$(@%,yf) = 0 pro i # j a wf(zf,y¥) = 1. Oznacme

%

w

N® = N%(z,y) = (w)(z,y), w5 (2,y)),
AS:(Af,Ag)T, kdeAiS:U(:pf,yf), 1=1,2,
0% = (67,07, kde ©F = v(zf,y), i=1,2.

Pak slabé teseni U a testovaci funkci v lze na strané S vyjadrit ve tvaru
U=N°A% ov=N°0"
Proto
I*(aUv) = [©%)TI¥(IN°]Ta N*)AY = [@%]TKAS, (2.51)
I*(pv) = [ I°(IN*]"3) = [©°]"F”. (2.52)
Integraci na strané .S provedeme napiiklad lichobéznikovou formuli
I*(g) = 5 d°lg(a?, y7) + g(3,93)], (2.53)

kde

@ = \f(af — o) + (05 - v

je délka strany S. Po upravé dostaneme

4 ( a(@?,y?) 0 | ) P _ 1 ( B(x?, ui) ) (2.54)

K°® =
O a(x2ay2

1
2
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Viimnéte si, ze matice K vysla diagonélni. Pii vypoétu integrali je mozné pouzit
také obdélnikovou formuli

I°(g) = d°g(x%, y7), (2.55)
kde z7 = L(x7 + 23), y7 = 3(y7 +y35) jsou souradnice stfedu strany S. Pak dostaneme

11

11

K° 3 aloff) 1

1
). E=sesetan () (2.56)
a matice K¥ je plnd. Nékdy se pii vypoctu matice K° pouziva specidlni postup,
KS = FS(NYTaN®) = afof.of) | NSNS ds.
S

ktery vede opét na plnou matici

2 1
K° = Ld%(27,y7) ( 9 ) : (2.57)
c) Sestaveni globalni matice a vektoru

Zkombinujeme-li (2.22), (2.19), (2.20), (2.32), (2.48), (2.51) a (2.52) vidime, ze pro
slabé feseni U a libovolnou testovaci funkci v plati

0=a,(U,v) — Lp(v) = e’ [KA — F] =
— Z[@e]T [K°A® — F¢] + Z[@S]T [KSAS _ FS] . (2.58)

eeT Ses

Z této rovnosti lze odvodit pravidla pro sestaveni globalni matice K a vektoru F z lokalnich
matic K¢, K* a lokélnich vektori F¢, F¥. Uvedeme si dva postupy.

Algoritmus 1 (eliminaéni)

Vime uz, ze uzly nelezici na I'; majf piifazena kédova éisla 1,..., PN a uzly lezici na
') ¢isla —1,..., —PB. Predpokladejme, 7e piedepsané hodnoty feseni v uzlech BODY[I]
jsou ulozeny v pozici G[I] pole G[1..PB]. Nésleduje popis sestavovactho algoritmu.

{Nulovéani globalni matice K ~ K[1..PN,1..PN] a vektoru F ~ F[1..PN]}
for [:=1 to PN do
begin
for J:=1 to PN do K|I,J]=0;
F[1]:=0
end;
{Zpracovani prispévku z elementu e € T}
for E:=1 to PP do {prvky}
begin
{Vypocet elementarni matice K¢ ~ K E[1..3,1..3] a vektoru F¢ ~ FE[1..3] }
for I:=1 to 3 do {rddky}
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begin
I1:=KC[PRVKYI[E,1]];
if IT > 0 then {rovnice se sestavuje}
begin
for J:=1 to 3 do {sloupce}
begin
JJ:=KC[PRVKYE,J]];
if JJ > 0 then K[ILJJ]:=K[ILJJ]+KE[LJ] {piispévek do matice K}
else F[I1]:=F[I1]-KE[I,J]*G[-]JJ] {piispévek do vektoru F}
end; {sloupce}
F[II]:=F[II]+FE[I] {piispévek do vektoru F'}
end {sestavovani rovnice}
end {radky}
end; {prvky}
{ Zpracovéni prispévku ze stran S € 8}
for S:=1 to PS do {strany}
begin
{Vypocet elementarni matice K® ~ KS[1..2,1..2] a vektoru F¥ ~ FS[1..2]}
for I:=1 to 2 do {tddky}
begin
I1:=KC[STRANYIS,1]];
if IT > 0 then {rovnice se sestavuje}
begin
for J:=1 to 2 do {sloupce}
begin
JJ:=KC[STRANYIS,J]):
if JJ > 0 then KJILJJ]:=K[II,JJ]+KS[L,J] {piispévek do matice K}
else F[II]:=F[II]-KS[I,J]*G[-JJ] {piispévek do vektoru F}
end; {sloupce}
F[II}:=F[II]+FS[I] {ptispévek do vektoru F}
end {radky}
end {sestavovani rovnice}
end; {strany}

Predpokladejme, ze feseni soustavy rovnic s matici soustavy K[1..PN,1..PN] a vektorem
pravé strany F[1..PN] dostaneme v poli Z[1..PN]. Pak pole D[1..PU] hodnot slabého

feseni v uzlech dostaneme zpétnym prekodovanim.

for I:=1 to PU do
begin

J:=KC[I];

if J > 0 then D[I]:=Z[J] else D[I]:=G[—]]
end;

Algoritmus 1 nazyvame eliminacni proto, ze rovnice pfislusné uzlim hranice I'y vubec
nesestavujeme a ze parametry prislusné uzlim hranice I'; vyeliminujeme tim, ze za né
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dosadime predepsané hodnoty TeSeni a prislusné ptispévky z elementarnich matic preve-
deme na pravé strany rovnic.

Algoritmus 2 (pruzinovy)

Pti praktickém vypoctu diskrétniho slabého feseni se nékdy pouziva postup, ktery si
nyni popiseme. Je znamo, ze Dirichletova okrajovd podminka u = g muze byt pfiblizné
splnéna prostiednictvim okrajové podminky Newtonova typu

ou
Py, = ou—yg) naly, (2.59)

kde o je velké kladné ¢islo. Lze ukézat, ze pro 0 — 400 plati u — ¢ na I'y. Zahrinme
tedy podminku (2.59) do diskrétni slabé formulace (2.18). To se projevi tim, ze bude
Xp=V,=W}, ze pocet neznamych parametru PN bude roven poctu uzlu PU a déle ze
do ay,(U,v) piibudou éleny I°(cUv) a do Ly(v) cleny I°(ogv) pro strany S lezici na T'y.
Integraci novych hrani¢nich ¢lenu provedme lichobéznikovou formuli (2.53). Sestavovact
algoritmus 2 odvodime z algoritmu 1. Nejdtive zpracujeme elementy e € T a strany S € §
a sestavime tak matici a vektor, které oznacime K a F. Matici K a vektor F dale upravime
tak, ze pro kazdy uzel P; lezici na hranici T'y

e pricteme od; k prvku k; matice K a
e piicteme od;g(x;,y;) k prvku F; vektoru F.

Ptitom d; se rovné jedné poloviné ze souc¢tu délek téch (jedné nebo dvou) stran hranice
I'y, které obsahuji uzel P;. Protoze cleny od; maji byt hodné velké, lze je nahradit cleny
0; = kki;, kde k je velké ¢islo, napifklad x = 10%°. ProtoZe g; je vyrazné vétsi nez ki,
a protoze lze predpokladat, ze o; je soucasné vyrazné veétsi nez F;, staci pro kazdy uzel P,
lezicf na hranici Ty

e nahradit prvek k;; matice K ¢islem kk;; a
e nahradit prvek F; vektoru F ¢islem sk;;g(z;, y;).
Nésleduje popis algoritmu 2.

{Nulovéni globalni matice K ~ K[1..PU,1..PU] a vektoru F ~ F[1..PU|}
for I:=1 to PU do
begin
for J:=1 to PU do K|I,J]=0;
F[[]:=0
end;
{Zpracovani piispévku z elementu e € T}
for E:=1 to PP do {prvky}
begin
{Vypocet elementarni matice K¢ ~ K E[1..3,1..3] a vektoru F¢ ~ FE[1..3] }
for I:=1 to 3 do {radky}
begin
I1:=PRVKYIE,1];
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for J:=1 to 3 do {sloupce}
begin
JJ:=PRVKYIE,J];
K[IL,JJ]:=KI[II,JJ]4+KE[I,J] {ptispévek do matice K}
end; {sloupce}
F[II]:=F[II]+FE[I] {piispévek do vektoru F'}
end {radky}
end; {prvky}
{ Zpracovéni prispévku ze stran S € 8}
for S:=1 to PS do {strany}
begin
{Vypocet elementarni matice K® ~ KS[1..2,1..2] a vektoru F¥ ~ FS[1..2]}
for I:=1 to 2 do {rddky}
begin
I:=STRANYIS,I|;
for J:=1 to 2 do {sloupce}
begin
JJ:=STRANY[S,J];
KI[IL,JJ]:=KIII,JJ]4+KS|L,J] {piispévek do matice K}
end; {sloupce}
F[I1]:=F[II]+FS[I] {piispévek do vektoru F}
end {radky}
end; {strany}
{ Zpracovéni Dirichletovy okrajové podminky}
KAPA:=1e20;
for B:=1 to PB do {body hranice T';}
begin
I1.:=BODYI];
Q:=K|[ILI*KAPA;
K[ILI1]:=Q; {modifikace diagonalniho prvku}
F[II}:=G[I]*Q {modifikace pravé strany}
end; {body hranice I';}

Vyfesenim soustavy rovnic s matici soustavy K[1..PU,1..PU] a vektorem pravé strany
F[1..PU] dostaneme piimo pole D[1..PU] hodnot slabého feseni v uzlech. Algoritmus 2
nazyvame pruzinovy proto, ze v tlohach pruznosti mé o vystupujici ve vztahu (2.59)
vyznam tuhosti pruzinového ulozeni.
Priklad

Uvazme tulohu, jejiz geometrie a triangulace je popsana pomoci obrazku 6 a tabulky 1
a o jejiz datech predpoklddame

p=p, q=0, f=fy, g=g(1—-2)°, a=a, B=/pn,

kde B, f, g, @ a 3 jsou zadané konstanty a ny je y—va slozka jednotkového vektoru vnéjsi
normély hranice. Nasim cilem je zapis nékolika rovnic soustavy (2.24).
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Zacnéme tim, ze uvedeme elementarni matici prvku 1. Z (2.35) dostaneme

B 1 -1 0
K= g -1 2 -1 1. ‘ element typu 1‘
0o -1 1

Snadno ovéiime, ze elementdrni matice prvku 1, 3, 5, 6, 8, 10 a 12 (ozna¢me je jako
elementy typu 1) jsou stejné: pro p(z,y) = p konstantni mé element e a jeho obraz
v zobrazeni

T =ax+0b, y=ay+c, (a,b,cjsou konstanty)

tutéz matici K¢, jak lze zjistit analyzou vztahu (2.35). Prvky 2, 4, 7, 9 a 11 oznaéme
jako elementy typu 2, jejich elementarni matice je

B 1 0 -1
K= g 0O 1 -1 ]. ‘ element typu 2‘
-1 -1 2

Prvky 13, 15, 17, 19, 20, 22 a 27 typu 3 maji elementarni matici

/1 0 -1
K= g 0 1 -1 element typu 3
-1 -1 2

a prvky 14, 16, 18, 21, 23, 26 a 28 typu 4 maji elementarni matici

B 1 -1 0
K = ‘g -1 2 -1 1. element typu 4
0 -1 1

Vypoctem ovéiime, ze elementarni matice prvku 24 je stejnd jako u prvku typu 2 a ele-
mentarni matice prvku 25 je stejna jako u prvkua typu 4.
Elementarni vektor F¢ pocitany uzitim formule (2.49) ma na vsech prvcich tvar

Yy 0,03125 pro prvky 26, 27, 28,
F = gfpl(e) ys |, kdepl(e)=¢ 0,0625  pro prvky 24, 25,
v 0,125 pro ostatni prvky

je plocha prvku e a y{ je y-ova souradnice jeho -tého vrcholu.
Elementérni matice K* a vektory F* pocitané podle (2.54) jsou tvaru

0,5 pro strany 1, 2, 11, 12,

pe 10  kde dS = 0,5v/2  pro strany 3, 4, 5,
0 1 0,25 pro stranu 6, 7, 8, 9,
0,25v2  pro stranu 10

K® =

a

N[
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je délka strany .S,

1 0,5  pro strany 3, 4, 5,
Bdi ( ) > ,  kde di =< 0,25 pro stranu 7, 10,

0 pro zbyvajici strany

F¥ =

[N

je soucin d%n,, délky strany S a y-ové slozky jednotkového vektoru vnéjsi normaly na této
strane.

Sestavme nejdiive rovnici ptislusnou neznamé v uzlu 6. Z kédovaci tabulky vyéteme
KC[6]=4, takze pujde o ¢tvrtou rovnici. Sestavime ji pomoci piispévki z prvku 3, 4, 5,9, 10
a 11 obsahujicich uzel 6. Za¢néme napiiklad prvkem 3. To je prvek typu 1. Z pole PRVKY
zjistime, ze uzel 6 je tretim uzlem prvku 3 (nebot PRVKY[3,3]=6) a proto pouzijeme tteti
fadek elementarni matice a elementarniho vektoru. Protoze

KC[PRVKY[3,1]] =1, KC[PRVKY]3,2]|=3, KC[PRVKY]3,3]]=4,
ptispévek do levé strany rovnice bude

sP0-A—1-Az+1-Ay
a piispévek do pravé strany rovnice

.
170,125 1,

nebot obsah prvku 6 je 0,125 a y-ové soutradnice uzlu 6 je 1. Stejné zpracujeme i zbyvajici
prvky a vysledek zaznamename do tabulky.

prvek typ tadek leva strana prava strana
3 1 3 0,5p [—Asz + Ay] 0,125/3f
4 2 2 0,5p [Ay — Ay 0,125/3f
5 1 2 0,5p[~Ag +2A4 —As]  0,125/3f
9 2 3 0,5p[—As — Ay +2A] 0,125/3f
10 1 1 0,5p [Ay — A7] 0,125/3f
11 2 1 0,55 [Ay — A5] 0,125/3f

Slou¢enim jednotlivych ptrispévku dostaneme rovnici
Pl—Ay — As + 40, — A5 — A;] =0,25f.

Stejny vysledek obdrzime standardni diskretizaci rovnice p Au = f metodou siti (stacf si
uvédomit, ze velikost oka sité h = 0,5, takze h? = 0,25, a ze v uzlu 6 je f = f).

Dalsi rovnici, kterou si odvodime, bude rovnice piislusna neznamé v uzlu 5. Protoze
KCI[5]=3, jde o tteti rovnici. Sestavime ji pomoci piispévku z prvka 1, 2, 3, 7, 8 a 9.
Narozdil od odvozeni ptedchozi rovnice nyni uzel 4, spoleény vrchol prvka 1 a 7, lezi na
hranici I'y a je v ném tedy pfedepsdna hodnota feseni u(Py) = g(P,) = g(1-0,5)% = 0, 25g.
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Na hranici T’y lezi také uzel 1, pro ktery u(P) = g(P;) = g(1 — 1) = 0. Prispévky
jednotlivych prvku zaznamename do tabulky

prvek typ tadek leva strana prava strana
1 1 3 0,5pAs  0,5pg(Py) +0,125-0,5/3f
2 2 2 0,5p [As — A 0,125-0,5/3f
3 1 2 0,5p[—A1 +2A5 — AY] 0,125-0,5/3f
7 2 3 0,5p[—Ag +2A3] 0,5pg(P;) +0,125-0,5/3f
8 1 1 0,5p [As — Ag] 0,125-0,5/3f
9 2 1 0,5p [Az — Ay] 0,125-0,5/3f

a zjistime, ze ¢len g(P;) se mezi nimi neobjevil. Sestavend rovnice ma tvar

Také tuto rovnici lze dostat standardni diskretizaci pouzivanou v metodé siti.

Nakonec sestavime rovnici piislusnou nezndmé v uzlu 16. Protoze KC[16]=12, jde
o rovnici ¢islo 12. Sestavime ji pomoci piispévku z prvkua 18, 19, 25, 26 a 27 uzitim
tabulky

prvek typ ftadek leva strana prava strana
18 4 2 0,5P [—A1 +2A15 — Ag] 0,125-1,5/3f
19 3 1 0,5p[A1s — Ag]  0,125-1,5/3f
25 4 3 0,5p [—Ag + A 0,0625-1,5/3f
26 4 3 0,5p [—Air + Ap] 0,03125-1,5/3f

]

27 3 3 0,5p[~A1r— Az +2A] 0,03125-1,5/3F

Protoze strana 5 spojujici uzly 12 a 17 je c¢asti hranice I's, pricteme k levé strané clen
k2 2A12 = O 25v2aA15 a k pravé strané élen F2 =0 25ﬁ Na hranici F2 lezi také strana

s

k levé strané vsak prlcteme prispévek k?LlAlg = O, 125 @/ 5. Celkem dostaneme rovnici

—PAs — 0,55 A1 + 3,55+ 0,125(1 + 2v/2) @] Ay — 0,55 Ay —
0,59 A1 — DA = 0,125[1,5f + 23].

Ziskat analog této rovnice metodou siti je nesnadné.
2.8. Neékolik poznamek

Poznamka 13. V technickych aplikacich nés ¢asto zajima hodnota gradientu feSeni. Na
elementu e je gradient konstantni,

VU = B°A°, (2.60)
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obvykle bere aritmeticky prumér hodnot VU ze vSech elementu obsahujicich uzel P jako
svuj vrchol. [

Poznamka 14. Za predpokladu dostatecné hladkosti slabého teseni lze ukazat, ze pro
chybu u — U slabého teseni a jeho konecnéprvkové po castech linearni aproximace plati

max |u — U| = O(h?) a max||V(u—"U)||=0(h) Veed,
(9] &

kde || - || oznacuje délku vektoru. [

Poznamka 15. Tam, kde se slabé feseni u prudce méni, je aproximace U pomoci po
castech linearnich funkci mélo pfesnd, pokud triangulaci nezvolime dostatecné presné.
V praxi ¢asto zndme tato kritickd mista. Pak stac¢i zahustit sit v kritické ¢asti oblasti 2,
zatimco v nekritické ¢ésti oblasti € jemnou sit nevolime, abychom zbytetné nezvétsovali
pocet neznamych. Takovyto zpusob volby sité je jednou ze znaénych vyhod metody
koneénych prvku. [

Poznamka 16. Triangulaci volime tak, aby zadny vnitini thel trojihelniku triangulace
nebyl prilis velky. Je-1i to mozné, pouzivame trojihelniky s ihly rovnymi nejvyse /2 a po-
kud mozno se vyhybdame také dhlum ptilis malym. Jsou-li vnitini thly vSech trojtihelnika
triangulace netupé (tj. mensi nebo rovné 7/2), pak uvazime-li vyklad za vztahem (2.42)
a pouzijeme-li elementdrni matice K¢ tvaru (2.44) a elementdrni matice K® tvaru (2.54),
zjistime, ze matice tuhosti K méa na hlavni diagondle kladné prvky a mimo hlavni di-
agonalu prvky nekladné. Navic lze ukazat, ze K je ireducibilné diagondlné dominantni
matice (struéné IDDM), viz [7], coz znamen4, Ze:

a) K je ireducibilni, tj. pro libovolné dva indexy ig,j, 1 < ip,j < PN, existuji nenulové

koeficienty ki, Kivig,- - - ki, 0., kKde 1,=7;
B) K je diagonalné dominantni, tj.
PN
|Kii| > Z |kij| proi=1,...,PN;
j=1
J#i

7v) existuje index ig, pro ktery

PN
|kioio| > Z |ki0j|'

j=1

J#i0
IDDM s kladnymi diagonalnimi a nekladnymi mimodiagonalnimi prvky je tzv. requldrni
M-matice, viz [13], [8]. Je zndmo, ze symetrickd reguldrni M-matice je pozitivné definitni.
Je-li tedy matice tuhosti K symetrickd reguldrni M-matice, je pozitivné definitni nezavisle
na velikosti A. U

Poznamka 17. Triangulace jsou obvykle generovdny automaticky. Lokalni zhustovani
se casto provadi bisekci: spojenim stiedu stran dostaneme z originalniho trojihelnika
typu A ¢tyti shodné mensi trojuhelniky typu B. Napojeni na okolni hrubou triangulaci
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zajisti dva prechodové trojuhelniky typu C vzniklé rozdélenim trojihelnika typu A téznici.
Lokalni zjemnéni triangulace je ilustrovano na obrazku 7. [

Poznamka 18. Doposud jsme piedpokladali, ze €2 je polygon. To nam umoznilo bez
problému vykryt oblast € triangulaci 7. Jak ale postupovat, kdyz €2 je regularni oblast
s hranici po castech hladkou a hladké hrani¢ni oblouky jsou kiivé? I v takovém piipadé
pokryjeme oblast € triangulaci T. Pritom T rozumime stejné jako dfive mnozinu trojihel-
nikovych elementu e; takovych, ze € Ne€; pro i # j je budto mnozina prazdnd nebo je to
spole¢nd strana nebo spoleény vrchol. Oznacime

Q) = U e
ecT

Hranici oblasti 25, znacme 02, nebo také I';. Nasim cilem samoziejmeé je, aby ndhrada
oblasti 2 pomoci €2, byla pokud mozno co nejdokonalejsi. Toho lze docilit, prijmeme-li
nasledujici predpoklady:

mentu lezi v ;

2) uzly lezici na hranici T'y, lezi také na
hranici I';

3) spoleéné body pruniku 'y Ny jsou uzly
triangulace.

Z, podminky 2 mimo jiné vyplyva, ze pfi

vykryvani oblasti 2 elementy e nesmime Obr. 7. Zjemnéni triangulace bisekef
uvnitt ndhradni oblasti €2, vytvofit omylem

néjaké diry“. Je ziejmé, ze nemusi platit

Qp C Q ani Q C Q. Avsak obé oblasti ) a 0, se mohou li§it jen v okoli svych hranic I"
a [', a kdyby se kiivé oblouky hranice I' vyptimily, pak by se oblasti €2, a  ztotoznily.

Podminka 3 nam zase umoznuje ptirozenym zpusobem pritadit k ¢asti hranice I'y
jejl aproximaci 'y, a k ¢éasti I'y jeji aproximaci I'y, tak, aby I'y = Ty, U Ty, a piitom
TyNTy, =T NT,.

Algoritmus popisujici vytvoreni globdlni matice K a globalniho vektoru F se zméni
jen nepatrné. Maly problém totiz predstavuje ta skutecnost, ze €2, nemusi byt ¢asti €2 a ze
I # T, takze funkce p, ¢ a f nemuseji byt definovdny na celé oblasti Q, funkce g nemusi
byt definovéna na I'yj, a funkce v a 3 nemuseji byt definovany na I'y,. S funkei ¢ zadné
problémy nevzniknou, nebot hodnoty této funkce potiebujeme znét jen v uzlech hranice
Ty;, a tyto uzly jsou podle predpokladu 2 soucasné uzly hranice I'y. U zbyvajicich funkef
staci znat jejich hodnoty v uzlech formuli numerické integrace. Vzhledem k podmince 1 a 2
zadné problémy nenastanou, jsou-li uzly integrace soucasné uzly triangulace a nebo jsou-
hodnoty funkef o a 3 ve stiedu (z7,y3) strany S. Ale zde je pomoc snadnd: hodnotu
ve stfedu nahradime aritmetickym prumérem hodnot v koncovych bodech strany. [
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2.9. Minimaliza¢ni formulace

Definujme funkcionél

I(w) = 3 a(w,w) — L(w) (2.61)
a zabyvejme se minimalizacni ulohou

najit uw € W splnujici [I(u) < [I[(w) Yw e W. (2.62)

Ukéazeme, ze ,slaba“ tloha (2.12) a minimalizacni tloha (2.62) maji stejnd feseni. Pred-
poklddejme nejdifve, ze u je feSenim (2.12). Necht w € W a polozme v = w — u, takze
veVaw=u+v. Mame

M(w) = Hu+v)=1alu+v,u+v)— Llu+v)=
La(u,u) + % a(u,v) +  a(v,u) +  a(v,v) = L(u) — L(v) =
sa(u,u) — L(u) + a(u,v) — L(v) + 5 a(v,v) =

= I(u) + 3 a(v,v) > (u),

ponévadz a(u,v) = a(v,u), a(u,v) — L(v) =0 a a(v,v) > 0, takze u je feSenim (2.62).
Obrécene, necht u je fesenim (2.62). Potom pro kazdé v € V a kazdé reélné ¢islo ¢ je
II(u) < II(u+ tv). Tedy diferencovatelnd funkce

p(t) = T(u+tv) =Lalu+tv,u+tv) — Llu+tv) =
sa(u,u) + 2 a(u, tv) + L a(tv,u) +  a(tv, tv) — L(u) — L(tv) =
5 a(u,u) — L(u) + tla(u,v) — L(v)] + 3 t*a(v, v)

mé minimum pro ¢t = 0 a tudiz ¢’(0) = 0. Avsak ¢'(0) = a(u,v) — L(v) a proto u je
feSenim (2.12).
Definujeme-li

I, (w) = 1 ap(w,w) — Ly(w), (2.61d)
pak také diskrétni minimalizacni iloha
najit U € W, splaujici I1,(U) < II,(w) Yw € W), (2.62d)

mé stejné Feseni jako diskrétni ,slabd“ uloha (2.18). Dokazme si to. Pro w = v + z, kde

v je libovolna funkce z Vj, tedy v = ZZY O,w;, a z = ZZQNH g(x;, yi)w; € Wy, plati
Iy (w) = 35ap(w,w)— Ly(w) =

an(0,0) = [Ln(0) = an(z,0)] + [ an(z, 2) — Ln(2)] =

= O'[IKO — F| +1II)(z)

1
2
1
2
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(vyuzili jsme symetrii a,(v, 2) = an(z,v) a oznaceni (2.23)), takze feSeni tlohy (2.62d) je
ekvivalentni minimalizaci funkce

(@) = O KO — F| +II;(2)

v PN-rozmérném Euklidové prostoru RPY. Vzhledem k symetrii matice K musi pro
stacionarni bod A funkce ®(@®) platit
grad®(A) =1 KA+ A'K|" - F=KA -F =0,

)

A tedy spliuje rovnici (2.24). Protoze Hessova matice

) PN
TR g
96,00,

ij=1
je pozitivné definitni, A minimalizuje (@) v RN aU = Zz\lf Aiwi—FZfEDNH (i, yi)w;
minimalizuje I, (w) ve W}, a je FeSenim jak ulohy (2.62d) tak ulohy (2.18).

Poznamka 19. Slaba formulace, kterou lze odvodit z formulace minimaliza¢ni, byva
oznacovana také jako formulace variaéni (toto pojmenovani ma svij puvod ve variaénim
poctu, ktery uéi, ze pro symetrickou bilinedrni formu a(w, v) a linedrni funkcional L(w)
je 6Il(w) = a(w,v) — L(v) pro v € V prvni variaci funkciondlu II(w) = a(w, w) — L(w)
pro w € W). Minimalizaéni formulace je tedy méné obecnd nez formulace slaba. Na
druhé strané je vsak minimaliza¢ni formulace formalné jednodussi, napiiklad v diskrétni
minimaliza¢ni formulaci vystupuje jen jedna sada parametri, totiz parametry {©;}24 jako
argumenty minimalizované funkce ®(®), a proto lze-li tlohu formulovat minimaliza¢ne,
inzenyti takové formulaci obvykle davaji prednost. [

2.10. Nestacionarni iloha vedeni tepla

Budeme se zabyvat tilohou uréit funkei u(z,vy,t), (z,y) € Q, t € (0,T), vyhovujici
diferencialni rovnici

c% — V- -[pVul+qu=f pro(z,y)€Q, te(0,T) (2.63)
a splnujici okrajové podminky
u = g pro(z,y) €y, t€(0,T), (2.64)
—pg—z = au—f pro (z,y) €y, t€(0,T) (2.65)
a pocateéni podminku
u(z,y,0) = p(x,y) pro (x,y) € Q. (2.66)

Ptitom t je cas, u(z,y,t) teplota, c(z,y,t) = Cp je soucin tepelné kapacity C(x,y,t)
a hustoty o(z,y,t), p(z,y,t) je tepelnd vodivost, q(z,y,t) je koeficient prestupu tepla
»plochou” Q, f(x,y,t) = Q + qu. je souctem tepelného zdroje Q(x,y,t) a tepelného toku
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que ,plochou* Q (u.(z,y,t) je teplota okoli ,plochy* ), g(x,y,t) je predepsana teplota
na hranici I'y, a(z,y,t) je koeficient prestupu tepla a 5(z,y,t) = au, je tepelny tok na
hranici I'y (ue(z,y,t) je teplota okoli hranice I'y). Proto rovnici (2.63) piSeme castéji ve
tvaru

ou

CQE -V [pVU] + Q(u - ue) = Q pro (:E,y) S Qa te (OaT>a (263’)
a okrajovou podminku (2.65) ve tvaru
ou
Py = alu—u,) pro (z,y) €Ty, t € (0,T). (2.65")

Slabou formulaci ziskdme podobné jako ve stacionarnim piipadé (2.1)—(2.4). Rovnici
(2.63) nasobime testovaci funkci v(z,y) a integrujeme pres 2. Pii oznaceni

(w,v):/wvdxdy
Q

dostaneme uzitim Greenovy formule (2.6)

(cug,v) +a(u,v) = L(v) Yo eV apro te(0,T), (2.67a)
u=g pro (z,y) €y, te€(0,7T), (2.67Db)
u(@,y,0) = p(z,y) pro (z,y) € Q, (2.67c)

kde a(u,v) je uréeno vztahem (2.9), L(v) vztahem (2.10) a kde jsme si oznaéili u; = du/0t.
a(u,v) a L(v) budeme diskretizovat nejdiive v prostorovych soutadnicich zcela stejnym
zpusobem jako ve stacionarnim pripadé. Nyni ovsem hodnoty ptiblizného feseni U v uzlech
P; jsou funkcemi casu: U;=U;(t)=U (x], yj,t). To vSak nic neméni na aproximaci a(u,v)
a L( ): a(u,v) aproximujeme pomoci a, (U, v) uzitim vztahu (2.19) a L(v) aproximujeme
pomoci Lp(v) uzitim vztahu (2.20). V rovnici (2.67a) je vsak jesté ¢len (cuy,v). Ten
nahradime vyrazem

(cU,v)p = Zle(cUtv),

ecT
kde I¢ je formule (2.43). Ponévadz U; = ZPU U;(t)w;(x,y) (tecka znaéi derivaci podle
casu), dostaneme

If(cUv) = [@)TI(NTeNe)A® = [@4TCe A,
c(21, 91, 1) 0 0
e _ pl(e) e e
kde Ce = 3 0 c(x§, ys, t) 0
0 0 c(x§, y5, 1)

NT, AL(t) = UL(t), i = 1,2, 3. Matice C¢ je diagonaln{

Ag(
a proto také (cU,v), = © , kde C je diagonélni matice,

a AC= A%(t) = (Af(1), A (1), £
(e)

Cii = C(xiayiat) pl(Dl)c(xzaylat)a

esSP;

S
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kde pl(D;) se rovna jedné tfetiné ze souc¢tu ploch vsech trojihelniku majicich spoleény
vrchol P;. Aproximaci (2.67a) - (2.67¢) tedy dostaneme tlohu

CA+KA=F, A0 =, (2.68)

kde ¢ = (p(z1,y1), ..., 0(xpn,ypn))T. (2.68) je soustava obycejnych diferencidlnich rov-
nic prvniho fadu pro nezndmé A;(t)=U;(t) s poc¢atecnimi podminkami U;(0)=¢(x;,y;),
1=1,..., PN. Matice C, K a vektor F obecné zaviseji na .

Pocétecni tlohu (2.68) lze piiblizné vyfesit vhodnou numerickou metodou. Casto se
pouziva tzv. ©-metoda, viz [26], [5]. Jeji pouziti si nyni struéné naznac¢ime. Uvazujme
déleni intervalu (0,7) : 0 =ty < t;--- <tg =T aoznacme At; = t;11—1t; , tiyg = t;+At,;0,
kde i =0,...,Q — 1. Necht A’ oznacuje aproximaci A(t;). Polozime A® = ¢ a A" pro

1=0,...,Q — 1 spocteme FeSenim soustavy rovnic

[Ci—l—ﬁ + AtieKi—Hg]AiJrl _ [Ci-‘ré’ _ Atl(]_ o Q)KH—G]AZ + Atz‘Fi—Hg, (269)
kde

C* = Cltirg), K™ =K(tirg), F*=F(tirg). (2.69f)

Pro % < 6 < 1 je schéma (2.69) bezpodminecné stabilni a tedy dobré vysledky do-
staneme i pro pomérné velké ¢asové kroky At;. Pro 0 <6 < % je metoda jen podminéné
stabilni: abychom dostali rozumné vysledky, musi ¢asovy krok spliovat omezeni

At; < Arh? (2.70)

pro vhodnou konstantu A (nezavislou na h). Konstantu Ar je az na vyjimeéné pripady
obtizné presné urcit. To samo o sobé v8ak neni na zavadu, uzivame-li pii feseni (2.69)
fizeny vybér délky kroku s cilem udrzet chybu casové diskretizace ve zvolené toleranci.
Pak totiz mechanismus Tizeni délky kroku automaticky zaiidi takovy vybér kroku, aby
vztah (2.70) byl splnén. Problém vsak zustava v tom, ze takto vybrany krok bude velmi
maly.

Pro explicitni Eulerovo schéma, kterému piislusi § = 0, je matice soustavy rovnic
(2.69) diagonaln{ a soustava se rozpadne na samostatné rovnice tvaru ci, At = g, kde
gk je znamé, a tedy FeSeni soustavy rovnic je ,laciné“. Omezeni ¢asového kroku (2.70)
si presto casto vyzada vétsi objem vypoctu nez pouziti bezpodminecné stabilni metody
s vetsim krokem. Pro 6 > 0 uz matice soustavy rovnic (2.69) diagonélni neni a proto vzdy
uzijeme bezpodminecné stabilni #-metodu. Nejpresnéjsi vysledky obdrzime pro Crankovo-
Nicolsonovo schéma, kterému odpovida 6 = % (metoda je 2. fadu presnosti), nejstabilnéjsi
je vsak implicitni Fulerovo schéma, kterému piislusi 6 = 1.

Za predpokladu existence dostatecné hladkého slabého teseni lze ukazat, ze plati

O(h* + At) pro 0 # %,
O(h* + At*) pro§ =1,

max |u—U| =

_ (2.71)
Qx(0,T)

kde At = max; At;. Proto se nejcastéji pouziva Crankovo-Nicolsonovo schéma. Jen v piipadé
nesouladu pocéatecnich a okrajovych podminek nebo pii prudké zméné okrajovych podminek
je ucelné pro nékolik casovych kroku pouzit implicitni Eulerovo schéma, které je sice méné
presné, zato vSak stabilnéjsi.
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2.11. Dynamika

Budeme se zabyvat tlohou uréit funkci u(x,y,t), (z,y) € Q, t € (0,T), vyhovujici
diferencialni rovnici

2
OtV Vel tqu= ] pro(r.y) €0, 1€ (0.T) (2.72)

a splnujici okrajové podminky

u = g pro(z,y) €y, t€(0,T), (2.73)
0
—p% = au—f pro(z,y)€ly, te(0,T) (2.74)

a pocatecni podminky

W =1(z,y) pro (z,y) € Q. (2.75)

U(l‘, Y, O) = 90(1'7 y),
Uloha (2.72) - (2.75) je dobrym modelem kmitajici membrdny. Pritom t je cas, u(z,y, t)
vychylka, (Ou/0t rychlost a 9%u/dt* zrychleni), o(x,y,t) hustota, p(x,y,t) charakterizuje
tuhost membrany, ¢(z,y,t) odpor okolniho prostiedi, g(z,y,t) predepsany pokles po-
deptené ¢ésti I'y hranice, a(x, y,t) tuhost pruzinového ulozeni a 3(z,y, t) zatizeni na ¢asti
I'y hranice.

Pti odvozovani slabé formulace postupujeme podobné jako v 1loze vedeni tepla a do-
staneme

(oug,v) + a(u,v) = Lv) YveV apro te(0,T), (2.76a)

u=g pro (z,y) €y, te(0,7T), (2.76Db)
ou(zx,y,0 —

ur..0) = ¢ey). 28D ey pro () e @ (2.76¢)

Clen (g uy,v) aproximujeme vyrazem

(Q Ui, U)h = Z IG(Q Ui, U)

ecT

a uzitim formule (2.43) obdrzime (o Uy, v), = OTMA (dvé tecky znaé druhou derivaci
podle ¢asu), kde M je diagondlni matice, tzv. matice hmotnosti,

pl(e

3
eBPi

a kde pl(D;) je stejné jako v predchozim odstavei rovno jedné tietiné ze souc¢tu ploch vsech
trojuhelniki majicich spoleény vrchol P;. Aproximaci (2.76a)—(2.76¢) tedy dostaneme
tlohu

MA+KA=F, A(0)=¢, A0) =1, (2.77)



kde Y= (Sp(xh yl)a ) SO(ZL‘PNa yPN))T a '(;b = (w(l‘h yl)a ) ¢(xPNa yPN))T' (277) je sou-
stava oby¢ejnych diferencidlnich rovnic druhého réadu (tzv. pohybové rovnice) pro nezndmé

A (1)=Uj(t) s pocatecnimi podminkami U;(0)=w(x;, y:), Us(0)= (i, 1), i = 1,..., PN.
V tlohach dynamiky obvykle jesté uvazujeme tlumeni a misto ulohy (2.77) fesime tlohu

MA+CA+KA=F, A0)=¢, A0) =21, (2.77)

kde C je tzv. matice utlumu. PTi proporcionalnim ttlumu je C = apM+ax K pro vhodna
¢isla aps a ag. Matice M, C, K a vektor F obecné zaviseji na t.

Pocatecni tlohu (2.77°) lze piiblizné vyfesit vhodnou numerickou metodou. Casto se
pouziva metoda centrdlnich diferenci (MCD) a Newmarkova metoda (NM), viz [2], [5].
Pouziti téchto dvou metod si nynf struéné naznaéime. Uvazujme déleni intervalu (0,7 :
0=ty <ty - <tg=Taoznatme Al; =t; 11 —t;1,1=0,...,Q—1. Necht A? oznacuje
aproximaci A( ;) a podobné A’ aproximaci A(t;) a A’ aproximaci A(t;).

a) Metoda centralnich diferenci. Pro jednoduchost uvazujme rovnomérné déleni s kro-

kem At = T/Q. Polozime
A’ =, A=+ Aty + JAPM°|HF? — C% — K, (2.78)
kde M°=M(0), C°=C(0), K°=K(0), a A" pro i = 1,...,Q — 1 spocteme FeSenim

soustavy rovnic
! MZ+—C’ A B K- M| A |- L | Al , (2.79)
At? 2At At? At? 2At '

kde M'=M(t;), C'=C(t;) a K'=K(¢t;). MCD je jen podminéné stabilni: abychom dostali
rozumné vysledky, musi casovy krok splnovat omezeni

At < Aph (2.80)

pro vhodnou konstantu Ap (nezavislou na h). Omezeni (2.80) neni zdaleka tak piisné jako
omezeni (2.70), které jsme dostali v tloze vedeni tepla pro ©-metodu s 0 < © < 0,5. To
je také duvod, pro¢ se MCD stale s ispéchem pouziva.

b) Newmarkova metoda. NM zavisi na hodnotach dvou parametru, které ovliviuji
presnost metody a jeji stabilitu. My si zde uvedeme NM s optimalnimi a nejcastéji
pouzivanymi hodnotami téchto parametru, pro které metoda bude jak bezpodminecné
stabilni tak dostateéné presnd. Polozime

N Aoy AV G K 280
aproi=0,...,Q — 1 spocteme A Feenim soustavy rovnic
M7 4 LAGCH 4 LAPKT AR = (2.82)
=FF KA - [CF 4+ ALK AT - [LALCT! + TACKTT AT
a dale dopocitdme
A= AP+ LAL AT+ AT,
(2.83)

AT = AT+ AL AT+ LA AT+ AT
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Pritom Mi+1:M(ti+1), CiJrl:C(tH_l) a KiJrl:K(tH_l).

Za ptredpokladu existence dostatecné hladkého slabého teseni lze ukazat, ze pro obé
zde uvedené metody plati

rrzyejpx lu(xj, y;,t;) — U]Z| = O(h* + At?), (2.84)

kde At = max; Atl

V dlohéch dynamiky funkce o, p, ¢ a « obvykle nezaviseji na case. Pak vSak na
case nezaviseji ani matice M, K a v pripadé proporcionalniho utlumu ani matice C.
Zvolime-li navic jesté rovnomeérné déleni intervalu (0,7, takze At;=At=T/Q), lze sou-
stavy linedrnich rovnic (2.79) i (2.82) zapsat schématicky ve tvaru Ax'=b’ s matici sou-
stavy A, kterd zustava pro vsechny kroky stejnd. Efektivnim zpusobem teseni takovych
soustav je modifikace Gaussovy elimina¢ni metody nazyvana LU-rozklad. Nejdiive ma-
tici A rozlozime na soucin dolni trojihelnikové matice L a horni trojihelnikové matice
U, A=LU. Postup rozkladu a pocet potiebnych aritmetickych operaci je pritom analo-
gicky primému chodu Gaussovy eliminace. Déle pak v kazdém kroku fesime dvé soustavy
Ly’=b’ a Ux‘=y’ a vyuzivame toho, Ze feseni soustav s trojihelnikovou matici je snadné
(odpovidé zpétnému chodu Gaussovy eliminace).

V dynamice se také casto resi tzv. problém vlastnich ¢isel. Jde o urceni ¢isla A a funkce
u(x,y) definované a nenulové v Q tak, aby byla splnéna diferencialni rovnice

=V - [pVu]+ qu=Xou pro (z,y) € Q (2.85)

a okrajové podminky

u = 0 pro(x,y) €Ty, (2.86)
0
—p% = oau pro (z,y) € I's. (2.87)

u se nazyva vlastni funkce nebo také wvlastni tvar a A vlastni ¢islo. Obvyklym zpusobem
odvozend slaba formulace znf:

najit \€ Raw €V, u#0, splavjici  a(u,v) = ANou,v) Vv e V. (2.88)
Lze ukazat, ze existuji kladna vlastni ¢isla 0 < Ay < Ay < --+ — 00 a jim odpovidajici
nenulové vlastni funkce uy, us,... s vlastnostmi a(u;,u;) = (ow;,u;) = 0 pro i # j.

Ptislusna diskrétni formulace je tvaru
najit A€ R a U eV, U#DO0, splaujici a,(U,v) = A(oU,v), Yv eV, (2.89)

Lze ukazat, ze existuje PN kladnych vlastnich cisel 0 < Ay < Ay < -+ < Apy a jim
odpovidajicich nenulovych vlastnich funkci Uy, Us, ...Upy takovych, ze pro i # j plati
an(U;, U;) = (oU;, Uj)p = 0. Maticovy zapis (2.89) je

najit A€ R a 6 € R"™Y,§ # 0, spliujici Ké§ = AMS. (2.90)

Vlastni vektory &; prislusné vlastni ¢isluim A; lze urcit tak, ze 6iTK5j = 5Z-TM6]' =0 pro
i # j a8 Md; = 1. Pfitom souvislost mezi vlastnim vektorem 8; = (6i1,--s0ipn)T
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a vlastni funkci U; je dana vztahem U;(z,y) = Zf:]\i 0; jwj(x,y). Zobecnény problém
vlastnich ¢isel (2.90) fesime pomoci vhodné numerické metody. V praxi nds pritom obvykle
zajima jen nékolik nejmensich vlastnich ¢isel a jim odpovidajicich vlastnich funkci. Mezi
nejcastéji pouzivané metody patii metoda iteraci v podprostorech, viz [2],[4], Lanczosova
metoda, viz [4] nebo Arnoldiho metoda, viz [12],[24]. Za piredpokladu existence dostateéné
hladkého slabého feSeni plati

max |[u; — U;| = O(h?), |\ —Aj| =O0(h*) proi=1,...,PN.
Q

Ukazme si, jak muzeme pomoci vlastnich ¢isel A; a vlastnich vektoru d; urcit feseni
tlohy (2.77) v piipadé, ze matice M a K nazaviseji na t. Reseni hledejme ve tvaru
A(t) = Yq(t), kde Y = (81,...,0pn) a q(t) = (q1(t),...,qpn(t)T je tieba uréit. Do-
sazenim do MA 4+ KA = F dostaneme MY { + KYq = F. Vynésobime-li tuto rovnici
zleva matici Y7, dostaneme ¢ + Aq = YTF, nebot YI'MY = I je jednotkovd ma-
tice a YIKY = A, kde A = diag{Ay,...,Apx} je diagondlni matice s vlastnimi ¢isly
A1, ..., Apy na hlavni diagonale. Dostaneme tedy PN na sobé nezavislych obyc¢ejnych
diferencidlnich rovnic §;(t) + Asq;(t) = hi(t), kde hi(t) je i-ta slozka vektoru YTF(t).
Vynésobenim rovnice A(0) = Yq(0) = ¢ resp. A(0) = Yq(0) = % zleva matici Y'M
dostaneme q(0) = YT M resp. q(0) = YT Map, takze funkee ¢;(t) je uréena pocatecnimi
podminkami ¢;(0) = 7;, ¢;(0) = s;, kde r; resp. s; je i-ta slozka vektoru Y M resp.
YT M.

V piipadé ulohy (2.77°) a proporciondlniho ttlumu, tedy pro C = apM + ax K, opét
klademe A(t) = Yq(t) a i-tou slozku ¢;(t) vektoru q(t) ziskdme snadno fesenim pocateéni
ulohy

Gi(t) + (anr + ar i) ¢i(t) + Niqi(t) = hi(t), 2:(0) =i, ¢:(0) = s, (2.91)

kde h;(t), r; a s; jsou stejné jako difve i-té slozky vektori YZF(t), YT M¢p a YT Mqp.

V nékterych pripadech lze ziskat uspokojujici aproximaci feseni pomoci jen nékolika
nejmensich vlastnich ¢isel a vektoru. Polozime Y = (d4,...,9d,,) pro vhodné m < PN,
fesenim tloh (2.91) pro ¢ = 1,...,m urc¢ime ¢;(t) a dostaneme A(t) = Yq(t), kde q(t) =
@ (0)s- - am(®)"

2.12. Rovinna napjatost a rovinna deformace

Doposud jsme se zabyvali skalarnimi tlohami, jejichz fesenim byla jedind funkce.
V tomto odstavci si uvedeme vyznamnou aplikaci, jejiz feseni tvoii dvojice funkei.

a) Klasicka formulace
V rovinné tloze pruznosti nebo deformace vektor napéti

0 = (04,0, Tey)" (2.92)
spliiuje Cauchyovy rovnice statické rovnovahy

Jo,  OTyy
ox oy

0Ty Ooy, B
e + En +fo=0 pro (z,y) € Q, (2.93)

+f1:0a
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kde o,(z,y) resp. o,(z,y) je normalové napéti v fezu x = konst. resp. y = konst., 7, je
tecné napéti v fezu x = konst. nebo y = konst. a fi(x,y) resp. fo(x,y) je slozka vektoru

£=(fi )" (2.94)

objemového zatizeni pusobictho ve sméru osy x resp. y. Hookiuv zdkon (fyzikalni rovnice)
zapiseme ve tvaru

o =D(e—¢&"), (2.95)
kde
D = {di;(z,y)}} =1 (2.96)

je symetrickd pozitivné definitni matice tuhosti materidlu,

€ = (e4,6y, ”yxy)T (2.97)

je vektor deformace a
& = (20,72, (298)

je vektor pocdatecni deformace. Pitom e,(z,y) resp. g,(z,y) je pomérné prodlouzeni ve
SIMEru 0Sy T resp. Y a Yy je pomérnd uhlova deformace (zkoseni) v roviné xy. Podobné
ed(z,y) resp. 52(:E,y) je pomérné pocatecni prodlouzeni ve sméru osy z resp. y a V;Jy
je pomérna pocatecni ihlova deformace v roviné xy. Naptiklad pii tepelném zatézovani

izotropniho materialu je

70 =0. (2.99)

aAT pro rovinnou napjatost,
Et = Ty

aAT(1+v) pro rovinnou deformaci,
Pritom « je koeficient tepelné roztaznosti, AT je zména teploty a v je Poissonuv soucinitel

pritného zizeni (0 < v < 0,5). Pro izotropni materiél jsou z prvku matice tuhosti D
nenulové pouze cleny dy1=ds, dia=ds; a dsz3 a plati pro né v piipadé rovinné napjatosti

E Ev E

dyy =dy=——, dpo=dyy = ——, dzg3 = ——— 2.100

a v piipadé rovinné deformace
E(l-v) Ev

dyy = dog = dip = doy = d3zzs = ——, (2.101

kde E je Younguv modul pruznosti v tahu resp. tlaku. Z geometrickijch rovnic
8u1 8u2 8u1 aUQ
r — & — 5 Ty — T~ T~ 2102

c or’ Ay Ty dy + Ox ( )
dostaneme vztah mezi vektorem deformace a vektorem posunuti

u = (uy,up)’, (2.103)
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v némz uy(z,y) resp. us(x,y) je posun bodu (x,y) ve sméru osy z resp. y. Dosazenim
ze vztahu (2.95), (2.102) do (2.93) dostaneme soustavu dvou parcidlnich diferencialnich

rovnic
— ag [dll% _|_d12 y _|_d13 (% + %):| —

9, Ouy Oup | Oug\|
—a—y{d31—+d32 y+d3g(@+8—x>]_
) 0 9
— 1 — a— [dllg —+ d126 + dlg’yxy} a— [d315 + d325 + d3373;y} 5
y (2.104)
_ 9 g 0m , Oun , (Ow Ous\]
a 32 y 33 ay al,
o a 0 0
J 21ﬂ+d22—+d23 A
oy Ay y Ox
0 0 0 0 0
= fy— o [dglg + d325 + dggvxy] 6_y [d216x + d22€y + d237xy] )

Pro izotropni material se rovnice (2.104) nazyvaji Laméovy statické rovnice. Zavedeme-li
Laméovy konstanty

% pro rovinnou napjatost,
A\ 1—v E
= Ev : def . "= oMy (2.105)
T )0 =) pro rovinnou deformaci,
pak dosazenim do (2.100) a (2.101) snadno ovérime, ze
dign =dyp = AN+2u, dip=2A, dgz=p, diz=dy=0, (2.106)

a vyjadifme-li pocatecni pomérné prodlouzeni € pomoci (2.99), dostaneme Laméovy rov-
nice ve tvaru

—pAu — (A + p) graddiva = —2(A + p) grad ey,

kde

Aul 82ui 82ui 8u1 8u2
Au = Au; = . diva=2 %
“ ( Ay ) YT o2 T oy VU= Ty

Okrajové podminky uvazujeme dvojiho druhu. Na ¢4sti I'; hranice predepisme geomet-
rické okrajové podminky

W =¢1, Us=gy naly (2.107)
a na casti I'y hranice statické okrajové podminky

OyNg + TayNy = D1,  TaoyNag + Oyny = po na Iy (2.108)
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Zde g1(z,y) a g2(z,y) jsou predepsané posuny na ¢asti I'; hranice a pi(z,y) a pa(x, %) jsou
1-0vé a y-ova slozka povrchového zatizeni. Oznacme g = (g1,92)7 a p = (p1,p2)?. Bu-
deme predpokladat, ze geometrické okrajové podminky jsou predepsany alespon na ¢asti
hranice, tedy ze I'; # (). Rovnice (2.104) spolu s okrajovymi podminkami (2.107) a (2.108)
predstavuji klasickou (diferencidlni) formulaci tilohy rovinné napjatosti ¢i deformace.

b) Slaba formulace
Definujme prostor X dvojic funkef v(z,y) = (vi(z,y), vo(z,y))T predpisem

X = {v|v € H(Q), v, € H(Q)}, (2.109)
prostor testovacich funkeci

V={veX|v=0 naly} (2.110)
a mnozinu piipustnych feseni

W={veX|v=g nali}. (2.111)

Vynasobme prvni z Cauchyovych rovnic (2.93) funkei v; a druhou funkei vy, kde v =
(v1,v9) € V, obé rovnice sectéme a integrujeme pfes 2. Uzitim Greenovy formule (2.6),
statickych okrajovych podminek (2.108), Hookova zdkona (2.95), geometrickych rovnic
(2.102) a oznaceni

. (%1 61)2 E)vl c%g r
e(v) = (%’a_y’a_era—x) (2.112)

dostaneme
8090 87@ aTa}y aO-y _
/Q{[ax "y +f1] ot { ar | By +f2] 02} drdy =

= {[o2ng + Tayny] v1 + [Tayny + oyny] vo} ds—
o0

E)vl 61)1 81}2 aUQ o
—/Q [Gmﬁ—x+Twy6—y +sz—x +0y8—y] d$dy+/ﬂ[f1v1 +f2v2] drdy =

:/ [p1v1 + pavso] dS—/r—:(v)~adxdy+/v'fdxdy =
T2 Q Q

Q

:/F2v~pds—/ﬂr-:(v)~D[s(u)—so} dxdy—l—/v~fdxdy.

Proto slabou (varia¢ni) formulaci ilohy rovinné napjatosti ¢i deformace lze psat ve tvaru

najit u € W splnujici a(u,v) = L(v) Vv eV, (2.113)
kde
a(u,v) = / g(v) - De(u) dzdy, (2.114)
Q
L(V):/V-fdxdy+/e(v)-Dsodxdy+/ v - pds. (2.115)
Q Q )
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Jestlize funkee d;; € PC(Q) pro i,j = 1,2, 3, funkce fi, fo, €2 62, vgy € PC(Q), funkce

x?

p1, p2 € PC(T3) a funkee g1, g» € C(T'}), pak existuje jediné slabé feseni tlohy (2.113).

c) Diskrétni slaba formulace
Oblast () triangulujeme stejné jako v odstavci 2.5 a definujeme konecnéprvkovy prostor
funkei

X, = {V | v1 € Xp, 09 € Xh} (2116)
Dimenze prostoru X, je rovna 2 PU. V prostoru X, volime bazové funkce
le(xay) = (wj(xay)a())Ta ng(:c,y) = (O,’w]’(l‘,y))T, .7 = 177PU (2117)

Pak kazdou funkci v(z,y) € X; muzeme zapsat ve tvaru

PU

v(z,y) = Z [Ul(%‘a yj)le(% y) + 02(%', yj)WjZ(xa ). (2.118)

Konecnéprvkovy prostor testovacich funkei V;, definujeme predpisem
V,={veX,|v(P)=0VPeT,} (2.119)
a mnozinu W, konecnéprvkovych ptripustnych funkci uréime jako mnozinu
W, ={veX,|v(P) =g(P) VP T} (2.120)

Pro v € V;, plati

v(z,y) =Y [or(ws, y) Wi (2, 9) + va(w), y;)wia(, )] (2.121)

j=1
aprov e Wy je

PN

v(z,y) = Z (1 (75, y) ) Wi (2, y) + v2(25, y;) Wiz, )] +
j:;U (2.122)

+ Z [91(25, ;) Wi (2, y) + g2(x, yj)Wia(z, y)] -
j=PN+1

Pak diskrétni slabou formulaci tlohy rovinné napjatosti ¢i deformace lze zapsat ve tvaru

najit U € Wy, spliujici a; (U, v) = Lp(v) Vv € Vy, (2.123)
kde
ay(U,v) = I°(e(v) - De(U)), (2.124)
Ly(v) =Y I‘(v-f)+ > I°(e(v)-De") + > (v -p). (2.125)
eceT eceT Ses
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Hodnotu slozky U; feseni U v uzlu P; oznacime Aj = Uj(x;,y;) a hodnotu slozky v

testovaci funkce v v uzlu P; oznacime O, = v;(x;,y;). Podle (2.119) a (2.120) je

PN

Uz,y) =Y [Ajwi(e,y) + Ajawja(z,y)] +

J=1
PU

+ Y oy Wil y) + ga(ej, ) wis(e, )], (2.126)
j=PN+1

v(z,y) =) [Oawa(z,y) + Onwi(z,y)].

j=1

Vzhledem k bilinedrnosti formy a,(U,v) a linedrnosti funkcionalu Lj(v) lze dosazenim
z (2.126) do (2.124) a (2.125) odvodit

0=ax(U,v) = Ly(v) =Y _[©;]" {Z KA, — F} - 07[KA - F], (2.127)

kde jsme uzili oznaceni

1,j=1

K:{KU PN a KU:<

Lu(wi1) - 91(xj, ;)
F=(F{, .. Fpy)" a Fi:(L( )>— > Kz‘j( ( )>,
r(Wi2 92\%5,Y
=P " (2.128)
T T \T Air
A:(A17"'7APN) a AZ: AQ 5
O
e=©f,...,0L,) a ©,= ( 6 )
Protoze © je libovolny vektor, musi platit
KA =F. (2.129)

Matice tuhosti K je symetricka, pozitivné definitni a pii vhodném ocislovani uzlu také
pasova.

d) Elementarni matice a vektory
Globalni matici tuhosti K a globalni vektor zatizeni F sestavime pomoci elementarnich
matic K¢ a elementérnich vektorti F¢ pro e € T a elementarnich vektori F*¥ pro S € 8.

Elementarni matice a vektor na elementu e. Postupujeme podobné jako v od-
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stavel 2.7. Oznacime si

N€:<wf 0 w§ 0 ws O)’

0 wi 0 w§j 0 w§
Af
A¢ Uy (22, y¢
A= Ay | a A;:( “)z( 1 yl)), i=1,2,3
c A% U (5, yf) (2.130)
A
Of
o e g€
o= o | a @f:(@zl)z(vlng’yii), i=1,2,3.
o5 i2 V2T, Yi
Pak slabé teseni U a testovaci funkci v lze na elementu e vyjadrit ve tvaru
U° = N°A°, v°=N°©O° (2.131)
Déle oznac¢me
ow§ ows ows
0 0
Ox Ox Ox 0
a & e e
Be—eN9)=| o 24 o 9w, Ous |
dy oy oy
owy OJw{ Ows Ows Ows Ows
oy Ox Jdy Ox Oy O (2.132)

ai 0 a5 0 a§ O
=1 0 b 0 b 0 b
b af b5 a5 0§ a
Ptredpokladejme, ze matice tuhosti materialu D je na elementu e konstantni. Tuto matici
oznacme

D¢ = {d;};,_;, kde df; jsou na e konstanty.

Pak je ale matice (U) - D°e(v) na elementu e rovnéz konstantni a ziejmé

I°(e(U°) - D%(v°)) = [@°]" {1 |d°| B )"D*B‘} A° = [@°]"K A° (2.133)
(pfipomernime, ze 1|d°| = pl(e) je plocha trojihelnika e, viz (2.39)). Matici

K = 1|d°| [B]'D*B* (2.134)

1
2
nazveme elementarni matici tuhosti. Pfi integraci clenu I¢(v - f) uzijeme formuli (2.43)
a dostaneme

I¢(v - f) = [@°) I¢(IN°]"f) = [@°] F, (2.135)
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kde elementdrni vektor F¢! je tvaru

Fs!
d° i i :
Fel — | ‘ Fgl a F,?l _ ( fl(«rz ye) ) pro i = 1’2’ 3. (2136)
6 pel fo(f, y5)
3

Konecné vyjadieme ¢clen I¢(e(v) - D). Predpokladejme, ze potdtecni deformace je na
elementu e konstantn{ a oznacme ji €%. Pak je e(v) - D" konstantn{ vektor a plati

I(e(v) - D€") = [©°" {} |d°| B]"D e} = [©@°]"F* (2.137)
pro

F? = 1]q°| B9 )" D . (2.138)

1
2
Odvodili jsme tedy

I¢(v - f) + I°(e(v) - DE%) = [©°]'F¢, kde F°=F* +F (2.139)

je elementarni vektor. Elementarni matici K¢ a elementarni vektor F¢ si vyjadieme ve
tvaru

Ke = {Kz?j}?,jzh Fe = ([FﬂT’ [F;]T[Fg]T)T> (2'140)

kde matice Kf;, 7,7 = 1,2,3, jsou matice fadu dva a F; = Fé' + FS2 4 = 1,2,3, jsou

sloupcové vektory se dvéma slozkami. Pro izotropni materidl pomoci (2.106) odvodime

Ke =1 |de| (A + Q,Ue)afa? + ,Uebfbi )\eafbj + ,ueajbf
v peashs + N ptagas+ (O + 20505 )
(2.141)

af
P =+ ()

Pritom A¢ a pf jsou Laméovy konstanty a &2 je pomérné délkové tepelné protazeni.
O vSech téchto trech velicinach predpokladédme, ze jsou na elementu e konstantni, coz
jsme vyznacili hornim indexem e.

Elementarni vektor na strané S. Oznac¢ime si

NS_(wf 0 ws O)

S S
0 wy 0 wj

cH oS 5 ys
@ =| | a O =( "5 )= Ul(xg yg) . i=1,2,3.
©; O3, va (27, ;)
Pak testovaci funkci v 1ze na strané S vyjadiit ve tvaru v¥ = N¥@°. Proto
°(v*-p) = [0 I°(IN*"p) = [©°]"F*. (2.142)
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Integrujeme-li lichobéznikovou formuli (2.53), dostaneme elementérni vektor

dS FS S’ S
=L (71 ) kde FS= pi(e7,97) proi=1,2. (2.143)
2 \ F§ Y

e) Sestaveni globdlni matice a vektoru
Ze vztahu (2.127), (2.124), (2.125), (2.133), (2.139) a (2.143) dostaneme
0=a,(U,v) — Ly(v) = O [KA - F] =

= Z[@e]T [KCA® — F¢] — Z[@S]TFS. (2.144)

ecT Ses

Z této rovnosti lze odvodit pravidla pro sestaveni globalni matice K a vektoru F z lokalnich
matic K¢ a lokdlnich vektort F¢ a F*. Postupuje se podobné jako v odstavci 2.7.

Algoritmus 1 (eliminaéni)
1) Matici K a vektor F vynulujeme.

2) Pro kazdy element e € T provedeme :
pro i=1,2,3 uréime I=KC[PRVKY/e,i]]; je-li I>0, pak provedeme :

a) pro j=1,2,3 ur¢cime J=KC[PRVKYTe,j||; je-li J>0, piicteme matici Kf; k matici

K, v opacném piipadé odecteme vektor Kf;g% od vektoru Fp;
b) vektor F¢ pricteme k vektoru F;.

3) Pro kazdou stranu S € 8§ provedeme :
pro i=1,2 urécime [=KC[STRANY|S,i]] a je-li I>0, vektor F; piicteme k vektoru F;.

Pfitom symbolem g§ rozumime vektor (g1 (x5, y5), g2(25,y5))"
Algoritmus 2 (pruzinovy)
1) Matici K a vektor F vynulujeme.

2) Pro kazdy element e € T provedeme :
pro i=1,2,3 ur¢ime I=PRVKYe,iJ;
a) pro j=1,2,3 urécime J=PRVKY[e,j] a matici K§; pficteme k matici K;;;
b) vektor F¢ pricteme k vektoru F;.
3) Pro kazdou stranu S € 8 provedeme :
pro i=1,2 uré¢ime I=STRANY]S,i] a vektor F; pficteme k vektoru F;.
4) Postupné pro i=1,...,PB uréime I=BODY]i] a provedeme:
polozime Q;=kK; a vektor K; nahradime vektorem Q; a vektor F; nahradime

vektorem Q; - g;.
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Pritom K;=diag{K;;} je vektor tvoreny diagonalnimi prvky matice K;;, symbolem g;
rozumime vektor (g1 (xr,yr), g2(x1, y1))? a tecka ve vyrazu Q;-g; oznacuje skaldrni soucin.
Pii popisu algoritmu 1 i 2 jsme se v zdjmu dosazeni jejich hutné formy zamérné
dopustili urcitych neptesnosti, které je treba uvést na pravou miru. Tak napiiklad tvrzeni
»matici Kf; pricteme k matici K;;“ je treba chapat tak, ze prvky matice K7; pricteme
k prvkum matice K uréenym pozici matice K;; v matici K, tedy k pozicim s indexy
(21-1,2J-1) (2I-1,27)
(21 ,2J-1) (2I ,27])

Podobné tvrzeni ,vektor F¢ pricteme k vektoru F;* je tfeba chapat tak, ze prvky vektoru
F¢ pricteme k prvkium vektoru F urcenym pozici vektoru F; ve vektoru F, tedy k pozicim
s indexy

&l

Konecné tvrzeni ,vektor K; nahradime vektorem Q;“ znamend, Zze prvky vektoru Q;
nahradi obsah matice K v pozicich urcenych indexy
{ (21-1, 2I-1)

(21, 21)

f) Zavérecné poznimky

Poznamka 20. Po vyfeseni soustavy rovnic (2.129) uréime slozky vektoru deformace
a napéti na prvcich. K tomu vyuzijeme vztahu

o(U) = D[e(U) — "] = D°[B°A° — &"]. (2.145)

Deformace a napéti jsou po prvcich konstantni a tedy globédlné nespojité. Vektory £(U)

se obycejné poc¢ita prumérovanim z elementu obsahujicich tento uzel. [

Poznamka 21. Za ptredpokladu existence dostatecné hladkého slabého feseni plati

max|lu— Ul = O(h?) a max|jo(u) —o(U)] = O(h) VeeT,
(9] e
kde || - || oznacuje délku vektoru. [

2.13. Izoparametrické prvky

Zatim jsme se seznamili s nejjednodussim konecnym prvkem pouzivanym pro feSeni
rovinnych tloh popsanych pomoci jedné nebo nékolika parcidlnich diferencialnich rovnic
druhého téadu: z geometrického hlediska slo o trojihelnik, na némz bylo koneénéprvko-
vé TeSeni linedrnim polynomem jednozna¢né urc¢enym svymi hodnotami ve vrcholech.
Obecné, hovotime-li o koneéném prvku, musi byt definovany jeho tii nasledujici vlastnosti:
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1) geometricky tvar prvku

2) typ funkce na ném definované

3) parametry jednoznacéné tuto funkei uréujici

Druhé a treti vlastnost konecného prvku nam urcuje funkci, kterou nazyvame ndsada.
Doposud pouzivany linearni trojuhelnikovy prvek ozna¢me symbolicky T3. Jeho nejvétsi
prednosti je jednoduchost algoritmu, které lze jeho uzitim vyvinout. Konkrétné, bez
problému se generuje triangulace oblasti i jeji pripadné lokalni zahusténi, elementdrni
matice (fddu 3) a vektory (o 3 slozkéch) se snadno odvozuji a jejich vysledny tvar je
dobte srozumitelny. Jedinou nevyhodou prvku T3 je jeho mald pfesnost: chyba linedrni
aproximace na prvcich stejné jako pripadné chyba, jiz se dopoustime aproximaci oblasti
s obecné kiivou hranici polygonem, je fddu O(h?), coz mé za nasledek, Ze chyba fesent
je ve funkénich hodnotéch O(h?) a v derivacich dokonce jen O(h), viz pozndmka 14 (od-
stavec 2.8). Chceme-li dostat presnéjsi aproximaci feSeni, musime presnéji aproximovat
jak hledanou neznamou funkci, tak i oblast 2. Vhodnym prostiedkem k dosazeni to-
hoto cile je pouziti izoparametrickych konec¢nych prvki. Pouzivaji se prvky trojihelnikové
nebo ctytuhelnikové s obecné kiivymi stranami. Na obrazku 8 je ndm jiz znamy linearni
trojuhelnikovy prvek T3 se tfemi uzly Pf(z¢,ys), i=1,2,3, na obrazku 9 je kvadraticky
trojuhelnikovy prvek T6 se Sesti uzly Pf(z§,yf), i=1,...,6, na obrdzku 10 je bilinedrni
¢tyiihelnikovy prvek Q4 se ¢étyimi uzly Pf(z¢,yf), i=1,...,4 a na obrazku 11 je netplny
bikvadraticky ctyftuhelnikovy prvek Q8 s osmi uzly Pf(xf,ys), i=1,...,8 a (iplny) bikva-
draticky c¢tyriahelnikovy prvek Q9 s deviti uzly Pf(z§,yf), i=1,...,9. (Pi oznaceni prvku
jsme pouzili prva pismena anglickych slov ,triangle® pro trojuhelnik a ,quadrangle” pro
¢tytuhelnik.)

P

Obr. 8. Prvek T3 Obr. 9. Prvek T6
Linearni a bilinearni prvky maji strany piimé, u kvadratickych a bikvadratickych prvku

jsou strany tvoreny parabolami. Podobné lze konstruovat prvky, jejichz parametricky
vyjadrené strany jsou polynomy vyssich stupnt.
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Obr. 10. Prvek Q4 Obr. 11. Prvek Q8 a Q9

Symbolem é si ozna¢me tak zvany referenéni prvek. Pro trojihelnikové prvky T3 a T6
je referencéni prvek pravoiuhly rovnoramenny trojihelnik uvedeny na obriazku 12 a pro
¢tytuhelnikové prvky Q4, Q8 a Q9 je referencni prvek ¢tverec uvedeny na obrazku 13.

Ui
P46(7171> p;(oal) P;(Ll)
é

] €
P(-1,0) Bi(0.0) | Be(1.0)

Ai De (1 De De ° T De 0 De
1(0a0) P4(§70) P2<1,O) Pl (71771) 5(0771> P2(1a71)

Obr. 12. Trojuhelnikovy referenéni prvek Obr. 13. Ctyfthelnikovy referenéni prvek

Obrazek 12 v sobé zahrnuje vlastné dva referencéni prvky, nebot prvku T3 piislusi refe-
rencni prvek é s uzly ]326( ¢.n5),1=1,2,3 a prvku T6 prislusi geometricky stejny referencni
prvek é, tentokrat vsak s uzly 1515( ¢ nf), i=1,...,6. Podobné obrézek 13 v sobé zahrnuje tii
referencni prvky: prvku Q4 ptislusi referencni prvek é s uzly Pf( ¢.ng),i=1,....4, prvku Q8
prislusi geometricky stejny referencni prvek é s uzly Pf( ¢,nf), i=1,...,8 a kone¢né prvku
Q9 prislusi geometricky opét stejny referencéni prvek e, avsak s uzly 15;3( ¢,ng), i=1,...,9.
Na referenénim prvku é definujme bézové funkce N¢(€,7) s vlastnostmi

. Lproi=j )
NE(&G,m;) :{ 0 proi % j aprot,j=1,...,Pe, (2.146)
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kde p. = 3 pro prvek T3, p. = 4 pro prvek Q4, p. = 6 pro prvek P6, p. = 8 pro prvek Q8
a pe =9 pro prvek Q9.
Pro linearni trojuhelnikovy prvek T3 je

Nf=1-¢-n, Ny =€, Ny =1,
pro kvadraticky trojuhelnikovy prvek T6 je

Ny=20—¢&—n)E —€—n), Nf=4(1—¢€—n),

N§ = 2¢(¢€ - 1), Nt = 4én,
N§ =2n(n— 1), N§=4n(1-¢—n),

pro bilinearni ¢tytihelnikovy prvek Q4 je

Ne=11-9(1—-mn), Nf=11+(+n),
Ns=11+8(1—n), Ny=1i1-901+n),

pro netplny bikvadraticky ¢tyiihelnikovy prvek Q8 je

Np=30-81-m(=€=n-1), Ng=301-¢)1-n),
Ny =10+ 90-mE—n-1,  N=30+0-n),
Ny =10+ +nE+n-1).  Nf=3(1-E)(1+n),
Ni =31 =+ (=€ +n—1), Ng=301-801—7),
a pro bikvadraticky ¢tyithelnikovy prvek Q9 je
Nf = 1&n(1 =&)L —n), N§=gn(l—€)(n—1),
N5 = 36n(1+&)(n—1), Ng =360+ -7,
N§ = en(1+ &)1 +n), N&=1In(l—€)(1+n),
Ni=2n(E—-1)(1+n), N§=3E-1)(1—n%),
Ny =(1=&)(1—n?).
Pomoci bazovych funkei definujme zobrazeni
x=2xz&,n) erNe &,n),
pro (&,1) € &, (2.147)
y=y°(&,n) Z?JeNe
které zobrazuje uzly Pe na uzly P, 1 =1,...,p.. Predpoklddejme, ze ,redlny* element e

je jednoznacnym obrazem referenéniho elementu e. Pak existuje inverzni zobrazeni

§=¢&(x,y), n=n(x,y) pro(z,y)€e (2.148)
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piifazujici ke kazdému bodu (z,y) € e bod (£, n) elementu é (a tedy zejména piifazujici
bodum Pf body Pf,i=1,...,p.). Tak tomu je tehdy, kdyz Jacobiova matice

Ox°(§,m)  0z°(&,n)

¢ _ 03 on
T(Em) = dye(&,n) Oy°(&,m) (2.149)
o3 on

zobrazeni (2.147) je reguldrni pro kazdé (£,n) € é, tedy je-li [det J¢(&,n)| > 0 V(E,n) € é.
To plati zejména za téchto okolnosti:

e pro prvky T6, Q8 a Q9 lezi uzly na stranach prvku ,blizko“ stfedu tisecek spojujicich
koncové body téchto stran;

e pro prvek Q9 lezi uzel Py ,blizko" tézisté ctyiihelnika Q) = Py Py Py Py,

e pro prvky Q4, Q8 a Q9 je @) konvexni ctyiihelnik.

Proto je-li to mozné, uzivame prvky s piimymi stranami, vnitini uzly pfimych stran

c¢tytuhelnika Q. Prvky Q4, Q8 a Q9, pro které () neni konvexni ¢tytihelnik, nepouzivame
vubec.
V dalsim budeme pro libovolnou funkei g(z,y) definovanou na prvku e uzivat oznaceni

9°=g°(&n) = g(x°(&,n),y°(§,m)) pro (§,n) € é.

Béazové funkce na prvku e definujeme predpisem

wi(z,y) = Nz, 9),n(2,9), i=1,...,pe. (2.150)
Protoze w¢(&,n) = Nf(f,n), z (2.146) plyne

lproes=y
ws(z$,ys) = aprot,j=1,...,pe. 2.151
) ={ et b =L (2.151)
Explicitni vyjadieni bazovych funkei w§(x,y) obecné najit neumime. (Vyjimkou jsou
trojuhelnikové prvky s piimymi stranami a ¢tyruhelnikové prvky obdélnikového tvaru,
pak je totiz zobrazen{ (2.147) i (2.148) linedrni a wf(z, y) je polynom ,stejného typu* jako
N£(€,7m).) To ndm vsak pii vyvoji algoritmu vadit nebude, n?boﬁ zcela vystacime se zna-
losti explicitniho vyjadieni ,referen¢nich“ bazovych funkei Nf(&,n).
Na prvku e definujeme nésadu v predpisem

Pe
v=0(z,y) = vawf(x,y), kde v{ = v(zf,y), i=1,...,Pe. (2.152)
i=1

Z vyjadreni

Pe

0°(&m) =D _vIN{(E,m) pro (§,m) € é

i=1
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plyne, Ze nasadu aproximujeme na prvku stejné dobte jako jeho geometrii, viz (2.147).
Odtud pochazi nazev izoparametricky prvek: pocet parametru urcujicich nasadu prvku
je stejny jako pocet uzli popisujicich jeho geometrii. Subparametrické prvky maji vétsi
pocet parametru urcujicich nadsadu nez pocet uzlu potiebnych k popisu geometrie. Takové
prvky je vhodné pouzit tehdy, kdyz k popisu geometrie ¢asti vykryvané oblasti vystacime
s trojuhelniky nebo ¢tytihelniky s pifimymi stranami, avSak pro dosazeni pozadované
vyssi presnosti aproximace chceme pouzit ndsadu s vétsim poc¢tem parametru, naptiklad
se Sesti parametry pro trojuhelnik nebo s osmi ¢i deviti parametry pro ¢tyruhelnik. Pouziti
superparametrickych prvki, u nichz je nasada popsana pomoci menstho poctu parametri
nez je pocet uzlu popisujicich geometrii prvku, je méné obvyklé.

Oblast Q vykryjeme koneénymi prvky, triangulujeme ji. Pouzijeme bud'to jen prvky
typu T3 nebo jen typu Q4 nebo libovolnou kombinaci téchto dvou typu prvki. Druhou
moznosti je pouziti bud'to jen prvki typu T6 nebo jen typu Q8 nebo jen typu Q9 nebo
libovolnou kombinaci téchto tii typu prvku. Prvky s kiivymi stranami pouzivame obvykle
jen tehdy, kdyz ktiva strana aproximuje kiivou ¢dst hranice 0S2 oblasti €2, ptipadné ktivou
¢ast hranice 0€; oblasti €2;, kde Q = UQZ (rozdéleni oblasti 2 na podoblasti €2; muze byt
motivovano napftiklad snahou zajistit, aby na kazdé podoblasti byly funkce p, ¢ a f spo-
jité). Mnozinu vsech pouzitych prvka nazveme triangulaci a ozna¢ime ji J. Pro kazdé dva
prvky e; a e; triangulace T budeme pozadovat, aby € N€; pro i # j byla budto mnozina
prazdné nebo spoleéné strana nebo spoleény vrchol (vrcholem izoparametrického prvku
e rozumime jeden z uzlu PF, ¢ = 1,...,¢., kde g. = 3 pro prvek trojihelnikového typu
a g, = 4 pro prvek typu étyitihelnikového). Mnozinu uzlu vsech prvku triangulace nazveme
mnozinou uzlu triangulace. Déle stejné jako v poznamce 18 (odstavec 2.8) oznacéime

=\

ecT

a (), povazujeme za nahradni oblast aproximujici oblast ). Hranici oblasti {2, znacme
09, nebo také I'y. Predpokladejme, ze

1) uzly a téziste prvki triangulace lezi v €;
2) uzly lezici na hranici I'y, lezi také na hranici I';
3) spoletné body pruniku I'y N Ty jsou uzly triangulace.

Céstem I'; a I'y hranice T prirozenym zpusobem pfifadime jejich aproximace I'y;, a [y
tak, aby I', = 'y, Uy, a piitom Ty, N Ty, =Ty N 1.

V modernich programech MKP je triangulace generovana automaticky tak, aby re-
spektovala geometrii oblasti, materidlové vlastnosti, okrajové podminky a zvoleny typ
prvku.

Kone¢néprvkovy prostor X}, definujeme jako prostor (kone¢néprvkovych, ndhradnich)
funkei v(z,y) definovanych na €, takovych, Ze jejich restrikce na element e mé tvar
uvedeny vztahem (2.152). Z (2.152), (2.150) a z vlastnosti referenc¢nich bazovych funkei
Nie plyne, ze hodnoty funkce v(z,y) € X; na strané S elementu e jsou urCeny pouze
pomoci parametri vf = v(x§,y¢) v uzlech Pf strany S. Z toho divodu X, C C(,).

(2

Protoze navic X;, C PC*(Qy), plati také X, € H' ().
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Je-li PU pocet vsech uzlu P;(z;,y;) triangulace T, je X;, PU-dimenzionalni prostor.
Za bazové funkce prostoru Xj, volime takové jeho funkce, pro které plati w;(z;,y;) = 0
pro i # j, wi(x;, y;) = 1. Je-li Pf lokalni znaceni uzlu Py, pak restrikce bézové funkce w;
na element e je funkce w¢, viz (2.150).

Strany prvku budeme znacit S, mnozinu vsech stran lezicich na hranici I'y, ozna¢me
8 a pocet vSech stran S € § oznacime PS. Strana prvku T3 nebo Q4 je tsecka s kon-
covymi body P2 (zy,yy), Py (x5, y5). Tato pifma strana, kterou budeme nazyvat stranou
E2, je zobrazena na obrazku 14. Strana prvku T6 nebo Q8 nebo Q9 je parabolicky oblouk
s koncovymi body PP (x7,y7), Py (z3,y5) a s vnitinim bodem Pj (x5, y5). Tato para-
bolickd strana, kterou budeme nazyvat stranou E3, je zobrazena na obrazku 15. (Strany
oznacujeme pismenem E podle prvniho pismene anglického piekladu ,edge® ceského slova
hrana.)

Py
S
Y )
Py
x x
Obr. 14. Strana E2 Obr. 15. Strana E3

S £ Symbolem S oznacme tzv. referencni stranu. Pro
- o - stranu B2 je S tsecka s krajnimi body PP(&)
Pp(0) Py (3) Py (1) a PJ(&), kde & =0a & =1, a pro stranu E3 je
S tatéz tisecka, navic s uzlem P5(&3), kde & = 3.
Obr. 16. Referenéni strana Referencni strany obou typu jsou zobrazeny v je-

diném obrazku 16.
Na referencni strané definujme bazové funkce. Pro stranu E2 je

Ny =1-¢ Nj=¢
a pro stranu E3 je

NP =(1-2)(1—¢€), Ny=¢@26—1) Ny =461-9).

Pak geometrii strany S popiSeme vztahy
ps R ps . .
r=a2%(&) =Y #{N7(€), y=y &) =D yN(€) proces, (2.153)
i=1 i=1
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kde pg = 2 pro stranu E2 a pg = 3 pro stranu E3. Na strané S definujme bazové funkce
w(z,y) = N(€), i=1,...,ps, (2.154)

kde ¢ € S je vzorem bodu (x,y) € S v zobrazen{ (2.153). Oznacime-li pro funkei g(z, y)
definovanou na strané S

95 =3 = g(z°(€),y°(€)) pro&es,

pak ziejmé 0P (€) = NZS (¢). Béazova funkce w?(x,y) je ziejmé restrikei bazové funkce
w§(z,y) pro Pf = P? na stranu S . Restrikei koneénéprvkové funkce v z prostoru Xj na
stranu S lze vyjadrit ve tvaru

ps

v=05(z,y) =Y viwi(z,y), kde vf =v(af yf), i=1,... ps. (2.155)
i=1
pro (z,y) € S a ve tvaru
ps
0%(§) = Y _viN7 () (2.156)
i=1

proé € S.

Pocet viech uzli lezicich na T'y;, oznaéime PB a pocet zbyvajicich uzlii lezicich v
a na 'y, oznacime PN. Ziejmé PN=PU-PB. Nejvétsi z pruméru prvku triangulace T
oznacime h.

Pouziti izoparametrickych prvku si budeme ilustrovat na feseni tlohy (2.1)—(2.4)
s obecné ktivou hranici. Pro funkeci ﬁe(f ,n) definovanou na referenénim prvku é necht

Q.
= Ache(g7 ni)
1=1

je kvadraturni formule pro ptiblizny vypocet fé ize(f ,n) d¢dn. Predpoklddejme, ze uzly

(ﬁiQe,niQe) kvadraturn{ formule / ¢(+) jsou bud'to uzly ]5[3 referenéniho prvku é nebo jsou

to jeho vnitini body. Formule I ¢(+) indukuje kvadraturni formuli
I°(g) = I°(§°|det J¢|) (2.157)

pro piiblizny vypocet [ g(x,y)drdy. Ziejme plati

ZAG z 7yz

kde AS = A¢|det JE(£2¢ )|, %= 2°(£2¢ nP), y2=ye(E2°, 1), i=1,...,Q..

Zduraznéme, ze vzhledem k predpokladum o vybéru uzlu kvadraturni formule I ¢(-) a vzhle-
dem k predpokladum o oblasti €2, 1ze také predpokladat, ze uzly kvadraturni formule 7¢(-)
lezi pro dostatecné malé h v Q a proto je vyraz I°(g) pro kazdou funkci g definovanou
v Q, a pro kazdy prvek e € T dobfe definovan.
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Pro funkci i5 (&) definovanou na referen¢ni strané S nechf

je kvadraturni formule pro piiblizny vypocet [ hS(€) dé. Formule 15(-) indukuje kvadra-
turni formuli

I%(g) = I°(3°J%), kde J5(¢) = \/ld:ﬁ(g)r + {d‘ys(@r, (2.158)

de de

pro piiblizny vypocet [¢g(z,y)ds. Ziejme plati

Qs
= Z AS (295 2%
kde A7 = AFJ5(P%), P =a5(¢%%), v =y (¢7%), i=1,...,Qs.
K funkeim o a 3 definovanym na I'y piifadme interpolanty of a B! definované na Ty

tak, ze restrikce o’ a B9 téchto interpolantii na strany S € § jsou tvaru

ps

(z,y) =Y _alaf vy )wi(z.y), B5(y) = Zﬁ 3y w! (x,y). (2.159)

=1

15

Diskrétni slaba formulace stejné jako mnozina pripustnych teseni W) a prostor tes-
tovacich funkei V}, zustavaji beze zmény, viz vztahy (2.18),(2.15),(2.14). Bilinearni forma
ap(U,v) a linedrni funkciondl Ly(v) jsou vSak urCeny noveé:

v) =Y I(pVU-Vu+qUv)+ > I9(a'Uv), (2.160)
ecT Ses
= I(fv)+ Y _I5(8). (2.161)
ecT Ses

Diive nez pristoupime k vyjadfeni elementdrnich matic a vektoru, odvodme si pro
funkci ¢g(z,y) definovanou na prvku e vztah mezi vektorem

dg(x¢(&,m),y°(&,n)) dg°(€,m)
V6 = | pyten) gt | @ ¥Roem VIED=| a0
dy on

Uzitim pravidla o derivovani slozené funkce §°(&,n)=¢g(z°(&,n), y°(£,n)) obdrzime
O9(°(&, ), y*(§,n) 9x*(€,m) | Og(x°(&, ) y*(&,m)) Fy*(&, m)

@Ae _ ox 85 83/ 8§
P el (€m) € m) (€ m) | Dyl (E ). v (6, m) By (€, m)
ox on Oy on
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Odtud a z (2.149) plyne Vj¢ = [Je]T[@]e (index T jako obvykle oznacuje transpozici)
a tedy plati

Vgle = 37TV, (2.162)

kde [J¢]"T={[J¢]"} ! je matice inverzni k matici [J¢]7,

gy Oy°
3T = et I GE kde Ge= | 21 8 (2.163)
om0
Na elementu e ozna¢ime
N°¢ = Nz,y) = (wi(z,y),... ,w;e(:p, Y)), (2.164)
A= (A], .. AT, kde AY =U(as,yf), i=1,...,p., (2.165)
O° = (0f,...,0; )", kde ©f = v(af,y5), i=1,...,p.. (2.166)
Pak slabé teseni U a testovaci funkci v lze na elementu e vyjadrit ve tvaru
U=N°A° v=N°O° (2.167)
Déle ozna¢me
B = VN° = (Vuwy,...,Vuw; ). (2.168)

Vztahy (2.31)—(2.33) a (2.48) zustavaji v platnosti. Zbyva tedy vyjadrit elementarni
matice K¢, K a elementarni vektor F¢. Pomoci (2.162), (2.163) a (2.168) dostaneme

B = ([Vut, ..., [V |9) = [3 771 = [det ] GLe, (2.169)
kde
ON¢ ONE.
L= (VNf,...,VNt) = o “ (2.170)
‘ ON¢ ONE.
o
Oznacme jesté
N = (Nf,...,N¢). (2.171)
Pak z (2.33), (2.157), (2.169) a (2.48) plyne
Kel — J¢(IB® TpBe _ fe Be Tﬁe Be det J¢|) =
A([A ] A ) : (A[ ] | ) (2.172)
— Ie([Le]T[Ge]Tpe GeLe|detJe|—1)7
K = I°([N] g N°) = I°([N°]7 ¢ N°|det J¢|), (2.173)
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Fe = I¢(IN°|T f) = I°(IN°]T f¢ |det J¢)). (2.174)

Zavérem uved me, jaké kvadraturni formule I ¢(+) je vhodné pouzit pro vypocet elemen-
tarnich matic K, K a elementdrniho vektoru F¢. Pro prvek T3 jsme takové formule jiz
uvedli v ¢4sti a) odstavee 2.7. Zopakujme tedy, Ze pfi integraci prvki matice K¢ uzijeme
formuli

~

Ie(g) — ) (2175)

W=

)

W=

9(

N [

a pii integraci prvki matice K a vektoru F¢ formuli
I°(g) = 4[3(0,0) + §(1,0) + (0, 1)]. (2.176)

Obé¢ formule (2.175) a (2.176) integruji piesné polynomy &' pro 0 < i+ j < 1. Pro
zbyvajici typy prvku doporucime vzdy jen jednu kvadraturni formuli pro vypocet obou
matic K¢, K i vektoru F¢. Pro prvek T6 je vhodné pouzit formuli

I°(g) = §13(3,0) + 35, 3) + 300, )], (2.177)
ktera integruje piresné polynomy &'/ pro 0 < i+j < 2. Pro prvek Q4 pouzijeme Gaussovu
soucinovou formuli 2x2

1°(g) = §(—a, —a) + §(a, —a) + g(a,a) + §(—a,a) pro a=2L, (2.178)

kterd integruje piesné polynomy & pro 0 < 7,5 < 3. Koneéné pro prvky Q8 a Q9 je
vhodné pouzit Gaussovu soucinovou formuli 3x3

A

]e(g) = %Q(Oa O) + %[f](—a, O) + (07 _a) + Q(a, O) + Q(O, a)]_'_
(2.179)

|5

g
+ 21 [g(_aa _a’) + g(aa _a’) + g(aa a) + g(_aa a)] pro a = 07 67

o]

kterd integruje presné polynomy &7 pro 0 < i,j < 5.
Piejdéme nyni k odvozeni elementarni matice K° a vektoru F° na strané S. K tomu
ucelu si oznacime
S S 5 5

N” =N (33', 3/) = (wl (l’,y), e 7wp5(x7y))7

AS = (Af7 . '7A§S)T7 kde A;S' = U(.%';g’yf)’ L= 17 -y Ps,

e° = (@f,...,@gs)T, kde ©F = v(z?,y”), i=1,...,ps.
Pak slabé teseni U a testovaci funkci v 1ze na strané S vyjadrit ve tvaru

U=N5A% v=N%0"

Oznacme jeste

NS = (NY,...,N).
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Pak ze vztahu (2.51), v némz misto o piseme o, vztahu (2.52), v némz misto 3 piseme
BT a ze vztahu (2.158) plyne

K = I°(IN®]Ta! N®) = I5([N®|Ta! N®.J9), (2.180)

P = I5(IN]73") = IS(INS]7 19 7%). (2.181)

Zbyvéa dodat, jaké kvadraturni formule Is (+) pouzijeme pro vypocet elementarni matice
K* a elementarntho vektoru F°. Pro strany E2 (pfislusné prvkim T3 a Q4) uzijeme
lichobéznikovou formuli

15(g) = 3[9(0) + g(1)] (2.182)

integrujici presné polynomy prvniho stupné a pro strany E3 (pfislusné prvkum T6, Q8
a Q9) uzijeme bud'to Simpsonovu formuli

15(9) = £[3(0) + 49(3) + 4(1)] (2.183)
nebo Gaussovu formuli se dvéma uzly
I°(g) = 3[9(3%5) + 9(345)]. (2.184)

Obé formule (2.183) i (2.184) integruji pfesné polynomy stupné tietiho.

Globélni matici soustavy a globalni vektor zatizeni sestavime modifikaci algoritmu
uvedenych v ¢sti ¢) odstavee 2.7. Po vyfeSeni soustavy rovnic ziskdme hodnoty U(x;, y;),
i = 1,...,PU. Na kazdém prvku proto zndme AS=U(z§,ys), i = 1,...,p., a muzeme
spocitat hodnotu konecnéprvkového teseni U a jeho gradientu VU v libovolném bodu
P*(x*,y*) prvku e. Protoze bézové funkce w§(x,y) obecné neumime explicitné vyjadrit,
musime piejit na referencni element é. Najdeme vzor 15*(5*,7)*) bodu P* v zobrazeni
(2.153), tedy roziesime obecné nelinedrni soustavu rovnic

Tt = xe(g*’ 77*>7 y* = ye(g*’ 77*)) (2185)
pro neznamé £*, n*, a pak ur¢ime

Uz, y*) = U ") = N°(&, ") A°,

VU, y*) = VU (€,0°) = BYE, ) A = {[det I G LY ) A”.

Pokud se spokojime s hodnotou gradientu VU v nékterém z uzlovych bodu Pf(z§,ys),
pak pro uréeni jeho vzoru Zaddnou soustavu rovnic fesit nemusime, nebot soutradnice uzlu
Pe(€8,ng) zndme. Je-li soustava (2.185) linearni, rozfesime ji snadno, a je-li nelinedrni,
pak k jejimu vyreSeni obvykle postaci provést jen nékolik mélo kroku Newtonovy metody.

Za predpokladu dostatecné hladkosti slabého teseni lze ukazat, ze pro chybu v — U

slabého teseni a jeho konecnéprvkové aproximace plati

max |u —U| = O(h") a max|V(u—U)|=0(h"") VeeT, (2.186)
N0

Q,NQ
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kde r=2 pro prvky T3, Q4 a r=3 pro prvky T6, Q8, Q9. Je-li ¢ = 0 a jestlize pouzivame
ctyfthelnikové prvky, které se malo lisf od rovnobézniki, pak ve specidlnich bodech P°
techto prvki dostdvame piesnéjsi hodnoty VU: [V(u — U)](PY) = O(h"). Rikédme, ze
v téchto bodech nastavda superkonvergence gradientu. Pro prvek Q4 superkonvergence
nastava v bodu, ktery je obrazem uzlu Gaussovy kvadraturni formule 1x1 na referenénim
elementu é, tedy v bodu P (x¢(0,0), y¢(0,0)), a pro prvky Q8 a Q9 nastava superkonver-
gence v bodech, které jsou obrazy uzlu Gaussovy kvadraturni formule 2x2 na referenénim
elementu &, tedy v bodech P (2°(%a, +a), y*(+a, +a)), kde a = ? Zajima-li nas gradient
ve vrcholu P triangulace T, pak ho spocteme jako aritmeticky prumér z hodnot gradient
v ,,ptiléhajicich“ Gaussovych bodech prvki obsahujicich tento vrchol P. Superkonvergence
gradientu v Gaussovych bodech ¢tytiuhelnikovych elementu se bézné vyuziva v loze ro-
vinné napjanosti ¢i deformace. (V bilinedrni formé a(u,v) rovinné tlohy napjatosti ¢i
deformace, viz (2.114), se nevyskytuje analog ¢lenu quv obsazeného v bilinedrni formeé
a(u,v) ulohy (2.1)—(2.4), viz (2.9). Proto odpada analogie vyse uvedeného pozadavku
g = 0 a k dosazeni superkonvergence v Gaussovych bodech staci, abychom pouzivali
¢tyttuhelnikové prvky tvarové blizké rovnobeéznikum.)

Poznamka 22. Prvek Q9 je pfiblizné stejné presny jako prvek Q8, ve srovnani s nim
vsak mé parametr A§ = U®(z§, y) navic. To ale neni zase tak velky nedostatek, nebot
rovnici pro parametr ©F muzeme ziskat hned pii zpracovavani elementu e, ma totiz tvar
S kg A + kG AS = F; odtud lze parametr A§ vyjadiit, A§ = [Fg — Y0 k§;A]/ks,
a dosadit ho do zbyvajicich rovnic. Také toto dosazeni lze provést ,lokalné“: zvolime
0f = [~ 327, k5%0¢]/kSy a do rovnice 0 = ay, (U, v) — Ly (v) vlozime za element e pifspévek
[@e]T[KeAe - Fe] _ [(:)e]T[KeAe - Fe]’
kde ©° = (65,...,05)7, Ac = (Af,...,A9)T, K = {kg}8,_), Fe = (Fy,... )T
(sikovné zvoleny ,vdzany“ parametr ©f zarucuje symetrii matice Ke). Redukovanou ma-
tici K¢ a redukovany vektor F¢ lze ziskat snadno uzitim Gaussovy eliminaéni metody:
v soustavé rovnic K°A® = F¢ odeliminujeme prvky kfy a k§; ¢ = 1,...,8, posledniho
sloupce a fadku a v prvnich osmi fadcich a sloupcich upravené matice soustavy najdeme
matici K¢ a v prvnich osmi radcich upraveného vektoru pravé strany najdeme vektor Fe.
Elementérn{ matici K¢ a vektor F¢ rozesleme do globdln{ matice K a globélniho vektoru
F obvyklym zpusobem. Po vyteseni globalni soustavy rovnic na elementu e dopoé¢itame
A§ = [F§ — Z?Zl k§;A5]/kée. Pravé popsand technika eliminace ,vnitinich® parametri
elementu (zde jednoho) byva oznacovana jako metoda kondenzace vnitinich parametri.
Zobecnéni této metody, spocivajici v ,predeliminaci® parametru vnitinich vzhledem
k celé skupiné elementu, byva oznacovano jako statickd kondenzace. Princip je néasledujici:
konstrukei rozclenime na subkonstrukce, vnitini parametry subkonstrukei odeliminujeme
(¢astetnd eliminace ne prilis rozsahlych soustav s fidkymi maticemi), ze zbytku matic
a vektoru subkonstrukei pfislusnych ,hraniénim“ parametrum subkonstrukei sestavime
globélni soustavu rovnic (bohuzel jiz s plnou matici), vyfesime ji a ziskdme hraniéni para-
metry a nakonec na subkonstrukcich dopocitame jejich vnitini parametry. Predpokladem
dosazeni ocekavaného efektu, tj. snizeni celkového objemu vypoctiu ve srovnani s ptipadem,
kdy tesime konstrukci jako jeden celek, je kromé promyslené strukturalizace konstrukce
zejména kvalitni implementace zminéné techniky statické kondenzace. [
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2.14. Nelinearni tGlohy

pouzijeme nelinearni parcidlni diferencialni rovnici a ptripadné také nelinedrni okrajové
podminky. Tak napfiklad dloha (2.1)—(2.4) je dobrym modelem stacionarni ilohy vedeni
tepla pfi relativné nizkych teplotach. Pii vyssich teplotach je vSak uz treba predpokladat,
ze funkce p, q, f, a a [ zaviseji také na teploté u. V nestacionarni uloze vedeni tepla
(2.63)—(2.66) je tfeba pfi vyssich teplotach uvazit také zavislost funkce ¢ na teploté w.
Poznamenejme, ze nékteré praktické problémy nelze vibec jako linedarni formulovat, a to
ani za zjednodusSujicich, avsak stale jesté realistickych ptredpokladi. V dalsim budeme
predpokladat, ze funkce p, ¢ i f mohou zaviset také na prvnich parcialnich derivacich u,
a u, hledaného feseni u. Diskretizace metodou koneénych prvka probihd u nelinearnich
uloh formalné stejné jako u tloh linearnich: ve slabé formulaci nahradime slabé feseni
u MKP-slabou aproximaci U. Zavislost ,dat“ p, ¢, f, «, B, ¢ na u (nebo i na wu,,
u,) zpusobi, ze soustava algebraickych rovnic (2.24) piipadné soustava obycejnych di-
ferencidlnich rovnic (2.68) nebo (2.77") je nelinearni (vystupuji v ni hodnoty funkei p, g,
[, a, B, ¢ zavislé na U (nebo i na U,, U,) a tedy zavislé na A popiipadé A(t)). Po-
stupy, kterymi se vyporadavame s nelinearitou v tlohach stacionarnich se obvykle lisi od
postupu pouzivanych ke zvladnuti nelinearity v nestaciondrnich tlohach.

a) Stacionarni tloha

Stejné jako v linearni tloze sestavime elementarni matice K¢ a elementarni vektory
F¢ pro e € T a elementdrni matice K® a elementérni vektory F* pro S € 8. Nyni vsak
K¢ a F° budou zéviset na A° a K5 a FS na A®. Po sestaveni globalni matice soustavy
K(A) a globalniho vektoru pravé strany F(A) dostaneme nelinearni soustavu rovnic

R(A) = K(A)A — F(A) =0 (2.187)

pro neznamy vektor parametru A. Soustavu (2.187) fesime nékterou z metod pro feseni
nelinedrnich soustav rovnic. Vyjdeme z pocdtecni aproximace A©® a zvolenou metodou
pocitdme dalsf aproximace A%, k= 1,... tak dlouho, az pro k=K lze A% povazovat
za dostateéné pfesnou aproximaci feseni A. K uréime tak, aby bud'to reziduum R(A(K ))
bylo dostatecné malé, nebo aby byl dostateéné maly rozdil dvou po sobé jdoucich aproxi-
maci AF-AE-D prfpadne aby byly dostatecné malé oba dva tyto vektory.
Nejjednodussi metodou feseni soustavy (2.187) je metoda prosté iterace:

K(A®) AR — F(A®), (2.188)

Metoda prosté iterace je velmi jednoducha, konverguje vSak spise vyjimecné, a proto jeji
pouziti je omezené. Nejcastéji se soustava (2.187) fesi Newtonovou metodou:

HAM)Y® = _R(A®), (2.189)
AR — AW Ly ®) (2.190)
kde H(A) = {0R:(A)/0N TN, (2.191)

je Jacobiova matice zobrazeni R(A) = (R;(A), ..., Rpy(A))T. Globdlni matici H a glo-
balni vektor R sestavujeme z elementarnich matic H® a elementarnich vektoru R° pro
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e € T a elementarnich matic H® a elementarnich vektori R® pro S € 8. Piedpokladejme,
ze pracujeme s izoparametrickymi prvky zavedenymi v odstavci 2.13. Oznacéme

Re(A°) = K°(A%)A° — F¢(A°) (2.192)
lokalni reziduum na prvku e a
H(A°) = {0R;(A°)/OA ’i’fj:l (2.193)

Jacobiovu matici zobrazeni R¢(A°) (R$(A®) je i-ty ¢len vektoru R¢(A®)). Uzitim (2.33)
a (2.172)—(2.174) dostaneme

RE(A%) = [I°(p°KP) + [°(GK™) A" — [°(fF), (2.194)
kde
= [L]7[G) T GLe|det J¢| 7, (2.195)
= [N°"N¢|det J°|, (2.196)
Ffe = [N°IT|det J¢|. (2.197)

Pro Jacobiovu matici H® zobrazeni R¢(A®) plati

H° = H + H* — H/*, (2.198)
kde
H — K¢ 4+ fe(f(peAe[gi; . :ﬁ;e]), (2.199)
H* = K + f@(quAe[gg; N ;Aq;e]), (2.200)
H/e — fe(Ffe[gii, aaAf: D). (2.201)

Ptitom pro funkei g(z,y, U, Uy, U,) definovanou na prvku e je

§° = §°(&,m, A%) = g(2°(&,m), ¥ (€, 1), US(&,m, A°), [U,)°(€, 1, A%), [U,)(€,m, A°))

(2.202)
z (2.167), (2.162) a (2.163) plyne
Pe .
= NPAS (2.203)
=1
/\ > [ ONg oye 8N€8y
el—1
[U,]¢ = [det J¢] ;‘(ag o7~ o 0 A, (2.204)
i > ( ONf oz aN.e d*
-1 7 e
[U,]° = [det J¢] 2( 5 o T oy o A (2.205)

7



Podobné oznac¢me
RY(A%) = K°(A%)A® — FY(AY) (2.206)
lokaln{ reziduum na strané S a

H%(A%) = {OR? (A®)/onT}" (2.207)

2,7=1

Jacobiovu matici zobrazeni RS(A%) (R¥(A®) je i-ty clen vektoru RS(A®)). Uzitim
(2.180) a (2.181) dostaneme

R5(A%) = I9(aI9K*9)AS — [5(BI5FP9), (2.208)

kde
K = [N9]TNSJ%, (2.209)
FA9 = NS J. (2.210)

Pro Jacobiovu matici H¥ zobrazeni R5(A®) plati

H° = H*® — H"®, (2.211)
kde
e A oals o9a1s
H* = K% + I9(K**A® 2.212
+ ( [aAf’ ’aAgs])7 ( )
o aBIS aB[S
BS _ 7S(fBS
H I%(F [aAf""’aAgSD' (2.213)
Ptitom z (2.159) a (2.156) plyne
ps R
A&, A%) = a(x],y], ATINS(©), (2.214)
=1
B¢, A%) = ZB vyl ATINS(9). (2.215)

Specidlné pro prvek T3 a elementarni matice a vektory urc¢ené v linearnim ptipadé vztahy
(2.40), (2.44), (2.49) a (2.54) jsou matice HP¢, H% H/¢, H*S a HP® tvaru

op(Pr) op(Pr) Op(Pr)

H = K + KPPA° 2.199’
kde
—y€ — g€ re S€
1 (& € € €
pe — S1ae r —r°—1 t
‘ | e te —_g¢ — ¢



dq(PH)?
He = K2 + 1 ]d°|A° { g(Ag )} , (2.200")
i Jig=1

kde ¢(Pf) je hodnota funkce ¢ ve vrcholu P¢ prvku e,

of (P’
er:l de v 2.201°
s )

kde f(Pf) je hodnota funkce f ve vrcholu Pf prvku e,

da(PH?
H* = K5 + 1g°A% ‘ 2.212
+ ? d aAf i,7=1 ’ ( )

kde a(P?) je hodnota funkce a ve uzlu P? strany 9,

2
HS = L g5 {a/B(PZS)} : (2.213)
ij=1

20 0AS

kde B(P7) je hodnota funkce 3 ve uzlu P? strany S.
V tloze vedeni tepla funkce p, q, f, a a [ zaviseji na prvku e obvykle pouze na
teploté u. V tom pripadé

op(Pr) Hitae 1 ae o neny Q) e
aA; = %p (%[A1+A2+A3])7 3A§ = ¢ (A7)0,
af(Pze) _ ! e aa(PzS) 0 S aﬁ(PzS) _nl S
8A§ - f (Ai)azj’ aAf = (Az )51]7 aAf - 6 (Az )5’6]7

kde d;; =1 a 0;; = 0 pro @ # j.

Jacobiovu matici H*(A®) zobrazeni R*(A®), s = e, .S, lze spocitat také jen pfiblizné.
Uzitim jednoduché formule numerického derivovani spocteme i-ty sloupec matice H*(A*)
napiiklad ze vzorce

OR*(A®)  R(A],... A7 46, A ) —R(A],.. A7 LAY
PN - :

kde € je vhodné zvolené malé kladné ¢islo.

Clobélni matici H=H(A®) a globélni vektor R=R(A®) sestavime modifikaci eli-
mina¢niho algoritmu uvedeného v ¢ésti c) odstavce 2.7. Jediny podstatny rozdil spociva
v tom, Ze prvky elementarnich matic H¢ resp. H® prispivaji pouze do globéalni matice.
Konkrétne, je-li hf; resp. h% prvek elementdrni matice H® resp. H a jestlize lokalnim
indextim ¢ a j prisluseji kédova cisla I a J, pak je-li I <0 nebo J <0, prvek hf; resp.
hfj neovlivni ani globalni matici H ani globalni vektor R. Jinymi slovy, zpracovavaji se
jen takové prvky elementarnich matic a vektort, jejimz indexum ptisluseji kladna kédova
cisla: pro I >0 a J >0 se h{; resp. hisj se piicte k hry a pro I >0 se RS resp. RY se piicte
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k R; (hrs jsou prvky matice H a R; jsou prvky vektoru R). Poznamenejme, ze globélni
matice H je obecné nesymetricka (jak je ziejmé napiiklad z tvaru (2.1997)).

Je znamo, ze Newtonova metoda s vyjimkou specialnich piipadu konverguje jen tehdy,
je-li pocatecni aproximace A dostatecné blizkd“ feseni A. Abychom piekonali tento
nedostatek Newtonovy metody, pouziva se jeji modifikace zalozena na strategii tlumend.
V tzv. tlumené Newtonové metodé se misto soustavy (2.189) fesi soustava

H(AM)Y® = _,R(AW), (2.216)
kde w < 1 je vhodné zvoleny tlumici faktor zajistujici pokles absolutni hodnoty rezidua:
IRA)|| < [RAM)],

| - || oznacuje néjakou vektorovou normu, napiiklad délku vektoru. Jednu z moznosti
vybéru tlumiciho faktoru navrhli Armijo a Goldstein (viz [19], také [12]): za w doporucuji

vzit nejvetsi z cisel 1, %, i, ..., pro které plati
IR(AFD) < (1= ) IR(AD)]. (2.217)

w je tedy zvoleno tak, aby reziduum pokleslo alespon 1 — ¢ krat. Vyznamnou vlastnosti
této strategie je ta skutecnost, ze pokud AP konverguje k feseni A, pak w — 1, a tedy
v blizkosti feseni je dosazeno kvadratického fadu konvergence jako u standardni Newto-
novy metody. Jestlize vSak podminku (2.217) nelze splnit pro w > wy, kde wy je zvolend
,dostatecné mala“ konstanta, musime bohuzel konstatovat, ze ani tlumena Newtonova
metoda nekonverguje — po¢étecni aproximace A je prosté piilis spatnd. Tento problém
lze obvykle prekonat metodou parametrizace, kterou popiseme pozdéji.

Linedrn{ soustava rovnic (2.216) se casto tesi iteratni metodou, nebot zejména pri
mensi nelinearité je feseni Y* této soustavy blizké 0, takze znadme dobrou pocateéni
aproximaci pro iteracni vypocet. Zvlasté vyhodné je pouziti zobecnéné Richardsonovy
metody (zkrdcené GR-metody) eventudlné urychlené napiiklad pomoci zobecnéné metody
sdruzenych gradientu, viz [13]. V tomto textu se omezime na pouziti ,¢isté“ GR-metody.
Pro linearni soustavu rovnic Ay = b lze GR-metodu popsat takto:

1) y© je pocatecni aproximace, r® =pb— Ay,
2) pro j=1,...,J pocitej:
M) = pU=1,
v = -1 4 g0).
r@) = U= _ AdY),
kde M je vhodn4 itera¢ni matice splnujici tyto 2 pozadavky:
1) M je dobra aproximace matice A,

2) feSeni soustavy rovnic s matici M je ,laciné“.
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Vsimnéte si, ze pro M = A je yM fesenim soustavy Ay = b.

Ukazme si nyni, jak lze vhodné aplikovat GR-metodu na fesen{ rovnice (2.216). Necht
H™® je nejaks aproximace matice H(A®) a LEOUP = H® je jeji LU-rozklad na dolni
trojihelnikovou matici £® a horn{ trojdhelnikovou matici U¥). Obvykle se voli

H® = H(AY)  pro vhodné | = I(k) < k. (2.218)

Doporuéeny zpiisob vybéru parametru (k) uvedeme pozdéji. Y*) pocitdme GR-metodou
takto:

yO =0, r®= —wR(A(k)),
LEYURQE) = pG-1)

yU) = y(=1) 4 q0), j=1,...,J, (2.219)
r) == — H(A®)qW)
Y® — y(J).

Pocet kroku J volime maly. V dalsim predpoklddejme, ze matice FH ") je urcena vztahem
(2.218). Pak pro J=1 dostdvame zndmou modifikaci Newtonovy metody, v niz je Y ®*)
urceno vztahem
HAMY® = —oR(AW).

Vénujme se nyni volbé (k). Pro I(k) = 0 je ziejmé H™ = H(A®) pro vechna k. V tom
pripadé staci v prubéhu celého feSeni rovnice (2.187) provést jen jediny LU-rozklad, a to
pravé matice H(A(O)). Pro k > 0 pak uz provadime jen ,laciné“ feSeni soustav rovnic se
stéle stejnou dolni a horni trojihelnikovou matici. U této modifikace Newtonovy metody
vsak lze oc¢ekavat jen pomalou nebo dokonce viibec zéddnou konvergenci. Proto se obvykle
postupuje tak, ze LU-rozklad provadime castéji, naptiklad pro k = 0,m,2m, ..., kde m
je zvolené prirozené ¢islo. Pak [(k) = m[k + m], kde symbol + znaéi celoé¢iselné déleni.
Tak naptiklad pro m = 1 je l(k) =k, prom =2 je [(0) =0, (1) =0, I(2) = 2, [(3) = 2,
[(4) =4, 1(5) =4 atd.

Jak metodu prosté iterace tak i tlumenou Newtonovu metodu je vhodné, a v zidjmu
dosazeni konvergence ¢asto dokonce nutné, kombinovat s metodou parametrizace, viz [?].
K tloze R(A) = 0 prifadime tfidu parametrickych tloh R(A,s) = 0 spojité zavislych
na parametru s € (0,1) tak, aby R(A,1) = R(A) a aby tloha R(A,0) = 0 byla jen
slabé nelinearni nebo dokonce linearni. Zvolime priméfené jemné déleni 0 = s9 < 51 <

- < s = 1 a fesfme postupné tlohy R(A,s,) = 0 pro ¢ = 0,...,Q. Redeni téchto
tloh oznaéme A, Reseni A© slabé nelinedrn{ tlohy ziskdme snadno. Pro ¢ > 0 jsou jiz
sice prislusné tlohy silnéji nelinearni, pfi jejich feseni vSak muzeme vyjit z velmi dobrych
pocdtecnich aproximaci A@? = A=),

Specialnim piipadem metody parametrizace je tzv. prirustkovd metoda, bézné pouzi-
vana napftiklad pfi feSeni tloh nelinearni pruznosti a plasticity. Ve standardni prirustkové
metodé se predpokladd, ze ,zatizeni* F(A) = F na feSeni A nezavisi, a ze ,mira nelinea-
rity* matice K(A) zavisi na ,velikosti“ | F|| zatizeni F. Parametrickou tlohu R(A,s,) = 0
proto volime ve tvaru

K(A)A =F9  kde F9 =FO 5 (F-FO), (2.220)
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a stejné jako difve predpoklddame, Ze tlohu R(A, 0) = 0 piislusnou ,zatizeni* F© umime
snadno vyfesit. Metodu oznacujeme jako pifrustkovou proto, ze feseni A@ dostaneme
z piedchoziho feseni AV | piftizenim“ o pifrustek zatizeni AF@ = F@ — Fla-1),

b) Nestacionarni tloha
Omezime se na nelinedrni nestaciondrni tlohu vedeni tepla. Pak matice C, K a vektor
F v tloze (2.68) jsou zavislé na feseni A(t). Uzitim #-metody opét dostaneme soustavu
rovnic (2.69). Ta je v8ak nyni nelinedrni, nebot matice C* K*? a vektor F*? zaviseji
na A" = A+ (AT — A
Ci+9 — C(tz’JrGa AH_G), Ki+9 — K(tz’JrGa AH_G), Fi+9 — F(ti+97 AH_G). (2.69f’)

A" je tedy fesenim nelinedrni soustavy rovnic
R =R(A™ AT =0, (2.221)
kde

R(W, A) = [Cltirg, W) + ALK (49, W) A

. (2.222)
— [C(ti-‘rﬁa W) — Atl(l — Q)K(ti_HQ, W)]Al — AtiF(ti_Hg, W)

Nelinedrni rovnici (2.221) lze linearizovat: z linedrni soustavy rovnic R(w,Y) = 0, kde

- — { A’ pro f # % nebo i = 0, (2.223)

3AG 1Al 1,
A=A pro =3 ai>0,

spotteme Y a polozime A = Y. Linearizované feseni lze pifpadné vylepsit provedenim
nékolika kroki metody prosté iterace: zvolime Y =Y, z linedrnich soustav rovnic

R(A" +0(YD — AY), YUty = 0 (2.224)

pocitdme postupné YUY j =0,...,J — 1, a nakonec polozime A" = Y. Uvedena
stategie bude Uspésna, je-li nelinearita pomérné slaba a casovy krok At; dosti kratky. Pti
silné nelinearité, kterd je typicka naptiklad u tiloh se zménou faze, nezbude nez fesit rovnici
(2.221) Newtonovou metodou, ptipadné nékterou z jejich modifikaci uvedenych v ¢ésti a)
tohoto odstavce. Globalni rezidum R a jeho Jacobiovu matici H*™! opét sestavujeme
z lokalnich rezidui R a jejich Jacobiovych matic H*™1¢ pro e € T a z lokdlnich rezidui
R a jejich Jacobiovych matic H*S pro S € 8. Jednim ze s¢itanci vytvaiejicich
matici H" ¢ je také matice H ¢ piislusnd funkei c,

i+1,ce a[CiJrG,eAH—l,e]r P
= DAL

)
r,s=1

kde C™0¢ = C¢(t; 19, A™0¢), piicemz A™7¢ = A" 4+ (AT — A®) a AV jsou aproxi-
mace teplot A°(t;) v uzlech prvku e v case t;, j = 4,7+ 1. V linedarnim piipadé pro prvek
T3 je matice C° uvedena v odstavci 2.10 a pro izoparametrické prvky snadno odvodime

Ce = I°([N°)TeN°) = I¢([N°]7¢e° N°|det J°|).
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Proto

aéi-l—ﬁ,e aéi—i—ﬁ,e
i+1le? ") i+1e
DA DAL

Hi+1,ce _ Ci-‘,—@,e + fe(éceAi+1,e[ ])’

kde matice C® = K je uréena vztahem (2. 196) a ét%¢ je hodnota funkce c(z, vy, t, u) pro
r=1(&n), y=y(§n), t =tipau= be AL eNf(ﬁ, n), pricemz A% jsou slozky
vektoru A€, Pro prvek T3 je

’

' Ol citoe Aitle 3
Hitlee — % |d€‘ { [Cr r ] }

T
aAéJr ¢ r,s=1

kde cit0¢ = c(x¢,9¢, tirg, AT9€). Matice H*1¢¢ je diagonalni a jestlize funkce c zavisi na
prvku e pouze na teploté u, pak jeji diagonalni prvky jsou

B = L] [o( AP + AT (AT, =123,

2.15. Konvekéné-difiizni tlohy s dominantni konvekci

Konvekéné difﬁzni ﬁlohy S dominantni konvekci (struéné KDUSDK) samy o sobé nebo
matiku. Byla vymyslena celd tada nejdrlve jednoduchych a postupné znacné rafinovanych
metod a nové metody stdle vznikaji. Jde evidentné o zivou problematiku, ktera je stéle ve
vyvoji. Reseni KDUsDK j je vénovano nesmirné mnozstvi odbornych praci, z nichz mnohé
lze najit napiiklad v knize [16]. My se v tomto textu omezime na dvé zdkladni tech-
niky pouzivané pfi reSeni KDUsDK: pro stacionarni tlohu uvedeme upwind metodu a pro
nestaciondarn{ tlohu metodu charakteristik. Pii feseni KDUsDK se jako zakladni diskre-
tizacni technika stéle znacné pouziva diferenéni metoda nebo metoda koneénych objemu
na pravidelnych sitich. Metoda koneénych prvki se prosazovala pomérné obtizné, nebot
specifické techniky typu upwind nebo charakteristiky se ,roubuji“ na metodu konecnych
prvku obtiznéji a neziidka také méneé efektivné. My vsak v duchu tohoto ucebniho textu
zustaneme vérni metodé konecnych prvki, jen pti upwind technice si vypomiuzeme me-
todou kone¢nych objemiu. Obé techniky, tj. upwind a charakteristiky, vylozime v nejjed-
nodussi formé tak, aby vynikly jejich podstatné rysy. Zakladni myslenky obou metod
lze fadou dumyslnych postupu vyrazné zefektivnit. Jejich rozmanita vylepseni zde vsak
timyslné popisovat nebudeme, nebot chceme udrzet pfiméreny rozsah tohoto odstavce
a také nechceme Ctenafe mast tézko sledovatelnymi technickymi detaily.

a) Stacionarni dloha, upwind metoda
Hledejme funkei u(z,y) spliujici podminky (2.1), vyhovujici diferencidlni rovnici

Velrul =V -pVul+qu=f v Q (2.225)

a spliujici okrajové podminky (2.3) a (2.4).

Uloha popisuje napiiklad transport ldtky (chemické piimesi) v proudovém poli (tekuti-
né). V tom piipadeé je u(x,y) hmotnost piimeési v jednotkovém objemu tekutiny, r = gv je
soucin hustoty o(z,y) a rychlosti v = (vy,vs) tekutiny s z-ovou slozkou v (z, y) a y-ovou
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slozkou vy (z, y), takze 1 = pv; je x-ové a ry = gy y-ova slozka vektoru r mérné objemové
hybnosti, p(z,y) je koeficient diftze a f(z,y) — q(z,y)u(x,y) je objemovy zdroj primési.
Tatéz dloha popisuje také transport entalpie v tekutiné. Pak u(z,y) je entalpie (entalpie
u a teplota T jsou svazany vztahem du = c¢dT', kde ¢ je tepelnd kapacita), r je opét roven
sou¢inu hustoty g a rychlosti v, p(z,y) = A/c je podil tepelné vodivosti A a tepelné kapa-
city ca f(z,y) — q(z,y)u(x,y) je objemovy vykon zdroju energie. Obecné lze tlohu (2.1),
(2.225), (2.3) a (2.4) povazovat za matematicky popis zachovdni jisté fyzikalni veliciny,
kterd je ovliviiovana difuizi, reprezentovanou difiznim ¢lenem —V - [p Vu|, konvekci, re-
prezentovanou konvekénim ¢lenem V - [ru] a generaci piipadné absorpci, reprezentovanou
zdrojovym ¢lenem f — qu.
Déle budeme ptredpokladat, ze vektor r = ov spliuje tzv. rovnici kontinuity

_Ory  Ory 0(ov1) = 0(ov2)

ez O, O —0. 9.9
V-r 8x+8y o + oy 0 (2.226)

Pak V - [ru] =r - Vu = rju, + ru, a rovnici (2.225) lze zapsat v ekvivalentnim tvaru

0 0
—V . [qu] —f-Tla—Z —f-?”ga—z

Abychom zarucili jednoznacnou existenci klasického reseni konvekéné-difuzni tlohy, dopln-
me soubor podminek (2.5a)—(2.5d) o podminku

+qu=f v Q. (2.225)

' ={(z,y) € Q| n(z,y) - r(r,y) <0} C I (2.5e)

zajistujici, aby na ¢asti I'_ hranice, kterou do oblasti Q tekutina vtékd, byla zkouman4,
veli¢ina u znama. Navic predpokladejme rq, 75 € CH(€).

Miru vlivu konvekce a difiize na transport zkoumané veliciny vyjadiuje tzv. globdini
Reynoldsovo ¢islo R = ||r||¢/p, kde ||r|| je délka vektoru mérné objemové hybnosti r, ¢ je
charakteristicky rozmér oblasti {2 a p je koeficient diftize. Pro ,velkd“ Reynoldova cisla
R (ve skute¢nosti jde o hodnoty funkce R(z,y)) hovoiime o konvekéné-difuznich tilohach
s dominantni konvekci: transport je rozhodujicim zpusobem ovliviiovan konvekei, vliv
diftize je okrajovy.

Slabou formulaci odvodime obvyklym zpusobem a obdrzime tlohu

najit u € W splnujici a(u,v) + b(u,v) = L(v) Yv eV, (2.227)

kde a(u,v) je urc¢eno vztahem (2.9), L(v) vztahem (2.10) a b(u,v) je bilinedrni forma
b(u,v) = / V - [rujvdzdy. (2.228)
Q

Diskretizaci provedme uzitim prvku T3, takZze a(u,v) aproximujeme pomoci ay(u, v),
viz (2.19), a L(v) pomoci Ly (v), viz (2.20). Aproximaci konvekéniho ¢lenu musime provést
obezietné. Oznacme

D
p

R, (2.229)

e
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tzv. lokdlni Reynoldsovo ¢islo. V (2.229) je h=h. charakteristicky rozmér prvku e. Pro
jednoduchost predpokladejme, ze h, je nejdelsi strana trojuhelnika e. Zpusob diskretizace
b(u,v) zavisi na velikosti R,.

Abychom si ozfejmili uskali, kterd mohou nevhodnou diskretizaci ¢lenu b(u, v) vznik-
nout, zabyvejme se jednorozmérnou modelovou konveéné-difizni 1ilohou

—pu”" +ru' =0 pro xe (0,1), u(0)=a, u(l) =72, (2.230)
kde p > 0, r # 0, o a 3 jsou konstanty. Presné feseni je

1 — exp[ta]
uz) =a+ (f—a)—2—. (2.231)

1-— exp[;]
Interval (0,1) rozdélime na N stejnych dilka délky h=1/N a tlohu (2.230) diskretizu-
jeme. Metoda koneénych prvku aproximujici klasické feseni w pomoci funkce U po ¢astech

linearni vede na soustavu rovnic

Uiy +2U; — Ui L U1 —Uiq
b g 2h

= O, U() = Q, UN = B (2232)

Tutéz soustavu rovnic obdrzime, kdyz ulohu (2.230) diskretizujeme diferenéni metodou,
v niz diftzni élen —pu” aproximujeme standardné vztahem

g Uit +2U;, — Uiy

~

z=xz; 2

a konvekéni ¢len ru’ aproximujeme rovnéz standardné uzitim centralni diference

U1 — Ui
/ i+1 i—1
- ' 2.233
Py, (2.233)
Jak se snadno presvédéime, feseni ulohy (2.232) pro R, = rh/p # 2 je
1+1R.7
U=A+B|—2"¢| 9.934
* |:1 - %Re:| ( )

kde konstanty A a B jsou urceny okrajovymi podminkami. Pro |R.| > 2 ziejmé Uj; osciluje,
coz je v rozporu s monoténnosti presného feseni u, viz (2.231), pricemz ,velikost“ oscilaci
je piimo umérnd |8 — «af a |R.|. Nezddouci oscilace nenastanou, kdyz konvekéni ¢len
aproximujeme pomoci jednostranné diference:

Ui — Ui U, —U;_
ru|z:mi ~ T Tl - |7”| Tl pror Z 0,
7"“|x=zi ~ T% = M% pro r < 0.
Pro diskrétni reseni pak plati
U=A"+B*(1+R.)" pror >0,
(2.236)

U=A +B (1-R)" pror <0,
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pricemz konstanty A*, BT, A~ a B~ urcime z okrajovych podminek. Aproximace po-
moci jednostranné diference je z fyzikalniho hlediska prirozend: informaci o feSeni v uzlu
x; Cerpame ze znalosti feSeni proti ,proudu”, proti ,vétru“. Proto takovou jednostran-
nou aproximaci konvekéniho ¢lene nazyvame wupwind aproximaci a hovotime o upwind
schématu (upwind metodé). Reseni (2.236) je monoténni funkef parametru i a je tedy
wIyzikalne® realistické rovnéz pro velka R..

Vratme se nyni k diskretizaci konvekéniho ¢lenu b(u, v). Je-li R, na elementech e malé,
aproximujeme b(u, v) pomoci by, (U, v) standardnim zpusobem:

bu(U,v) = > I9([MUs + raU,Jv) = Y _[O°T KA,
eeT eeT (2.237)
e e e & & (& & & 3
kde K =g |d°| {a5ri(af,yf) + b5ra(af, u) },
(index i je fédkovy, j sloupcovy, aS, bS5 viz (2.37)). Poznamenejme, ze prvky k¥ ele-
mentarni matice K jsme ziskali numerickou integraci ¢lenti

uzitim formule (2.43). Matice K je nesymetrickd. Nesymetrickd je proto také lokaln{
matice Ke=K“+K®+K a globalni matice K. Matice K je pro dostatecné malé h
reguldrni. Pro velké lokdlni Reynoldsova ¢isla R, vsak Fesenim soustavy rovnic (2.24)
vétsinou obdrzime neuspokojivé vysledky vyznacujici se fyzikalné neopodstatnénym a ne-
spravnym oscilatorickym prubéhem konecnéprvkového teseni U.

Diskretizaci konvekéniho ¢lenu je proto tieba
provést jinak. Postupovat budeme podobné jako
v praci [6], tj. uzijeme kombinaci metody konec-
nych prvka, metody konecnich objemu a upwind
techniky. Ke kazdému uzlu P, pritadime tzv. dudini
element D; (oznacovany také jako konecny objem
nebo strucénéji boz). Popisme si jeho konstrukei.
Necht e je jeden z elementt, které maji uzel P
za vrchol. Ozna¢me zbyvajici vrcholy elementu e
jako P;, Py a dale oznacme stred strany F;P; jako
P, stted strany PPy jako Py, a tézisté elementu
e jako Pj;,. Pak prunik dudlniho elementu D; se

Obr. 17. Dyp=DiNe zvolenym elementem e je roven ctyfthelniku D;jy,

s vrcholy P, Pjj, Piji, P, viz obrazek 17.
Dualni element D; je tedy sjednocenim ¢tyiihelnika D;jj, piislusnych vSem trojuhelnikim
e=F; P; P, obsahujicim vrchol P;. Necht S(7) oznacuje mnozinu vsech uzlu sousedicich s uz-
lem P; (dva uzly jsou sousedni, pokud jsou vrcholy téhoz elementu). Ke kazdé strané P, P},
J € S(i), ptislusi dva pifmé tseky I'y;, a=1,2, hranice D; dudlniho elementu D;: lezi-li
alespoi jeden z uzli P; nebo P; uvnitf €2, pak jeden z téchto piimych tseku je tuseckou

. P

elementu s vrcholy P, P; a P, viz obrazek 18; pokud oba uzly P; a P; lezi na hranici
01, je jeden z téchto piimych useku tseckou spojujici body P;; a P,j; a druhy je tseckou
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spojujici body F;; a P;, viz obrdzek 19. Oznacme df; délku usecky I'f; a nf; jednotkovy
vektor vnéjsi normdly hranice 0D; na I'j;.

Obr. 18. D; a Dj pro vnitini stranu P; P;

Piistupme nyni k vlastni aproximaci ¢lenu b(u, v). Uzitim Greenovy formule (2.6) a rovnice
kontinuity (2.226) postupné dostaneme

PU PU
b(U,fu):Z/D V-[rU]vdxdy%Zv(Pi)/D V- [rU]dzdy =
=1 i =1 i

:ZU(B)/ V[ {U - U(P)}] dedy =

D;

=3 u(p) /w(r )[U — U(P,)]ds = (2.238)

3o Y3 [ enyv - U(R)ds
i=1 ) a=1"1%

JES(i) «
2

PU
~Y o(P) > ) dyBe = by (U v),
=1 1

JES(i) a=
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kde n je jednotkovy vektor vnéjsi normaly 9 a d;B7 je vhodné zvolend aproximace
Jro (r-0f)[U — U(P;)] ds. Tak napiiklad ,pfirozend* aproximace

B2 = [e(Py) - n3|[U(P,) — U(P)] (2.239)
pro U(P;;) = [U(P;) + U(P;)]/2 neni pro velkd R, vhodna a dava podobné neuspokojivé
vysledky jako aproximace (2.237).

Proto postupujeme jinak. Rozlisime dva piipady.

1) Pokud tsecka I'?; nelezi na hranici, uzijeme ,upwind® aproximaci clenu Bf;, kterd ve
vztahu (2.239) misto U(P;) bere U(F;) pro r(F;)-nf; > 0 nebo U(F;) pro r(F;;)-ng; <0,
takze

B = min{0,r(P;) - nf; }[U(P;) — U(P;)] pro Ny ¢ 09. (2.240)

v

2) Lezi-li tisecka I'f; na hranici, klademe
B, =0 proI'y; € 0. (2.241)

Zduvodnéni. Podivame-li se na obrazek 19 vidime, ze k hrani¢cnimu uzlu P; prislusi dvé
hranicéni dsecky F?j a T'? a jim odpovidajici ¢leny B?j a B%. 7 (2.238) plyne

Py
&+ EBx [ nU - UP)ds

Py

Integral je vsak pfrirozené aproximovat nulou, coz je formalné totéz jako polozit B?j =0,

Obr. 19. D; pro P;P; € 09 Obr. 20. Lokalni znaceni
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Clen by, (U, v) definovany vztahy (2.238) a (2.240) vyjadifme pomoci elementérnich
matic K proe € T a K% pro S € §:

bn(U,v) = > (O KPA". (2.242)

eceT

Vénujme se déle vyjadieni elementdrni matice K. Na trojtihelniku e uzijeme lokdlni
znaceni, viz obrazek 20. Vrcholy oznacime Pf, Ps, Ps, stied strany PyPs oznacime Py,
nebo P21 a podobné stred strany PePe oznacime P3 nebo P32 a stred strany Py Py
vneéjsi normaly trOJuhelmka Py Py Ply na strané P Ppy;. Oznamme 11 délku usecky Pf; Py

jako df;, plati

nj; = —nj; = £ (Yiys — Ui, 55 — Tas)/di, (2.243)

—
kde znamenko zvolime tak, aby vektory nf; a PP} sviraly tihel mensi nebo roven 7, tedy
aby nf; PePe > 0. Déle oznacime

my; = min{0, d

r(P5) - ng}. (2.244)

Y Zj

Pak z (2.238), (2.240) - (2.244) odvodime, ze elementdrni matice K® je tvaru

€ € € €
e3 __ e e e e
K* = msg, —m§; — ms, mss . (2.245)
€ € € €

Vsimnéte si, ze soucet prvki v kazdém fadku matice K je roven nule a déle, Ze na hlavni
diagondle matice K jsou prvky nezdporné a mimo ni prvky nekladné. Jestlize oznacime
K3 globalni matici sestavenou z elementarnich matic K, pak i tato matice mé obé vyse
zminéné vlastnosti: soucet prvku v kazdém jejim radku je roven nule, prvky na hlavni
diagonédle jsou nezdporné a zbyvajici prvky jsou nekladné. Proto plati K®(A +c¢)=K*A,
kde c je vektor stejnych prvku ¢, coz je diskrétni analog vztahu V - [r(u + ¢)] = V - [ru].

Element4rni matice K¢ je nynf sou¢tem tif matic, K¢=K“+K*+K®. Protoze matice
K* je nesymetricka, matice K¢ a globalnf matice K je rovnéz nesymetricka. Lze ukézat, ze
pro dostatecné malé h je matice K regularni. Pouzijeme-li trojihelnikové prvky s netupymi
vnitinimi hly, matice K¢ volime ve tvaru (2.44) a matice ptislusné Newtonové okrajové
podmince volime ve tvaru (2.54), pak podobné jako v pozndmce 16 (odstavec 2.8) muzeme
konstatovat, ze matice K mé kladné prvky na hlavni diagonale a nekladné mimo ni, ze K
je IDDM, tedy ze K je M-matice, tedy ze K je regularni nezavisle na velikosti h.

Za predpokladu dostatecné hladkosti slabého teseni lze ukazat, ze pro chybu v — U
slabého teseni a jeho kone¢néprvkové po castech linearni aproximace, ziskané upwind
aproximaci konvekéniho ¢lenu podle (2.238), (2.240) a (2.241), plati

max |u — U| = O(h).
0

Poznamenejme, ze pro mald R, je pouzitelna standardni aproximace podle (2.237) a v tom
pripadé pro chybu u — U plati stejny odhad, jako kdybychom fesili ilohu bez konvekéniho
¢lenu, viz poznamka 14 (odstavec 2.8).
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b) Nestacionarni tiloha, metoda charakteristik
Hledejme funkei u(zx,y,t), (z,y) € Q, t € (0,T), vyhovujici diferencidlni rovnici

d[ou)
ot

+V-lru] =V -[pVu]+qu=f pro(z,y)€Q, te(0,T), (2.246)

spliujici okrajové podminky (2.64), (2.65) a pocitecni podminku (2.66). Nestacionarni
rovnice (2.246) opét charakterizuje zachovéni fyzikalni veli¢iny u, pfi némz se kromé
diftzniho toku, konvekéniho toku a objemové generace ptipadné absorpce uvazuje také
¢asovd zména uy. Rovnice (2.246) je dobrym modelem nestacionarntho sifeni chemické
pfimeési nebo entalpie v proudovém poli.

Stejné jako ve staciondrnim piipadé budeme predpokladat platnost podminky (2.5e).
Rovnice kontinuity nabyva pro nestacionarni tlohu tvaru

9 ., 00 O 0 0o Olev)  Olovs)

o “o T Ty "o T o T oy Y (2.226)

Pokud data o, r, p, q, f, g, @ a 8 nezaviseji na case t, pak ustalené feseni nestacionarni
tlohy, pro které u; = 0, vyhovuje rovnici (2.225). To umoznuje fesit staciondrni tlohy tech-
nikami vyvinutymi pro feseni uloh nestacionarnich, tedy napiiklad metodou charakteris-
tik, kterou nyni popiseme. Postupovat budeme podobné jako v praci [3] a [20]. Ke kazdému
bodu x = (z,y) € Q a casu t € (0,7) pritadime tzv. charakteristiku X(7) = X(x,t;7)
urcenou jako feseni dvou obyc¢ejnych diferencialnich rovnic

r(X(7),7) pro X(7) € Q,

0 pro X(r) € 99, s pocateéni podminkou X(t) = x. (2.247)

X(r) = {

Rovnici (2.247) fesime ,pozpatku®, tj. pro 7 < t. Pro r,ry € PCY(Q) je charakteristika
urcena jednoznacné. Vsimneéte si, ze diky podmince X(T) = 0 charakteristika nikdy neo-
pusti Q. Charakteristika X(x,;7) je tedy rovnici kiivky (trajektorif), po niz se pohybuje
pomyslny hmotny bod, ktery je unasen spolu s tekutinou ,rychlosti“ r (ve skutecnosti
je r soucinem rychlosti v a hustoty o), a ktery v ¢ase t dorazi do bodu x. V technické
mluvé lze charakteristikou X(x,¢; 7) oznacit proudnici, kterd v ¢ase ¢ prochdzi bodem x.
Pro ¢asovou derivaci slozené funkce u(X(t), ) plati

Du du(X(t),t)  du(X(7),7) _ ou(x,t)

DD =" ar ot

+r(x,t) - Vu(x,t). (2.248)

T=t
Odtud a z (2.226") plyne, ze rovnici (2.246) lze pfepsat do tvaru

D
QD—TZ—V-[pVU]—Fqu:f, xeQ, te(0,T). (2.249)

Tuto rovnici diskretizujeme #-metodou, tj. uzijeme formuli typu

D® D) — B(t)
Dt e At;

tiy1

+ (1 =0)Q(t:) + 0Q(tit1) (2.250)
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pro 6 € (0,1). (2.248) aproximujeme takto:

Du
D—t(x’ tiv1) =~ [W(X(X, tiy1;tiv1), tigr) — w(X(x, tip1; i), 6;)] /At

a protoze z (2.247) plyne X(x,t;41;t;+1) = X, dostdvame

D , o

oG tien) & [u () — ! (XU ()] /At (2.251)
kde X'(x) = X(x,t;11;t;) a kde u/(€) = u(€,t;) pro &€ = x,X'(x), j = 4,i + 1. Proto
z (2.249) uzitim (2.250) a (2.251) dostaneme

wt i

B i i+l _
T+ (1-0Q +6Q =0, (2.252)

kde ™™ =~ wu(x,tiy1), @ ~ u(X{(x),t;), @ = []TH{-V - [pPVI] + ¢v/ — f7} pro
j=1i,1+1, akde ¢/, p/, ¢/ a f7 oznacuji hodnoty téchto funkei v (x,t;), u* &~ u(x,t;).
Zduraznéme, ze zatimco ve vztahu (2.251) u/ (&) = u(€,t;), v rovnici (2.252) jsme timtéz
symbolem v/ (&) oznacili uz jen aproximaci u(&,t;).

Dalsi aproximaci (1 — 0)Q° + Q™! ~ Q'Y kde o7, p™*? ¢*? a fi*? jsou hodnoty
téchto funkel v (x,ti49), tive = t; + 0AL;, a u™+? = (1 — 0)u’ + Gu'*!, dostaneme
—

At;

i+1
ito U

0 -V [piJrGVuiJre] + qi+9ui+9 = fi+9 pro x € Q. (2253)

Rovnici (2.253) doplnime okrajovymi podminkami

w =g, proxely, j=ii+]l, (2.254)

aui—i—ﬂ
on

i+0
-p

= a0y — B0 pro x € Iy, (2.255)
kde o’ a B jsou hodnoty funkef @ a 8 v (X,ti49) a kde i = 0,...,Q — 1 (Q zde
oznacuje pocet casovych kroku). Ulohu (2.253)—(2.255) diskretizujeme v proménné x
metodou kone¢nych prvku uzitim elementu T3. Vypustime slabou formulaci a zapiseme
pifmo diskrétni slabou formulaci. Aproximujeme v’ ~ U? = ZZD:UI Aj-wj, kde A; =U j’ je

hledand aproximace u(z;,y;,t;) (pro i = 0 klademe U} = ¢(z;,7;)), a dostdvdme tlohu

A LUt U :
najit U™ splitujic (QHGT,'U);L + an(UT 0) = Ly(v) Yo eV, (2.256)
kde U
Ti(x) = 3 Uty (X3,06)), (2257)
i=1

piicemz X (x) je presné nebo jen piiblizné, numericky spoctené, feseni X' (x)=X(x, t;11; ;)

tlohy (2.247), a kde dale
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(w,v), = I%(wv), (2.258)

ecT
Ut = (1 -0)U" 4 U™, (2.259)
ap(w,v) = Z I¢(p"™Vw - Vo + ¢ Puwwv) + Z 1% (o), (2.260)
ecT Ses
=D () + ) T5(B ). (2.261)
ecT Ses

Dosadime-li do rovnice (2.256) za U™ 7 (2.259) a ptevedeme ¢Eleny obsahujici hledanou
funkci U™ na levou stranu, dostaneme

(0 TPU™E v), + Atiban (U 0) = (60U, v) — Aty(1 — 0)an (U, v) + At Ly (v).

S metodou charakteristik souvisi pouze prvni ¢len na pravé strané této rovnice, zbyvajici
¢leny jsou (az na jeden formalni rozdil) stejné jako v nestacionarni uloze vedeni tepla
studované v odstavci 2.10 (funkci o zde odpovidd funkce ¢ v odstavci 2.10). Je proto
piirozené pouzit stejné formule numerické integrace jako v odstavei 2.10 a pii vypoctu
I¢(o™PUW) uzit formuli (2.43). Tedy I¢(p"*'Vw - Vv) pocitdme formuli (2.34), vSechny
zbyvajici integraly na elementu e pocitdme formuli (2.43) a integraly na strané S pocitame
formuli (2.53). Snadno odvodime
e,i+01re,i
|d°| : ‘Jre({l%1
e,i e,i
e 2 Uy

[e(giJrG[?iU) — [(_)e]Tée,z’JrG’ kde Ce,i+9 _ 5

e,i+07re,i
o3 U

Pritom o A0 — = 0(%5, Y5, tive) a ﬁ;; = U'(X},%), kde X3 = Xj,(x5) a x§ = (x5, y5) jsou
souradnice bodu Pf, j =1,2,3. X5 ; 1ze spocitat pomoci n > 1 kroku vhodné Rungovy-
Kuttovy formule: pro § # 1 5 staci metoda fadu 1 a pro 6 = 2 je vhodné uzit metodu
fadu 2. Urceni U,;” je algoritmicky pomérné slozita operace vyzadujici obecné nemaly
obJem Vypoctu Proto je ucelné pro kazdy uzel P, o soutadnicich x, = (zy, yg) spocitat

ne = Xj,(x¢) a pak UM = U*(Xj, ) ana elementu e pro uzel Pf = P, polozit Uy, = Uhe

Protoze rovnice sestavujeme jen pro uzly nelezici na Iy, U ».¢ Staci urcit jen pro P ¢ T.

Uvedme si nyni podrobné postup vypoctu ﬁflz Oznaéme At = At;/n a polozme
7, = sA7r, s =0,...,n. Ddle nechf Y? = x, pro zvoleny uzel P, € T';. Pak postupné pro
s =1,...,n pocitejme:

a) pro 6 # 3 explicitn{ Eulerovou metodou (struéné EEM) fadu 1

Y=Y, ' - Ark}", kde K'=r(Y] ' tiq— 7o)
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b) pro 6 = 3 Heunovou metodou (struéné HM) fadu 2

Yi= Y5 - LAr(k 4 K2),  Kde
ké = I'(Yg_l, tz‘+1 — Ts—l); ké = I'(Yg_l — A’Tkzl, tz‘+1 — TS).
Nakonec polozime X}, , = Y} a vypoéteme U} , = U (X}, ,).

Funkce r byva casto zndma jen v uzlech P; a v casech t;. To ndm umoziuje pfedpo-
kladat, ze r je pro (z,y) €€ at € (t;, t;41) tvaru

e e e ti+1 —t e e L1 e ,e
r(x,y,t) = er(t)wj(xay)a kde rj(t) = At r(xjayjati) + At r(xjayjati-l-l)’

Piivypoctu Y| je tieba vycislovat funkei r jednou nebo dvakrat podle toho, zda pouzivame
EEM nebo HM. Abychom mohli ks! pripadné ki? spocitat, pottebujeme védét, v jakém
elementu e se bod Yj, = YS piipadné Y, = YS_1 Atk$! nachdzi, a pak spocitat
r(Yjs, Tss) = Zj T (tss)w (YZ;) pro 6 = 0,1 a pro ty = tiy1 — Te—1, ts1 = tix1 — Ts-
Podobné, chceme-li vycislit U, = U Z(XW), potfebujeme znét element e, v némz bod Xj, ,
lezi, a pak spocitat U'(Xj}, ,) = ijl U (x5, y§)w$(X], o). Bfektivni stanoveni bodu Y
a vypocet hodnoty U "(X}'M) je zakladem tspésné implementace metody charakteristik.
Urcen{ U i, 1ze vyrazné urychlit, kdyz volime At; tak, aby byla splnéna tzv. Courantova-
Friedrichsova-Lewyova podminka (stru¢né CFL podminka)

max ||r||At; < minh,
Qx(0,T) T

a kdyz X!, urécime v jednom kroku EEM. Pak X!, = x, — At;r(xy,t;11) a tento bod lezi
v jednom z trojuhelniku s vrcholem F;.
Vyslednou soustavu rovnic pro vypocet neznamych parametrit A 1ze zapsat ve tvaru

[C0 4+ ALIK AT = & — Aty (1 — 0K AT + ALFH (2:262)

pficemz globalni matici K*? a globaln{ vektor Fi*? sestavime pomoci elementarnich matic
K& = Kebitl 4 K20 7 nichz K pifslusi clenu 1¢(pVw - Vo) a K glenu
I¢(¢"™+%wv), elementarnich matic K% pifslusnych clentim I°(a*%wv), elementarnich
vektort F&*0 pifslusnych élentim I¢(f"%) a elementarnich vektori FS’”G prislusnych
¢lentim I5(B %), a déle globalni matici C'*? sestavime z elementdrnich matic C+?
pifslusnych ¢élentm 1¢(o %wv) a globaln{ vektor Cit? sestavime z elementérnich vektort
Ce™*0 pifslusnych clentim I¢(o™TU).

Matice soustavy (2.262) je symetrickd, pro dostateéné malé h pozitivné definitni,
a jsou-li vnitini dhly triangulace netupé, je pozitivné definitni pro kazdé h. Pozitivni defi-
nitnost matice soustavy (2.262) je velkou prednosti metody charakteristik, srovndvame-li
ji s metodami zaloZenymi na upwind aproximacich konvekéniho ¢Elenu, nebot ty vidy
vedou k maticim nesymetrickym.

Za predpokladu dostatecné hladkého slabého feseni u lze ukézat, ze plati

max |u(z;, y;, t;) — U;| = O(h + At? + h? /| At),

Z?J
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kdeqzlpro@%%aq:Qproezé.
Pro # = 0 je matice soustavy (2.262) diagonélni a tedy vypocet A" je laciny“.
I kdyz je EEM jen podminéné stabilni, pro ,maly“ diftizni ¢len neni podminka omezujici
délku ¢asového kroku nijak zvldst prisnd (pro p < 1 jde prakticky o CFL podminku),
a proto se pro Teseni KDUsDK nekdy EEM pouziva.
Diskretizujeme-li rovnici (2.246) standardné pomoci EEM, dostaneme rovnici

-UH—l _ Uz ) )
(9177?}) +ah(UZaU)+bh(Uzav) :Lh(v)>
At X

v niz lze konvekéni ¢len by, (U?, v) aproximovat upwind technikou, viz (2.242), a dostat

tak zhruba ,stejné kvalitni“ vypocetni algoritmus jako je metoda charakteristik spojena
s EEM. Proto je také tento postup nékdy pfti feSeni KDUsDK pouzivan.
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3. Prostorové ulohy

Pouziti metody kone¢nych prvku pii feseni tloh ve trojrozmérném prostoru (strucéné ve
3D) si budeme demonstrovat na problému popsaném stejné jako v kapitole 2 diferencialni
rovnici (2.2) a okrajovymi podminkami (2.3), (2.4). Nyni vsak je © oblast ve 3D a u,
p, q, f, g, a a [ jsou funkce ti{ prostorovych proménnych z, y a z. Také operator V
a vektor vnéjs{ normdaly n je tifslozkovy, V = (9/0x,0/dy,0/02)" an = (ng,n,,n.)".
Pro odvozeni slabé formulace potiebujeme Greenovu formuli. Ta mé i ve 3D tvar (2.6),
jen f a g jsou funkce t¥i proménnych xi, zo, x3, dr = dzr;drsdrs a ds je diferencial
plochy T'. Vynésobime-li diferencidlni rovnici (2.2) testovaci funkef v € C*(Q2), v = 0 na
I'y, integrujeme ptes €2, pouzijeme Greenovu formuli a pfirozenou okrajovou podminku
(2.4), dostaneme rovnici a(u, v) = L(v), kde bilinearni forma a(u, v) a linearni funkciondl
L(v) je uréen vzorci (2.9) a (2.10), v nichz misto dz dy piseme dxdydz. Slabé formulace je
tvaru (2.12), jednoznacna existence slabého feseni je zaruc¢ena podminkami (2.5a%) a 3D
analogii podminek (2.5b), (2.5¢) (¢ a « jsou funkcemi 3 nezavislych proménnych) a (2.5d”)
(© je mnohostén s rovinnymi sténami, tedy polyedr, nebo obecnéji ,nedegenerovany*
mnohostén se zakiivenymi hladkymi sténami (tj. plochami se spojité se ménici te¢nou
rovinou)).

V MKP se prii feseni 3D tloh obvykle pouzivaji izoparametrické prvky. Tvarove jde
nejcastéji o Sestistény (specialné o ¢tyrboké hranoly nebo dokonce o kvadry). Nékdy je
vsak k vykryti oblasti nutné pouzit také pétistény (specidlné trojboké hranoly) nebo do-
konce ¢tytstény (specidlné trojboké jehlany). Protoze Sestistén lze rozdélit na dva pétistény
a pétistén zase na tii ¢tyrstény, staci pracovat jen s nejjednodussimi ctyrsténnymi prvky.
Ptesto se pétistény a zejména Sestistény hojné pouzivaji. Na obrazku 21 je ¢tytsténny pr-
vek T4 se ¢tyfmi uzly a s pifimymi hranami, na obrazku 22 je ¢tyisténny prvek T10 s deseti
uzly a s kfivymi hranami: kazdd hrana je urcena tremi uzly. (Oznaceni ¢tyfsténnych prvku
pismenem T je odvozeno od prvniho pismene anglického slova ,tetrahedron*.)

P

Obr. 21. Prvek T4 Obr. 22. Prvek T10

Na obrazku 23 je pétisténny prvek P6 se Sesti uzly, na obrazku 24 je pétisténny prvek
P15 s patnécti uzly, (pismeno P od prvniho pismene anglického slova ,pentahedron®) na
obrazku 25 je Sestisténny prvek H8 s osmi uzly a na obrazku 26 je Sestisténny prvek H20
s dvaceti uzly (pismeno H od prvniho pismene anglického slova ,hexahedron*). Referenéni
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prvek é je pro prvky T4 a T10 uveden na obrazku 27, pro prvky P6 a P15 na obrazku 28
a pro prvky H8 a H20 na obrazku 29.

Obr. 23. Prvek P6 Obr. 24. Prvek P15

e
P15

Obr. 25. Prvek HS8 Obr. 26. Prvek H20

Na referencnim prvku é definujeme bazové funkce Nf(ﬁ .1, () s vlastnostmi

lproi=3j

aproi,j=1,...,pe,
0proi+#j P J p

NE(&Gmy, §) = {

kde p. = 4 pro prvek T4, p. = 10 pro prvek T10, p. = 6 pro prvek P6, p. = 15 pro
prvek P15, p. = 8 pro prvek H8 a p, = 20 pro prvek H20 a kde (;,n;, (;) jsou soutadnice
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uzlu ]5] Pro prvek T4 je

Ny=1-¢-n—¢,  N5=¢  Ny=n,  Ni=¢,
Pf=(0,0,0) Ps=(1,0,0)
P§ =(0,1,0) P§=(0,0,1)
pe=(100 Ps=(310
Pg=(0,3,0)  P¢=1(0,0,%)
P§=(3,0,%) Pf=1(0,33)
Obr. 27. Ctyfsténny referenéni prvek
pro prvek T10 je
Nf=201—€-n-Qz—&-n—(), Ns=266-1),
N§ =2n(n — %), N§=20(¢— 1),
Ne=45(1-¢6-n—Q), N§ = 4¢n,
Ne=dn(1—¢—n—9), N§=4¢(1—=¢—n—9),
N§ = 4, Ny = 4n¢,
pr S P F0.11) A A
P, / Pp=(0.0-1)  Ps=(10,-1)
be P, Ifge—(O,l,—l) Jffz(O,O, 1)
5 ‘ [ P = (1,0, 1) P = (0,1, 1)
' pr, P, Pr=(3,0.-1) Bi=(h3-1)
A : : Py =(0,3,-1) Pfj=(30 1)
Piy 151612(%7%7 1) p1€2:(07%7 1)
P& = (0,0, 0) Pg =(1,0, 0)
P55 = (0,1, 0)

Obr. 28. Pétisténny referen¢ni prvek
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pro prvek P6 je

Nf =31 -¢=n1-0), Ny=3¢(1-0),
N = gn(1 = ¢), Ae— —5 m(1+¢),
Ng =361+ ), N§ = +¢),
pro prvek P15 je
N@—(l—& 77)(& n=300=0), N5 =¢€-3¢-1(1-0),
Ne—ﬁ( —1)(1 -0, JYfz(l—ﬁ (=& —n+ 301 +¢),
={(E+ ZC 1)(1+¢), JYS =n(n+5¢-1)(1+¢),
JYe =2{(1-&—n)(1-0), JYse =26n(1 - ),
JYge =2n(1-&§—n)(1-7), Jon =2(1-&—n)(1+¢),
JYfl = 26n(1+ ), JYfz =2n(1 =& —n)(1+),
JYfg =(1=&=n)(1-¢?), Ny =¢€(1—¢?),
Nf5:77(1—f2)a
P <A= 15;(1;1,1) Pe=(-1,-1,-1) Pf=( 1,—-1,-1)
[ A Pe=( 1, 1,-1) Pr=(-1, 1,-1)
| D Py Pe=(-1,-1, 1) Pe=( 1,-1, 1)
P . Ps o] Pe=(1, 1, 1) Pe=(-1, 1, 1)
?PQO ! Fio Pe=( 0,-1,-1) Pg=( 1, 0,—1)
N | | e P=( 0, 1.-1) Ph=(-1 0.-1)
PN, :Rf pfl )P18 p?)e PleBZ( 0,-1, 1) Ple4:( L, 0, 1)
/," “““ M Pe=(0 1 1) P,=(-1, 0, 1)
/'dple2 Pfo ple?:(—l -1, 0) ]5168:( 1,-1 0)
. ¢ o < Piy=(1, 1, 0) Pg=(-1, 1, 0)
Pf(—l,—l,—l) Pge P28
Obr. 29. Sestisténny referencéni prvek
pro prvek HS8 je
N =31-90-m -0, N =la+91-m-0).
Ny =31+ 91 +m-0, Ni=11-1+m1-0),
Ng=31-9(-m+0). Ng=L1+61 -1+,
N =3(1+ 0 +n)(1+¢), Ng=51-0+n)(1+()
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a pro prvek H20 je

=s1-9A-nI-)(=§-n—¢-2),
=s1+HA -1 -OE-n—-C-2),
=51+ A+ -OE+n-(—2),
=s1-9A+n1-O(=E+n—-(~-2),
=;1-9A -1 +O(=E—n+(-2),
=;1+HA-nA+OE—n+(—2),
=51+OA+mMA+OE+n+(-2),
=s1-9A+nA+O(=E+n+(—2), )
=1(1-) 1 =m0 =), Nip = 51+ (1 =n*)(1 = Q).
JYflzi( &)1 +n)(1 =), Ny = (1= =n)(1 =),
Ny =31 = )1 =)L +7), Niy = 11+ 1 =) (1 + ),
Ny = 21— €)1+ )1 +0), Ny = 11 91— )1+ 0),
Ny = 11— -n)1- ), Ny = 10+ - )1 - ),
Nig = ;(1+ &1 +n)(1 - ¢?), Ngy = 31 =1 +m)(1 - ).
,Readlny*“ prvek e je obrazem referenéniho prvku é v zobrazeni
v=2°(&n, () = fofon ¢),
y(&:m,0) = nyNf (&m:¢), pro(&m.¢) e, (3.1)
2(&,n,¢) = ZZfofnC)
=1
kde (z5,yf, 2f) jsou souradnice uzlu Pf, i = 1,...,p.. Za prirozenych, v praktickych
situacich vzdy splnénych predpokladu je J acoblova matice
9z°(&,n.¢)  0x°(§,n,¢)  0x°(&,7,C)
o€ on ¢
ay° ay° ay°
o =| & (2%77,() y (2;77), ¢ 9y (2%77,() (3.2)
0z°(€,m,¢)  02°(&m.¢)  92°(§,n,¢)
23 an a¢

zobrazeni (3.1) je reguldrni pro kazdé (£, 7, () € é a tedy existuje inverzni zobrazeni

§=E&(n,y,2), n=n%y,2), (=C(xy2) pro(zr,yz) ce (3.3)
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pritazujici ke kazdému bodu (z,y, z) € e bod (£,n, () elementu é. Bazové funkce na prvku
e definujeme predpisem

wf(:p)y72) :Nz‘e(fe(%ya2)7776(%%2)7{6(%%2))7 1= 17"'ape; (34)
a nasadu vyjadiime ve tvaru

Pe

v=0v(z,y,2) = vawf(x,y,z), kde vf = v(zf, v, 27), i =1,...,De. (3.5)

i=1

V dalsim budeme pro libovolnou funkeci g(z, y, z) definovanou na prvku e uzivat oznaceni

9° = G°(§,m, ) = g(2°(&,1, ), ¥°(§,m, ), ¥(§,m,¢)) pro (§,n,() €eé

Protoze

Pe

(&, ¢) =Y _JuNF(&,m,¢) pro (&, () €é

=1

je nasada v°¢ vyjadiena formélné stejné jako soutadnice x¢, y¢ a 2° popisujici geometrii,
viz (3.1), tedy mame izoparametricky prvek. Oblast Q vykryjeme koneénymi prvky (tj.
triangulujeme ji). Pouzijeme bud'to prvky T4, P6 a H8 (s uzly jen ve vrcholech) nebo
prvky T10, P15 a H20 (s uzly také na hrandch). Mnozinu T v8ech prvka nazveme trian-
gulaci, sjednoceni véech prvki triangulace oznaéime €. Hranici oblasti €2, znacime I',.
Céstem I'; a T'y hranice ' vhodnym zpisobem piitadime jejich aproximace T'yj, a T'ap.
V modernich programech MKP je triangulace generovana automaticky: uzivatel specifi-
kuje oblast, materialové vlastnosti, okrajové podminky a typ prvku, zbytek ,zatidi pro-
gram“. Koneénéprvkovy prostor X definujeme jako prostor funkei v(z,y, z) definovanych
na (Y, takovych, Ze jejich restrikce na element e je tvaru (3.5).

Stény prvku budeme znacit S, mnozinu vSech stén lezicich na hranici 'y, oznacime 8.
Prvky T4, P6, H8 s pfimymi hranami maji dva typy stén, trojuihelnikové F3 a ¢tytriuhel-
nikové F4, viz obrazky 30 a 31,

z z
ps Py
I3
S
Py P S
Y p45 Y
PS
T v 6
ps Py

Obr. 30. Sténa F3 Obr. 31. Sténa F4
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prvky T10, P15 a H20 s kiivymi hranami maji rovnéz dva typy stén, trojihelnikové
F6 a ¢tyruhelnikové F8, viz obrazky 32 a 33. (Stény znac¢ime F podle prvniho pismene
anglického prekladu ,face“ ¢eského slova sténa.)

2 7
Py
Py ps
P§ S
pp Y ps
P
v T
Py Py
Obr. 32. Sténa F6 Obr. 33. Sténa F8

Referenénf prvek S pifslusny trojuhelnikovym sténam F3, F6 a ¢tyruhelnikovym sténam
F4, F8 je zakreslen na obrazku 34 a 35.

n U
PJ(0,1) X ¢ - :
PP(-1,1) P7(0.1) | PP(L1)
S
] £
P (-1,0) P§(1,0)
55, 59 (1 55 : ° : " A
PF(0,0)  PP(3,0)  Pg(1,0) PP (-1,-1) I 2(0,-1)  Py(1,-1)
Obr. 34. Referenc¢ni prvek stén F3 a F6 Obr. 35. Referenc¢ni prvek stén F4 a F8

Na referencnich prvcich definujeme bazové funkce: pro sténu F3
NP =1-¢-1, N5 =¢, Ny =1,
pro sténu F6
NP =20 —¢-n)(G—€-n), N7 =46(1-¢-),

N§ =2¢(¢ - 1), N§ = 4¢n,
N3 =2n(n—1), Ny =4n(1—¢—n),
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pro sténu F4

NP =1(1-81—n), Ny=:(1+&1+n),
NS =31+ —n), Nj=i1-&01+n),

a pro sténu F8

A A

NP =31 =A-n)(=§—n—1), NJ=3(1-€)1-n),
Ny =11+A-n)(€—n—1), Ng =301+ -7),
Ny =11+A+nE+n—1), Ny =31-)1+mn),
Ny =(1=A+n)(=E+n—1), NJ=31-0~-n).
Geometrii stény S urcuje zobrazeni
ps )
v =aS(Em) = Y af N )
i=1
ps R R
y=v%(&n) =Y u’N (& m), pro(&n) €S, (3.6)
i=1
Ps )
2=25(&m) =) NS (& m)
i=1
kde (27,97, 27) jsou souradnice uzlu P°, i = 1,...,pg, ps = 3 pro sténu F'3, pg = 4 pro

sténu F'4, pg = 6 pro sténu F'6, ps = 8 pro sténu F'8. Na sténé S definujeme bazové
funkce

wi(z,y,2) = N2(€,n), i=1,...,ps (3.7)

kde (£,1) € S je vzorem bodu (z,y,z) € S v zobrazeni (3.6). Bézové funkce w?(z,y, z)
je ziejmé restrikel bazové funkee w§(z,y, z) pro P§ = P? na sténu S . Restrikei koneéné-
prvkové funkce v z prostoru X na stranu S lze vyjadrit ve tvaru

ps
v:vs(x’yﬂz):vaw;g(x’yﬂz)7 kde U:LS:U("EZS’y;SV)Z;g)’ izl)””pS) (3'8)
i=1
pro (z,y,z) € S a ve tvaru
ps
05 m) =D NI (€m) (3.9)
i=1

pro (£,n) € S. Pro funkci g(z,y, z) definovanou na sténé S oznaéme

9% =3 n) =g(=%&m), v (&), 25(&m)) pro (&) € S.
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K funkcim « a (3 prifadime interpolanty of a 7, jejichz restrikce of® a A7% na sténéch
S € 8 jsou tvaru

ps

IS(x’y’Z>:Z (fayfa f) Z-S(x,y,z),

i=1

(2,y, 2 Zﬁ (7,97, 20w (2, y, 2).

(3.10)

Protoze

/ oz, y, 2)dzdydz = / 3(€,7,€)|det 3| de dnd(,

(& €

pribliznou hodnotu integrélu na elementu e pocitame uzitim kvadraturni formule 7¢(-) na
referencnim elementu é,

I(g) = I°(°|det J¢|). (3.11)

Podobné postupujeme pfti ptiblizném vypoctu integralu na sténé S. Vyuzijeme vztahu

/ o(,y, 2)ds = / 46,75 (€,m) de .
S S

kde
J® =VEG - F?,

SN\ 2 S\ 2 S\ 2
E — ai + ai + ai ,
o¢ aE aE
_ oxr° Ox° N ayS ayS N 025 95 (3.12)
06 onp 9 oy 0¢ on’

S\ 2 S\ 2 S 2
G — ai + ai + ai ,
on on on

a pocitame

I%(g) = I°(3°J%), (3.13)

kde IS (+) je kvadraturni formule na referenénim elementu S.

Diskrétni slaba formulace mé tvar (2.18), mnozina ptipustnych feseni W), a prostor
testovacich funkel Vj, viz (2.15) a (2.14), bilinedrni forma ay, (U, v) a linedrni funkciondl
Ly(v) viz (2.160) a (2.161). Elementarni matice a vektory se ziskaji zcela analogicky jako
ve 2D piipadé,

K = Te([LT [T p¢ [T~ TLe|det J¢|), (3.14)
K = [¢([N°]T¢° N°|det J¢)), (3.15)
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F¢ = J¢([N°]7 f¢ [det J¢|), (3.16)

K = [9([N®]Tal N9 J9), (3.17)
FS = [S(IN®31979), (3.18)
kde N© = (Nf,...,N¢), L¢ = (VN§,...,VN¢) piicemz y = (0/0¢,0/0n.0/5¢)",
[T T"={[I]"} " je matice inverzni k matici [J|" a N* = (N7,..., NJ).
Zbyvéa uvést vhodné formule numerické integrace. Pro prvek T4 lze uzit formuli
I(9) = 93, 5. 5) (3.19)

nebo formuli
1¢(§) = $[5(0,0,0) + §(1,0,0) + §(0,1,0) + §(0,0, 1)]. (3.20)

Obé formule (3.19) i (3.20) integruji presné polynomy £ni¢* pro 0 < i+ j+k < 1. Pii
vypoctu matice K¢ ddme prednost formuli (3.20), nebot v tom pifpadé je matice K¢
diagonalni. Pro prvek T10 je vhodna formule

je(g) = i[g(a,a, (I) —f-g(b,a,a) +g(a'7 ba a’) +g(aaa'7 b)]
proa =0,25—/0,0125, b=1- 3a,

kterd integruje presné polynomy &77¢* pro 0 < i+ j + k < 2. Prvky P6, P15, H8 a H20
integrujeme uzitim Gaussovych sou¢inovych formuli (pro prvky P6 a P15 modifikovanych
pro hranol s trojtihelnikovou podstavou, viz napiiklad [32]). Pro prvek P6 uzijeme formuli

(3.21)

2 2
I(0) = § D007 3 ABiBe (51— wi), 51+ i) (1= vy), vx) (3.22)
i=1 j=1 k=1
pricemz
uy; = —0,28989794 8556 6356, v = —?,
us = 0,68989794 8556 6357, vy = ?,

(3.23)
Ay = 0,7278344730240913, B, = 1,

Ay = 1,2721655269759087, By = 1.

Formule (3.22) integruje piesné polynomy &n¢* pro 0 <i+j < 3,0 < k < 3. Pro prvek
P15 uzijeme formuli

I°(g) = %Z Z > AB;Big (3(1— ), 1(1+ui) (1= vy), vp) (3.24)
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pricemz

uy = —0,57531892 3521 6941, v, = —/0, 6,
uy = 0,18106627 11185306, vy = 0,
us = 0,82282408 09745921, vy = /0,86,
(3.25)
Ay = 0,2793079196058165, B, = 2,
Ay = 0,9169 644254383450, By = &,
Az = 0,8037276549558385, By = 2.

Formule (3.24) integruje piesné polynomy £in/¢* pro 0 <i+j < 5,0 < k < 5. Pro prvek
HS8 uzijeme formuli

2 2 2
I¢(g) = ZZZBZ-BjBkQ (vi, V5, Uk (3.26)

kde B; a v; jsou urcéeny podle (3.23). Formule (3.26) integruje pfesné polynomy &7¢* pro
0 <1,7,k <3. Pro prvek H20 uzijeme formuli
3

J :ZZZBBBkg (vi, v, 05), (3.27)

i=1 j=1 k=1
kde B; a v; jsou urcéeny podle (3.25). Formule (3.27) integruje pfesné polynomy &7¢* pro
0<i,7jk<5.

Pti integraci na plosnych prvcich F3, F6, F4 a F8 pouzijeme stejné formule jako pii

integraci 2D prvku T3, T6, Q4 a Q8, viz formule (2.176)—(2.179). Tedy pro prvek F3
uzijeme formuli

I%(g) = §13(0,0) + §(1,0) + §(0, 1)), (3.28)
kterd integruje pfesné polynomy £'n/ pro 0 < i+ j < 1, pro prvek F6 formuli
1%(g) = §13(3,0) + 3(5.3) + 300, )], (3.29)
kterd integruje presné polynomy &7 pro 0 < i+ j < 2, pro prvek F4 formuli
2
1%(y) ZZBBJg (vi,v5) (3.30)

=1 j=1

By, v; viz (3.23), kterd integruje presné polynomy &7 pro 0 < 4,5 < 3, a pro prvek F8
formuli
3

5(3) = > BiBjg (vi,;) (3.31)

=1 j=1

B;, v; viz (3.25), kterd integruje piesné polynomy £’ pro 0 <i,j < 5.

Sestaveni soustavy rovnic a zpracovani vysledku je podobné jako ve 2D piipadé, viz
odstavec 2.13. Pro chybu u — Uplati vztah (2.186), kde r = 2 pro prvky T10, P15, H20
ar =1 pro prvky T4, P6, HS.
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