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2.1.1 Gaussova eliminačńı metoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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2.2.1 Klasické iteračńı metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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5.3.4 Adaptivńı integrace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
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7.1 Základńı vlastnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
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8.3 Explicitńı Rungovy-Kuttovy metody . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192
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10.4 Hyperbolická rovnice prvńıho řádu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263

Literatura 271

4



Předmluva

Skripta Numerické metody jsou věnována tradičńım témat̊um numerické matematiky: zdroje
chyb a jejich š́ı̌reńı, řešeńı soustav lineárńıch rovnic, metoda nejmenš́ıch čtverc̊u, aproximace
funkćı, numerické derivováńı a integrováńı, řešeńı nelineárńıch rovnic, výpočet vlastńıch č́ısel
a vlastńıch vektor̊u, řešeńı počátečńıch a okrajových úloh pro obyčejné diferenciálńı rovnice
a řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic. ř Do skripta jsou ke každému tématu zařazeny
klasické metody, standardně uváděné v každém úvodńım kurzu numerické matematiky, které
slouž́ı předevš́ım k pochopeńı a ilustraci dané problematiky. Klasické metody jsou dnes již často
překonány efektivněǰśımi postupy. Pot́ıž s moderńımi, v současnosti použ́ıvanými algoritmy, je
však v tom, že bývaj́ı často poměrně komplikované, takže porozumět jim nebývá snadné. Některé
z nich jsou přesto do textu zařazeny.

Při zpracováńı skript jsem vycházel z osvědčených učebnic numerické matematiky, jakými
jsou např. knihy [10], [55], [42], [21], [37], [31], [58] a z vynikaj́ıćıch monografíı, mezi nimi zejména
[26], [50], [51], [29], [18], [5], [61].

Pokud jde o české zdroje, nejv́ıce podnět̊u jsem čerpal z knih [41], [34], [22], [58], [59] a ze
skript [36], [9] a [35].

Moderńı česky psaná monografie numerických metod v současnosti neńı k dispozici. Kromě
výše uvedených knih lze však v češtině č́ıst také [43], vybrané kapitoly věnované numerickým
metodám v [44] a [58].

Brno, leden 2020 Libor Čermák
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1. Úvod do problematiky numerických metod

Při řešeńı problémů reálného světa se stále častěji setkáváme s potřebou popsat
zkoumanou skutečnost pomoćı věrohodného matematického modelu a ten pak uspokojivě
vyřešit. Žijeme v době poč́ıtač̊u a tak je přirozené, že k realizaci matematického modelu
poč́ıtač využijeme. Poč́ıtače umı́ pracovat velmi rychle s informacemi kódovanými pomoćı
č́ısel. A právě zde je mı́sto pro numerickou matematiku (v angličtině numerical analysis )
jakožto vědńı discipĺınu, která vyv́ıj́ı a analyzuje metody, jejichž

”
technologickým jádrem“

jsou manipulace s č́ısly. V posledńıch letech se v anglicky psané literatuře mı́sto termı́nu

”
numerical analysis“ stále častěji použ́ıvá termı́n scientific computing (odpov́ıdaj́ıćı český
termı́n nám bohužel neńı znám).

Když chceme metodami numerické matematiky vyřešit daný problém popsaný obec-
ným matematickým modelem, muśıme takový model nejdř́ıve

”
digitalizovat“, to jest for-

mulovat ho ve tvaru numerické úlohy, jej́ıž vstupńı i výstupńı data jsou č́ısla. Numerická
metoda je postup řešeńı numerické úlohy. Přesný popis krok̊u realizuj́ıćıch numerickou
metodu označujeme jako algoritmus numerické metody. Lze ho vyjádřit jako posloupnost
akćı (proveditelných na poč́ıtači), které k danému (přesně specifikovanému konečnému)
souboru vstupńıch č́ısel jednoznačně přǐrad́ı odpov́ıdaj́ıćı (přesně specifikovaný konečný)
soubor výstupńıch č́ısel.

Př́ıprava rozsáhlých soubor̊u vstupńıch dat bývá označována jako preprocessing. Roz-
sah souboru výsledných údaj̊u je často ohromný, pro člověka

”
nestravitelný“, a proto

je třeba výsledky vhodně zpř́ıstupnit tak, aby je zadavatel výpočtu byl v̊ubec schopen
vyhodnotit. Metodám, které to prováděj́ı, se ř́ıká postprocessing. Jednou z forem post-
processingu je vizualizace výsledk̊u.

Jako př́ıklad
”
problému ze života“ uvažujme předpověd’ počaśı. Pohyb vzduchu v at-

mosféře dovedeme alespoň přibližně popsat pomoćı soustav parciálńıch diferenciálńıch
rovnic a vhodných doplňuj́ıćıch podmı́nek. Metodami numerické matematiky dokážeme
tyto rovnice přibližně řešit. Potřebná vstupńı data se źıskávaj́ı pomoćı družic a pozemńıch
meteorologických stanovǐst’. Výsledky numerických výpočt̊u zpracované do animovaných
meteorologických map pak sledujeme v televizńı předpovědi počaśı.

Při řešeńı reálných problémů téměř nikdy neźıskáme přesné řešeńı, muśıme se spokojit
jen s řešeńım přibližným, které je zat́ıženo chybami. Naš́ım ćılem je organizovat výpočet
tak, aby celková chyba byla co nejmenš́ı.

Předevš́ım se muśıme vyvarovat hrubých lidských chyb, které vyplývaj́ı z nepochopeńı
problému a z nepozornosti nebo nedbalosti člověka při jeho řešeńı.

Chyba matematického modelu. Při vytvářeńı matematického modelu reálného pro-
blému provád́ıme vždy jisté idealizace. Rozd́ıl mezi řešeńım idealizovaného problému
a řešeńım problému reálného nazýváme chybou matematického modelu. Do této kategorie
chyb zahrnujeme také chyby ve vstupńıch údaj́ıch.

Př́ıklad. Máme určit povrch zemského pláště. K výpočtu použijeme vzorec S = 4πr2 pro
povrch koule o poloměru r. Chyba modelu spoč́ıvá v předpokladu, že Země je koule.

Chyba numerické metody. Jestliže k řešeńı (numerické) úlohy použijeme numerickou
metodu, která nám neposkytne přesné (teoretické) řešeńı dané úlohy, pak chybu, které
se dopust́ıme, nazýváme chybou numerické metody. Důležitou součást́ı návrhu numerické
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metody je odhad chyby numerické metody.

Př́ıklad. Máme spoč́ıtat hodnotu funkce sin 1 sečteńım konečného počtu člen̊u Taylorovy
řady

sin x = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+
x9

9!
− · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+ · · ·

pro x = 1. Je známo, že sečteńım prvńıch tř́ı člen̊u řady se dopust́ıme chyby velikosti
nejvýše 1/7!, obecně sečteńım prvńıch n člen̊u se dopust́ıme chyby nejvýše 1/(2n+ 1)!.

Zaokrouhlovaćı chyby. Při práci na poč́ıtači můžeme k reprezentaci č́ısel použ́ıt jen
konečný počet cifer. Pracujeme proto s přibližnými hodnotami č́ısel, které dostaneme
zaokrouhleńım přesných hodnot. Zaokrouhlovaćı chyby vznikaj́ı už při vkládáńı dat do
poč́ıtače, daľśı pak vznikaj́ı při č́ıselných výpočtech. Při špatně organizovaném výpočtu
může doj́ıt v d̊usledku nahromaděńı zaokrouhlovaćıch chyb k naprostému znehodnoceńı
výsledku, viz př́ıklad 1.7.

Př́ıklad. Č́ıslo π neumı́me do poč́ıtače vložit přesně. Také výsledek operace, při ńıž č́ıslo 2
děĺıme č́ıslem 3, nezobraźıme na standardńım poč́ıtači pracuj́ıćım s binárńımi č́ısly přesně.

Je třeba mı́t na paměti, že při řešeńı reálného problému vystupuj́ı obvykle všechny
chyby současně.

1.1. Chyby v numerických výpočtech

Absolutńı a relativńı chyba. Ve výpočtech jsme často nuceni nahradit přesné č́ıslo x
přibližným č́ıslem x̃. Č́ıslo x̃ potom nazýváme aproximaćı č́ısla x. Rozd́ıl x̃ − x = ∆x
nazýváme absolutńı chybou aproximace x̃ a č́ıslo

∆x

x
=
x̃− x
x

, x 6= 0 ,

nazýváme relativńı chybou aproximace x̃. Pro |∆x| ≤ ε se použ́ıvá také symbolický zápis
x̃ = x± ε a mı́ńı se t́ım, že x− ε ≤ x̃ ≤ x+ ε. Podobně se pro |∆x/x| ≤ δ použ́ıvá zápis
x̃ = x(1± δ). Absolutńı hodnota relativńı chyby se často uvád́ı v procentech.

Nyńı posoud́ıme chybu, které se dopust́ıme při výpočtu hodnoty f(x1, x2, . . . , xn)
funkce f , když přesné hodnoty xi nahrad́ıme přibližnými hodnotami x̃i = xi + ∆xi.
Z Taylorova rozvoje f(x̃) okolo bodu x dostaneme

f(x̃) = f(x) +

n∑

i=1

∆xi
∂f(x)

∂xi
+

1

2

n∑

i,j=1

∆xi∆xj
∂2f(x)

∂xi ∂xj
+ · · · .

Považujeme-li součiny chyb ∆xi∆xj za malé, máme pro absolutńı chybu

|∆f(x)| := |f(x̃)− f(x)| .=
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

∂f(x)

∂xi
∆xi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

∣∣∣∣
∂f(x)

∂xi

∣∣∣∣ · |∆xi| (1.1)
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a pro chybu relativńı

∣∣∣∣
∆f(x)

f(x)

∣∣∣∣
.
=

∣∣∣∣∣

n∑

i=1

xi
f(x)

∂f(x)

∂xi

∆xi
xi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

∣∣∣∣
xi
f(x)

∂f(x)

∂xi

∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣
∆xi
xi

∣∣∣∣ . (1.2)

Při praktických odhadech se hodnota funkce f a hodnoty jej́ıch derivaćı ∂f/∂xi na pravých
stranách přibližných nerovnost́ı (1.2) a (1.1) poč́ıtaj́ı v bodě x̃.
Chyby základńıch aritmetických operaćı. Zvoĺıme-li f(x, y) = x± y, dostaneme pro
absolutńı a relativńı chybu součtu a rozd́ılu

∆(x± y) .= ∆x±∆y ,
∆(x± y)
x± y

.
=

x

x± y
∆x

x
± y

x± y
∆y

y
. (1.3)

Pro vyjádřeńı chyby součinu voĺıme f(x, y) = xy a obdrž́ıme

∆(xy)
.
= y∆x+ x∆y ,

∆(xy)

xy
.
=

∆x

x
+

∆y

y
(1.4)

a pro chybu pod́ılu dostaneme volbou f(x, y) = x/y

∆

(
x

y

)
.
=

1

y
∆x− x

y2
∆y ,

∆(x/y)

x/y
.
=

∆x

x
− ∆y

y
. (1.5)

Všimněte si, že relativńı chyba součtu resp. rozd́ılu může být výrazně větš́ı než relativńı
chyby operand̊u v př́ıpadě, když |x ± y| je podstatně menš́ı než |x| nebo |y|. Při děleńı
malým č́ıslem je (d́ıky druhé mocnině y ve jmenovateli) významná chyba absolutńı.

Platné dekadické cifry. Necht’ x̃ je aproximace č́ısla x, kterou zapǐsme v mocninném
dekadickém rozvoji jako

x̃ = ± [ d1 · 10e + d2 · 10e−1 + · · ·+ dk · 10e+1−k + dk+1 · 10e−k + . . . ] , d1 6= 0 .

Řekneme, že k−tá dekadická cifra dk aproximace x̃ je platná, jestliže

|x̃− x| ≤ 5 · 10e−k, (1.6)

tj. když se x̃ lǐśı od x nejvýše o 5 jednotek řádu př́ıslušného následuj́ıćı cif̌re. Plat́ı-li
nerovnost (1.6) pro k ≤ p, ale pro k = p+ 1 už neplat́ı, ř́ıkáme, že x̃ má p platných cifer.
Č́ıslo x̃ = ± d1,d2d3 . . . dp · 10e, které má všech p cifer platných, je správně zaokrouhlenou
hodnotou č́ısla x.

Platná desetinná mı́sta. Řekneme, že aproximace x̃ č́ısla x má k-té desetinné mı́sto
platné, jestliže

|x̃− x| ≤ 5 · 10−k−1, (1.7)

tj. když se x̃ lǐśı od x nejvýše o 5 jednotek řádu př́ıslušného následuj́ıćımu desetinnému
mı́stu. Plat́ı-li nerovnost (1.7) pro k ≤ p, ale pro k = p + 1 už neplat́ı, ř́ıkáme, že x̃
má p platných desetinných mı́st. Ve správně zaokrouhleném č́ısle je tedy každé desetinné
mı́sto platné.

V následuj́ıćı tabulce uvád́ıme několik př́ıklad̊u:
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x x̃ platné cifry platná desetinná mı́sta

284 290 1 −
−45,8472 −45,798 3 1

100,002 99,9973 4 2

99,9973 100,002 5 2

−0,003728 −0,0041 1 3

1,841 · 10−6 2,5 · 10−6 0 5

Při odeč́ıtáńı dvou bĺızkých č́ısel docháźı ke ztrátě platných cifer, jak o tom svědč́ı

Př́ıklad 1.1. Je-li

x = 4,998949 · 101, x̃ = 4,999 · 101, |∆x| = 5,10 · 10−4,

∣∣∣∣
∆x

x

∣∣∣∣
.
= 1,020 · 10−5,

y = 5,001848 · 101, ỹ = 5,002 · 101, |∆y| = 1,52 · 10−3,

∣∣∣∣
∆y

y

∣∣∣∣
.
= 3,039 · 10−5,

pak pro rozd́ıly z = y − x, z̃ = ỹ − x̃ dostáváme

z = 2,899 · 10−2, z̃ = 3 · 10−2, |∆z| = 1,01 · 10−3,

∣∣∣∣
∆z

z

∣∣∣∣
.
= 3,484 · 10−2 ,

takže z̃ má jen jednu platnou cifru, zat́ımco x̃ i ỹ maj́ı čtyři platné cifry. �

Př́ıklad 1.2. Necht’ x = 1,3262± 5 · 10−5, y = −6,5347± 5 · 10−5, z = 13,235± 5 · 10−4.
Máme určit aproximaci funkčńı hodnoty f = xy/z, absolutńı a relativńı chybu a počet
platných cifer výsledku.

Spočteme f̃ = x̃ỹ/z̃ = −6,548031 . . . · 10−1 . Podle (1.1) pak přibližně plat́ı

∣∣∣∣
∆f

f̃

∣∣∣∣ ≤
[ ∣∣∣∣
ỹ

z̃
∆x

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
x̃

z̃
∆y

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
x̃ỹ

z̃2
∆z

∣∣∣∣
] ∣∣∣∣
x̃ỹ

z̃

∣∣∣∣
−1

=

∣∣∣∣
∆x

x̃

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∆y

ỹ

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∆z

z̃

∣∣∣∣
.
= 8,31 · 10−5 .

Odtud |∆f | .= 8,31 · 10−5 · |f̃ | .= 5,44 · 10−5 < 5 · 10−1−3 , takže (se třemi platnými ciframi)
f = −0,6548± 0,0001. �

1.2. Reprezentace č́ısel v poč́ıtači

Reálná č́ısla jsou v poč́ıtač́ıch reprezentována v systému č́ısel s pohyblivou řádovou
čárkou (v angličtině floating point numbers). Základńı myšlenka je podobná semilogarit-
mickému zápisu (v angličtině scientific notation), v němž např. č́ıslo 245700 ṕı̌seme jako
2,457 · 105 a č́ıslo 0,0005768 jako 5,768 · 10−4. V tomto formátu se desetinná čárka po-
hybuje (v doslovném překladu

”
plave“) v závislosti na dekadickém exponentu. Formálně

lze systém F normalizovaných č́ısel pohyblivé řádové čárky charakterizovat čtyřmi celými
č́ısly:

β základ č́ıselné soustavy (β ≥ 2),
p přesnost (p ≥ 1),

[L , U ] rozsah exponentu (L < 0 < U).
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Každé č́ıslo x ∈ F má tvar

x = ±m · βe , kde m = d1 +
d2
β

+
d3
β2

+ · · ·+ dp
βp−1

je normalizovaná mantisa, di ∈ {0, 1, . . . , β − 1}, i = 1, 2, . . . , p, jsou cifry mantisy, p je
počet cifer mantisy a e ∈ 〈L, U〉 je celoč́ıselný exponent. Normalizace mantisy znamená,
že pro x 6= 0 je prvá cifra mantisy nenulová, tj. plat́ı d1 ≥ 1, takže 1 ≤ m < β. Když
x = 0, pak je nulová mantisa i exponent, tj. m = e = 0.

Většina poč́ıtač̊u použ́ıvá binárńı aritmetiku, kdy β = 2. Pro stručněǰśı zápis binárńıch
č́ısel se běžně použ́ıvá hexadecimálńı soustava, v ńıž β = 16 (cifry 10 až 15 zapisujeme
pomoćı ṕısmen A,B,C,D,E,F), a někdy rovněž oktalová soustava, kdy β = 8. Výsledky
výpočt̊u se zpravidla uváděj́ı v běžné dekadické soustavě, tj. pro β = 10.

Množina F č́ısel pohyblivé řádové čárky je konečná, počet č́ısel v ńı je

2(β − 1)βp−1(U − L+ 1) + 1 ,

nebot’ můžeme volit dvě znaménka, β − 1 možnost́ı pro prvńı cifru mantisy, β možnost́ı
pro zbývaj́ıćıch p − 1 cifer mantisy a U − L + 1 možných hodnot exponentu. Posledńı
jednička odpov́ıdá č́ıslu nula.

Nejmenš́ı kladné č́ıslo v F je č́ıslo UFL = βL (podle anglického UnderFlow Level), které
má prvńı cifru mantisy rovnu jedné, zbývaj́ıćı cifry mantisy nulové a exponent nejmenš́ı
možný. Největš́ı č́ıslo v F je č́ıslo OFL = (β−β1−p)βU (podle anglického OverFlow Level),
které má všechny cifry mantisy rovné β − 1 a exponent největš́ı možný.

Zaokrouhlováńı. Reálná č́ısla, která jsou přesně zobrazitelná v systému F, se nazývaj́ı
strojová č́ısla. Pokud dané reálné č́ıslo x /∈ F, muśıme ho aproximovat

”
bĺızkým“ stro-

jovým č́ıslem, které znač́ıme f l(x) (podle anglického floating). Standardńı zp̊usob je zao-
krouhleńı: f l(x) je strojové č́ıslo nejbližš́ı k x (když máme na výběr ze dvou možnost́ı, pak
vybereme to strojové č́ıslo, které má posledńı cifru sudou).

Strojová přesnost. Č́ıslo εm = β1−p se nazývá strojové epsilon nebo také strojová
přesnost (anglicky

”
machine epsilon“, označované jako εmach). Význam č́ısla εm dokládá

několik jeho charakteristických vlastnost́ı:

a) v intervalu 〈βe, βe+1〉 jsou strojová č́ısla rozmı́stěna rovnoměrně s krokem εmβ
e;

b) největš́ı možná relativńı chyba, která vznikne při aproximaci reálného č́ısla v sys-
tému F pohyblivé řádové čárky, nepřesáhne 1

2
εm, tj. plat́ı |f l(x)− x| ≤ 1

2
εm|x|;

c) εm je největš́ı z kladných č́ısel ε, pro která f l(1 + 1
2
ε) = 1.

Je dobré uvědomit si, že εm ∈ F, jen když 1− p ≥ L.

Př́ıklad 1.3. Prozkoumejme, jaká č́ısla můžeme zobrazit v modelovém binárńım systému
F v př́ıpadě, že mantisa má p = 4 cifry a exponent e je omezen zdola č́ıslem L = −3 a shora
č́ıslem U = 2, tj. −3 ≤ e ≤ 2. Umı́stěńı kladných strojových č́ısel na č́ıselné ose je patrné
z obrázku 1.1: nejmenš́ı z nich UFL= 2−3 = 1/8 a největš́ı OFL= (2−2−3) ·22 = 8−1/2.
Všimněte si, že v každém binárńım intervalu 2e ≤ x ≤ 2e+1 jsou č́ısla rozložena rovnoměrně
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1/8 1/2 1 2 4 8−1/2

Obr. 1.1: Strojová č́ısla

s krokem εm2
e. Tak třeba mezi 1 a 2, tj. pro e = 0, je vzdálenost dvou sousedńıch č́ısel

rovna εm = 1/8. Systém F obsahuje 48 kladných č́ısel, 48 záporných č́ısel a nulu, tj. celkem
97 č́ısel. �

Standard IEEE.V poč́ıtač́ıch vyvinutých po roce 1985 se reálná č́ısla zobrazuj́ı prakticky
výhradně podle standardu IEEE, a to zpravidla v těchto přesnostech:

a) Jednoduchá přesnost. Použij́ı se 4 bajty, tj. 32 bit̊u, z toho 23 bit̊u pro mantisu, 8 bit̊u
pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. Protože mantisa je normalizovaná, pro
x 6= 0 je d1 = 1. Tato cifra se neukládá, takže počet cifer mantisy p = 24. Rozsah
exponentu je −126 ≤ e ≤ 127. Zobrazit lze dekadická č́ısla s absolutńı hodnotou
v rozsahu

UFL = 2−126 .
= 1,2× 10−38 až OFL = (2− 2−23)× 2127

.
= 3,4× 1038

a nulu (má všechny bity nulové). Strojová přesnost εm = 2−23 .
= 1,2×10−7. Řı́káme,

že mantisa má zhruba 7 dekadických cifer přesnosti.

b) Dvojnásobná přesnost. Použije se 8 bajt̊u, tj. 64 bit̊u, z toho 52 bit̊u pro man-
tisu, 11 bit̊u pro exponent a 1 bit pro znaménko mantisy. Prvńı bit mantisy se
neukládá (pro x 6= 0 je d1 = 1), takže mantisa má p = 53 cifer. Rozsah exponentu je
−1022 ≤ e ≤ 1023. Zobrazit lze dekadická č́ısla s absolutńı hodnotou v rozsahu

UFL = 2−1022 .
= 2,2× 10−308 až OFL = (2− 2−52)× 21023

.
= 1,8× 10308

a nulu (má všechny bity nulové). Strojová přesnost εm = 2−52 .
= 2,2×10−16. Řı́káme,

že mantisa má zhruba 16 dekadických cifer přesnosti.

Podle IEEE standardu existuje také binárńı reprezentace INF pro výrazy typu +∞
(třeba výsledek operace 1/0), −INF pro výrazy typu −∞ (třeba výsledek operace −1/0)
a NAN (not a number) pro výrazy typu 0/0, ∞−∞ a 0× (±∞) (třeba výsledek operace
1/0 − 2/0). Systém F je na většině poč́ıtač̊u rozš́ı̌ren o tzv. subnormálńı č́ısla, což jsou
nenulová nenormalizovaná č́ısla s nejmenš́ım možným exponentem e = L. Nejmenš́ı kladné
subnormálńı č́ıslo UFLs = εm · UFL, tj. v jednoduché přesnosti UFLs

.
= 1, 4 · 10−45 a ve

dvojnásobné přesnosti UFLs
.
= 4, 9 · 10−324.

Poč́ıtačová aritmetika. Necht’ x, y ∈ F jsou strojová č́ısla, op je některá ze základńıch
aritmetických operaćı +,−,×,/ a flop je odpov́ıdaj́ıćı operace prováděná poč́ıtačem v re-
žimu pohyblivé řádové čárky podle IEEE standardu. Pak x flop y = f l(x op y). To
znamená, že výsledek aritmetické operace provedené v poč́ıtači je stejný, jako když operaci
provedeme přesně a pak źıskaný výsledek vlož́ıme do poč́ıtače.
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Přetečeńı, podtečeńı. Jestliže je absolutńı hodnota výsledku aritmetické operace větš́ı
než OFL, docháźı k tzv. přetečeńı, a je-li naopak absolutńı hodnota nenulového výsledku
menš́ı než UFL (resp. UFLs na poč́ıtač́ıch se subnormálńımi č́ısly), docháźı k tzv. podtečeńı.
Dojde-li při běhu programu k přetečeńı, systém vydá varováńı a výpočet přeruš́ı. V př́ıpadě
podtečeńı situace neńı tak vážná: výsledek se nahrad́ı nulou a výpočet pokračuje bez
přerušeńı. Reakci programu na přetečeńı však může poučený programátor sám ř́ıdit.

1.3. Podmı́něnost úloh a stabilita algoritmů

Korektńı úlohy. Matematickou úlohu lze chápat jako zobrazeńı y = f(x), které ke
každému vstupńımu údaji x z množiny D vstupńıch dat přǐrad́ı výsledek y z množiny R
výstupńıch dat. Řekneme, že matematická úloha

y = f(x) , x ∈ D , y ∈ R ,

je korektńı, když

1) ke každému vstupu x ∈ D existuje jediné řešeńı y ∈ R,

2) toto řešeńı záviśı spojitě na vstupńıch datech, tj. když x→ a, potom f(x)→ f(a).

Velkou tř́ıdu nekorektńıch úloh tvoř́ı nejednoznačně řešitelné úlohy. Nekorektńı úlohy
se nedaj́ı rozumně řešit a proto se jimi nebudeme v̊ubec zabývat.

Podmı́něnost úloh. Budeme ř́ıkat, že korektńı úloha je dobře podmı́něná, jestliže malá
změna ve vstupńıch datech vyvolá malou změnu řešeńı. Je-li y +∆y resp. y řešeńı úlohy
odpov́ıdaj́ıćı vstupńım dat̊um x+∆x resp. x, potom č́ıslo

Cp =
|∆y|/|y|
|∆x|/|x| =

|relativńı chyba na výstupu|
|relativńı chyba na vstupu| (1.8)

(kde mı́sto absolutńıch hodnot jsou obecně normy, viz kap. 2) nazýváme č́ıslo podmı́ně-
nosti úlohy y = f(x). Je-li Cp malé č́ıslo, je úloha dobře podmı́něná, pro velká Cp je úloha
špatně podmı́něná. Mı́sto o dobré nebo špatné podmı́něnosti mluv́ıme někdy o malé nebo
velké citlivosti vzhledem ke vstupńım dat̊um.

Př́ıklad 1.4. Odhadněte č́ıslo podmı́něnosti úlohy: stanovit funkčńı hodnotu (diferenco-
vatelné) funkce y = f(x). Z (1.2) plyne, že

Cp
.
=

∣∣∣∣
xf ′(x)

f(x)

∣∣∣∣ . (1.9)

Konkrétně pro funkci f(x) = tgx dostaneme Cp
.
= |2x/ sin 2x|. Výpočet tgx je velmi

citlivý pro x bĺızké celoč́ıselnému násobku π/2. Třeba pro x = 1,57079 je Cp
.
= 2,48 · 105.

Výsledek můžeme ověřit také př́ımým výpočtem podle vzorce (1.8), pro ∆x = 10−9 do-
staneme opět Cp

.
= 2,48 · 105. �

Č́ıslo podmı́něnosti definované podle (1.8) se někdy označuje jako relativńı č́ıslo podmı́-
něnosti. Většinou je to vhodné měř́ıtko citlivosti, je-li však x nebo y rovno nule, použ́ıt
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ho nelze. V takových př́ıpadech lze zkusit absolutńı č́ıslo podmı́něnosti definované jako
C̄p = |∆y| /|∆x|.
Př́ıklad 1.5. Posoud́ıme citlivost výpočtu funkčńı hodnoty f(x) = x2 − 1. Pro kořeny
x1,2 = ±1 neńı relativńı č́ıslo podmı́něnosti definováno. Stejný závěr potvrzuje vyjádřeńı
Cp

.
= |2x2/(x2 − 1)| odvozené podle (1.9). Absolutńı č́ıslo podmı́něnosti je

C̄p =

∣∣∣∣
f(x+∆x)− f(x)

∆x

∣∣∣∣
.
= |f ′(x)| ,

tj. pro f(x) = x2 − 1 je C̄p
.
= |2x| a speciálně pro x = ±1 dostaneme C̄p

.
= 2. �

Stabilita algoritmu. Při realizaci numerické metody na poč́ıtači vznikaj́ı zaokrouhlovaćı
chyby, nejdř́ıve ve vstupńıch datech a pak v pr̊uběhu výpočtu při prováděńı aritmetických
operaćı. Chceme-li se při výpočtech vyvarovat nesmyslných výsledk̊u, muśıme si vyb́ırat
tzv. stabilńı algoritmy, které jsou k š́ı̌reńı zaokrouhlovaćıch chyb málo citlivé. Aby byl
algoritmus stabilńı, muśı být

1) dobře podmı́něný, tj. málo citlivý na poruchy ve vstupńıch datech,

2) numericky stabilńı, tj. málo citlivý na vliv zaokrouhlovaćıch chyb vznikaj́ıćıch během
výpočtu.

Př́ıklad 1.6. Kvadratická rovnice x2−2bx+ c = 0 má pro b2 > c dva r̊uzné reálné kořeny

x1,2 = b± d , (A1)

kde d =
√
b2 − c. Jestliže |b| .= |d|, pak se při výpočtu jednoho z kořen̊u budou odeč́ıtat

dvě přibližně stejně velká č́ısla téhož znaménka, což vede, jak už v́ıme, ke vzniku velké
relativńı chyby (viz (1.3) a př́ıklad 1.1). Výpočet podle algoritmu (A1) tedy obecně stabilńı
neńı. Existuje však snadná pomoc: protože x1x2 = c, můžeme postupovat takto:

x1 =

{
b+ d , je-li b ≥ 0,

b− d , je-li b < 0,
x2 = c/x1. (A2)

Algoritmus (A2) nedostatek algoritmu (A1) odstraňuje, tj. je stabilńı. �

Př́ıklad 1.7. Poč́ıtejme integrál

En =

∫ 1

0

xnex−1 dx pro n = 1, 2, . . .

Integraćı per-partes dostaneme

∫ 1

0

xnex−1 dx = [xnex−1]10 −
∫ 1

0

nxn−1ex−1 dx ,

nebo-li

En = 1− nEn−1 . (F)
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Protože E1 = 1/e, můžeme při výpočtu En postupovat podle algoritmu

E1 = 1/e , En = 1− nEn−1 , n = 2, 3, . . . (A1)

Výpočet jsme provedli na poč́ıtači v jednoduché přesnosti (tj. cca na 7 platných cifer),
a pro n = 12 jsme dostali E12

.
= −4,31. To je ale zcela nepřijatelný výsledek, nebot’ pro

kladný integrand nemůžeme dostat zápornou hodnotu integrálu! Tento jev je zp̊usoben
t́ım, že při výpočtu En se chyba obsažená v En−1 násob́ı n−krát, takže celková chyba
roste podobně jako n!.

Algoritmus(A1) je tedy nestabilńı. Vzniká otázka, zda můžeme vypoč́ıtat E12 užit́ım
rekurentńı formule (F ) tak, aby výsledek měl všech 7 cifer platných. Možné to je, muśıme
ale použ́ıt jiný algoritmus. Přeṕı̌seme-li formuli (F ) na tvar

En−1 =
1−En

n
,

bude se chyba vstupuj́ıćı do každého kroku dělit n. Z odhadu

En =

∫ 1

0

xnex−1 dx ≤
∫ 1

0

xn dx =
1

n + 1

vyplývá, že En → 0 pro n→∞. Při výpočtu proto budeme postupovat podle algoritmu

EN = 0 , En−1 =
1− En

n
, n = N,N − 1, . . . , (A2)

kde N je dostatečně velké. Zvoĺıme-li N = 20, dostaneme E12
.
= 7,177325 · 10−2, což je

hodnota, která má 7 cifer platných.
Jestliže výpočet provád́ıme ve dvojnásobné přesnosti (cca 16 platných cifer), dosta-

neme obdobné výsledky. Rozd́ıl je pouze v tom, že výpočet algoritmem (A1) se ”
pokaźı“

až pro větš́ı n; pro n = 20 už ale vyjde nesmyslná hodnota E20
.
= −30,19. Stabilńım

algoritmem (A2) pro N = 35 dostaneme E20
.
= 4,554488407581805 · 10−2 s 16-ti platnými

ciframi. �

Daľśı př́ıklady věnované podmı́něnosti problémů a stabilitě algoritmů uvedeme po-
stupně v následuj́ıćıch kapitolách.
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2. Řešeńı soustav lineárńıch rovnic

Jednou z nejčastěji se vyskytuj́ıćıch úloh výpočetńı praxe je úloha vyřešit soustavu
lineárńıch rovnic. Takové soustavy bývaj́ı často velmi rozsáhlé, současná výpočetńı tech-
nika umožňuje v přijatelných časech vyřešit soustavy s několika milióny neznámých. Me-
tody řešeńı děĺıme na př́ımé a iteračńı. Př́ımé metody jsou takové metody, které dodaj́ı
v konečném počtu krok̊u přesné řešeńı za předpokladu, že výpočet prob́ıhá bez zaokrouh-
lovaćıch chyb, tedy zcela přesně. Iteračńı metody poskytnou jen řešeńı přibližné. To ale
v̊ubec nevad́ı, pokud je přibližné řešeńı dostatečně dobrou aproximaćı řešeńı přesného.
Počet krok̊u iteračńı metody záviśı na požadované přesnosti.

Budeme se tedy zabývat řešeńım soustavy lineárńıch rovnic (stručně SLR)

a11 x1 + a12 x2 + · · · + a1n xn = b1 ,
a21 x1 + a22 x2 + · · · + a2n xn = b2 ,

...
...

an1 x1 + an2 x2 + · · · + ann xn = bn .

(2.1)

Soustavu (2.1) můžeme psát ve tvaru

n∑

j=1

aijxj = bi , i = 1, 2, . . . , n, (2.2)

nebo v maticovém tvaru

Ax = b , (2.3)

kde

A =




a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
an1 an2 · · · ann


 , x =




x1
x2
...
xn


 , b =




b1
b2
...
bn


 .

Matici A nazýváme matićı soustavy, b je vektor pravé strany a x vektor neznámých.
Budeme předpokládat, že matice soustavy je regulárńı, takže řešená soustava má jediné

řešeńı.

2.1. Př́ımé metody

2.1.1. Gaussova eliminačńı metoda

Základńı př́ımou metodou řešeńı SLR je Gaussova eliminačńı metoda, stručně GEM.
Skládá se ze dvou část́ı. V př́ımém chodu GEM se soustava (2.1) převede na ekvivalentńı
soustavu

Ux = c , (2.4)
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kde U je tzv. horńı trojúhelńıková matice, což je matice, která má pod hlavńı diagonálou
všechny prvky nulové, tj. U = {uij}ni,j=1 a uij = 0 pro i > j,

U =




u11 u12 u13 · · · u1,n−1 u1n
0 u22 u23 · · · u2,n−1 u2n
0 0 u33 · · · u3,n−1 u3n
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 un−1,n−1 un−1,n

0 0 0 · · · 0 unn




.

Ve zpětném chodu se pak řeš́ı soustava (2.4). Protože A je regulárńı, je také U regulárńı,
což znamená, že diagonálńı prvky uii 6= 0, i = 1, 2, . . . , n. Dı́ky tomu vypočteme z posledńı
rovnice xn, z předposledńı xn−1 atd. až nakonec z prvńı rovnice vypočteme x1.

Př́ımý chod GEM. Pro usnadněńı popisu př́ımého chodu GEM polož́ıme A(0) = A,
b(0) = b, prvky matice matice A(0) označ́ıme a

(0)
ij ≡ aij a prvky vektoru b(0) označ́ıme

b
(0)
i ≡ bi. Př́ımý chod GEM popisuje následuj́ıćı

algoritmus GEMz (základńı, bez výběru hlavńıho prvku):

for k := 1 to n− 1 do
begin

A(k) := A(k−1) ; b(k) := b(k−1) ;
for i := k + 1 to n do
begin

mik := a
(k)
ik /a

(k)
kk ;

for j := k + 1 to n do a
(k)
ij := a

(k)
ij −mika

(k)
kj ;

b
(k)
i := b

(k)
i −mikb

(k)
k ;

end
end

Př́ımý chod má n−1 krok̊u. V k-tém kroku se soustava rovnic A(k−1)x = b(k−1) trans-
formuje na soustavu A(k)x = b(k). Prvńıch k rovnic se už neměńı. Tato skutečnost je v al-
goritmu GEMz vyjádřena př́ıkazy A(k) := A(k−1) a b(k) := b(k−1). Smyslem transformace
je vyloučit neznámou xk z rovnic i > k, tj. vynulovat poddiagonálńı koeficienty v k-tém
sloupci matice A(k). Dosáhneme toho tak, že od i-té rovnice odečteme mik násobek k-té
rovnice. Multiplikátory mik musej́ı zajistit, aby v pozici (i, k) matice A(k) vznikla nula:

a
(k)
ik −mika

(k)
kk = 0 =⇒ mik = a

(k)
ik /a

(k)
kk .

Č́ıslo a
(k)
kk se nazývá hlavńı prvek nebo také pivot. Při výpočtu multiplikátoru mik může al-

goritmus GEMz zhavarovat v př́ıpadě, že a
(k)
kk = 0. Tomuto problému bychom se mohli vy-

hnout, kdybychom k-tou rovnici prohodili s některou z daľśıch rovnic, která má u proměnné
xk nenulový koeficient. Postup založený na této myšlence se nazývá GEM s výběrem
hlavńıho prvku. Podrobně se j́ım budeme zabývat v následuj́ıćım odstavci. GEMz je tedy
algoritmus GEM bez výběru hlavńıho prvku.
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V tomto odstavci budeme předpokládat, že A je taková matice soustavy, pro kterou
jsou všechny hlavńı prvky a

(k)
kk nenulové.

Programováńı. Prvky matic A(k) uchováváme v dvourozměrném poli A a prvky vektor̊u
b(k) v jednorozměrném poli b. Př́ıkazy A(k) := A(k−1) a b(k) := b(k−1) se proto ve skuteč-
nosti neprováděj́ı. Protože v pozici (i, k) pole A vznikne nula, lze prvek A(i,k) využ́ıt pro

”
uskladněńı“ multiplikátoru mik.

LU rozklad. Po ukončeńı př́ımého chodu je horńı trojúhelńıková matice U v rovnici (2.4)
určena diagonálńımi a naddiagonálńımi prvky matice A(n−1), tj.

uij :=

{
0 pro j = 1, 2, . . . , i− 1 ,

a
(n−1)
ij pro j = i, i+ 1, . . . , n ,

i = 1, 2, . . . , n . (2.5)

Vektor c v rovnici (2.4) je transformovanou pravou stranou b(n−1), tj.

ci := b
(n−1)
i , i = 1, 2, . . . , n. (2.6)

Multiplikátory mij z př́ımého chodu umı́st́ıme do dolńı trojúhelńıkové matice

L =




1 0 0 · · · 0 0
m21 1 0 · · · 0 0
m31 m32 1 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
mn−1,1 mn−1,2 mn−1,3 . . . 1 0
mn1 mn2 mn3 · · · mn,n−1 1




. (2.7)

Pak

A = LU . (2.8)

D̊ukaz. Necht’

Mk =




1 0 0 0 0 . . . 0
. . .

...
...

... . . .
...

0 1 0 0 0 . . . 0
0 . . . 0 1 0 0 . . . 0
0 . . . 0 −mk+1,k 1 0 . . . 0
0 . . . 0 −mk+2,k 0 1 0
... . . .

...
...

...
. . .

0 . . . 0 −mnk 0 0 . . . 1




= I−mke
T
k ,

kde I je jednotková matice, mk = (0, . . . , 0, mk+1,k, . . . , mnk)
T , mik = a

(k)
ik /a

(k)
kk , ek je k-tý

sloupec jednotkové matice. Protože eTkmk = 0, dostaneme

(I−mke
T
k )(I+mke

T
k ) = I−mke

T
k +mke

T
k +mke

T
kmke

T
k = I.
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Vid́ıme tedy, že pro matici Lk inverzńı k matici Mk plat́ı

Lk = M−1
k = I+mke

T
k .

k-tý krok LU rozkladu, ve kterém se nuluj́ı poddiagonálńı prvky v k-tém sloupci, lze
vyjádřit zápisem A(k) = MkA

(k−1), k = 1, 2, . . . , n− 1, přičemž A(0) = A. Proto

Mn−1Mn−2 . . .M1A = U

je horńı trojúhelńıková matice. Odtud

A = M−1
1 M−1

2 . . .M−1
n−1U = LU, kde L = L1L2 . . .Ln−1. �

Vyjádřeńı matice A jako součinu dolńı trojúhelńıkové matice L a horńı trojúhelńıkové
matice U se nazývá LU rozklad matice A. Ten je možné použ́ıt k pozděǰśımu řešeńı sou-
stavy rovnic se stejnou matićı soustavy A, avšak s jinou pravou stranou. To je užitečné
zejména při řešeńı posloupnosti úloh Axi = bi, kdy se nová pravá strana bi může sestavit
až poté, co se vyřešily předchoźı soustavy Axk = bk pro k < i. V MATLABu lze pro LU
rozklad použ́ıt funkci lu.

Ukažme si, jak lze soustavu LUx = b efektivně vyřešit. Když si označ́ıme Ux = y,
vid́ıme, že y je řešeńı soustavy Ly = b. Urč́ıme tedy nejdř́ıve y jako řešeńı soustavy
Ly = b a pak x jako řešeńı soustavy Ux = y, tj.

Ly = b , Ux = y . (2.9)

Zřejmě y = b(n−1) je transformovaná pravá strana źıskaná algoritmem GEMz.
Soustavu Ly = b vyřeš́ıme snadno, z prvńı rovnice vypoč́ıtáme y1, ze druhé rovnice

y2 atd. až nakonec z posledńı rovnice vypoč́ıtáme yn. Soustavu Ux = y řeš́ıme pozpátku,
tj. z posledńı rovnice vypočteme xn, z předposledńı xn−1 atd. až nakonec z prvńı rovnice
vypočteme x1.

Při řešeńı soustav rovnic bývá LU rozklad označován také jako eliminace nebo př́ımý
chod a výpočet řešeńı podle (2.9) bývá označován jako zpětný chod.

Kdy lze algoritmus GEMz použ́ıt? Jak jsme již uvedli, slabým mı́stem algoritmu
GEMz může být výpočet multiplikátoru mik, nebot’ obecně nelze vyloučit, že v pr̊uběhu
eliminace vznikne a

(k)
kk = 0. V aplikaćıch se však poměrně často řeš́ı soustavy rovnic, pro

které nulový pivot v algoritmu GEMz vzniknout nemůže. Abychom takové soustavy mohli
popsat, zavedeme si několik nových pojmů.

Řekneme, že matice A = {aij}ni,j=1 je ryze diagonálně dominantńı, jestliže

|aii| >
n∑

j = 1
j 6= i

|aij| , i = 1, 2, . . . , n , (2.10)

nebo-li slovy, v každém řádku je absolutńı hodnota diagonálńıho prvku větš́ı než součet
absolutńıch hodnot zbývaj́ıćıch prvk̊u tohoto řádku. I když matice A soustavy rovnic
Ax = b diagonálně dominantńı neńı, lze někdy vhodným

”
přeskládáńım“ rovnic doćılit
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toho, že matice Â takto vzniklé ekvivalentńı soustavy rovnic Âx = b̂ už diagonálně
dominantńı je.

V aplikaćıch se také poměrně často setkáváme s tzv. pozitivně definitńımi maticemi.
Takové matice lze specifikovat pomoćı řady navzájem ekvivalentńıch definic. Jednu z nich
si ted’ uvedeme: řekneme, že matice A = {aij}ni,j=1 je pozitivně definitńı, jestliže je syme-
trická a pro každý nenulový sloupcový vektor x = (x1, x2, . . . , xn)

T plat́ı

xTAx =

n∑

i,j=1

xiaijxj > 0 . (2.11)

Ověřit př́ımo tuto podmı́nku neńı snadné. Je-li všakA regulárńı, pak z (2.11) okamžitě
plyne, že ATA je pozitivně definitńı. (Dokažte to!) Vynásob́ıme-li tedy soustavu rovnic
Ax = b zleva matićı AT , dostaneme ekvivalentńı soustavu ATAx = ATb s pozitivně
definitńı matićı soustavy. Tento postup se však pro praktické řešeńı soustav rovnic nehod́ı
(operace ATA vyžaduje velký objem výpočt̊u, u iteračńıch metod se nav́ıc významně
zhoršuje rychlost konvergence).

Při řešeńı konkrétńıch praktických úloh bývá obvykle už předem známo (z povahy
řešeného problému a ze zp̊usobu jeho diskretizace), zda matice vznikaj́ıćıch soustav li-
neárńıch rovnic jsou (resp. nejsou) pozitivně definitńı. Uved’me si však přesto alespoň
jednu často uváděnou (nutnou a postačuj́ıćı) podmı́nku pozitivńı definitnosti, známou
jako

Sylvesterovo kritérium. Čtvercová symetrická matice A = {aij}ni,j=1 je pozitivně defi-
nitńı, právě když jsou kladné determinanty všech hlavńıch rohových submatic {aij}ki,j=1,
k = 1, 2, . . . , n, tj. když plat́ı

a11 > 0 ,

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ > 0 ,

∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
> 0 , . . . ,

∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n
...

...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣
> 0 . �

Dá se ukázat, že algoritmus GEMz lze použ́ıt pro řešeńı soustav, jejichž matice je bud’to
ryze diagonálně dominantńı nebo pozitivně definitńı. Úspěšné použit́ı algoritmu GEMz lze
zaručit také pro daľśı typy matic, které se při řešeńı praktických úloh často vyskytuj́ı (viz
např. [17], [33]).

Výpočtová náročnost GEM. Př́ımý chod GEM vyžaduje 1
3
n3 +O(n2) operaćı násobi-

ćıch (tj. násobeńı nebo děleńı) a 1
3
n3+O(n2) operaćı sč́ıtaćıch (tj. sč́ıtáńı nebo odeč́ıtáńı).

Symbolem O(n2) jsme přitom vyjádřili řádově méně významný počet operaćı řádu n2

(tvaru α2n
2+α1n+α0, kde α2, α1, α0 jsou č́ısla nezávislá na n). Člen 1

3
n3 souviśı s trans-

formaćı matice soustavy. Počet operaćı souvisej́ıćıch s transformaćı pravé strany je o řád
nižš́ı a je tedy zahrnut do členu O(n2).

Zpětný chod GEM je výpočetně podstatně méně náročný. Řešeńı soustavy rovnic
s trojúhelńıkovou matićı vyžaduje 1

2
n2 + O(n) operaćı násobićıch a 1

2
n2 + O(n) operaćı

sč́ıtaćıch. Přitom O(n) reprezentuje počet operaćı řádu n (tvaru α1n + α0, kde α1, α0

jsou č́ısla nezávislá na n).
”
GEM zpětný chod“, tj. výpočet x ze soustavy (2.4), proto

vyžaduje 1
2
n2 + O(n) operaćı a

”
LU zpětný chod“, tj. výpočet y a x ze soustav (2.9),

vyžaduje dvojnásobný počet operaćı, tj. n2 +O(n).
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Pro velký počet rovnic, tj. pro velké n, proto můžeme tvrdit, že eliminace vyžaduje
přibližně 1

3
n3 operaćı a GEM resp. LU zpětný chod přibližně 1

2
n2 resp. n2 operaćı (násobi-

ćıch a stejně tak sč́ıtaćıch).

Choleského rozklad. Pozitivně definitńı matici A lze vyjádřit ve tvaru

A = LLT , (2.12)

kde L je dolńı trojúhelńıková matice, jej́ıž nenulové prvky jsou postupně pro k = 1, 2, . . . , n
určeny předpisem

ℓkk =

√√√√akk −
k−1∑

j=1

ℓ2kj , (2.13)

ℓik =
1

ℓkk

(
aik −

k−1∑

j=1

ℓijℓkj

)
, i = k + 1, k + 2, . . . , n .

Soustavu rovnic řeš́ıme podle (2.9) pro U = LT . Vyjádřeńı matice A ve tvaru (2.12)
se nazývá Choleského rozklad matice A. Choleského rozklad vyžaduje přibližně polovičńı
výpočtové náklady oproti obecnému LU rozkladu, tedy přibližně 1

6
n3 operaćı násobićıch

a zhruba stejný počet operaćı sč́ıtaćıch (výpočet odmocnin nemá na celkový počet operaćı
podstatný vliv). Choleského algoritmus (2.13) lze použ́ıt k efektivńımu posouzeńı pozitivńı
definitnosti matice A: je-li A symetrická a plat́ı-li akk −

∑k−1
j=1 ℓ

2
kj > 0 pro k = 1, 2, . . . , n,

pak A je pozitivně definitńı. V MATLABu lze pro Choleského rozklad použ́ıt funkci chol.

2.1.2. Výběr hlavńıho prvku

Začneme př́ıkladem.

Př́ıklad 2.1. Máme vyřešit soustavu rovnic


10 −7 0
−3 2,099 6
5 −1,1 4,8





x1
x2
x3


 =




7
3,901
5,9




na hypotetickém poč́ıtači, který pracuje v dekadické soustavě s pětimı́stnou mantisou.
Přesné řešeńı je

x =




0
−1
1


 .

V prvńım kroku eliminujeme poddiagonálńı prvky v prvńım sloupci a dostaneme


10 −7 0
0 −0,001 6
0 2,4 4,8





x1
x2
x3


 =




7
6,001
2,4


 .

Prvek v pozici (2, 2) je ve srovnáńı s ostatńımi prvky matice malý. Přesto pokračujme
v eliminaci. V daľśım kroku je třeba ke třet́ımu řádku přič́ıst řádek druhý násobený 2400:

(4,8 + 6 · 2400) · x3 = 2,4 + 6,001 · 2400 .
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Na levé straně je koeficient 4,8+6 ·2400 = 14404,8 zaokrouhlen na 14405. Na pravé straně
výsledek násobeńı 6,001 · 2400 = 14402,4 nelze zobrazit přesně, muśı být zaokrouhlen na
14402. K tomu se pak přičte 2,4 a znovu dojde k zaokrouhleńı. Posledńı rovnice tak nabude
tvaru

14405 x3 = 14404 .

Zpětný chod začne výpočtem

x3 =
14404

14 405
.
= 0,99993 .

Přesný výsledek je x3 = 1. Zdá se, že chyba neńı nijak vážná. Bohužel, x2 je třeba určit
z rovnice

−0,001 x2 + 6 · 0,99993 = 6,001,

což dává, po zaokrouhleńı 6 · 0,99993 .
= 5,9996,

x2 =
0,0014

−0,001 = −1,4.

Nakonec vypočteme x1 z prvńı rovnice

10x1 − 7 · (−1,4) = 7

a dostaneme x1 = −0,28. Mı́sto přesného řešeńı x jsme dostali přibližné řešeńı

x̃ =



−0,28
−1,4

0,99993


 .

Kde vznikl problém? Nedošlo k žádnému hromaděńı chyb zp̊usobenému prováděńım
tiśıc̊u operaćı. Matice soustavy neńı bĺızká matici singulárńı. Pot́ıž je jinde, p̊usob́ı ji malý
pivot ve druhém kroku eliminace. T́ım vznikne multiplikátor −2400 a v d̊usledku toho
má posledńı rovnice koeficienty zhruba 1000 krát větš́ı než koeficienty p̊uvodńı rovnice.
Zaokrouhlovaćı chyby, které jsou malé vzhledem k těmto velkým koeficient̊um, jsou nepři-
jatelné pro koeficienty p̊uvodńı matice a také pro samotné řešeńı.

Snadno se prověř́ı, že když druhou a třet́ı rovnici prohod́ıme, nevzniknou žádné velké
multiplikátory a výsledek je zcela přesný. Ukazuje se, že to plat́ı obecně: jestliže jsou
absolutńı hodnoty multiplikátor̊u menš́ı nebo nejvýše rovny 1, pak je numericky spočtené
řešeńı vyhovuj́ıćı. �

Částečný výběr hlavńıho prvku je modifikace GEM zajǐst’uj́ıćı, aby absolutńı hodnota
multiplikátor̊u byla menš́ı nebo rovna jedné. V k-tém kroku eliminace se jako pivot vyb́ırá
prvek s největš́ı absolutńı hodnotou v zat́ım neeliminované části k-tého sloupce matice
A(k−1), tj. mezi prvky a

(k−1)
ik pro i ≥ k. Necht’ tedy r je takový řádkový index, pro který

|a(k−1)
rk | = max

k≤i≤n
|a(k−1)

ik | . (2.14)
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Pak prohod́ıme k-tou a r-tou rovnici. Ze soustavy rovnicA(k−1)x = b(k−1) tak dostane-
me soustavu A(k)x = b(k), přičemžA(k) źıskáme prohozeńım k-tého a r-tého řádku matice
A(k−1) a podobně b(k) źıskáme prohozeńım k-tého a r-tého prvku vektoru b(k−1), viz Obr.
2.1. Poddiagonálńı prvky v k-tém sloupci matice A(k) eliminujeme stejně jako v algoritmu
GEMz. Řešeńı SLR s částečným výběrem hlavńıch prvk̊u v MATLABu dostaneme pomoćı
př́ıkazu x=A\b. Použ́ıt lze také funkci linsolve.
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Obr. 2.1: GEM s částečným výběrem hlavńıho prvku (v kroužku)

Úplný výběr hlavńıho prvku je postup, který může absolutńı hodnoty multiplikátor̊u
zmenšit ještě výrazněji. Dociluje se toho t́ım, že v k-tém kroku eliminace se jako pivot
vyb́ırá prvek s největš́ı absolutńı hodnotou v dosud neeliminované části matice A(k−1), tj.
v řádćıch i ≥ k a sloupćıch j ≥ k. Necht’ tedy r je řádkový a s sloupcový index vybraný
tak, že

|a(k−1)
rs | = max

k≤i,j≤n
|a(k−1)

ij | . (2.15)

Pak prohod́ıme k-tou a r-tou rovnici a k-tou a s-tou neznámou, viz Obr. 2.2. Ze soustavy
rovnic A(k−1)x(k−1) = b(k−1) dostaneme soustavu A(k)x(k) = b(k), přičemž A(k) źıskáme
prohozeńım k-tého a r-tého řádku a k-tého a s-tého sloupce matice A(k−1), b(k) źıskáme
prohozeńım k-tého a r-tého prvku vektoru b(k−1) a x(k) źıskáme prohozeńım k-tého
a s-tého prvku vektoru x(k−1). Přitom x(0) = x je p̊uvodńı vektor neznámých. Proha-
zováńı proměnných registrujeme ve vektoru p = (p1, p2, . . . , pn)

T . Na počátku polož́ıme
pi = i a při každém prohozeńı proměnných prohod́ıme také odpov́ıdaj́ıćı prvky vektoru p.
Po ukončeńı př́ımého chodu je i-tá složka vektoru x(n−1) rovna pi-té složce p̊uvodńıho
vektoru x. Ve zpětném chodu vypočteme x(n−1) a pomoćı vektoru p urč́ıme x.

Částečný nebo úplný výběr hlavńıho prvku? Většinou se použ́ıvá jen částečný
výběr hlavńıho prvku. Praxe i teorie potvrzuje, že i částečný výběr hlavńıch prvk̊u stač́ı
k tomu, aby zaokrouhlovaćı chyby z̊ustaly dostatečně malé a neznehodnotily výsledné
řešeńı. Daľśım d̊uvodem, proč částečnému výběru hlavńıch prvk̊u dáváme přednost, je to,
že jeho realizace vyžaduje výrazně menš́ı počet operaćı než výběr úplný.
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Obr. 2.2: GEM s úplným výběrem hlavńıho prvku (v kroužku)

LU rozklad s částečným výběrem hlavńıho prvku je standardńı rutina dostupná
v každé knihovně programů pro numerické řešeńı úloh lineárńı algebry (v MATLABu viz
funkce lu). Vstupńım parametrem je matice A. Výstupńı parametry jsou tři: dolńı troj-
úhelńıková matice L (s jedničkami na hlavńı diagonále), horńı trojúhelńıková matice U
a tzv. permutačńı matice P, přičemž

LU = PA . (2.16)

Přitom permutačńı matice je taková matice, která vznikne z jednotkové matice nějakým
proházeńım jej́ıch řádk̊u. Následuje popis algoritmu pro LU rozklad matice A s částečným
výběrem hlavńıch prvk̊u.

Algoritmus LUp (s částečným výběrem hlavńıho prvku)

1) Polož́ıme A(0) = A, P(0) = I.

2) Postupně pro k = 1, 2, . . . , n− 1 provád́ıme

2a) Urč́ıme index r pivotńıho řádku, viz (2.14).

2b) Prohod́ıme řádky k a r v matici A(k−1) a takto źıskanou matici označ́ıme jako
A(k). Prohod́ıme rovněž řádky k a r v matici P(k−1) a takto źıskanou matici
označ́ıme jako P(k).

2c) Uprav́ıme maticiA(k) tak, že eliminujeme poddiagonálńı prvky v k-tém sloupci,
tj. postupně pro i = k + 1, k + 2, . . . , n poč́ıtáme

mik := a
(k)
ik /a

(k)
kk ,

a
(k)
ij := a

(k)
ij −mika

(k)
kj pro j = k + 1, k + 2, . . . , n,

a
(k)
ik := mik .

Do anulovaných pozic (i, k) matice A(k) tedy ukládáme multiplikátory mik.
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3) Dolńı trojúhelńıkovou matici L sestroj́ıme tak, že do hlavńı diagonály dáme jedničky
a poddiagonálńı prvky převezmeme z výsledné maticeA(n−1). Horńı trojúhelńıkovou
maticiU dostaneme z diagonálńıch a naddiagonálńıch prvk̊u výsledné maticeA(n−1).
Permutačńı matice P je rovna výsledné permutačńı matici P(n−1).

D̊ukaz. k-tý krok LU rozkladu, ve kterém se nuluj́ı poddiagonálńı prvky v k-tém sloupci,
lze vyjádřit zápisem A(k) = MkPkA

(k−1), k = 1, 2, . . . , n− 1. Proto

(Mn−1Pn−1)(Mn−2Pn−2) . . . (M3P3)(M2P2)(M1P1)A = U

je horńı trojúhelńıková matice. Protože P−1
k = Pk, M

−1
k = Lk, dostaneme

Pn−1Pn−2 . . .P3P2P1A =

(Pn−1(Pn−2(. . . (P3(P2(P1P1L1)P2L2)P3L3) . . . )Pn−2Ln−2)Pn−1Ln−1)U.

Označ́ıme-li

P = Pn−1Pn−2 . . .P3P2P1,

L = (Pn−1(Pn−2 . . . (P3(P2(P1P1L1)P2L2)P3L3) . . .Pn−2Ln−2)Pn−1Ln−1),

pak PA = LU. �

Po źıskáńı matic L, U a P vyřeš́ıme už soustavu rovnic Ax = b snadno. Zřejmě

PAx = Pb =⇒ LUx = Pb .

Proto nejdř́ıve urč́ıme vektor z = Pb, tj. prvky vektoru b pravé strany proháźıme stejně,
jako jsme prohazovali řádky matic A(k−1) a P(k−1) v algoritmu LUp. Označ́ıme-li Ux = y,
vid́ıme, že y je řešeńı soustavy Ly = z. Vyřešeńım této soustavy dostaneme y. Zbývá
ještě vyřešit soustavu Ux = y a řešeńı x je nalezeno. Shrneme-li to, poč́ıtáme postupně
z, y a x z rovnic

z = Pb , Ly = z , Ux = y . (2.17)

Uchovávat historii prohazováńı řádk̊u v matici P je zřejmé plýtváńı pamět’ovým
mı́stem, vždyt’ z celkového počtu n2 prvk̊u matice P je jich pouze n nenulových. Proto
mı́sto s matićı P stač́ı pracovat jen s vektorem řádkových permutaćı p.

Na začátku polož́ıme p(0) = (1, 2, . . . , n)T a ve zbytku algoritmu pak prohazujeme
prvky vektoru p(k−1). MaticeP byla zapotřeb́ı jen pro sestaveńı vektoru z. To ale dokážeme
s pomoćı vektoru p také: do i-té složky vektoru z vlož́ıme pi-tou složku vektoru b, po-
stupně pro i = 1, 2, . . . , n.

Př́ıklad 2.2. Provedeme LU rozklad matice

A =




−0,4 −0,95 −0,4 −7,34
0,5 −0,3 2,15 −2,45
−2 4 1 −3
−1 5,5 2,5 3,5


 .
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V prvńım sloupci najdeme jako pivota č́ıslo −2 ve třet́ım řádku. Proto prohod́ıme prvńı
a třet́ı řádek. Pak eliminujeme poddiagonálńı prvky v prvńım sloupci a na jejich mı́sta
zaṕı̌seme použité multiplikátory. Prohozeńı řádk̊u vyznač́ıme také v permutačńım vektoru.
Tak dostaneme

A(1) =




−2 4 1 −3
−0,25 0,7 2,4 −3,2

0,2 −1,75 −0,6 −6,74
0,5 3,5 2 5


 , p(1) =




3
2
1
4




Prvńı řádek se už měnit nebude. Ve druhém kroku najdeme pivota ve druhém sloupci. Je
to č́ıslo 3,5 ve čtvrtém řádku. Proto prohod́ıme druhý a čtvrtý řádek jak v matici A(1) tak
ve vektoru p(1). Pak eliminujeme prvky v pozićıch (3,2) a (4,2) a na jejich mı́sta zaṕı̌seme
použité multiplikátory. Výsledkem je

A(2) =




−2 4 1 −3
0,5 3,5 2 5
0,2 −0,5 0,4 −4,24

−0,25 0,2 2 −4,2


 , p(2) =




3
4
1
2


 .

Prvńı dva řádky už z̊ustanou bez změny. Pivot ve třet́ım sloupci je č́ıslo 2 ve čtvrtém řádku.
Prohod́ıme tedy třet́ı a čtvrtý řádek v matici A(2) i ve vektoru p(2). Pak eliminujeme prvek
v pozici (4,3) a na jeho mı́sto vlož́ıme použitý multiplikátor. Tak dostaneme

A(3) =




−2 4 1 −3
0,5 3,5 2 5

−0,25 0,2 2 −4,2
0,2 −0,5 0,2 −3,4


 , p(3) =




3
4
2
1


 .

Dostali jsme tedy

L =




1 0 0 0
0,5 1 0 0

−0,25 0,2 1 0
0,2 −0,5 0,2 1


 , U =




−2 4 1 −3
0 3,5 2 5
0 0 2 −4,2
0 0 0 −3,4


 .

Permutačńı vektor p = p(3). Pokud bychom chtěli vytvořit permutačńı matici P, stač́ı
vźıt jednotkovou matici a přeuspořádat ji tak, že p̊uvodně pi-tý řádek se stane řádkem
i-tým. Když to provedeme, dostaneme pro permutačńı vektor

p =




3
4
2
1


 permutačńı matici P =




0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0


 .

Snadno se ověř́ı, že LU = PA.
Ukažme si ještě řešeńı soustavy rovnic pro volenou pravou stranu. Zvolme třeba

b =




−13,14
2,15

9
27,5


 , pak z =




9
27,5
2,15

−13,14


 ,
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a dále řešeńım soustav Ly = z a pak Ux = y dostaneme

y =




9
23

−0,2
−3,4


 , x =




3
4
2
1


 .

Výpočet determinantu. Je známo, že determinant det(A) matice A

a) se nezměńı, když k řádku matice A přičteme násobek jiného řádku matice A;

b) změńı znaménko, když prohod́ıme dva jeho (r̊uzné) řádky nebo sloupce.

Provád́ıme-li tedy GEM podle algoritmu GEMz, tj. bez výběru hlavńıch prvk̊u, pak
det(A) = det(U) = u11u22 · · ·unn dostaneme jako součin diagonálńıch prvk̊u matice U.
Pokud provád́ıme částečný nebo úplný výběr hlavńıch prvk̊u, pak stač́ı, když si pozna-
menáme, třeba do proměnné q, celkový počet prohozeńı řádk̊u (pro částečný výběr) nebo
řádk̊u i sloupc̊u (pro úplný výběr). Je-li q sudé, pak det(A) = det(U), a je-li q liché, je
det(A) = −det(U). Plat́ı tedy

det(A) = (−1)q u11u22 · · ·unn . (2.18)

V MATLABu lze pro výpočet determinantu použ́ıt funkci det.
Řešeńı soustavy rovnic s v́ıce pravými stranami nepředstavuje žádný problém,
mı́sto s jednou pravou stranou pracujeme současně s m pravými stranami. Vzorce (2.9)
a (2.17) z̊ustávaj́ı v platnosti, jediný rozd́ıl je v tom, že ted’ b = (b1,b2, . . . ,bm) je matice
pravých stran, takže také y, x a př́ıpadně z jsou matice téhož typu jako b. Zejména tedy
i-tý sloupec matice x = (x1,x2, . . . ,xm) je řešeńı př́ıslušné i-té pravé straně. Př́ıpad
úplného výběru hlavńıch prvk̊u zde rozeb́ırat nebudeme.

Pokud jde o počet operaćı, tak pro každou pravou stranu je třeba započ́ıtat přibližně
n2 operaćı násobićıch a stejný počet operaćı sč́ıtaćıch, takže celkem jde o mn2 + O(n)
operaćı. Je-li počet m pravých stran malý ve srovnáńı s počtem n rovnic, jsou náklady na
provedeńı LU rozkladu výrazně převažuj́ıćı.

Výpočet matice inverzńı lze provést tak, že řeš́ıme soustavu rovnicAx = b s n pravými
stranami pro b = I, kde I je jednotková matice. Když úlohu řeš́ıme bud’to bez výběru
hlavńıch prvk̊u nebo s částečným výběrem hlavńıch prvk̊u, pak dostaneme x = A−1, tj.
matici inverzńı. Vzhledem ke speciálńı pravé straně b = I lze jak př́ımý tak zpětný chod
GEM provést pomoćı 1

2
n3+O(n2) operaćı, takže celkem potřebujeme n3+O(n2) operaćı.

Řı́dká matice soustavy. Řekneme, že matice je ř́ıdká, když počet jej́ıch nenulových
prvk̊u je výrazně menš́ı než počet všech jej́ıch prvk̊u. Takové matice vznikaj́ı při řešeńı
řady významných aplikaćı. Častý je př́ıpad, kdy počet nenulových koeficient̊u v rovnici
nepřevýš́ı malé č́ıslom, které v̊ubec nezáviśı na počtu n rovnic, takže s r̊ustem n dostáváme
stále řidš́ı matice soustav. Řı́dké matice jsou v paměti poč́ıtače účelně reprezentovány jen
pomoćı svých nenulových koeficient̊u. Pro řešeńı soustav s ř́ıdkými maticemi existuj́ı velice
efektivńı algoritmy. Jedńım z hlavńıch ćıl̊u, které tyto algoritmy sleduj́ı, je prováděńı elimi-
načńıch krok̊u v takovém pořad́ı, aby vznikalo co nejméně nových nenulových koeficient̊u.
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Pásová matice soustavy. Speciálńım př́ıpadem ř́ıdké matice je pásová matice, která má
nenulové koeficienty jen v pásu okolo hlavńı diagonály. Přesněji, matice A = {aij}ni,j=1,
pro kterou existuj́ı celá nezáporná č́ısla p, q taková, že

aij = 0 když i > j + p nebo j > i+ q ,

se nazývá pásová matice s pásem o š́ı̌rce w = p+q+1 (má p poddiagonál a q naddiagonál).
Č́ıslo s = max(p, q) se nazývá polovičńı š́ıřka pásu. Pro matici s polovičńı š́ı̌rkou pásu s
tedy zřejmě plat́ı

aij = 0 pro |i− j| > s.

Při eliminaci pásových matic mohou nenulové koeficienty vznikat jen uvnitř pásu. Toho lze
využ́ıt a doćılit znatelnou úsporu jak v reprezentaci matice soustavy v paměti poč́ıtače, tak
v počtu potřebných operaćı. Pro matici s polovičńı š́ı̌rkou pásu s = p = q = O(1) potřebuje
LU rozklad bez výběru hlavńıch prvk̊u ns2+O(1) operaćı a zpětný chod ns+O(1) operaćı.
Symbol O(1) přitom reprezentuje č́ıslo nezávislé na n.

Soustava rovnic s tř́ıdiagonálńı matićı. V př́ıpadě s = 1 hovoř́ıme o tř́ıdiagonálńı
matici. Algoritmus GEM pro řešeńı soustavy rovnic s tř́ıdiagonálńı matićı je velmi jedno-
duchý. Bez výběru hlavńıch prvk̊u pro soustavu




a1 c1 0 0 . . . 0 0 0
b1 a2 c2 0 . . . 0 0 0
0 b2 a3 c3 . . . 0 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0 0 bn−2 an−1 cn−1

0 0 0 0 0 bn−1 an







x1
x2
x3
...
...
...

xn−1

xn




=




d1
d2
d3
...
...
...

dn−1

dn




v př́ımém chodu poč́ıtáme

bi := bi/ai, ai+1 := ai+1 − bici, di+1 := di+1 − bidi , i = 1, 2, . . . , n− 1 ,

a ve zpětném chodu urč́ıme

xn := dn/an a dále xi := (di − cixi+1)/ai , i = n− 1, n− 2, . . . , 1.

Transformovaná matice soustavy obsahuje koeficienty LU rozkladu p̊uvodńı matice.

2.1.3. Vliv zaokrouhlovaćıch chyb

Při řešeńı SLR téměř vždy p̊usob́ı zaokrouhlovaćı chyby. Jejich vliv prozkoumáme
v následuj́ıćım př́ıkladu.
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Př́ıklad 2.3. Předpokládejme, že na hypotetickém poč́ıtači s tř́ımı́stnou mantisou máme
vyřešit soustavu

(
3,96 1,01
1 0,25

)(
x1
x2

)
=

(
5,03
1,25

)
.

Př́ıbližné řešeńı budeme značit x̃ = (x̃1, x̃2)
T . Protože 3,96 > 1, nemuśıme rovnice pro-

hazovat a multiplikátor m21 = 1/3,96
.
= 0,253. Od druhé rovnice odeč́ıtáme m21-násobek

prvńı rovnice, tj.

(0,25− 0,253 · 1,01) · x2 = 1,25− 0,253 · 5,03 .

Při zaokrouhlováńı na 3 platné cifry dostaneme 1,01 · 0,253 .
= 0,256 a 5,03 · 0,253 .

= 1,27,
takže

x̃2 =
−0,02
−0,006

.
= 3,33 .

Z prvńı rovnice pak vypočteme x̃1 = (5,03− 1,01 · 3,33)/3,96 .
= 0,422 . Dostali jsme tedy

přibližné řešeńı

x̃ =

(
0,422
3,33

)
.

Spočteme-li (přesně) reziduum r = b−Ax̃, obdrž́ıme

r =

(
5,03− 3, 96 · 0,422− 1,01 · 3,33
1,25− 1 · 0,422− 0,25 · 3,33

)
=

(
−0,00442
−0,00450

)
.

To by nás mohlo svádět k domněnce, že źıskané řešeńı x̃ je prakticky přesné. Tak tomu
ale neńı, přesné řešeńı je

x =

(
0,25
4

)
,

takže x̃1 a x̃2 nemaj́ı ani jednu cifru platnou! Pro zaj́ımavost uvád́ıme, že pro p = 4, 6, . . .
cifer mantisy dostaneme přesné řešeńı a pro p = 5, 7, . . . řešeńı, jehož složky maj́ı p − 3
platných cifer. �

Přestože př́ıklad 2.3 je značně umělý, je jednoduchou ilustraćı obecně platného tvrzeńı:

Gaussova eliminace s částečným výběrem hlavńıch prvk̊u zaručuje vznik malých rezidúı.

K tomuto tvrzeńı je třeba připojit několik vysvětluj́ıćıch poznámek. Slovem
”
zaručuje“

se mı́ńı, že lze dokázat přesnou větu, která (za splněńı jistých technických předpoklad̊u
týkaj́ıćıch se výpočt̊u v pohyblivé řádové čárce) uvád́ı nerovnosti omezuj́ıćı velikost jed-
notlivých složek rezidua. Dále slovem

”
malých“ mı́ńıme

”
v řádu zaokrouhlovaćıch chyb

relativně vzhledem ke třem veličinám“: k velikosti prvk̊u p̊uvodńı matice koeficient̊u A,
k velikosti prvk̊u matic A(k) vznikaj́ıćıch v pr̊uběhu eliminace a k velikosti prvk̊u řešeńı x̃.
Konečně je třeba dodat, že i když je reziduum malé, tvrzeńı neř́ıká nic o velikosti chyby
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x̃ − x. K posouzeńı vztahu mezi velikost́ı rezidua a velikost́ı chyby se použ́ıvá veličina
známá jako č́ıslo podmı́něnosti matice.

2.1.4. Podmı́něnost

Abychom mohli určit podmı́něnost úlohy
”
naj́ıt řešeńı x SLR Ax = b“, potřebujeme

posoudit, jak moc se změńı řešeńı x, když trochu změńıme data, tj. matici soustavy A
a vektor pravé strany b. Zat́ımco k měřeńı velikosti č́ısel použ́ıváme absolutńı hodnotu,
podobný nástroj pro měřeńı velikosti vektor̊u a matic si teprve muśıme zavést.

Norma vektoru je nezáporné č́ıslo, které reprezentuje jeho velikost. Tř́ıda vektorových
norem, známá jako lp, záviśı na parametru 1 ≤ p ≤ ∞:

‖x‖p =
(

n∑

i=1

|xi|p
)1/p

.

Nejčastěji se použ́ıvá p = 1, p = 2 nebo limitńı př́ıpad pro p→∞:

‖x‖1 =
n∑

i=1

|xi| , ‖x‖2 =
(

n∑

i=1

x2i

)1/2

, ‖x‖∞ = max
i
|xi| .

l1-norma je známa také jako Manhattan norma, nebot’ odpov́ıdá vzdálenosti mezi dvěma
mı́sty v pravoúhlé mř́ıži městských ulic. l2-norma je běžná Euclidova vzdálenost neboli
délka vektoru. l∞-norma je známa také jako Čebyševova norma. V MATLABu lze vekto-
rové normy ‖ · ‖p určit pomoćı funkce norm.

Konkrétńı hodnota p je často nepodstatná, normu pak jednoduše znač́ıme ‖x‖. Vek-
torová norma splňuje následuj́ıćı základńı vlastnosti, typické pro pojem vzdálenosti:

1. ‖x‖ > 0 , když x 6= o a ‖o‖ = 0,

2. ‖cx‖ = |c| · ‖x‖ pro každé č́ıslo c,

3. ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (trojúhelńıková nerovnost).

Symbolem o jsme přitom označili nulový vektor, tj. vektor, jehož všechny složky jsou rovny
nule.

Norma matice je nezáporné č́ıslo, které reprezentuje velikost matice. Normu matice A
znač́ıme ‖A‖. Norma definovaná předpisem

‖A‖ = max
x 6=o

‖Ax‖
‖x‖ = max

‖x‖=1
‖Ax‖ (2.19)

se nazývá přirozená maticová norma přidružená k vektorové normě, pomoćı ńıž je defi-
nována. Přirozená maticová norma přidružená k vektorové ℓp-normě

‖A‖p = max
x 6=o

‖Ax‖p
‖x‖p

= max
‖x‖p=1

‖Ax‖p .
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Neńı těžké ověřit, že

‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑

i=1

|aij | (maximum sloupcových součt̊u) ,

‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑

j=1

|aij | (maximum řádkových součt̊u) .

Přirozená maticová norma přidružená k vektorové ℓ2-normě je známa jako spektrálńı
norma. Přitom

‖A‖2 = σmax(A) =
√
λmax(ATA),

kde σmax(A) je největš́ı singulárńı č́ıslo matice A, viz (3.12), a λmax(A
TA) je největš́ı

vlastńı č́ıslo matice ATA, viz (3.13). Pro symetrickou matici

‖A‖2 = ̺(A) := max
1≤i≤n

|λi(A)|,

kde λi(A), i = 1, 2, . . . , n, jsou vlastńı č́ısla matice A, viz kapitola 7.1.5. Č́ıslo ̺(A) je
známo jako spektrálńı poloměr matice A. Pro pozitivně definitńı matici

‖A‖2 = λmax(A).

Jestliže vektorová norma ‖ · ‖V a maticová norma ‖ · ‖M splňuj́ı vztah

‖Ax‖V ≤ ‖A‖M · ‖x‖V , (2.20)

ř́ıkáme, že maticová norma ‖ · ‖M je s vektorovou normou ‖ · ‖V souhlasná. Snadno
nahlédneme, že přirozená maticová norma je s přidruženou maticovou normou souhlasná.

Existuj́ı i jiné než přirozené maticové normy. Jednou z nich je Frobeniova norma

‖A‖F =

(
n∑

i,j=1

a2ij

)1/2

, (2.21)

o které lze dokázat, že je to norma souhlasná s l2-normou, tj. že plat́ı

‖Ax‖2 ≤ ‖A‖F · ‖x‖2 .

V MATLABu lze maticové normy ‖ · ‖1, ‖ · ‖2,‖ · ‖∞ a ‖ · ‖F určit pomoćı funkce norm.
Maticové normy, které jsme si doposud definovali, maj́ı následuj́ıćı význačné vlastnosti:

1. ‖A‖ > 0 , když A 6= O a ‖O‖ = 0,

2. ‖cA‖ = |c| · ‖A‖ pro každé č́ıslo c,

3. ‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ (trojúhelńıková nerovnost),

4. ‖AB‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖ pro čtvercové matice A, B (submultiplikativnost).
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Symbolem O jsme si přitom označili nulovou matici, tj. matici, jej́ıž všechny prvky
jsou rovny nule. Připomeňme, že obecná norma matice je definována jako reálná funkce
splňuj́ıćı jen prvńı tři z výše uvedených podmı́nek.

Čı́slo podmı́něnosti. Pro posouzeńı podmı́něnosti úlohy
”
naj́ıt řešeńı x soustavy lineár-

ńıch rovnic Ax = b“ hraje kĺıčovou roli tzv. č́ıslo podmı́něnosti κ(A) matice A,

κ(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖. (2.22)

Konkrétńı hodnota č́ısla podmı́něnosti záviśı na použité vektorové normě. Pro maticovou
p-normu budeme značit κp(A) = ‖A‖p · ‖A−1‖p, podobně κF (A) = ‖A‖F · ‖A−1‖F .
Všimněme si některých vlastnost́ı č́ısla podmı́něnosti.

1. κp(A) ≥ 1.

2. Pro jednotkovou matici κp(I) = 1.

3. Je-li A singulárńı, pak κp(A) =∞.

4. Když matici A vynásob́ıme č́ıslem c 6= 0, pak κp(cA) = κp(A).

5. Pro diagonálńı matici D = diag{d1, d2, . . . , dn} je κp(D) = max
i
|di| /min

i
|di|.

Poznamenejme, že vlastnosti 1–4 plat́ı pro každou přirozenou maticovou normu. Z vlast-
nost́ı 4 a 5 plyne, že κp(A) je lepš́ım měř́ıtkem bĺızkosti matice A k matici singulárńı
než jej́ı determinant det(A). Jako extrémńı př́ıklad uvažujme diagonálńı matici řádu 100,
která má na diagonále č́ısla 0,1. Pak det(A) = 10−100, což lze považovat za velmi malé
č́ıslo, avšak κp(A) = 1. Soustava rovnic s takovou matićı se chová sṕı̌se jako soustava
s jednotkovou matićı než jako soustava s matićı téměř singulárńı. V MATLABu lze č́ısla
podmı́něnosti matice κ1(A), κ2(A), κ∞(A) a κF (A) určit pomoćı funkce cond.

K analýze podmı́něnosti SLR budeme potřebovat následuj́ıćı

Lemma 2.1. Necht’ ‖X‖ < 1. Pak ‖(I−X)−1‖ ≤ 1

1− ‖X‖ .

D̊ukaz. Pro matici X = {xkℓ}nkℓ=1 na základě ekvivalence norem ‖ · ‖ a max1≤k,ℓ≤n |xkℓ|
plat́ı |xkℓ| ≤ c‖X‖, 1 ≤ k, ℓ ≤ n, kde c je konstanta. Tedy |(Xi)kℓ| ≤ c‖Xi‖ ≤ c‖X‖i,
což znamená, že každá složka řady

∑∞
i=1X

i je majorizována konvergentńı geometrickou
řadou c

∑∞
i=1 ‖X‖i. Proto Sn =

∑n
i=1X

i konverguje k matici S =
∑∞

i=1X
i. Dále

(I−X)(I+X+X2 + · · ·+Xn) = I−Xn+1 → I,

nebot’ ‖Xn+1‖ ≤ ‖X‖n+1 → 0. Tedy

(I−X)S = I =⇒ S =
∞∑

i=1

Xi = (I−X)−1.

Konečně

∥∥(I−X)−1
∥∥ =

∥∥∥∥∥

∞∑

i=1

Xi

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑

i=1

∥∥Xi
∥∥ ≤

∞∑

i=1

‖X‖i = 1

1− ‖X‖ . �
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Analýza podmı́něnosti. Necht’ Ã = A+∆A je pozměněná matice soustavy a b̃ = b+b̃
je pozměněná pravá strana. Řešeńı x̃ soustavy Ãx̃ = b̃ vyjádřeme ve tvaru x̃ = x+∆x.
Z rovnic Ax = b, (A+∆A)(x+∆x) = b+∆b dostaneme (∆A)x+(A+∆A)∆x = ∆b.
Odtud

∆x =(A+∆A)−1(−(∆A)x +∆b) =
[
A(I+A−1∆A)

]−1
(−(∆A)x+∆b) =

(I+A−1∆A)−1A−1(−(∆A)x +∆b).

Předpokládejme, že porucha ∆A je tak malá, že ‖A−1∆A‖ ≤ ‖A−1‖ · ‖∆A‖ < 1. Užit́ım
lemmatu 2.1 pak postupně dostaneme

‖∆x‖
‖x‖ ≤‖(I+A−1∆A)−1‖ · ‖A−1‖ ·

(
‖∆A‖+ ‖∆b‖

‖x‖

)
≤

‖A−1‖
1− ‖A−1‖ · ‖∆A‖ ·

(
‖∆A‖+ ‖∆b‖

‖x‖

)
≤

‖A−1‖ · ‖A‖

1− ‖A−1‖ · ‖A‖ · ‖∆A‖
‖A‖

(‖∆A‖
‖A‖ +

‖∆b‖
‖A‖ · ‖x‖

)
.

Celkem tedy

‖∆x‖
‖x‖ ≤

κ(A)

1− κ(A)
‖∆A‖
‖A‖

(‖∆A‖
‖A‖ +

‖∆b‖
‖b‖

)
. (2.23)

Č́ıslo podmı́něnosti κ(A) ≥ 1 tedy p̊usob́ı jako zesilovač relativńıch chyb ‖∆A‖/‖A‖
a ‖∆b‖/‖b‖. Z (2.23) pro ∆A = O dostaneme

‖∆x‖
‖x‖ ≤ κ(A)

‖∆b‖
‖b‖ = κ(A)

‖r‖
‖b‖ , (2.24)

kde r = b − A(x̃) je reziduum (∆b = Ax̃ − b = −r, takže ‖∆b‖ = ‖r‖). Nerovnost
(2.24) potvrzuje zkušenost, kterou jsme udělali v př́ıkladu 2.3, totiž že malé reziduum
nezaručuje malou relativńı chybu. Na pravé straně nerovnosti (2.24) je totiž norma rezidua
‖r‖ násobena č́ıslem podmı́něnosti κ(A) matice A, takže i když je reziduum malé, může
být přesto relativńı chyba řešeńı velká, když κ(A) je velké.

Př́ıklad 2.4. Soustava rovnic Ax = b, kde

A =

(
1 10
10 101

)
, b =

(
11
111

)
, má řešeńı x =

(
1
1

)
.

Použijeme l∞-normu a spočteme ‖b‖∞ = 111, ‖x‖∞ = 1 . Když pravou stranu změńıme
na

b̃ =

(
11,11
110,89

)
, dostaneme řešeńı x̃ =

(
13,21
−0,21

)
.
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Označ́ıme-li ∆b = b̃− b, ∆x = x̃− x, pak ‖∆b‖∞ = 0,11 a ‖∆x‖∞ = 12,21. Vid́ıme, že
poměrně malá změna pravé strany zcela změnila řešeńı. Relativńı změny jsou

‖∆b‖∞
‖b‖∞

= 9,909 · 10−4 ,
‖∆x‖∞
‖x‖∞

= 12,21 .

Podle (2.24) odhadneme

κ∞(A) ≥ 12,21

9,909 · 10−4
= 12321.

Ve skutečnosti je b a ∆b zvoleno tak, že κ∞(A) = 12321. To se snadno ověř́ı, nebot’

A−1 =

(
101 −10
−10 1

)
, takže ‖A−1‖∞ = 111 = ‖A‖∞ a κ∞(A) = 1112 = 12321.

Ukažme si ještě, že vztah (2.24) plat́ı jako rovnost:

‖∆x‖∞
‖x‖∞

=
12,21

1
= 1112

0,11

111
= κ∞(A)

‖∆b‖∞
‖b‖∞

= 111 · ‖r‖∞. �

K určeńı κ(A) potřebujeme znát ‖A−1‖. Avšak výpočet A−1 vyžaduje přibližně třikrát
tolik práce jako celé řešeńı soustavy rovnic. Naštěst́ı přesnou hodnotu κ(A) obvykle ne-
potřebujeme, vystač́ıme s dostatečně dobrým odhadem κ(A). Spolehlivé a poměrně velmi
rychlé odhady č́ısla podmı́něnosti matic patř́ı v současné době ke standardńımu vybaveńı
programů pro řešeńı SLR. Jestliže program zjist́ı, že č́ıslo podmı́něnosti je př́ılǐs velké,
vydá varováńı nebo dokonce výpočet přeruš́ı. V MATLABu lze k rychlému posouzeńı
podmı́něnosti matice použ́ıt funkci rcond.

Shrnut́ı. Soustava lineárńıch rovnic je dobře (špatně) podmı́něná, právě když je mati-
ce soustavy dobře (špatně) podmı́něná. Podmı́něnost matice soustavy A měř́ıme pomoćı
č́ısla podmı́něnosti κ(A). Je-li č́ıslo κ(A) malé (velké), je matice A je dobře (špatně)
podmı́něná. Špatně podmı́něnou soustavu rovnic lze obvykle jen velmi obt́ıžně řešit. Po-
moci může výpočet s v́ıcemı́stnou mantisou (je vhodné použ́ıt dvojnásobnou nebo ještě
větš́ı přesnost). Existuj́ı však výjimky: je-li např́ıklad A diagonálńı matice, ve které
aii = 10i, pak je κ(A) = 10n−1, což je pro velké n velké č́ıslo, a přesto řešeńı xi = 10−ibi
źıskáme bez problémů pro libovolně velký počet rovnic.

Předpokládejme, že matice soustavy je dobře podmı́něná. Pak je GEM s částeč-
ným (nebo úplným) výběrem hlavńıho prvku stabilńı algoritmus: protože velikost mul-
tiplikátor̊u nepřesahuje jedničku, vznikaj́ıćı zaokrouhlovaćı chyby se daľśım výpočtem

”
ne-

zesiluj́ı“. Když naopak výběr hlavńıch prvk̊u neprovád́ıme, můžeme dostat multiplikátory,
jejichž absolutńı hodnota je větš́ı než jedna, což má za následek zvětšováńı dř́ıve vzniklých
zaokrouhlovaćıch chyb. GEM bez výběru hlavńıch prvk̊u je tedy obecně nestabilńı algo-
ritmus. Výjimku z tohoto pravidla představuje řešeńı soustav se speciálńı matićı soustavy,
např. když je matice soustavy ostře diagonálně dominantńı nebo pozitivně definitńı, pak
je i GEM bez výběru hlavńıch prvk̊u stabilńı algoritmus.
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2.2. Iteračńı metody

Mnoho praktických problémů vyžaduje řešeńı rozsáhlých SLR, jejichž matice soustav
jsou ř́ıdké, tj. maj́ı relativně málo nenulových prvk̊u. Standardńı eliminačńı metody studo-
vané v předchoźı kapitole 2.1 nejsou pro řešeńı takových soustav vhodné, nebot’ v pr̊uběhu
eliminace docháźı postupně k zaplňováńı p̊uvodně nenulových pozic v matici soustavy, což
vede k velkým nárok̊um na počet aritmetických operaćı a klade také vysoké nároky na
pamět’ poč́ıtače.

To je d̊uvod, proč se pro řešeńı takových soustav použ́ıvaj́ı iteračńı metody. Zvoĺı se
počátečńı vektor x0 a generuje se posloupnost vektor̊u x0 → x1 → x2 . . . , která konverguje
k hledanému řešeńı x∗. Společným rysem běžných iteračńıch metod je fakt, že každý
jednotlivý iteračńı krok xk → xk+1 vyžaduje objem výpočt̊u srovnatelný s násobeńım
matice A vektorem, což je pro ř́ıdké matice objem nevelký (pokud je v každém řádku
matice A řádu n nejvýše m nenulových prvk̊u, jde o nm operaćı násobeńı a sč́ıtáńı).
Přijatelný objem výpočt̊u lze proto dosáhnout i pro poměrně velký počet iteraćı.

Na obhajobu př́ımých metod je však třeba dodat, že pro soustavy s ř́ıdkými maticemi
existuj́ı velmi efektivńı algoritmy eliminačńıho typu. Přesto, pro extrémně rozsáhlé sou-
stavy rovnic se speciálńı strukturou matice soustavy jsou vhodně zvolené iteračńı metody
efektivněǰśı a jsou často jedinou prakticky realizovatelnou metodou řešeńı.

2.2.1. Klasické iteračńı metody.

vycházej́ı z rozkladu matice soustavy A = M−N , kdeM je regulárńı matice. Posloupnost
xk je pak definována předpisem

Mxk+1 = Nxk + b, (2.25)

přičemž počátečńı aproximace x0 je daná. Matici M, definuj́ıćı konkrétńı metodu, voĺıme
tak, aby řešeńı SLR (2.25)

”
nebylo př́ılǐs nákladné“ a přitom aby konvergence xk → x∗

byla
”
rychlá“.

Konvergence. Metodu (2.25) lze ekvivalentně zapsat ve tvaru

xk+1 = Txk + c, (2.26)

kde T = M−1N, c = M−1b. Metoda (2.26) je známa jako metoda prosté iterace. Je-li
x∗ = A−1b přesné řešeńı, pak ek = xk −x∗ je chyba v k-tém kroku metody. Konvergence
xk → x∗ metody (2.26) nastane, právě když ek → o. Odečteme-li od rovnice (2.26) rovnici
x∗ = Tx∗ + c, dostaneme

ek+1 = Tek = T2ek−1 = · · · = Tk+1e0. (2.27)

Proto

ek → o ⇐⇒ Tk → O. (2.28)

Matice A s vlastnost́ı Ak → O pro k → ∞ se nazývá konvergentńı matice, anglicky
convergent matrix. Nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro to, aby matice A byla konver-
gentńı, odvod́ıme pomoćı Jordanova rozkladu matice A.
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Jordan̊uv rozklad. Ke každé čtvercové matici A existuje regulárńı matice X taková, že

X−1AX = J,

kde

J =




J1

J2

. . .

Jt


 ,

je blokově diagonálńı matice, známá jako Jordan̊uv kanonický tvar matice A, a

Ji =




λi 1

λi
. . .
. . . 1

λi


 , i = 1, 2, . . . , t,

jsou Jordanovy bloky. Mimo hlavńı diagonálu a prvńı naddiagonálu jsou prvky matic Ji

nulové. Důkaz existence Jordanova rozkladu viz [53].
Protože horńı trojúhelńıková matice A je s matićı T podobná, diagonálńı prvky λi

Jordanových blok̊u Ji jsou vlastńı č́ısla matice A, viz kapitola 7.1.5.

Věta (o konvergentńı matici). Matice A je konvergentńı, právě když spektrálńı poloměr
̺(A) matice A je menš́ı než 1, tj.

Ak → O pro k →∞ ⇐⇒ ̺(A) < 1. (2.29)

D̊ukaz. Snadno ověř́ıme, že

Ak = XJkX−1 = X




Jk
1

Jk
2

. . .

Jk
t


X−1,

takže Ak → O, právě když Jk
i → O, i = 1, 2, . . . , t. Matici Ji lze zapsat ve tvaru

Ji = λiIi +Ni,

kde Ii je jednotková matice řádu ni a

Ni =




0 1

0
. . .
. . . 1

0


 .

Neńı těžké ověřit, že pro 1 ≤ k < ni je Nk
i horńı trojúhelńıková s jedničkami v k-té

naddiagonále a že pro k ≥ ni je matice Nk
i = O nulová. Proto

Jk
i = (λiIi +Ni)

k = λki Ii +

ni−1∑

j=1

(
k

j

)
λk−j
i Nj

i pro k ≥ ni.
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(a) Jestliže Jk
i → O, pak nutně |λi| < 1.

(b) Necht’ |λi| < 1. Protože řada

∞∑

k=1

(
k

j

)
|λk−j

i | konverguje,
(
k

j

)
|λk−j

i | → 0 pro k →∞.

Odtud Jk
i → O pro k →∞. �

Dokázali jsme tedy nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku konvergence:

metoda prosté iterace (2.26) konverguje, právě když ̺(T) < 1. (2.30)

Je-li x vlastńı vektor matice A a λ je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ıslo, tj. když Ax = λx, pak

|λ|‖x‖ = ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ · ‖x‖, odtud ̺(A) ≤ ‖A‖. (2.31)

Můžeme tedy vyslovit postačuj́ıćı podmı́nku konvergence:

jestlǐze ‖T‖ < 1, pak metoda prosté iterace (2.26) konverguje. (2.32)

Pro dále uvedené konkrétńı iteračńı metody vyslov́ıme postačuj́ıćı podmı́nky konvergence
v jiné, snadněji ověřitelné formě.

Kritéria pro ukončeńı iteraćı. Jde o to, jak rozhodnout, zda xk+1 je už dostatečně
dobrá aproximace řešeńı x. Řešeńı x neznáme, takže se bez něj muśıme obej́ıt. Nab́ıźı se
zkoumat velikost změny xk+1 − xk nebo velikost rezidua rk+1 = b − Axk+1. Postupuje
se tak, že uživatel zadá malé kladné č́ıslo ε jako požadovanou přesnost a v každém kroku
metody se testuje, zda je splněna některá z následuj́ıćıch podmı́nek

1. ‖xk+1 − xk‖ ≤ ε‖xk‖ ,

2. ‖rk+1‖ ≤ ε(‖A‖ · ‖xk+1‖+ ‖b‖) ,

3. ‖rk+1‖ ≤ ε‖r0‖ .
Je-li podmı́nka na ukončeńı iteraćı splněna, výpočet přeruš́ıme a xk+1 považujeme za
přibližnou hodnotu řešeńı x.

Jacobiova metoda. Předpokládejme, že A = L +D +U, kde D je diagonálńı matice,
která má stejnou diagonálu jakoA, a kde L resp.U je ryze dolńı resp. horńı trojúhelńıková
část A, tj.

D =




a11 0 · · · 0
0 a22 0
...

. . .
...

0 0 · · · ann


 ,

L =




0 · · · · · · 0
a21 0 0
...

. . .
. . .

...
an1 · · · an,n−1 0


 , U =




0 a12 · · · a1n
...

. . .
. . .

...
0 0 an−1,n

0 · · · · · · 0


 .

36



Nejjednodušš́ı rozklad A dostaneme pro M = D a N = −(L+U). Metoda (2.32) je pak
tvaru

Dxk+1 = b− (L +U)xk (2.33)

a je známa jako Jacobiova metoda. Soustava (2.33) s diagonálńı matićı se řeš́ı snadno.

Zaṕı̌seme-li (2.33) po složkách (složky vektoru xk jsou značeny x
(k)
i , podobně pro xk+1),

dostaneme

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

n∑

j = 1
j 6= i

aij x
(k)
j

)
, i = 1, 2, . . . , n .

Analýzou vlastnost́ı iteračńı matice T = −D−1(L+U) lze dokázat, že

Jacobiova metoda konverguje, když A je ryze diagonálně dominantńı.

Gaussova-Seidelova metoda. Všimněte si, že Jacobiova metoda použ́ıvá xk k výpočtu
všech složek xk+1. Protože (alespoň na sériových poč́ıtač́ıch) prvky vektoru xk+1 poč́ıtáme
postupně jeden za druhým, vznikl přirozený nápad využ́ıt ihned ty složky xk+1, které jsou
už k dispozici. Tak dostáváme Gaussovu-Seidelovu metodu:

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑

j=1

aij x
(k+1)
j −

n∑

j=i+1

aij x
(k)
j

)
, i = 1, 2, . . . , n .

Vyjádř́ıme-li tuto metodu v maticovém tvaru, máme

(D+ L)xk+1 = b−Uxk . (2.34)

Je dokázáno, že

Gaussova-Seidelova metoda konverguje, když A je ryze diagonálně dominantńı nebo pozi-
tivně definitńı.

Poznámky. Následuje několik poznatk̊u o vzájemném vztahu Jacobiovy a Gaussovy-
Seidelovy metody.

1. Konvergence Gaussovy-Seidelovy metody je pro mnohé matice A rychleǰśı než kon-
vergence Jacobiovy metody. Tak je tomu třeba v př́ıpadě, když A je ryze diagonálně
dominantńı.

2. Existuj́ı matice, pro které Gaussova-Seidelova metoda konverguje a Jacobiova me-
toda nekonverguje a naopak, pro které konverguje Jacobiova metoda a Gaussova-
Seidelova metoda nekonverguje.

3. Jacobiova metoda umožňuje paralelńı výpočet (všechny složky x
(k+1)
i mohou být

poč́ıtány současně, každá na jiném procesoru), zat́ımco Gaussova-Seidelova metoda

je ze své podstaty sekvenčńı (x
(k+1)
i lze vypoč́ıtat až po té, co byly spočteny všechny

složky x
(k+1)
j pro j < i). Pro speciálńı typy matic A jsou však vypracovány postupy

umožňuj́ıćı paralelizovat i Gaussovu-Seidelovu metodu.
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Relaxačńı metody. Bezprostředně poté, co jsme základńı metodou (Jacobiovou nebo

Gaussovou-Seidelovou) spočetli i-tou složku x
(k+1)
i , provedeme jej́ı modifikaci

x
(k+1)
i := (1− ω)x(k)i + ωx

(k+1)
i ,

kde ω > 0 je tzv. relaxačńı parametr. Voĺıme ho tak, abychom vylepšili konvergenci
základńı metody. Pro ω = 1 dostáváme p̊uvodńı metodu. Zvoĺıme-li ω < 1, hovoř́ıme
o dolńı relaxaci, v př́ıpadě ω > 1 jde o horńı relaxaci. Efektivńı volba relaxačńıho para-
metru ω záviśı na zvolené základńı metodě a na matici soustavy A.

Praktické zkušenosti potvrzuj́ı, že dolńı relaxace může zajistit konvergenci v př́ıpadě,
když základńı metoda nekonverguje. Vhodnou volbou relaxačńıho parametru lze rychlost
konvergence p̊uvodńı metody podstatně zrychlit. Pro zvolenou metodu a speciálńı tvar
matice A jsou známy vzorce pro optimálńı hodnotu ωopt relaxačńıho parametru. Tyto
vzorce však maj́ı význam sṕı̌se teoretický, nebot’ výpočet podle nich je př́ılǐs náročný.
Proto se pracuje s proměnným relaxačńım faktorem, v k-té iteraci s ωk, a jeho hodnota
se v každé iteraci zpřesňuje tak, aby se postupně bĺıžila k optimálńımu ωopt. Konkrétńı
metody lze naj́ıt ve specializované literatuře.

Relaxace Jacobiho metody. Dá se ukázat, že když konverguje Jacobiho metoda, tak
konverguje také relaxovaná Jacobiho metoda pro 0 < ω ≤ 1.

Relaxace Gaussovy-Seidelovy metody je v literatuře známa jako SOR metoda (podle
anglického

”
Successive Over Relaxation“). O konvergenci SOR metody máme zejména

následuj́ıćı poznatky:

1. Pokud SOR metoda konverguje, pak je 0 < ω < 2.

2. SOR metoda konverguje, když A je ryze diagonálně dominantńı a 0 < ω ≤ 1.

3. SOR metoda konverguje, když A je pozitivně definitńı a 0 < ω < 2.

SOR metoda zapsaná po složkách je tvaru

x
(k+1)
i =

ω

aii

(
bi −

i−1∑

j=1

aij x
(k+1)
j −

n∑

j=i+1

aij x
(k)
j

)
+ (1− ω)x(k)i , i = 1, 2, . . . , n ,

a SOR maticově je

(D+ ωL)xk+1 = [(1− ω)D− ωU]xk + ωb. (2.35)

Když ve složkovém zápisu SOR metody na pravé straně mı́sto x
(k+1)
j ṕı̌seme x

(k)
j , dosta-

neme relaxaci Jacobiovy metody označovanou jako JOR metoda, maticově

Dxk+1 = [(1− ω)D− ω(L+U)]xk + ωb. (2.36)

Symetrická horńı relaxace je v literatuře známa jako SSOR metoda (podle anglického

”
Symmetric Successive Overrelaxation“). Jeden krok metody je definován pomoćı dvou
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p̊ulkrok̊u, z nichž prvńı je SOR krok a druhý je zpětný SOR krok:

x
(k+1/2)
i = (1− ω)x(k)i +

ω

aii

(
bi−

i−1∑

j=1

aij x
(k+1/2)
j −

n∑

j=i+1

aij x
(k)
j

)
, i = 1, 2, . . . , n ,

x
(k+1)
i = (1− ω)x(k+1/2)

i +
ω

aii

(
bi−

i∑

j=1

aij x
(k+1/2)
j −

n∑

j=i+1

aij x
(k+1)
j

)
, i = n, n−1, . . . , 1.

Maticový zápis SSOR metody je tvaru

(D+ ωL)xk+1/2 = [(1− ω)D− ωU]xk + ωb,

(D+ ωU)xk+1 = [(1− ω)D− ωL]xk+1/2 + ωb.
(2.37)

Vyloučeńım xk+1/2 dostaneme předpis

Mxk+1 = Nxk + b,

kde

M =
ω

2− ω

(
1

ω
D+ L

)
D−1

(
1

ω
D+U

)
,

N =
ω

2− ω

(
1

ω
D+ L

)
D−1

(
1− ω
ω

D− L

)(
1

ω
D+ L

)−1(
1− ω
ω

D−U

)
.

Postačuj́ıćı podmı́nky konvergence jsou stejné jako pro SOR metodu: A ryze diagonálně
dominantńı a 0 < ω ≤ 1 nebo A pozitivně definitńı a 0 < ω < 2. Je-li A symetrická, pak
U = LT , takže

M =
1

ω(2− ω) (D+ ωL)D−1
(
D+ ωLT

)
. (2.38)

Tato matice se někdy použ́ıvá jako předpodmiňovaćı v metodě sdružených gradient̊u. Je-li
ω = 1, dostaneme symetrickou Gaussovu-Seidelovu metodu, stručně SGS metodu.

Př́ıklad 2.5. Velké ř́ıdké matice vznikaj́ı při numerickém řešeńı parciálńıch diferenciálńıch
rovnic. MATLAB má ve své galerii př́ıklady takových matic. Př́ıkazem

K = gallery(’poisson’,n)

vygenerujeme matici, jej́ıž strukturu nyńı poṕı̌seme. 1 Matice K je blokově tř́ıdiagonálńı,

1Parciálńı diferenciálńı rovnice jsou nezbytné pro modelováńı technických problémů. Při řešeńı Di-
richletovy úlohy pro Poissonovu rovnici na čtverci Ω = (0, l)× (0, l),

− ∂2u(x, y)

∂x2
− ∂2u(x, y)

∂y2
= f(x, y) v Ω a u(x, y) = g(x, y) na hranici ∂Ω ,

(funkce f a g jsou dané, neznámá je funkce u) metodou śıt́ı vzniká SLR s matićı soustavy K uvažovanou

v tomto př́ıkladu 2.5.
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pro devět rovnic vypadá takto:




4 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 4 −1 0 −1 0 0 0 0
0 −1 4 0 0 −1 0 0 0
−1 0 0 4 −1 0 −1 0 0
0 −1 0 −1 4 −1 0 −1 0
0 0 −1 0 −1 4 0 0 −1
0 0 0 −1 0 0 4 −1 0
0 0 0 0 −1 0 −1 4 −1
0 0 0 0 0 −1 0 −1 4




.

Obecně je K složena z čtvercových submatic řádu n (tzv. blok̊u) B, −I, O, které jsou
ve čtvercové matici řádu n2 rozmı́stěny ve třech diagonálách

K =




B −I O · · · O O

− I B −I · · · O O

O −I B · · · O O
...

...
...

. . .
...

...

O O O · · · B −I
O O O · · · −I B




.

Matice I je jednotková matice,O je čtvercová matice s nulovými prvky aB je tř́ıdiagonálńı
matice

B =




4 −1 0 · · · 0 0
−1 4 −1 · · · 0 0
0 −1 0 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 · · · 4 −1
0 0 0 · · · −1 4




.

Na matici K se často testuje účinnost numerických metod pro řešeńı SLR s ř́ıdkou matićı.
Na obrázku 2.3 je vidět závislost počtu iteraćı (potřebných pro dosažeńı zvolené přesnosti)
na počtu rovnic n2. Při metodě SOR bylo zvoleno optimálńı ω.

2.2.2. Daľśı iteračńı metody.

Klasické iteračńı metody se současnosti použ́ıvaj́ı už jen zř́ıdka. Do učebńıho textu
jsme je zařadili hlavně proto, že jsou poměrně jednoduché a přitom na nich lze dobře
ukázat, jak iteračńı metody funguj́ı. V této kapitole uvedeme dvě typické, v aplikaćıch
standardně použ́ıvané, iteračńı metody: zobecněnou metodu minimálńıch rezidúı pro SLR
s libovolnou regulárńı matićı soustavy a metodu sdružených gradient̊u pro SLR s pozitivně
definitńı matićı soustavy. Řadu daľśıch metod lze naj́ıt třeba v [33].
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Obr. 2.3: Srovnáńı klasických iteračńıch metod

2.2.2.1. Zobecněná metoda minimálńıch rezidúı

Máme naj́ıt řešeńı x∗ soustavy lineárńıch rovnic Ax = b, kde A je obecná regulárńı
matice. Začneme t́ım, že si vysvětĺıme, jak pracuje

Metoda minimálńıch rezidúı. Přibližné řešeńı xk+1 hledáme ve tvaru

xk+1 = xk + αkrk , (2.39)

kde rk = b −Axk 6= o je reziduum (je-li rk = o, pak xk = x∗) a αk je koeficient určený
tak, aby délka ‖rk+1‖2 vektoru nového rezidua rk+1 = b−Axk+1 byla minimálńı.

V daľśım budeme použ́ıvat označeńı (u,v) = uTv pro skalárńı součin vektor̊u u a v,
takže ‖u‖2 = (u,u)1/2. Dolńı index 2 v ‖u‖2 budeme vynechávat, tj. ‖u‖ ≡ ‖u‖2.

Koeficient αk dostaneme minimalizaćı funkce

ϕ(α) = ‖b−A(xk + αrk)‖2 = ‖rk − αArk‖2 = ‖rk‖2 − 2α(rk,Ark) + α2‖Ark‖2.

Protože

ϕ′(α) = −2(rk,Ark) + 2α‖Ark‖2 , ϕ′′(α) = 2‖Ark‖2 ,

ϕ(α) nabývá svého minima pro

αk =
(rk,Ark)

(Ark,Ark)
. (2.40)

Metoda minimálńıch rezidíı se někdy označuje zkratkou MR (podle anglického
”
minimal

residual“). Je to jednokroková metoda: k určeńı xk+1 stač́ı znát jen xk a rk z bezprostředně
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předchoźıho kroku. Dá se ukázat, že metoda MR konverguje, tj. xk → x∗, např́ıklad tehdy,
když A je pozitivně definitńı. Metodu MR proto zobecńıme tak, aby konvergence nastala
pro každou regulárńı matici.

V daľśım budeme pracovat s pojmem Krylovova podprostoru. Nejdř́ıve připomeňme,
že span(v1,v2, . . . ,vm) je vektorový prostor generovaný vektory v1, v2, . . . , vm, tj.

span(v1,v2, . . . ,vm) = {v |v =

m∑

i=1

αivi, αi ∈ R, i = 1, 2, . . . , m}.

Prostor

Km(C,v) = span(v,Cv, . . . ,Cm−1v)

je tzv. Krylov̊uv podprostor (pro dané přirozené č́ıslo m, matici C a vektor v). Km(C,v)
je podprostor R

n, kde n je řád matice C, dimenze Km(C,v) je nejvýše rovna menš́ımu
z č́ısel m a n.

Zobecněná metoda minimálńıch rezidúı (anglicky
”
generalized minimal residual“,

zkratka GMRES). Přibližné řešeńı xm soustavy Ax = b hledejme ve tvaru

xm = x0 + δm ,

kde δm ∈ Km ≡ Km(A, r0) vybereme tak, aby norma ‖rm‖ rezidua rm = b −Axm byla
minimálńı, tj. aby

‖rm‖2 = ‖r0 −Aδm‖2 ≤ ‖r0 −Aδ‖2 ∀δ ∈ Km . (2.41)

Předpokládejme, že Km je dimenze m. Protože přirozená báze {r0,Ar0, . . . ,A
m−1r0}

prostoru Km je špatně podmı́něná, sestroj́ıme v něm ortonormálńı bázi {v1,v2, . . . ,vm}
a xm hledáme ve tvaru

xm = x0 +Vmym , kde Vm = (v1,v2, . . . ,vm) a ym ∈ R
m , (2.42)

přičemž ym urč́ıme v souladu s (2.41) tak, aby

‖rm‖2 = ‖r0 −AVmym‖2 ≤ ‖r0 −AVmy‖2 ∀y ∈ R
m . (2.43)

Navržená metoda je m-kroková, nebot’ k sestrojeńı xm potřebujeme vektory {vk}mk=1.

Sestrojeńı ortonormálńı báze v Km(A,v). Nejdř́ıve uvedeme základńı verzi Gramovy-
Schmidtovy ortonormalizace jako

Algoritmus AGS (Arnoldi-Gram-Schmidt)

1. v1 := v/‖v‖
2. for k := 1, 2, . . . , m do

3. for i := 1, 2, . . . , k do hik := (Avk,vi) end

4. wk := Avk −
∑k

i=1 hikvi

5. hk+1,k := ‖wk‖
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6. if hk+1,k = 0 then stop

7. vk+1 := wk/hk+1,k

8. end

Tvrzeńı 1. Předpokládejme, že algoritmus AGS neskonč́ı dř́ıve než v m-tém kroku. Pak
vektory v1, v2, . . . ,vm tvoř́ı ortonormálńı bázi Krylovova podprostoru Km ≡ Km(A,v).

D̊ukaz . Vektory vk, k = 1, 2, . . . , m, jsou ortonormálńı (podle řádk̊u 3 a 4 je (wk,vj) = 0,
j = 1, 2, . . . , k, a podle řádku 7 je ‖vk+1‖ = wk/hk+1,k = 1, k = 2, 3, . . . , m). Zbývá
dokázat, že span(v1,v2, . . . ,vk) = Km.

a) Nejdř́ıve dokážeme, že vj = qj−1(A)v1, kde qj−1(t) =
∑j−1

i=0 a
(j−1)
i tj−1−i je polynom

stupně j − 1 s koeficientem a
(j−1)
0 6= 0. Důkaz provedeme indukćı. Pro j = 1 je

v1 = q0(A)v1 pro q0(t) = a
(0)
0 = 1. Předpokládejme, že tvrzeńı plat́ı pro j ≤ k. Pak

hk+1,kvk+1 = wk = Avk −
k∑

i=1

hikvi = Aqk−1(A)v1 −
k∑

i=1

hikqi−1(A)v1 ,

takže vk+1 = qk(A)v1, kde qk(t) je polynom stupně k a a
(k)
0 = a

(k−1)
0 /hk+1,k 6= 0.

Dokázali jsme tedy, že span(v1,v2, . . . ,vm) j Km.

b) Dokážeme, že Aj−1v1 ∈ span(v1,v2, . . . ,vj). Pro j = 1 tvrzeńı plat́ı. Předpoklá-
dejme, že tvrzeńı plat́ı pro j ≤ k. Pak z rovnice

hk+1,kvk+1 = Avk −
k∑

i=1

hikvi = a
(k−1)
0 Akv1 +

k−1∑

i=1

a
(k−1)
i Ak−iv1 −

k∑

i=1

hikvi,

a protože a
(k−1)
0 6= 0, tvrzeńı plat́ı i pro j = k+1. Proto Km j span(v1,v2, . . . ,vm).

Dokázali jsme tedy, že Km = span(v1,v2, . . . ,vm) a d̊ukaz je hotov. �

Tvrzeńı 2. Označme Vm matici typu (n,m), jej́ıž sloupce jsou vektory v1,v2, . . . ,vm,
a dále necht’ H̄m je horńı Hessenbergova matice typu (m+1, m), jej́ıž nenulové prvky hik
jsou definovány algoritmem AGS, tj.

H̄m = {h̄ik} =
{
hik , i = 1, 2, . . . , k + 1,
0 , i = k + 2, k + 3, . . . , m+ 1,

k = 1, 2, . . . , m .

Dále necht’ Hm je matice, kterou dostaneme z H̄m vypuštěńım jej́ıho posledńıho řádku.
Pak

AVm = VmHm +wme
T
m = (2.44)

= Vm+1H̄m , (2.45)

VT
mAVm = Hm . (2.46)

Přitom em je m−tý sloupec jednotkové matice řádu m.

D̊ukaz. (2.45) a (2.44) plyne z řádk̊u 4, 5 a 7 algoritmu AGS, podle kterých

Avk =
k+1∑

i=1

hikvi , k = 1, 2, . . . , m , Avm =
m∑

i=1

himvi +wm . (2.47)

43



(2.46) dostaneme z (2.44), nebot’ VT
mwm = hm+1,m(v1,v2, . . . ,vm)

Tvm+1 = o. �

Praktickou implementaci algoritmu AGM představuje

Algoritmus AGSM (Arnoldi-Gram-Schmidt modified)

1. v1 := v/‖v‖
2. for k := 1, 2, . . . , m do

3. wk := Avk

4. for i := 1, 2, . . . , k do

5. hik := (wk,vi)

6. wk := wk − hikvi

7. end

8. hk+1,k := ‖wk‖
9. if hk+1,k = 0 then stop

10. vk+1 := wk/hk+1,k

11. end

Protože (Avk −
∑i−1

j=1 hjkvj,vi) = (Avk,vi) = hik, jsou algoritmy AGS a AGSM ekviva-
lentńı. Při reálném výpočtu je však algoritmus AGSM stabilněǰśı.

Algoritmus metody GMRES. Ze vztahu (2.43) plyne, že vektor ym minimalizuje
funkci

ϕ(y) = ‖r0 −AVmy‖ .

To ale znamená, že ym je řešeńım přeurčené soustavy n lineárńıch rovnic o m neznámých

AVmy ∼= r0

ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u, viz kapitola 3. Protože sloupce matice Vm jsou
lineárně nezávislé, jsou lineárně nezávislé také sloupce matice AVm, a proto je ym určeno
jednoznačně, viz kapitola 3.

V daľśım poṕı̌seme efektivńı výpočet vektoru ym. Využijeme následuj́ıćı vlastnost:
jestliže matice Q splňuje podmı́nku QTQ = I, pak ‖v‖ = ‖Qv‖. Skutečně,

‖Qv‖2 = (Qv)TQv = vTQTQv = vTv = ‖v‖2 .

Označ́ıme-li ‖r0‖ = β, pak v1 = β−1r0, a tedy

r0 = βv1 = Vm+1βē1 ,

kde ē1 je prvńı sloupec jednotkové matice řádu m+1. Odtud a pomoćı (2.45) dostaneme

r0 −AVmy = Vm+1βē1 −Vm+1H̄my = Vm+1(βē1 − H̄my) ,

a protože vzhledem k ortonormalitě báze {vi}m+1
i=1 je VT

m+1Vm+1 = I, obdrž́ıme

ϕ(y) = ‖Vm+1(βē1 − H̄my)‖ = ‖H̄my − βē1‖ .
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Proto ym źıskáme řešeńım přeurčené soustavy m+ 1 rovnic o m neznámých

H̄my ∼= βē1 (2.48)

metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Standardńı postup je založen na tzv. QR rozkladu matice

H̄m = Qm+1R̄m ,

kde Qm+1 je ortonormálńı matice řádu m+ 1 a R̄m je horńı trojúhelńıková matice,

R̄m = {r̄ik} , r̄ik =

{
rik , i = 1, 2, . . . , k,
0 , i = k + 1, k + 2, . . . , m+ 1,

k = 1, 2, . . . , m .

Metodám QR rozkladu je věnována kapitola 3.4, zde budeme předpokládat, že matice
Qm+1 a R̄m umı́me určit. Pak

ϕ(y) = ‖Qm+1R̄my − βē1‖ = ‖Qm+1(R̄my − βQT
m+1ē1)‖ = ‖R̄my − d̄m‖ ,

kde d̄m = βQT
m+1ē1. Necht’

R̄m =

(
Rm

O

)
, d̄m =

(
dm

γm

)
,

kde Rm je matice řádu m, O je nulová matice typu (1, m), dm vektor typu (m, 1) a γm je
skalár. Protože

ϕ(y) =

∥∥∥∥
(
Rm

O

)
y−

(
dm

γm

)∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
(
Rmy − dm

−γm

)∥∥∥∥ ,

ϕ(y) nabude své minimálńı hodnoty ϕ(ym), právě když

Rmym = dm. (2.49)

Pak ϕ(ym) = |γm|. Protože podle (2.43) je ϕ(ym) = ‖rm‖, dostali jsme

‖rm‖ = |γm| . (2.50)

Je-li γm = 0, pak xm = x∗. Nyńı již můžeme uvést

Algoritmus GMRES(m).

1. zvoĺıme x0, ε, m, nrmax

2. for nr := 1, 2, . . . , nrmax do

3. r0 := b−Ax0, β := ‖r0‖, v1 := r0/β

4. for k := 1, 2, . . . , m do

5. wk := Avk

6. for i := 1, 2, . . . , k do

7. hik := (wk,vi)

8. wk := wk − hikvi
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9. end

10. hk+1,k := ‖wk‖, sestav́ıme H̄k, vypočteme Rk, dk, γk
11. if |γk| < ε or k = m

12. yk = R−1
k dk, x := x0 +Vkyk, if |γk| < ε, stop, end

13. else

14. vk+1 := wk/hk+1,k, sestav́ıme Vk+1

15. end

16. end

17. x0 := x

18. end

19. print(’GMRES(m) nekonverguje’)

K algoritmu GMRES(m) připoj́ıme několik poznámek.

1. Všimněte si, že algoritmus GMRES(1) je ekvivalentńı s algoritmemMR. GMRES(m)
je zřejmě m-kroková metoda.

2. Označme jako GMRES algoritmus GMRES(n). GMRES lze považovat za metodu
minimalizačńı, přibližné řešeńı xk = x0 +Vkyk je definováno takto:

určit xk ∈ x0 +Kk(A, r0) splňuj́ıćı ‖b−Axk‖ ≤ ‖b−Ax‖ ∀x ∈ x0 +Kk(A, r0).

Pokud bychom poč́ıtali přesně, pak v řádku 17 dostaneme přesné řešeńı x = x∗ pro
nějaké k ≤ n.

D̊ukaz. Je-li hk+1,k = 0 pro k ≤ n, pak z (2.48) plyne Hkyk = βe1, kde e1 je
prvńı sloupec jednotkové matice řádu k, a dále z (2.44) plyne AVk = VkHk, nebot’

wk = o. Proto

rk =b−Axk = b−A(x0 +Vkyk) = r0 −AVkyk =

r0 −VkHkyk = r0 −Vkβe1 = r0 − βv1 = o ,

takže xk = A−1b = x∗. Pokud hk+1,k 6= 0, k = 1, 2, . . . , n−1, pak hn+1,n = 0. �

3. O metodě GMRES se mluv́ı také jako o metodě kosoúhlé projekce (anglicky
”
oblique

projection“), č́ımž se mı́ńı, že xm určujeme tak, aby

xm − x0 ∈ Km a rm ⊥ Lm := AKm .

Snadno ověř́ıme, že pak rm minimalizuje ‖b−Ax‖ v x0 +Km.

D̊ukaz. Označ́ıme-li ψ(y) = ‖r0−AVmy‖2, pak uvedené tvrzeńı je d̊usledkem vztah̊u

o = ∇ψ(ym) = −2(AVm)
T rm , ∇2ψ(ym) = 2(AVm)

TAVm .

4. Pro velké m je třeba v paměti poč́ıtače uchovávat matice Vm a H̄m, které jsou pro
velké n značně rozsáhlé. Proto se obvykle voĺı m v řádu deśıtek. V takovém př́ıpadě
se ale může stát, že konvergence metody GMRES(m) je velmi pomalá. Proto bývá
omezen maximálńı počet tzv. restart̊u, viz parametr nrmax na řádku 1.
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5. Rk, dk a γk poč́ıtáme Givensovým QR algoritmem, viz kapitola 3.4.2, v němž
využijeme to, že matice H̄k má pod hlavńı diagonálou nenulové jen prvky hi+1,i,
i = 1, 2, . . . , k.

6. Rychlost konvergence můžeme podstatně zvýšit, když mı́sto rovnice Ax = b řeš́ıme
rovnici M−1Ax = M−1b, kde M je tzv. předpodmiňovaćı matice. Za M lze zvolit
např́ıklad neúplný LU rozklad maticeA, viz [46]. Inverzńı maticiM−1 ve skutečnosti
nepoč́ıtáme. Algoritmus GMRES(m) se změńı pouze v řádćıch 3 a 5 takto:

3. vypočteme z0 jako řešeńı Mz0 = b−Ax0, β := ‖z0‖, v1 := z0/β

5. vypočteme wk jako řešeńı Mwk = Avk

7. V MATLABu je metoda GMRES(m) implementována jako funkce gmres a neúplný
LU rozklad jako funkce ilu.

2.2.2.2. Metoda sdružených gradient̊u

je jednou ze základńıch metod pro řešeńı soustav lineárńıch rovnic Ax = b s pozitivně
definitńı matićı soustavy. Předpokládejme tedy, že matice A je pozitivně definitńı. To
nám umožňuje definovat skalárńı součin (u,v)A = uTAv a tzv. energetickou normu

‖u‖A = (u,u)
1/2
A =

√
uTAu.

Přesné řešeńı soustavy lineárńıch rovnic Ax = b budeme značit x∗.
K lepš́ımu pochopeńı principu, z něhož metoda sdružených gradient̊u vycháźı, poslouž́ı

jednoduchá

Metoda největš́ıho spádu. Přibližné řešeńı xk+1 hledáme ve tvaru

xk+1 = xk + αkrk , (2.39)

kde rk = b−Axk 6= o je reziduum a αk je koeficient určený tak, aby energetická norma
‖ek+1‖A chyby ek+1 = xk+1− x∗ byla minimálńı. Koeficient αk dostaneme minimalizaćı
funkce

ϕ(α) = 1
2
‖xk + αrk − x∗‖2A = 1

2
(xk + αrk − x∗)TA(xk + αrk − x∗) .

S přihlédnut́ım k symetrii matice A obdrž́ıme

ϕ′(α) = rTkA(xk + αrk − x∗) = rTk (Axk + αArk − b) = rTk (αArk − rk) ,

ϕ′′(α) = rTkArk .

Z nutné podmı́nky ϕ′(αk) = 0 pro extrém funkce ϕ(α) urč́ıme

αk =
(rk, rk)

(rk,Ark)
,

a protože matice A je pozitivně definitńı, je αk hledané minimum funkce ϕ.
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Rovnici ϕ′(αk) = 0, ze které jsme určili αk (a tedy také xk+1), lze ekvivalentně zapsat
ve tvaru

rTk (Axk+1 − b) = −rTk rk+1 = 0 ,

tj. xk+1 jsme určili tak, aby reziduum rk+1 bylo ortogonálńı k předchoźımu reziduu rk.
Všimněte si, že přibližné řešeńı xk+1 je minimem funkce ψ(x) = 1

2
‖x − x∗‖2A na po-

lopř́ımce xk + αrk, α ≥ 0. Protože rk = −∇ψ(xk), minimum xk+1 hledáme ve směru
největš́ıho spádu funkce ψ, což vysvětluje název metody.

Zobecněńım metody největš́ıho spádu je

Metoda ortogonálńı projekce, stručně FOM podle anglického
”
full ortogonalization

method“, viz např. [46], která poč́ıtá xm tak, aby

xm − x0 ∈ Km a rm ⊥ Km .

Přibližné řešeńı hledáme stejně jako v metodě GMRES ve tvaru

xm = x0 +Vmym , (2.42)

zvoĺıme v1 = β−1r0, kde β = ‖r0‖, v2,v3, . . . ,vm vypočteme algoritmem AGSM a ym

urč́ıme tak, aby

o = VT
mrm = VT

m(b−A(x0 +Vmym)) = VT
mr0 −VT

mAVmym = βe1 −Hmym .

Využili jsme toho, že VT
mr0 = VT

mβv1 = βe1, kde e1 je prvńı sloupec jednotkové matice
řádu m, a dále také vztahu (2.46). Vektor ym je proto řešeńım soustavy m lineárńıch
rovnic

Hmym = βe1 . (2.51)

Je-li hm,m+1 = 0, pak xm = x∗. Skutečně, pomoćı (2.42), (2.44) a (2.51) dostaneme

‖b−Axm‖ = ‖r0 −AVmym‖ = ‖r0 −VmHmym‖ = ‖r0 −Vmβe1‖ = 0.

Pro pozitivně definitńı matici A je rovnice VT
mrm = o ekvivalentńım vyjádřeńım toho,

že xm minimalizuje funkci ψ(x) = 1
2
‖x − x∗‖2A na množině x0 + Km nebo-li že ym mi-

nimalizuje funkci ϕ(y) = 1
2
‖x0 +Vmy − x∗‖A v Rm. Skutečně, ∇ϕ(y) = VT

m(Ax − b),
kde x = x0 + Vmy, ∇2ϕ(y) = VT

mAVm, takže pro minimum ym funkce ϕ(y) plat́ı
o = ∇ϕ(ym) = −VT

mrm.
FOM lze použ́ıt i v př́ıpadě, že matice A neńı pozitivně definitńı: ym zase urč́ıme

z (2.51), nep̊ujde však už o minimum funkce ψ(x).
Pro pozitivně definitńı matici A lze m-krokovou FOM metodu přeformulovat na jed-

nokrokovou metodu známou jako metoda sdružených gradient̊u. V následuj́ıćım textu
ukážeme, jak to lze provést. Předpokládejme tedy, že matice A je pozitivně definitńı.
Podle (2.46) je Hm symetrická, a protože je horńı Hessenbergova, je tř́ıdiagonálńı,

Hm =




α1 β2
β2 α2 β3

. . . . . . . . .
βm−1 αm−1 βm

βm αm



, (2.52)
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tj. hkk = αk, hk,k+1 = hk+1,k = βk. Pomoćı LU rozkladu dostaneme

Hm = LmUm =




1
λ2 1

. . . . . . . . .
λm−1 1

λm 1







η1 β2
η2 β3
. . . . . . . . .

ηm−1 βm
ηm



, (2.53)

kde

η1 = α1 ,

λk = βk/ηk−1 , ηk = αk − λkβk , k = 2, 3, . . . , m .
(2.54)

Z (2.42) a (2.51) – (2.53) plyne

xm = x0 +Vmym = x0 +VmH
−1
m (βe1) = x0 +VmU

−1
m L−1

m (βe1) .

Označ́ıme-li

Pm = VmU
−1
m a zm = L−1

m (βe1) , (2.55)

pak

xm = x0 +Pmzm . (2.56)

Z rovnice PmUm = Vm odvod́ıme pro sloupce pi matice Pm = (p1,p2, . . . ,pm) rekurzi

p1 = η−1
1 v1 ,

pk = η−1
k (vk − βkpk−1) , k = 2, 3, . . . , m .

(2.57)

Protože span{p1,p2, . . . ,pm} = span{v1,v2, . . . ,vm}, {pi}mi=1 je báze v Km(A, r0). Ozna-
č́ıme-li zm = (ζ1, ζ2, . . . , ζm)

T , pak z rovnice Lmzm = βe1 dostaneme

ζ1 = β ,

ζk = −λkζk−1 , k = 2, 3, . . . , m .
(2.58)

Ze vztah̊u (2.56) – (2.58) plyne, že pro výpočet xm máme rekurentńı předpis

xk = xk−1 + ζkpk , k = 1, 2, . . . , m . (2.59)

Vlastnosti formuĺı (2.57) – (2.59).

1. Reziduum rk lze zapsat ve tvaru

rk = σkvk+1, k = 0, 1, . . . , m− 1, (2.60)

kde σk je jisté č́ıslo. To však znamená, že rezidua {rk}m−1
k=0 jsou navzájem ortogonálńı

(nebot’ vektory {vk}mk=1 jsou ortonormálńı).
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D̊ukaz . Pro k = 0 je r0 = βv1, takže σ0 = β. Pro k > 0 pomoćı vztah̊u (2.42),
(2.44) a (2.51), v nichž za m dosad́ıme k, dostaneme

rk = b−Axk = b−A(x0 +Vkyk) = r0 −AVkyk =

= Vk(βe1)− (VkHk +wke
T
k )yk =

= Vk(βe1 −Hkyk)−wke
T
k yk = −wke

T
k yk .

Protože podle AGSM je wk = hk+1,kvk+1 = βk+1vk+1, odvodili jsme, že

rk = σkvk+1, kde σk = −βk+1e
T
k yk, k = 1, 2, . . . , m− 1. �

2. Vektory {pi}mi=1 jsou sdružené vzhledem k matici A, jinými slovy jsou A−ortogonál-
ńı, tj. plat́ı (pi,pj)A = 0 pro i 6= j. {pi}mi=1 je tedy A−ortogonálńı báze vKm(A, r0).

D̊ukaz . Pro m > 0 pomoćı (2.55), (2.46) a (2.53) zjist́ıme, že matice

PT
mAPm = U−T

m VT
mAVmU

−1
m = U−T

m HmU
−1
m = U−T

m Lm

je dolńı trojúhelńıková (U−1
m je horńı trojúhelńıková, takže U−T

m je dolńı trojúhel-
ńıková a U−T

m Lm je proto také dolńı trojúhelńıková), a protože je symetrická, muśı
být diagonálńı. Pro pi 6= o jsou diagonálńı prvky pT

i Api 6= o, nebot’ A je pozitivně
definitńı. �

Metoda sdružených gradient̊u. Vektory pk oč́ıslujeme od nuly, takže podle (2.59)

xk+1 = xk + ζk+1pk, k = 0, 1, . . . , m− 1. (2.61’)

Pomoćı (2.57) a (2.60) dostaneme

η1σ0p0 = r0, ηk+2σk+1pk+1 = rk+1 −
βk+2σk+1

ηk+1σk
ηk+1σkpk, k = 0, 1, . . . , m− 2.

Označ́ıme-li p̃k = ηk+1σkpk, β̃k = −βk+2σk+1/(ηk+1σk), k = 0, 1, . . . , m− 2, pak

p̃0 = r0, p̃k+1 = rk+1 + β̃kp̃k, k = 0, 1, . . . , m− 2. (2.62’)

Vektory {p̃k}m−1
k=0 jsou A−ortogonálńı. Dosad́ıme-li do (2.61’) pk = p̃k/(ηk+1σk), dosta-

neme

xk+1 = xk + αkp̃k, k = 0, 1, . . . , m− 1, (2.61”)

kde αk = ζk+1/(ηk+1σk). Jestliže p̃k označ́ıme zase jako pk a mı́sto β̃k ṕı̌seme βk, pak
z (2.61”) a (2.62’) dostaneme

x0 dané, xk+1 = xk + αkpk, k = 0, 1, . . . , m− 1, (2.61)

p0 = r0, pk+1 = rk+1 + βkpk, k = 0, 1, . . . , m− 1. (2.62)
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Následuje odvozeńı vzorc̊u pro výpočet koeficient̊u αk a βk, při kterém využijeme jen
vztahy (2.61), (2.62), ortogonalitu rezidúı {rk}mk=0 a A−ortogonalitu vektor̊u {pk}mk=0.
Z (2.61) dostaneme

rk+1 = rk − αkApk . (2.63)

Jestliže rezidua maj́ı být ortogonálńı, muśı platit (rk, rk − αkApk) = 0, takže

αk =
(rk, rk)

(Apk, rk)
.

Pomoćı (2.63) a A−ortogonality vektor̊u pk−1, pk dostaneme

(Apk, rk) = (Apk,pk − βk−1pk−1) = (Apk,pk) ,

takže koeficient

αk =
(rk, rk)

(pk,Apk)
. (2.64)

Jestliže využijeme A−ortogonalitu pk+1 a pk, tj. (rk+1 + βkpk,Apk) = 0, dostaneme

βk = −(rk+1,Apk)

(pk,Apk)
.

Tento vztah dále uprav́ıme pomoćı (2.63). Protože

Apk = −
1

αk
(rk+1 − rk) ,

plat́ı

βk =
1

αk

(rk+1, rk+1 − rk)

(Apk,pk)
=

(rk+1, rk+1)

(rk, rk)
. (2.65)

Vzorce (2.61) – (2.65) můžeme zapsat jako

Algoritmus CG (conjugate gradient)

1. zvoĺıme x0, ε

2. r0 := b−Ax0, p0 := r0
3. for k := 0, 1, . . . until konvergence do

4. αk := (rk, rk)/(Apk,pk)

5. xk+1 := xk + αkpk

6. rk+1 := rk − αkApk

7. βk := (rk+1, rk+1)/(rk, rk)

8. pk+1 := rk+1 + βkpk

9. end

K algoritmu CG připoj́ıme dvě poznámky.
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1. Metodu CG lze považovat za metodu minimalizačńı, aproximace xk je definivána
takto:

určit xk ∈ x0 +Kk(A, r0) splňuj́ıćı ‖xk − x∗‖A ≤ ‖x− x∗‖A ∀x ∈ x0 +Kk(A, r0).

Při teoreticky přesném prováděńı operaćı výpočet skonč́ı nalezeńım přesného řešeńı
xk = x∗ po nejvýše n kroćıch, tj. pro k ≤ n. Skutečně, metoda sdružených gradient̊u
je pro pozitivně definitńı matice ekvivalentńı s metodou ortogonálńı projekce, pro
kterou jsme toto tvrzeńı dokázali.

2. Pro chybu ek = xk − x∗ plat́ı, viz [46],

‖ek‖A ≤ 2

(√
κ2(A)− 1√
κ2(A) + 1

)k

‖e0‖A , (2.66)

kde κ2(A) je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice A, tj.

κ2(A) = ‖A‖2 · ‖A−1‖2 = λmax(A)/λmin(A),

přičemž λmax(A) resp. λmin(A) je největš́ı resp. nejmenš́ı vlastńı č́ıslo matice A.

Rychlost konvergence metody CG lze podstatně urychlit pomoćı techniky známé jako

Předpodmı́něńı. Mı́sto úlohy Ax = b řeš́ıme úlohu

P−1AP−TPTx = P−1b

tj. úlohu

Ãx̃ = b̃ , kde Ã = P−1AP−T , b̃ = P−1b , x̃ = PTx , (2.67)

přičemž matici P voĺıme tak, aby č́ıslo podmı́něnosti κ2(Ã) bylo pokud možno výrazně
menš́ı než č́ıslo podmı́něnosti κ2(A).

Algoritmus PCG (preconditioned conjugate gradient) dostaneme z algoritmu CG tak,
že v něm opatř́ıme všechny neskalárńı proměnné vlnkou a pak za vlnkované proměnné
podle (2.67) dosad́ıme Ã = P−1AP−T , b̃ = P−1b, x̃k = PTxk, r̃k = b̃ − Ãx̃k = P−1rk
a p̃k := PTpk. Pomoćı předpodmiňovaćı matice

M = PPT (2.68)

po úpravě dostaneme

Algoritmus PCG (preconditioned conjugate gradient)

1. zvoĺıme x0, ε

2. r0 := b−Ax0, z0 := M−1r0, p0 := z0
3. for k := 0, 1, . . . until konvergence do

4. αk := (rk, zk)/(Apk,pk)

5. xk+1 := xk + αkpk
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6. rk+1 := rk − αkApk

7. zk+1 := M−1rk+1

8. βk := (rk+1, zk+1)/(rk, zk)

9. pk+1 := zk+1 + βkpk

10. end

Vektory zk = M−1rk, k = 0, 1, . . . , źıskáme řešeńım rovnic Mzk = rk. Následuje přehled
základńıch vlastnost́ı PCG metody.

1. Vektory r0, r1, . . . , rk jsou navzájem M−1−ortogonálńı, tj. plat́ı

(ri,M
−1rj) = 0 pro i 6= j.

Vektory ri a rj jsou tedy sdružené vzhledem k matici M−1.

2. Vektory p0,p1, . . . ,pk jsou navzájem A−ortogonálńı, tj. plat́ı

(pi,Apj) = 0 pro i 6= j.

Vektory pi a pj jsou tedy sdružené vzhledem k matici A.

3. Metodu PCG lze považovat za metodu minimalizačńı: přibližné řešeńı xk minimali-
zuje ‖x− x∗‖A na množině x0 +Kk(K, z0), kde

K = M−1A, z0 = M−1r0 a Kk(K, z0) = span(z0,Kz0, . . . ,K
k−1z0) .

Při teoreticky přesném prováděńı operaćı výpočet skonč́ı nalezeńım přesného řešeńı
xk = x∗ po nejvýše n kroćıch, tj. pro k ≤ n.

4. Pro chybu ek = xk − x∗ plat́ı

‖ek‖A ≤ 2

(√
κ2(K)− 1√
κ2(K) + 1

)k

‖e0‖A ,

kde κ2(K) je spektrálńı č́ıslo podmı́něnosti matice K, tj.

κ2(K) = ‖K‖2 · ‖K−1‖2 = max
1≤i≤n

λi(K)/ min
1≤i≤n

λi(K) .

Vhodnou volbou předpodmiňovaćı maticeM lze č́ıslo podmı́něnosti maticeK zmen-
šit (vzhledem k č́ıslu podmı́něnosti nepředpodmı́něné matice K = A) a t́ım urychlit
konvergenci PCG metody oproti metodě CG.

5. V MATLABu je metoda PCG implementována jako funkce pcg.

Volba předpodmiňovaćı matice. V literatuře, viz např. [33], [30], [4], lze naj́ıt řadu
vhodných předpodmiňovaćıch matic. Jejich společným rysem jsou tyto vlastnosti:

a) M je pozitivně definitńı;
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b) M je dobrá aproximace A;

c) sestaveńı matice M nevyžaduje velký objem výpočt̊u;

d) řešeńı soustav rovnic Mzk = rk nevyžaduje velký objem výpočt̊u.

V daľśım si uvedeme tři možnosti, jak lze matici M vybrat.

1. Zvoĺıme-li M = D, kde D = diag{a11, a22, . . . , ann}, dostáváme zrychleńı Jacobiho
metody. Tato volba neńı př́ılǐs kvalitńı, nebot’ M neńı dostatečně dobrou aproximaćı
matice A.

2. Lepš́ı možnost představuje matice

M =
1

ω(2− ω)(D+ ωL)D−1(D+ ωL)T ,

kterou jsme poznali při popisu SSOR metody, viz (2.38). Řešeńı zk SLR Mzk = rk
dostaneme řešeńım dvou SLR

(D+ ωL)y = rk , (D+ ωL)Tzk = ω(2− ω)Dy

s dolńı trojúhelńıkovou matićı D+ ωL a horńı trojúhelńıkovou matićı (D+ ωL)T .

3. Voĺıme M = LLT , kde L je dolńı trojúhelńıková matice źıskaná tzv. neúplným
Choleského rozkladem matice A (takové metody se označuj́ı zkratkou IC podle an-
glického

”
incomplete Cholesky“). Algoritmus označovaný jako IC(0) (podle ang-

lického incomplete Cholesky with zero-fill) postupuje stejně jako standardńı Cho-
leského rozklad s t́ım rozd́ılem, že pro aij = 0 klademe ℓij = 0.

Algoritmus IC(0).

Postupně pro k = 1, 2, . . . , n vypočteme

ℓkk =

(
akk −

k−1∑

j=1

ℓ2kj

)1/2

,

ℓik =





1

ℓkk

(
aik −

k−1∑

j=1

ℓijℓkj

)
pro aik 6= 0,

0 pro aik = 0,

i = k + 1, k + 2, . . . , n .

Algoritmus IC(0) může zhavarovat, pokud akk −
∑k−1

j=1 ℓ
2
kj ≤ 0. Tato situace nena-

stane např́ıklad tehdy, když A je ryze diagonálně dominantńı nebo když mimodia-
gonálńı prvky A jsou nekladné, viz [33]. Ńıže uvedený algoritmus IC-MJ podle
Jenningse a Malika nezhavaruje pro žádnou pozitivně definitńı matici, viz [33].
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Algoritmus IC-MJ.

1. for k := 1 to n do dk := akk end

2. for k := 1 to n do

3. dk := dk −
∑k−1

j=1 ℓ
2
kj

4. for i := k + 1 to n do

5. ℓik := aik −
∑k−1

j=1 ℓijℓkj

6. if aik = 0

7. dk := dk + |ℓik|, di := di + |ℓik|, ℓik := 0

8. end

9. end

10. ℓkk :=
√
dk

11. for i := k + 1 to n do ℓik := ℓik/ℓkk end

12. end

Pokud v řádku 7 vypust́ıme př́ıkazy dk := dk + |ℓik|, di := di + |ℓik|, dostaneme
algoritmus IC(0). Řadu daľśıch algoritmů založených na principu neúplného Cho-
leského rozkladu lze naj́ıt v [33] a [46]. Řešeńı soustavy rovnic LLT zk = rk je snadné:
nejdř́ıve urč́ıme y jako řešeńı soustavy Ly = rk a pak vypočteme zk jako řešeńı sou-
stavy LT zk = y. V MATLABu je neúplný Choleského rozklad implementován jako
funkce ichol.
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3. Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Úlohu metody nejmenš́ıch čtverc̊u (stručně MNČ) lze formulovat velmi obecně, viz
[25]. Stručně takovou formulaci uvedeme.

Necht’ X je separabilńı Hilbert̊uv prostor s ortonormálńı báźı {ϕi}∞i=1, Xk je k-roz-
měrný podprostor s báźı {ϕi}ki=1 a f ∈ X je daný prvek. Úloha MNČ zńı:

určit s∗k ∈ Xk splňuj́ıćı: ‖f − s∗k‖ ≤ ‖f − s‖ ∀s ∈ Xk. (3.1)

Řešeńı s∗k je k−tý částečný součet Fourierovy řady prvku f vzhledem k systému {ϕi}∞i=1,

tj. s∗k =
∑k

i=1(f, ϕi)ϕi. Nav́ıc f = limk→∞ s∗k ≡
∑∞

i=1(f, ϕi)ϕi, viz [25], [62].

V této kapitole se zaměř́ıme na MNČ pro přibližné řešeńı soustav lineárńıch rovnic,
a to v př́ıpadech, kdy tyto soustavy řešeńı nemaj́ı, tj. když jde o tzv. přeurčené SLR, ale
také v př́ıpadech, kdy SLR maj́ı nekonečně mnoho řešeńı, tj. když jde o tzv. nedourčené
SLR. V kapitole 4.2 pak ukážeme použit́ı MNČ při aproximaci funkćı.

3.1. Formulace

Zabývejme se řešeńım soustavy m lineárńıch rovnic s n neznámými

Ax = b . (3.2)

Matice soustavy A je tedy typu (m,n), vektor b pravé strany je typu (m, 1) a vektor
řešeńı x je typu (n, 1). Necht’ A′ = (A,b) je rozš́ı̌rená matice soustavy a r = h(A) je
hodnost matice A. Pak z Frobeniovy věty plyne, že soustava lineárńıch rovnic má řešeńı,
právě když h(A) = h(A′). Je-li nav́ıc r = n, má SLR jediné řešeńı, zat́ımco v př́ıpadě
r < n existuje nekonečně mnoho řešeńı x∗

0 +N(A), kde x∗
0 je nějaké (partikulárńı) řešeńı

SLR (3.2) a

N(A) = {x ∈ R
n |Ax = o} (3.3)

je podprostor dimenze n− r známý jako jádro matice A.
Pokud h(A) < h(A′), SLR (3.2) řešeńı nemá. Můžeme však minimalizovat rozd́ıl mezi

levou a pravou stranou SLR, tedy minimalizovat nějakou normu rezidua r = b − Ax
jako funkci x. Zvoĺıme-li euklidovskou normu (tj. délku vektoru), dostaneme metodu nej-
menš́ıch čtverc̊u: za řešeńı považujeme vektor x∗, který minimalizuje součet čtverc̊u rozd́ıl̊u
navzájem si odpov́ıdaj́ıćıch složek na levé a pravé straně SLR. Abychom vyjádřili ztrátu
přesné rovnosti, budeme úlohu

”
řešit SLR (3.2) ve smyslu metody nejmenš́ıch čtverc̊u“

zapisovat ve tvaru

Ax ∼= b (3.4)

a budeme t́ım rozumět tento problém:

určit x∗ ∈ Rn splňuj́ıćı: ‖b−Ax∗‖ ≤ ‖b−Ax‖ ∀x ∈ Rn . (3.4’)

Řešeńı x∗ úlohy (3.4’) budeme nazývat řešeńım SLR (3.2) ve smyslu metody nejmenš́ıch
čtverc̊u, stručně MNČ řešeńım SLR (3.2). Všimněte si, že každé

”
klasické“ řešeńı SLR
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(3.2) je vždy také jej́ım MNČ řešeńım, tj. je řešeńım úlohy (3.4’). Opak obecně neplat́ı:
jestliže pro MNČ řešeńı x∗ je ‖b−Ax∗‖ > 0, pak nemůže platit Ax∗ = b.

Vektorové normy použité ve formulaci (3.4’), a všude dále v této kapitole, jsou eukli-
dovské, tj. ‖v‖ ≡ ‖v‖2 = (vTv)1/2. Také maticové normy, které budeme v této kapitole
použ́ıvat, jsou euklidovké, tj. ‖A‖ ≡ ‖A‖2 = maxx 6=o ‖Ax‖2/‖x‖2 .
Existence a jednoznačnost. V daľśım budeme použ́ıvat označeńı

R(A) = {y ∈ R
m |y = Ax, x ∈ R

n}

pro obor hodnot matice A. Jestliže span(v1,v2, . . . ,vr) = {
∑r

i=1 xivi | x1, x2, . . . , xr ∈ R}
je vektorový prostor generovaný vektory v1,v2, . . . ,vr, pak R(A) = span(a1, a2, . . . , an),
kde A = (a1, a2, . . . , an). Proto se také použ́ıvá zápis span(A) ≡ R(A) ≡ {Ax |x ∈ R

n}.
Ukážeme, že úloha

určit y∗ ∈ R(A) splňuj́ıćı: ‖b− y∗‖ ≤ ‖b− y‖ ∀y ∈ R(A) (3.5)

má jediné řešeńı. Všimněte si, že úloha (3.5) je speciálńım př́ıpadem obecné úlohy (3.1).

D̊ukaz . Necht’ r = h(A) je hodnost matice A a {vi}ri=1 je báze v R(A). Pak každý vektor
y ∈ R(A) lze zapsat ve tvaru y = Vx, kde V = (v1,v2, . . . ,vr) a x ∈ R

r. Ukážeme, že
funkce

ϕ(x) = ‖b−Vx‖2 = (b−Vx)T (b−Vx) = bTb− 2xTVTb+ xTVTVx

má jediné minimum. Spočteme gradient ∇ϕ(x) a Hessovu matici ∇2ϕ(x):

∇ϕ(x) = 2VTVx− 2VTb , ∇2ϕ(x) = 2VTV .

Protože matice VTV je pozitivně definitńı, má soustava rovnic

VTVx = VTb (3.6)

jediné řešeńı x∗
V = (VTV)−1VTb, které je minimem funkce ϕ(x) v R

r. Proto y∗ = Vx∗
V

je jediné minimum funkce f(y) = ‖b− y‖ na R(A). �

Řešeńı

y∗ = PAb, PA = V(VTV)−1VT ,

úlohy (3.5) je ortogonálńı projekce vektoru pravé strany b do prostoru R(A) generovaného
sloupci matice A. Skutečně, PAb ∈ R(A) a přitom vektor r∗ = b−PAb je kolmý k R(A):

VTr∗ = VT (b−V(VTV)−1VTb) = o.

Jen jako zaj́ımavost si uved’me, že když báze {vi}ri=1 je ortonormálńı, pak VTV = I,
takže pro y∗ = V(VTV)−1VTb = VVTb =

∑r
i=1(b,vi)vi dostáváme vyjádřeńı ve stej-

ném tvaru, jaký jsme uvedli pro řešeńı obecného problému (3.1)
Z (3.5) plyne

argmin
x∈Rn

‖b−Ax‖ = {x |Ax = y∗}.
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Odtud a z (3.4’) plyne, že x∗ je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic

Ax = PAb . (3.7)

Protože PAb ∈ R(A), soustava (3.7) má vždy řešeńı.
Jestliže jsou sloupce matice A lineárně nezávislé (ř́ıkáme také, že matice A má plnou

sloupcovou hodnost), soustava (3.7) má jediné řešeńı. Můžeme ho určit z rovnic (3.6) pro
V = A. Soustava rovnic

ATAx = ATb (3.6’)

se nazývá normálńı soustava rovnic. Jej́ı řešeńı x∗ = (ATA)−1ATb.
Pokud má matice A jen r = h(A) < n lineárně nezávislých sloupc̊u (ř́ıkáme také, že

matice A má neúplnou sloupcovou hodnost), má soustava (3.7) nekonečně mnoho řešeńı.
Je-li x∗

0 jedno (partikulárńı) řešeńı této soustavy, pak všechna řešeńı x∗ = x∗
0 + N(A).

Reziduum r∗ = b−Ax∗ = b−PAb je však pro všechna řešeńı x∗ stejné.

Shrnut́ı. Řešeńı x∗ soustavy lineárńıch rovnic Ax = b metodou nejmenš́ıch čtverc̊u vždy
existuje. Necht’ r = h(A) je hodnost matice A a n je počet jej́ıch sloupc̊u. Pro r = n
existuje jediné řešeńı, zat́ımco v př́ıpadě r < n existuje nekonečně mnoho řešeńı, všechna
se stejným reziduem.

Podmı́něnost. Při řešeńı soustav lineárńıch rovnic s regulárńı matićı jsme podmı́něnost
měřili pomoćı č́ısla podmı́něnosti definovaného předpisem κ(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖. V me-
todě nejmenš́ıch čtverc̊u pracujeme s obdélńıkovou matićı a pro tu neńı matice inverzńı
definována. Pro každou matici A však existuje jednoznačně určená pseudoinverzńı matice
označovaná jako A+, která se v mnoha ohledech chová podobně jako matice inverzńı.
Obecnou definici uvedeme později, viz kapitola 3.3, prozat́ım vystač́ıme s konstatováńım,
že pro obdélńıkovou matici s lineárně nezávislými sloupci A+ = (ATA)−1AT , speciálně
pro regulárńı matici A+ = A−1.

Nyńı již můžeme definovat č́ıslo podmı́něnosti κ(A) matice A s lineárně nezávislými
sloupci předpisem

κ(A) = ‖A‖ · ‖A+‖ .

Má-li matice A neúplnou sloupcovou hodnost, klademe κ(A) = ∞. Č́ıslo podmı́něnosti
je tedy měř́ıtkem bĺızkosti matice ke ztrátě (zde sloupcové) hodnosti (anglicky

”
rank

deficiency“), v́ıce viz kapitola 3.3.
Při posouzeńı podmı́něnosti úlohy

”
naj́ıt řešeńı soustavy lineárńıch rovnic ve smyslu

metody nejmenš́ıch čtverc̊u“ se omeźıme na př́ıpad přeurčené soustavy s úplnou sloupco-
vou hodnost́ı, tj. m > n = h(A). V tom př́ıpadě z normálńıch rovnic AT (Ax − b) = o
plyne (Ax)T (b−Ax) = (PAb)

T (b−PAb) = 0, takže pro úhel θ vektor̊u b a PAb plat́ı

| cos θ| = |(PAb,b)|
‖PAb‖ · ‖b‖

=
|(PAb,b− (b−PAb))|

‖PAb‖ · ‖b‖
=
‖PAb‖
‖b‖ .

Pro jednoduchost se omeźıme na malou změnu ∆b pravé strany a jej́ı vliv na změnu
∆x řešeńı normálńıch rovnic, tj. zabývejme se úlohou

ATA(x+∆x) = AT (b+∆b) .
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Protože ATAx = ATb, máme ATA∆x = AT∆b, takže ∆x = (ATA)−1AT∆b = A+∆b,
a tedy

‖∆x‖ ≤ ‖A+‖ · ‖∆b‖ .

Poděĺıme-li obě strany ‖x‖, dostaneme

‖∆x‖
‖x‖ ≤ ‖A

+‖‖∆b‖
‖x‖ = κ(A)

‖b‖
‖A‖ · ‖x‖

‖∆b‖
‖b‖ ≤ κ(A)

‖b‖
‖PAb‖

‖∆b‖
‖b‖ =

κ(A)

| cos θ|
‖∆b‖
‖b‖ .

Č́ıslo podmı́něnosti úlohy Ax ∼= b vyvolané změnou pravé strany záviśı nejen na κ(A),
ale také na úhlu θ mezi vektorem b a jeho ortogonálńı projekćı PAb do R(A). Č́ıslo
podmı́něnosti je přibližně rovno κ(A), když je reziduum r = b − PAb malé, tj. když
cos θ ≈ 1, avšak č́ıslo podmı́něnosti může být libovolně horš́ı než κ(A), když je reziduum
velké, tj. když cos θ ≈ 0.

Změńıme-li matici soustavy A o ∆A, tj. když řeš́ıme normálńı rovnice

(A+∆A)T (A+∆A)(x+∆x) = (A+∆A)Tb ,

pak lze pro malé ∆A odvodit
”
přibližnou nerovnost“

‖∆x‖
‖x‖ . [κ2(A)|tg θ|+ κ(A)]

‖∆A‖
‖A‖ ,

viz [21]. Tady je závislost na úhlu θ ještě výrazněǰśı: zat́ımco pro malé reziduum je
podmı́něnost přibližně κ(A), pro velké reziduum je podstatně větš́ı, přibližně κ2(A)|tg θ|.
Shrnut́ı. Ukázali jsme, že podmı́něnost úlohy

”
naj́ıt řešeńı přeurčené soustavy rovnic

Ax = bmetodou nejmenš́ıch čtverc̊u“ záviśı jak na č́ısle podmı́něnosti κ(A) maticeA, tak
na úhlu θ, který sv́ırá vektor b se svou ortogonálńı projekćı PAb do R(A): podmı́něnost
je t́ım horš́ı, č́ım je κ(A) a |tg(θ)| větš́ı.

3.2. Použit́ı QR transformace

Minimalizace normy rezidua založená na řešeńı normálńıch rovnic má jeden velký
nedostatek: č́ıslo podmı́něnosti matice ATA je kvadrátem č́ısla podmı́něnosti matice A
(viz (3.15) v kapitole 3.3), tj. pro velké κ(A) je řešeńı normálńıch rovnic špatně podmı́něný
problém. Proto se běžně použ́ıvá jiný postup, založený na tzv. QR transformaci. Ten si
nyńı poṕı̌seme.

Matici A typu (m,n) lze vyjádřit ve tvaru součinu ortonormálńı matice Q řádu m
a horńı trojúhelńıkové matice R typu (m,n), tj. A = QR. Připomeňme, že ortonormálńı
matice je regulárńı a plat́ı pro ni QTQ = QQT = I, kde I je jednotková matice. Horńı
trojúhelńıkovou matićı se pak rozumı́ matice s nulovými prvky pod hlavńı diagonálou, tj.
pro R = {rij} je rij = 0 když i > j. Vyjádřeńı A = QR se nazývá QR rozklad matice A
a konstrukce QR rozkladu se nazývá QR transformace nebo také QR algoritmus.

Konkrétńım QR algoritmům je věnována kapitola 3.4. Předpokládejme tedy, že matice
Q a R máme k dispozici. Protože

‖r‖2 = rT r = rTQQT r = [QT r]TQT r = ‖QT r‖2 ,
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je minimalizace ‖r‖ ekvivalentńı minimalizaci ‖QT r‖. Úpravou obdrž́ıme

‖QT r‖ = ‖QT (b−Ax)‖ = ‖QT (b−QRx)‖ = ‖Rx−QTb‖ .

Označme

R =

(
R1

R2

)
, d = QTb =

(
d1

d2

)
, (3.8)

kde R1 je čtvercová matice řádu n , R2 je nulová matice typu (m−n, n), d1 je sloupcový
vektor typu (n, 1) a d2 je sloupcový vektor typu (m− n, 1). Pak

‖QT r‖ =
∥∥∥∥
R1x− d1

R2x− d2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
R1x− d1

−d2

∥∥∥∥

nabývá minima pro x∗ splňuj́ıćı

R1x
∗ = d1 . (3.9)

Přitom

min ‖r‖ = min ‖QT r‖ = ‖d2‖. (3.10)

Jestliže matice A má plnou sloupcovou hodnost, tj. h(A) = n, pak matice R1 je regulárńı
a rovnice (3.9) má jediné řešeńı. Je-li d2 = o, je x∗ klasické řešeńı, tj. Ax∗ = b.

Ve zbytku této kapitoly prozkoumáne př́ıpad, kdy matice A nemá plnou sloupco-
vou hodnost. Necht’ tedy r = h(A) < n je počet lineárně nezávislých sloupc̊u matice
A. Jejich přeskládáńım lze jistě doćılit toho, aby lineárně nezávislých bylo prvńıch r
sloupc̊u. Necht’ je tedy P permutačńı matice taková, že matice AP má prvńıch r sloupc̊u
lineárně nezávislých, a necht’AP = QR jeQR rozklad maticeAP. Několik QR algoritmů,
které kromě matic Q a R dodaj́ı také permutačńı matici P, je uvedeno v kapitole 3.4.
Předpokládejme proto, že matice Q, R a P s vlastnost́ı AP = QR už máme k dispozici.

Protože permutačńı matice je ortonormálńı, podobně jako dř́ıve odvod́ıme

‖QT r‖ = ‖QT (b−APPTx)‖ = ‖QT (b−QRPTx)‖ = ‖RPTx−QTb‖ .

MaticiR a vektor d = QTb opět vyjádř́ıme ve tvaru (3.8), kde však nyńıR1 je obdélńıková
matice typu (r, n) hodnosti r, R2 je nulová matice typu (m−r, n), d1 je sloupcový vektor
typu (r, 1) a d2 je sloupcový vektor typu (m− r, 1). Optimálńı řešeńı x∗ dostaneme tak,
že mı́sto rovnice (3.9) vyřeš́ıme rovnici

R1P
Tx∗ = d1 .

Pro př́ıslušné minimálńı reziduum opět plat́ı (3.10).
Označ́ıme-li u∗ = PTx∗, stač́ı určit u∗ jako řešeńı rovnice

R1u
∗ = d1 (3.9’)
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a položit x∗ = Pu∗. Zaved’me si označeńı

R1 = (S,T), u =

(
y
z

)
,

kde S je regulárńı matice řádu r (s nulovými prvky pod hlavńı diagonálou), T je matice
typu (r, n− r), y je sloupcový vektor typu (r, 1) a z je sloupcový vektor typu (n − r, 1).
Každé řešeńı rovnice (3.9’), tj. rovnice

Sy +Tz = d1 ,

dostaneme tak, že zvoĺıme z a dopoč́ıtáme y = S−1d1 − S−1Tz.
Zvoĺıme-li z = o, dostaneme řešeńı

u∗ =

(
S−1d1

o

)
, x∗ = Pu∗,

které má nejvýše r nenulových prvk̊u. Toto řešeńı bývá označováno jako základńı řešeńı
(v angličtině

”
basic solution“). V MATLABu dostaneme základńı řešeńı, když použijeme

př́ıkaz x=A\b.
Jinou konkrétńı volbou je řešeńı u∗, které má minimálńı euklidovskou normu ‖u∗‖

(anglicky
”
minimum-norm solution“). V tom př́ıpadě má také x∗ = Pu∗ minimálńı normu,

nebot’ permutačńı matice P je ortonormálńı, a proto ‖Pu∗‖ = ‖u∗‖. Ukažme si, jak
můžeme řešeńı s minimálńı euklidovskou normou určit. Využijeme toho, že u je rezidum
přeurčené soustavy n rovnic

(
S−1T
−I

)
z =

(
S−1d1

o

)
, (3.11)

kde I je jednotková matice řádu n − r a o je nulový vektor typu (n − r, 1). Protože
sloupce matice soustavy (3.11) jsou lineárně nezávislé, existuje jediné řešeńı z∗ minima-
lizuj́ıćı euklidovskou normu rezidua u soustavy rovnic (3.11). z∗ urč́ıme opět metodou
nejmenš́ıch čtverc̊u. Polož́ıme-li pak y∗ = S−1d1 − S−1Tz∗, je

u∗ =

(
y∗

z∗

)
a x∗ = Pu∗

hledané řešeńı soustavy rovnic Ax = b s minimálńı euklidovskou normou.

3.3. Použit́ı singulárńıho rozkladu

Řešeńı x∗ soustavy lineárńıch rovnic Ax ∼= b metodou nejmenš́ıch čtverc̊u s minimálńı
euklidovskou normou lze zapsat ve tvaru x∗ = A+b, kde A+ je tzv. pseudoinverze ma-
tice A. V následuj́ıćım textu nejdř́ıve zavedeme pojem singulárńıho rozkladu matice a po-
moćı něj budeme definovat pseudoinverzńı matici.

Singulárńı rozklad matice. Každou matici A typu (m,n) lze vyjádřit ve tvaru

A = UΣVT ,
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kde U = (u1,u2, . . . ,um) je ortonormálńı matice řádu m, V = (v1,v2, . . . ,vn) ortonor-
málńı matice řádu n a Σ je diagonálńı matice typu (m,n),

Σ ≡ diag(σ1, σ2, . . . , σp) , p = min(m,n) ,

a

σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0, σr+1 = σr+2 = · · · = σp = 0,

kde h(A) = r je hodnost matice A, viz např. [55].
Vyjádřeńı A = UΣVT se nazývá singulárńı rozklad matice A, σi jsou singulárńı č́ısla

a ui resp. vi jsou i−tý levý singulárńı vektor resp. i−tý pravý singulárńı vektor,

uT
i A = σiv

T
i , Avi = σiui , i = 1, 2, . . . , p.

Singulárńı č́ısla jsou určena jednoznačně, viz [11]. Singulárńı vektory jednoznačně určeny
nejsou, jak plyne z vyjádřeńı A =

∑p
i=1 σiuiv

T
i . Singulárńı rozklad má řadu významných

aplikaćı, z nichž si některé ted’ uvedeme.

Vlastńı č́ısla a vektory. Protože

AATU = UΣΣT , ATAV = VΣTΣ ,

znamená to, že matice AAT i ATA maj́ı vlastńı č́ısla σ2
i , i = 1, 2, . . . , p, zbývaj́ıćı vlastńı

č́ısla těchto matic jsou rovna nule. K vlastńımu č́ıslu σ2
i př́ısluš́ı vlastńı vektor ui matice

AAT a vlastńı vektor vi matice ATA.
Necht’ λ je vlastńı č́ıslo a x je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor symetrické maticeA, ‖x‖ = 1.

Pak lze ukázat, že λ je reálné č́ıslo, |λ| = σ je singulárńı č́ıslo, pro λ > 0 je x = u = v
nebo x = −u = −v, pro λ < 0 je x = u = −v nebo x = −u = v. Je-li A pozitivně
definitńı matice, pak λ = σ a x = u = v.

Spektrálńı maticová norma je rovna největš́ımu singulárńımu č́ıslu matice,

‖A‖2 = σmax(A) ≡ σ1 . (3.12)

Skutečně,

sup
‖x‖6=o

‖Ax‖
‖x‖ = sup

‖x‖6=o

‖ΣVTx‖
‖x‖ = sup

‖y‖6=o

‖Σy‖
‖Vy‖ = sup

‖y‖6=o

‖Σy‖
‖y‖ = σ1 .

Protože σ2
1 je největš́ı vlastńı č́ıslo matice ATA, plat́ı také

‖A‖2 =
√
λmax(ATA). (3.13)

Nejlepš́ı aproximace matićı nižš́ı hodnosti. Necht’

Aq =

q∑

i=1

σiuiv
T
i , q ≤ r.
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V [30] je dokázáno, že Aq má hodnost q a je nejlepš́ı aproximaćı A mezi všemi maticemi
hodnosti q v následuj́ıćım smyslu:

min
h(B)=q

‖A−B‖2 = ‖A−Aq‖2 = σq+1 pro q < r.

Nejmenš́ı nenulové singulárńı č́ıslo σr lze proto považovat za kvantitativńı vyjádřeńı ztráty
hodnosti (v angličtině

”
rank deficiency“): σr je vzdálenost matice A od

”
nejbližš́ı matice

nižš́ı hodnosti“. Je-li A regulárńı řádu n, pak σn vyjadřuje vzdálenost od
”
nejbližš́ı sin-

gulárńı matice“, tj. σr je měř́ıtkem ztráty regularity.
Hodnost maticeA v MATLABu dostaneme pomoćı funkce rank(A) jako počet nenulo-

vých singulárńıch č́ısel matice A.

Jádro a obor hodnot matice. Snadno se ověř́ı, že obor hodnot R(A) = {Ax |x ∈ R
n}

a jádro N(A) = {x ∈ R
n |Ax = o}, jsou určeny takto:

R(A) = span(u1, . . . ,ur) , N(A) = span(vr+1, . . . ,vn) .

V MATLABu dostaneme singulárńı rozklad matice A pomoćı př́ıkazu [U,S,V]=svd(A).
Funkce svd je základem daľśıch funkćı orth a null pro výpočet ortonormálńı báze v R(A)
a v N(A).

Pseudoinverzńı matice je definována předpisem

A+ = VΣ+UT , kde Σ+ = diag(σ−1
1 , . . . , σ−1

r , 0, . . . , 0) .

Pro h(A) = n je A+ = (ATA)−1AT . Skutečně, protože

ATA = VΣTΣVT = Vdiag(σ2
1, . . . , σ

2
n)V

T

je regulárńı,

(ATA)−1AT = Vdiag(σ−2
1 , . . . , σ−2

n )VTVdiag(σ1, . . . , σn)U
T = A+ .

Je-li A regulárńı, pak zřejmě A+ = A−1.
Snadno se ověř́ı, že A+A = In×n pro h(A) = n a AA+ = Im×m pro h(A) = m.
Pseudoinverzńı matice A+ se často definuje jako jediná matice X typu (n,m), která

splňuje čtyři Moorovy-Penrousovy podmı́nky

(i) AXA = A (iii) (AX)T = AX

(ii) XAX = X (iv) (XA)T = XA

viz např. [30].

Čı́slo podmı́něnosti matice. Č́ıslo podmı́něnosti κ2(A) matice A (v daľśım stručně
označované jako κ(A)) definujeme jako pod́ıl největš́ıho a nejmenš́ıho singulárńıho č́ısla
matice A,

κ(A) = σmax(A)/σmin(A) .
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Má-li matice A plnou sloupcovou hodnost, tj. když h(A) = n, pak

κ(A) = ‖A‖ · ‖A+‖ , (3.14)

jak jsme uvedli v kapitole 3.1. Když má matice A neúplnou sloupcovou hodnost, tj. když
h(A) < n, pak σmin(A) = 0, takže κ(A) =∞.

V kapitole 3.2 jsme také uvedli, že

κ(ATA) = κ2(A) . (3.15)

To je ale př́ımý d̊usledek toho, že singulárńı č́ısla matice ATA jsou kvadráty singulárńıch
č́ısel matice A.

Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic s minimálńı euklidovskou normou. Pomoćı
singulárńıho rozkladu dostaneme

‖r‖2 =‖UT r‖2 = ‖UT (b−Ax)‖2 = ‖UT (b−UΣVTx)‖2 = ‖ΣVTx−UTb‖2 =

=

r∑

i=1

(σiαi − uT
i b)

2 +

m∑

i=r+1

(uT
i b)

2 ,

kde α = VTx. Minimálńı reziduum dostaneme, když α∗
i = uT

i b/σi pro i = 1, 2, . . . , r.
Jestliže zvoĺıme α∗

i = 0 pro i = r+1, r+2, . . . , n, pak také euklidovská norma ‖x∗‖ = ‖α∗‖
MNČ řešeńı x∗ je minimálńı. Přitom

x∗ =
r∑

i=1

α∗
ivi =

r∑

i=1

uT
i b/σivi = VΣ+UTb = A+b .

Existuj́ı spolehlivé stabilńı algoritmy pro výpočet singulárńıho rozkladu, viz např. [30],
a jejich kvalitńı implementace. V MATLABu vypočteme singulárńı rozklad pomoćı funkce
pinv, př́ıkaz x=pinv(A)*b dodá MNČ řešeńı s minimálńı euklidovskou normou.

3.4. QR algoritmy

Úvodem připomeňme, že QR rozklad neńı jednoznačný. Skutečně, necht’ A = QR, kde
Q je ortonormálńı a R je horńı trojúhelńıková. Necht’ D je diagonálńı matice, která má na
diagonále jedničky nebo mı́nus jedničky. Pak A = QR = QDDR = Q̄R̄, kde Q̄ = QD
je ortonormálńı a D̄ = DR je horńı trojúhelńıková.

V této kapitole uvedeme tři často použ́ıvané QR algoritmy založené na

• Householderových reflex́ıch

• Givensových rovinných rotaćıch

• Gramově−Schmidtově ortogonalizaci
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Obecně nejlepš́ı je Householder̊uv algoritmus, který proto rozeb́ıráme poměrně po-
drobně. Zbývaj́ıćı dva algoritmy jsou pro některé typy matic také velmi užitečné. Uvád́ıme
je mimo jiné proto, že Givensovy matice rovinných rotaćı i Gramův−Schmid̊uv ortonorma-
lizačńı proces jsou významné nástroje numerické matematiky, které nacházej́ı uplatněńı
nejen v metodě nejmenš́ıch čtverc̊u.

3.4.1. Householder̊uv QR algoritmus

je založen na použit́ı Householderových reflektor̊u, což jsou matice tvaru

H = I− 2wwT , (3.16)

kde w je vektor jednotkové délky, tj. ‖w‖ = 1. Protože H2 = I, je H = H−1 = HT , takže
H ortonormálńı.

Geometricky je Hx zrcadlový obraz x vzhledem k nadrovině span(w)⊥ kolmé k w. To
je zřejmé z toho, že ortogonálńı projekce vektor̊u x a Hx do nadroviny span(w)⊥ jsou
totožné: ortogonálńı projekce P(x) = x− (wTx)w a ortogonálńı projekce

P(Hx) = (I− 2wwT )x− (wT (I− 2wwT )x)w = x− 2(wTx)w + (wTx)w = P(x).

Pro daný vektor x 6= o se vektor w Householderovy transformace (3.16) zvoĺı tak, aby

Hx = αe1 ,

kde α je skalár a e1 je prvńı sloupec jednotkové matice. Transformace Hx tedy anu-
luje všechny složky x s výjimkou prvé. V tom je podstata Householderovy transformace!
Z rovnice (I− 2wwT )x = αe1 plyne

(2wTx)w = x− αe1 .

To ale znamená, že w je násobkem vektoru x− αe1, takže

w = ± x− αe1
‖x− αe1‖

.

Protože H je ortonormálńı, |α| = ‖Hx‖ = ‖x‖, tj. α = ±‖x‖. Abychom se vyhnuli tomu,
že vektor x− αe1 bude malý, zvoĺıme α = −sign(x1)‖x‖ a

w =
x+ βe1
‖x+ βe1‖

, kde β = −α = sign(x1)‖x‖ .

Všimněte si, že když chceme vypoč́ıtat Hx, nemuśıme matici H v̊ubec sestavovat, nebot’

Hx = (I− 2wwT )x = x− λw , kde λ = 2wTx .

Věnujme se nyńı už popisu vlastńıho Householderova QR algoritmu. V prvńım kroku
anulujeme poddiagonálńı prvky prvńıho sloupce a1 = (a11, a21, . . . , am1)

T matice A. Po-
kud a21 = a31 = · · · = am1 = 0, polož́ıme H1 = I, A1 = H1A = A a prvńı krok je hotov.
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Je-li však alespoň jeden z prvk̊u a21, a31, . . . , am1 nenulový, anulujeme poddiagonálńı prvky
prvńıho sloupce matice A pomoćı Householderovy matice

H1 = I− 2w1w
T
1 , kde w1 =

a1 + β1e1
‖a1 + β1e1‖

, β1 = sign(a11)‖a1‖ .

Pak v matici A1 = H1A je a
(1)
11 = −β1 a zbývaj́ıćı prvky prvńıho sloupce jsou nulové.

Předpokládejme, že matice A byla transformována v k − 1 kroćıch na tvar

Ak−1 = Hk−1Hk−2 · · ·H1A =




a
(k−1)
11 a

(k−1)
12 a

(k−1)
13 · · · · · · · · · a1n

0 a
(k−1)
22 a

(k−1)
23 · · · · · · · · · a

(k−1)
2n

0 0 a
(k−1)
33 · · · · · · · · · a

(k−1)
3n

...
...

...
. . . · · · · · · · · ·

0 0 0 · · · a
(k−1)
kk · · · a

(k−1)
kn

0 0 0 · · · a
(k−1)
k+1,k · · · a

(k−1)
k+1,n

...
...

...
... · · · · · · ...

0 0 0 · · · a
(k−1)
mk · · · a

(k−1)
mn




.

Tato matice je horńı trojúhelńıková až do sloupce k− 1. V k−tém kroku transformujeme
matici Ak−1 na matici

Ak = HkAk−1

tak, aby Ak měla měla nulové poddiagonálńı prvky v prvńıch k sloupćıch. Pokud Ak−1

už v k-tém sloupci pod diagonálou samé nuly má, polož́ıme Hk = I a k−tý krok je hotov.
Je-li však některý z prvk̊u ak+1,k, ak+2,k, . . . , am,k nenulový, zvoĺıme za Hk Householderovu
matici

Hk = I− 2wkw
T
k ,

v němž

wk =
zk
‖zk‖

(3.17)

a složky vektoru zk jsou

z
(k)
i =





0 pro i < k,

a
(k−1)
kk + βk pro i = k,

a
(k−1)
ik pro i > k,

βk = sign
(
a
(k−1)
kk

)( m∑

i=k

[
a
(k−1)
ik

]2
)1/2

. (3.18)

Neńı obt́ıžné prověřit, že matice Ak−1 a Ak maj́ı prvńıch k− 1 řádk̊u a sloupc̊u stejných.
Nuly pod diagonálou v prvńıch k−1 sloupćıch tedy z̊ustávaj́ı zachovány. V k−tém sloupci
matice Ak dostaneme na diagonále −βk a pod diagonálou samé nuly.

Necht’ q = min(m− 1, n). Pak po provedeńı q krok̊u dostaneme horńı trojúhelńıkovou
matici

R = HqHq−1 · · ·H1A ≡ HA , kde H = HqHq−1 · · ·H1 ,
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a odtud

A = QR , kde Q = HT = H1H2 · · ·Hq .

Matici H můžeme poč́ıtat tak, že polož́ıme H = I a v k-tém kroku provedeme H := HkH.
Jestliže má matice A plnou hodnost, tj. když h(A) ≡ r = p, kde p = min(m,n), pak také
h(R) = p a matice R má na hlavńı diagonále nenulové prvky. Jestliže však A plnou
hodnost nemá, tj. když r < p, pak také h(R) = r, a to znamená, že na hlavńı diagonále
matice R jsou i nulové prvky. Vhodným přeuspořádáńım sloupc̊u matice A lze doćılit
toho, že diagonálńı prvky rii, i = 1, 2, . . . , r, budou nenulové, a že řádky r+1, r+2, . . . , m
matice R budou nulové.

Pivotováńı po sloupćıch. Začneme t́ım, že si připrav́ıme permutačńı matici P = I,
kde I je jednotková matice řádu n, do ńıž budeme zaznamenávat provedená prohozeńı
sloupc̊u. V k−tém kroku pak urč́ıme index s pivotńıho sloupce tak, že

γs = max
k≤j≤n

γj , kde γj =
m∑

i=k

a2ij . (3.19)

Jestliže γs = 0, je h(A) = k−1 a QR algoritmus konč́ı. Pokud ale γs > 0, prohod́ıme k−tý
a s−tý sloupec matic Ak−1 a P a teprve pak provedeme Householderovu transformaci.
Tak nakonec dostaneme

AP = QR . (3.20)

Č́ısla γj se nemusej́ı poč́ıtat v každém kroku znovu, využijeme-li vlastnost:

pokud Qv =

(
α
w

)
, pak ‖w‖2 = ‖v‖2 − α2 ,

která plat́ı pro každou ortonormálńı matici Q. Nyńı již můžeme uvést

Algoritmus HQR (Householder QR)

1. H := I, p := (1, 2, . . . , n)T , p := min(m,n), r := p

2. for j := 1, 2, . . . , n do γj :=
∑m

i=1 a
2
ij end

3. for k := 1, 2, . . . , p do

4. urč́ıme s a γs tak, že γs = maxk≤j≤n γj
5. if γs = 0, r := k − 1, goto 13, end

6. if s 6= k, prohod́ıme γk ⇆ γs, ak ⇆ as a pk ⇆ ps, end

7. if k = m goto 13

8. vypočteme wk[k:m] podle (3.17) – (3.18)

9. A[k:m,k:n] := A[k:m,k:n] − 2wk[k:m](w
T
k[k:m]A[k:m,k:n])

10. H[k:m,1:m] := H[k:m,1:m] − 2wk[k:m](w
T
k[k:m]H[k:m,1:m])

11. for j := k + 1, k + 2, . . . , n do γj := γj − a2kj end
12. end

13. R := A, Q := HT , P := (ep1, ep2, . . . , epn)

K algoritmu HQR připoj́ıme několik poznámek.
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1. V řádku 1 je I jednotková matice řádu m.

2. Označili jsme A = (a1, a2, . . . , an).

3. A[k:m,k:n] je submatice A tvořená řádky k, k + 1, . . . , m a sloupci k, k + 1, . . . , n,
podobně H[k:m,1:m] resp. wk[k:m] je submatice H resp. subvektor wk.

4. V řádku 8 při výpočtu wk využijeme v (3.18) toho, že βk = sign(akk)γ
1/2
k .

5. V řádku 13 epj je pj−tý sloupec jednotkové matice řádu n.

6. r = h(A) je hodnost matice A.

Redukovaný Householder̊uv QR rozklad. Necht’ n < m,Q1 je matice tvořená prvńımi
n sloupci matice Q a R1 je čtvercová matice tvořená prvńımi n řádky matice R, pak

AP = Q1R1 . (3.21)

Rozklad (3.21) bývá v anglicky psané literatuře označován jako
”
economy size QR de-

composition“, tj. ekonomický (tedy úsporný, redukovaný) QR rozklad. Toto pojmenováńı
se použ́ıvá také třeba v MATLABu: př́ıkazem [Q,R,P]=qr(A) dostaneme úplný rozklad
(3.20), zat́ımco př́ıkazem [Q1,R1,P]=qr(A,0) dostaneme redukovaný rozklad (3.21).

HQRe algoritmus (Householder QR economy)

dostaneme z HQR algoritmu náhradou řádk̊u 1, 10 a 13,

1. p := (1, 2, . . . , n)T , p := n, r := n

10. qk := ek, for j := k, k − 1, . . . , 1 do qk[j:m] := qk[j:m] − (2wT
j[j:m]qk[j:m])wj[j:m] end

13. R1 je prvńıch n řádk̊u matice A, Q1 = (q1,q2, . . . ,qn)

přičemž ek je k−tý sloupec jednotkové matice řádu m. Rozd́ıl oproti algoritmu HQR
spoč́ıvá v tom, že v modifikovaném řádku 10 vytvář́ıme k−tý sloupec qk matice Q1. Ge-
neruj́ı se tedy jen ty ortonormálńı vektory, které jsou v Q1! Abychom pochopili řádek 10,
muśıme si uvědomit, že

HnHn−1 · · ·H1AP = (e1, e2, . . . , en)R1,

kde ej, j = 1, 2, . . . , n, je j−tý sloupec jednotkové matice řádu m, takže

AP = H1H2 · · ·Hn(e1, e2, . . . , en)R1 ≡ Q1R1,

a že přitom

H1H2 · · ·Hnek = H1H2 · · ·Hkek , k = 1, 2, . . . , n.

K výpočtu qk podle řádku 10 potřebujeme mı́t k dispozici vektory wj[j:m], j = 1, 2, . . . , k.
K úschově wj[j+1:m] lze využ́ıt poddiagonálńı pozice matice A, v nichž by jinak byly nuly,
wj[j:j] je třeba uložit zvlášt’.
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Pokud QR algoritmus použ́ıváme jen k nalezeńı MNČ řešeńı SLR, v algoritmu HQR
změńıme řádky 1,10 a 13,

1. d := b, p := (1, 2, . . . , n)T , p := min(m,n), r := p

10. d[k:m] := d[k:m] − (2wT
k[k:m]d[k:m])wk[k:m]

13. R1 := A[1:r,1:n], d1 := d[1:r], P := (ep1, ep2, . . . , epn)

a MNČ řešeńı soustavy Ax = b dostaneme jako klasické řešeńı soustavy R1P
Tx = d1,

viz kapitola 3.2.

Závěr. Householder̊uv QR algoritmus je považován meziQR algoritmy za nejlepš́ı. Použ́ıvá
ho také funkce qr v MATLABu. Pro speciálńı typy matic však může být některý z daľśıch
známých QR algoritmů efektivněǰśı.

3.4.2. Givens̊uv QR algoritmus

Všimněte si, že matice

G =

(
c s
−s c

)

je ortonormálńı, když c2 + s2 = 1. Tato matice se nazývá matice rovinné rotace, protože
č́ısla c a s jsou kosinus a sinus nějakého úhlu, o který se vektor x rovinně otoč́ı, jestliže ho
matićı G vynásob́ıme. Bud’ x = (x1, x2)

T 6= o. Jestliže polož́ıme c = x1/‖x‖, s = x2/‖x‖,
splňuj́ı č́ısla c a s potřebnou rovnost a plat́ı

Gx =

(
x21/‖x‖+ x22/‖x‖

−x1x2/‖x‖+ x1x2/‖x‖

)
=

(
‖x‖
0

)
.

Právě v tom je smysl použit́ı matice rovinné rotace, totiž anulovat druhou složku vektoru.
Bud’ a1 prvńı sloupec maticeA. Chceme nejdř́ıve vynulovat jeho druhý prvek čili prvek

a21 matice. Je-li již a21 = 0, neprovád́ıme nic. V opačném př́ıpadě pro d =
√
a211 + a221

polož́ıme

G21 =




a11/d a21/d 0 . . . 0
−a21/d a11/d 0 . . . 0

0 0 1 . . . 0
...

...
...

. . . 0
0 0 0 . . . 1




a provedeme součinG21A. ProtožeG21a1 je vektor, jehož druhá složka je nulová, anulovali
jsme prvek a21.

Jako daľśı budeme anulovat třet́ı prvek prvńıho sloupce matice G21A. Jej́ı prvky
označ́ıme zase jen aij , abychom nekomplikovali označeńı. Je-li a31 6= 0, polož́ıme nyńı
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d =
√
a211 + a231 a zavedeme daľśı ortonormálńı matici

G31 =




a11/d 0 a31/d 0 . . . 0
0 1 0 0 . . . 0

−a31/d 0 a11/d 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . . 0

0 0 0 0 . . . 1




.

Po vynásobeńı touto matićı bude v poloze (3, 1) nulový prvek, a jak snadno zjist́ıme,
v předchoźım kroku anulovaný prvek v poloze (2, 1) z̊ustane nulový. Tak pokračujeme, až
vynulujeme všechny prvky prvńıho sloupce.

Podobně anulujeme prvky pod diagonálou v daľśıch sloupćıch, obecně prvek aik 6= 0
anulujeme vynásobeńım matićı Gik, kterou dostaneme z jednotkové matice I řádu m
takto:

Gik := I , pak v Gik = {gjℓ}mj,ℓ=1 změńıme
gkk := cik, gki := sik,

gik := −sik, gii := cik,

přičemž cik = akk/d, sik = aik/d a d =
√
a2kk + a2ik. Důležité je, že jednou anulované pozice

z̊ustavaj́ı nulové. Pokud aik = 0, klademe Gik = I.
Matice Gik jsou známé jako Givensovy matice rovinných rotaćı. Označ́ıme-li

Gk = GmkGm−1,k . . .Gk+1,k, k = 1, 2, . . . , q = min(m− 1, n),

můžeme psát

GqGq−1 . . .G1A = R .

Přitom R je horńı trojúhelńıková matice a G = GqGq−1 . . .G1 je matice ortonormálńı.
Označ́ıme-li Q = GT , pak z rovnosti GA = R plyne A = GTR = QR.

Pivotováńı. Při anulováńı prvk̊u k-tého sloupce je vhodné provádět pivotováńı: zvýš́ıme
t́ım odolnost QR algoritmu v̊uči zaokrouhlovaćım chybám a zajist́ıme, aby rkk 6= 0 pro
k = 1, 2, . . . , r, kde r = h(A) je hodnost maticeA. K dosažeńı tohoto ćıle použijeme sloup-
cové pivotováńı. Postupujeme analogicky jako při pivotováńı v Householderově metodě,
viz (3.19), (3.20).

Závěr. Givens̊uv QR algoritmus je výhodný v př́ıpadě, když matice A má pod hlavńı
diagonálou málo nenulových prvk̊u v předem známých pozićıch (i, j) a neprovád́ı se pivo-
továńı. Pak totiž stač́ı použ́ıt jen

”
ćılené“ Givensovy rotace Gij . Je-li však A plná matice,

dáme přednost Householderově QR metodě.

3.4.3. Gramův-Schmidt̊uv QR algoritmus

Necht’ a1, a2, . . . , an jsou lineárně nezávislé vektory. Naš́ım ćılem je setrojit ortonor-
málńı vektory q1,q2, . . . ,qn tak, aby span(q1,q2, . . . ,qn) = span(a1, a2, . . . , an). q1 dosta-
neme normalizaćı a1, tj. q1 = a1/‖a1‖. Předpokládejme, že jsme už sestrojili ortonormálńı
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vektory q1,q2, . . . ,qk−1 s vlastnost́ı span(q1,q2, . . . ,qk−1) = span(a1, a2, . . . , ak−1). Nej-
dř́ıve najdeme vektor q̂ = ak −

∑k−1
j=1 rjkqj, který je ortogonálńı ke každému z vektor̊u

qi, i = 1, 2, . . . , k − 1. Z podmı́nky (q̂,qi) = 0 dostaneme rik = (ak,qi). qk obdrž́ıme
normalizaćı q̂, tj. qk = q̂/‖q̂‖. To je

Klasický GSQR algoritmus (Gram-Schmidt QR)

1. r11 := ‖a1‖, q1 := a1/r11
2. for k := 1, 2, . . . , n do

3. for i := 1, 2, . . . , k − 1 do rik := (ak,qi)

4. q̂ := ak −
∑k−1

i=1 rikqi

5. rkk := ‖q̂‖, qk := q̂/rkk
6. end

Z řádk̊u 4 a 5 plyne

ak =
k∑

i=1

rikqi, k = 1, 2, . . . , n.

Jestliže A = (a1, a2, . . . , an), Q1 = (q1,q2, . . . ,qn) a jestliže R1 je horńı trojúhelńıková
matice řádu n, jej́ıž naddiagonálńı prvky rik jsou definovány GSQR algoritmem, pak
zřejmě A = Q1R1 je redukovaný QR rozklad matice A.

GSQR je standardńı Gramův−Schmidt̊uv algoritmus. Existuj́ı alternativńı formulace,
které maj́ı lepš́ı numerické vlastnosti. Nejznáměǰśı z nich je modifikovaný Gramův-Schmid-
t̊uv algoritmus.

GSMQR algoritmus (Gram-Schmidt modified QR)

1. r11 := ‖a1‖, q1 := a1/r11
2. for k := 1, 2, . . . , n do

3. q̂ := ak

4. for i := 1, 2, . . . , k − 1 do

5. rik := (q̂,qi)

6. q̂ := q̂− rikqi

7. end

8. rkk := ‖q̂‖
9. qk := q̂/rkk
10. end

Podstatou modifikace je využit́ı vztahu rik = (ak,qi) = (ak −
∑i−1

j=1 rjkqj,qi).
Pokud matice A nemá plnou sloupcovou hodnost, můžeme pomoćı sloupcového pivo-

továńı algoritmus upravit tak, aby rkk 6= 0 pro k = 1, 2, . . . , r, kde r = h(A) je hodnost
matice A.
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4. Aproximace funkćı

Aproximovat funkci f(x) znamená nahradit ji funkćı ϕ(x), která je k f(x) v jistém
smyslu bĺızká. Ṕı̌seme ϕ(x) ≈ f(x). Budeme se zabývat dvěma základńımi typy aproxi-
mace, a to interpolaćı a metodou nejmenš́ıch čtverc̊u.

Interpolace je taková aproximace, při ńıž ϕ(x) nabývá v zadaných bodech xi předepsaných
hodnot yi = f(xi). Někdy nav́ıc žádáme, aby funkce ϕ a f měly v bodech xi také
stejné derivace. Interpolaci je věnován odstavec 4.1.

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u je taková aproximace, při ńıž ϕ(x)
”
prokládáme“ mezi zada-

nými body [xi, yi] tak, aby ”
vzdálenost“ funkćı f a ϕ byla v jistém smyslu minimálńı.

Je přitom charakteristické, že funkce ϕ body [xi, yi] neprocháźı. Metoda nejmenš́ıch
čtverc̊u je vyložena v odstavci 4.2.

Aproximaci ϕ(x) použijeme k přibližnému výpočtu hodnot funkce f(x), třeba při vy-
kreslováńı ϕ ≈ f . Je žádoućı, aby výpočet ϕ(x) byl

”
jednoduchý“. Proto se ϕ často hledá

ve tvaru polynomu.
Obecně, ϕ(x) se použ́ıvá k řešeńı úloh, v nichž vystupuje funkce f , kterou je účelné

nebo dokonce nezbytné nahradit jej́ı vhodnou aproximaćı ϕ. Jako př́ıklad uved’me výpočet
derivace nebo určitého integrálu: f ′(x) nahrad́ıme pomoćı ϕ′(x) a

∫ b

a
f(x) dx nahrad́ıme

pomoćı
∫ b

a
ϕ(x) dx.

4.1. Interpolace

Interpolačńı funkci ϕ(x) vyb́ıráme z vhodné tř́ıdy funkćı. Omeźıme se na nejběžněǰśı
př́ıpady, kdy ϕ je algebraický polynom (kapitola 4.1.1), po částech algebraický polynom
nebo-li splajn (kapitola 4.1.2) a trigonometrický polynom (kapitola 4.1.3). V kapitole 4.1.4
se pak stručně zmı́ńıme o interpolaci funkćı v́ıce proměnných.

4.1.1. Polynomická interpolace

Předpokládejme, že jsou dány navzájem r̊uzné body

x0, x1, . . . , xn , xi 6= xj pro i 6= j ,

ř́ıkáme jim také uzly interpolace, a v každém z nich je předepsána hodnota yi. Hledáme
interpolačńı polynom Pn(x) stupně nejvýše n, který splňuje interpolačńı podmı́nky

Pn(xi) = yi , i = 0, 1, . . . , n . (4.1)

Jestliže

Pn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n, (4.2)

pak lze koeficienty ai, i = 0, 1, . . . , n, źıskat řešeńım SLR

Va = y, (4.3)
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kde

V =




1 x0 x20 · · · xn0
1 x1 x21 · · · xn1
1 x2 x22 · · · xn2
...

...
...

...
...

1 xn x2n · · · xnn



, a =




a0
a1
a2
...
an



, y =




y0
y1
y2
...
yn



.

Matice V je známa jako Vandermondova matice. Vandermod̊uv determinant

detV =
∏

0≤i<j≤n

(xj − xi)

je pro navzájem r̊uzné uzly nenulový. SLR (4.3) má tedy jediné řešeńı. Výpočet koeficient̊u
ai, i = 0, 1, . . . , n, je ale poměrně pracný, vyžaduje totiž O(n3) operaćı. Hodnotu Pn(x̄)
polynomu Pn v bodu x̄ urč́ıme Hornerovým schématem pomoćı O(n) operaćı.

Lagrange̊uv tvar interpolačńıho polynomu má vyjádřeńı

Pn(x) = y0ℓ0(x) + y1ℓ1(x) + · · ·+ ynℓn(x) =

n∑

i=0

yiℓi(x) , (4.4)

kde ℓi(x) jsou tzv. fundamentálńı polynomy definované předpisem

ℓi(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
. (4.5)

Snadno nahlédneme, že

ℓi(xk) =

{
1 pro k = i,
0 pro k 6= i,

i, k = 0, 1, . . . , n , (4.6)

takže interpolačńı podmı́nky Pn(xk) =
∑n

i=0 yiℓi(xk) = yk, k = 0, 1, . . . , n, jsou splněny.
Interpolačńı polynom je daty [xi, yi], i = 0, 1, . . . , n, určen jednoznačně. Skutečně,

jsou-li P a Q interpolačńı polynomy splňuj́ıćı interpolačńı podmı́nky P (xi) = Q(xi) = yi,
pak polynom P −Q je roven nule v uzlech x0, x1, . . . , xn. Avšak polynom stupně nejvýše
n nemůže mı́t v́ıce než n kořen̊u, pokud se nerovná identicky nule. V našem př́ıpadě proto
nutně P−Q = 0 a tedy P = Q. T́ım je jednoznačnost interpolačńıho polynomu dokázána.

Př́ıklad 4.1. Urč́ıme interpolačńı polynom pro data předepsaná tabulkou

xi −1 1 2 3

yi −6 −2 −3 2
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Nejdř́ıve źıskáme fundamentálńı polynomy

ℓ0(x) =
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

(−1− 1)(−1− 2)(−1− 3)
= − 1

24
(x3 − 6x2 + 11x− 6) ,

ℓ1(x) =
(x+ 1)(x− 2)(x− 3)

(1 + 1)(1− 2)(1− 3)
=

1

4
(x3 − 4x2 + x+ 6) ,

ℓ2(x) =
(x+ 1)(x− 1)(x− 3)

(2 + 1)(2− 1)(2− 3)
= −1

3
(x3 − 3x2 − x+ 3) ,

ℓ3(x) =
(x+ 1)(x− 1)(x− 2)

(3 + 1)(3− 1)(3− 2)
=

1

8
(x3 − 2x2 − x+ 2)

a pak sestav́ıme interpolačńı polynom

P3(x) = −6 · ℓ0(x)− 2 · ℓ1(x)− 3 · ℓ2(x) + 2 · ℓ3(x) = x3 − 3x2 + x− 1 . �

Hlavńı přednost́ı Lagrangeova tvaru interpolačńıho polynomu je jeho elegantńı forma.
Použ́ıvá se proto zejména v teoretických úvahách. Pro praktické použit́ı však ideálńı neńı.
Upozorněme na dva jeho hlavńı nedostatky.

(a) Přidáme-li daľśı uzel xn+1, muśıme přepoč́ıtat všechny fundamentálńı polynomy.

(b) Počet operaćı potřebných k výpočtu hodnoty Pn(x̄) je poměrně značný, vyžaduje
O(n2) operaćı.

Uvedené nedostatky lze překonat pomoćı barycentrické interpolačńı formule. Daľśı možnost́ı
je použit́ı Newtonova interpolačńıho polynomu.

Barycentrická interpolačńı formule. Lagrangeovy fundamentálńı polynomy ℓi(x) lze
vyjádřit ve tvaru

ℓi(x) =
ωn+1(x)

x− xi
wi,

kde

ωn+1(x) =
n∏

i=0

(x− xi), wi =
1

n∏
j=0
j 6=i

(xi − xj)
, i = 0, 1, . . . , n.

Lagrange̊uv interpolačńı polynom (4.4) proto můžeme zapsat ve tvaru

Pn(x) = ωn+1(x)

n∑

i=0

yi
wi

x− xi
. (4.7)

Protože interpolačńı polynom Pn interpoluje funkci f(x) = 1 přesně, plat́ı

1 = ωn+1(x)

n∑

i=0

wi

x− xi
. (4.8)
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Děĺıme-li (4.7) výrazem (4.8), člen ωn+1(x) se zkrát́ı a dostaneme barycentrickou inter-
polačńı formuli

Pn(x) =

n∑
i=0

wi

x− xi
yi

n∑
i=0

wi

x− xi

, x 6= xi, i = 0, 1, . . . , n. (4.9)

Výpočet č́ıselných koeficient̊u wi, i = 0, 1, . . . , n, vyžaduje O(n2) operaćı. Výpočet Pn(x̄)
provedeme pomoćı O(n) operaćı. Přidáńı daľśıho uzlu xn+1 znamená přepoč́ıtáńı koefici-
ent̊u wi, i = 0, 1, . . . , n, což si vyžádá pouhých O(n) operaćı.

Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu.

Pn(x) = a0+a1(x−x0)+a2(x−x0)(x−x1)+· · ·+an(x−x0)(x−x1) · · · (x−xn−1) . (4.10)

Přidáńı daľśıho uzlu xn+1 je snadné, k Pn(x) stač́ı přič́ıst jeden daľśı člen, nebot’

Pn+1(x) = Pn(x) + an+1(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn) .

Hodnotu z = Pn(x̄) spočteme zobecněným Hornerovým schématem:

z := an a pak pro i = n− 1, n− 2, . . . , 0 poč́ıtej z := z(x̄− xi) + ai . (4.11)

Koeficienty ai lze vypoč́ıtat př́ımo z interpolačńıch podmı́nek (4.1). Př́ıslušná SLR

Ka = y

má dolńı trojúhelńıkovou matici soustavy,

K =




1 0 0 · · · 0
1 x1 − x0 0 · · · 0
1 x2 − x0 (x2 − x0)(x2 − x1) · · · 0
...

...
...

... 0

1 xn − x0 (xn − x0)(xn − x1) · · ·
∏n−1

i=0 (xn − xi)



,

takže a źıskáme pomoćı O(n2) operaćı.
Koeficienty Newtonova interpolačńıho polynomu lze efektivně spoč́ıtat pomoćı tzv.

poměrných diferenćı.

Poměrné diference. Začneme t́ım, že z bod̊u {(xi, yi)}ni=0 vybereme libovolných k + 1
navzájem r̊uzných bod̊u {(xij , yij)}kj=0, 0 ≤ k ≤ n, a zkonstruujeme interpolačńı polynom
Pi0i1...ik stupně k splňuj́ıćı interpolačńı podmı́nky

Pi0i1...ik(xij ) = yij , j = 0, 1, . . . , k. (4.12)

Polynom Pi0i1...ik lze určit rekurźı

Pi0(x) = yi0 , (4.13a)

Pi0i1...ik(x) =
(x− xi0)Pi1...ik(x)− (x− xik)Pi0i1...ik−1

(x)

xik − xi0
. (4.13b)
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Skutečně, snadno ověř́ıme, že Pi0i1...ik splňuje podmı́nky (4.12).
Všimněte si, že oba polynomy Pi0i1...ik−1

a Pi0i1...ik−1ik maj́ı kořeny xi0 , xi1 , . . . , xik−1
.

Proto existuje jednoznačně definovaný koeficient ai0i1...ik takový, že

Pi0i1...ik(x) = Pi0i1...ik−1
(x) + ai0i1...ik(x− xi0)(x− xi1) . . . (x− xik−1

). (4.14)

Označ́ıme-li ai0 = Pi0(x), dostaneme

Pi0i1...ik(x) = ai0 + ai0i1(x− xi0) + · · ·+ ai0i1...ik(x−xi0)(x− xi1) . . . (x− xik−1
). (4.15)

Srovnáńım koeficient̊u u xk na levé a pravé straně výrazu (4.13b) obdrž́ıme

ai0i1...ik =
ai1i2...ik − ai0i1...ik−1

xik − xi0
. (4.16)

Koeficient ai0i1...ik je znám jako poměrná diference. Při obvyklém značeńı

P [xi0 , xi1 , . . . , xik ] = ai0i1...ik

tak dostaneme rekurenci

P [xi0] = yi0,

P [xi0, xi1 , . . . , xik ] =
P [xi1 , xi2 , . . . , xik ]− P [xi0, xi1 , . . . , xik−1

]

xik − xi0
.

(4.17)

Jestliže v (4.15) zvoĺıme k=n, ij = j, j=0, 1, . . . , n, dostaneme pro Pn = P01...n vyjádřeńı

Pn(x) = P [x0]+P [x0, x1](x−x0)+· · ·+P [x0, x1, . . . , xn](x−x0)(x−x1) . . . (x−xn−1), (4.18)

známé jako Newton̊uv tvar interpolačńıho polynomu. Přitom

P [xi] = yi, (4.19)

P [xi−k, xi−k+1, . . . , xi−1, xi] =
P [xi−k+1, . . . , xi]− P [xi−k, . . . , xi−1]

xi − xi−k
. (4.20)

Označ́ıme-li Pik = P [xi−k, xi−k+1, . . . , xi], pak

Pn(x) = a0 + a1(x− x0) + · · ·+ an(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1), (4.21)

kde ai = Pii, i = 0, 1, . . . , n. Tyto koeficienty poč́ıtáme rekurźı

Pi0 = yi,

Pik =
Pi,k−1 − Pi−1,k−1

xi − xi−k
, k = 1, 2, . . . , i,



 i = 0, 1, . . . , n. (4.22)

Algoritmus výpočtu poměrných diferenćı

pro i = 0, 1, . . . , n prováděj :

Pi0 := yi

pro k = 1, 2, . . . , i proved’ :

Pik := (Pi,k−1 − Pi−1,k−1)/(xi − xi−k)

konec cyklu k ,

konec cyklu i .
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Výpočet lze přehledně zaznamenat do tabulky

x0 P00

x1 P10 P11

x2 P20 P21 P22

x3 P30 P31 P32 P33

...
...

...
...

. . .

xn Pn0 Pn1 Pn2 . . . Pn,n−1 Pnn,

kterou vyplňujeme po řádćıch. Určeńı poměrných diferenćı Pii, i = 0, 1, . . . , n, vyžaduje
O(n2) operaćı.

Př́ıklad 4.2. Sestav́ıme Newton̊uv interpolačńı polynom pro data z př́ıkladu 4.1. Pr̊uběh
výpočtu zaznamenáváme do tabulky. Dostaneme

xi Pi0 Pi1 Pi2 Pi3

−1 −6 =⇒ a0 = −6
1 −2 2 =⇒ a1 = 2

2 −3 −1 −1 =⇒ a2 = −1
3 2 5 3 1 =⇒ a3 = 1 ,

takže P3(x) = −6 + 2 · (x+ 1) + (−1) · (x+ 1)(x− 1) + 1 · (x+ 1)(x− 1)(x− 2) .
V bodě x̄ = 0,5 podle (4.11) vypočteme

P3(0,5) = ((1 · (0,5− 2)− 1) · (0,5− 1) + 2) · (0,5 + 1)− 6 = −1,125 .

Když přidáme daľśı uzel x4 = 0 a v něm předeṕı̌seme hodnotu y4 = 2, stač́ı dopoč́ıtat
jeden řádek tabulky. Dostaneme

x4 P40 P41 P42 P43 P44

0 2 0 2,5 0,5 −0,5 =⇒ a4 = −0,5 ,

a tedy P4(x) = P3(x) + (−0,5) · (x+ 1)(x− 1)(x− 2)(x− 3) . �

Chyba aproximace interpolačńım polynomem. Nejdř́ıve zavedeme následuj́ıćı

Označeńı. Symbolem C〈a, b〉 budeme značit množinu všech funkćı, které jsou v intervalu
〈a, b〉 spojité, a symbolem Ck〈a, b〉 pak množinu všech funkćı, které jsou v intervalu 〈a, b〉
spojité spolu se svými derivacemi až do řádu k včetně. Pro k = 0 zřejmě C0〈a, b〉 ≡ C〈a, b〉.

Předpokládejme, že č́ısla yi nejsou libovolná, ale že yi = f(xi) jsou hodnoty funkce f
v uzlech interpolace. Pak nás jistě bude zaj́ımat chyba

En(x̄) := f(x̄)− Pn(x̄)
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ve zvoleném bodě x̄. Pro x̄ = xi je En(xi) = 0. Jaká je ale chyba mimo uzly interpolace?
Necht’ tedy x̄ je libovolný bod, I[x0, . . . , xn, x̄] je nejmenš́ı interval obsahuj́ıćı uzly

interpolace a bod x̄, a necht’ f ∈ Cn+1〈a, b〉, kde 〈a, b〉 ⊇ I[x0, . . . , xn, x̄]. Pak pro chybu
En(x̄) plat́ı

En(x̄) = f(x̄)− Pn(x̄) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn+1(x̄), (4.23)

kde ωn+1(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn) a ξ = ξ(x̄) je (bĺıže neurčený) bod z intervalu
I[x0, . . . , xn, x̄]. Zápisem ξ = ξ(x̄) přitom chceme zd̊uraznit, že poloha bodu ξ záviśı nejen
na funkci f a na interpolantu Pn, ale také na zvoleném bodu x̄.

D̊ukaz. Hledejme konstantu K takovou, pro kterou má funkce

F (x) = f(x)− Pn(x)−Kωn+1(x)

kořen x̄, tj. plat́ı F (x̄) = 0. Jestliže taková konstanta existuje, pak F (x) má n+2 kořen̊u
x0, x1, . . . , xn, x̄ v I[x0, . . . , xn, x̄]. Opakovaným použit́ım Rolleovy věty2 zjist́ıme, že F ′(x)
má v uvažovaném intervalu alespoň n + 1 kořen̊u, F ′′(x) alespoň n kořen̊u až konečně
F (n+1)(x) má v I[x0, . . . , xn, x̄] alespoň jeden kořen ξ. Protože P (n+1)(x) ≡ 0,

F (n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ)−K(n + 1)! , takže K =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
,

F (x̄) = f(x̄)− Pn(x̄)−
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn+1(x) = 0, tj. (4.23) plat́ı. �

Poměrnou diferenci f [x0, x1, . . . , xk] funkce f definujeme pomoćı předpis̊u (4.19) a (4.20),
v nichž mı́sto yi ṕı̌seme fi, kde fi = f(xi), a mı́sto P ṕı̌seme f , tj.

f [xi] = fi, f [xi−k, xi−k+1, . . . , xi−1, xi] =
f [xi−k+1, . . . , xi]− f [xi−k, . . . , xi−1]

xi − xi−k
.

Zvoĺıme-li xn+1 = x̄, fn+1 = f(x̄), pak z Newtonovy formule (4.18) plyne

f(x̄) = Pn+1(x̄) = Pn(x̄) + f [x0, x1, . . . , xn, x̄]ωn+1(x̄).

Porovnáme-li tento vztah s (4.23), dostaneme

f [x0, x1, . . . , xn, x̄] =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
pro nějaké ξ ∈ I[x0, . . . , xn, x̄]. (4.24)

Chybu interpolace tedy můžeme zapsat také ve tvaru

En(x̄) = f(x̄)− Pn(x̄) = f [x0, x1, . . . , xn, x̄]ωn+1(x̄). (4.25)

Z (4.24) také plyne

f [x0, x1, . . . , xn] =
f (n)(ξ)

n!
pro nějaké ξ ∈ I[x0, x1, . . . , xn]. (4.26)

Následuje několik poznámek.

2Rolleova věta. Jestliže f ∈ C1〈a, b〉 a f(a) = f(b), pak existuje alespoň jedno c ∈ (a, b) takové, že
f ′(c) = 0.
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1) Jestliže Mn+1 je taková konstanta, že |f (n+1)(x)| ≤Mn+1 pro každé x ∈ 〈a, b〉, pak

|En(x̄)| ≤
Mn+1

(n+ 1)!
max
x∈〈a, b〉

|ωn+1(x)|. (4.27)

Odhad (4.27) je však obvykle př́ılǐs pesimistický.

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
n=6
n=12
n=18

Obr. 4.1: Graf funkce |ωn+1(x)|

2) Jestliže má funkce f(x) derivace všech řád̊u ohraničené stejnou konstantou, pak pro
dostatečně velké n je chyba libovolně malá.

Př́ıklad 4.3. Pro f(x) = sin x lze vźıt Mn+1 = 1, proto

|En(x)| ≤
(b− a)n+1

(n + 1)!
. Dá se dokázat, že

(b− a)n+1

(n + 1)!
→ 0 pro n→∞ ,

takže Pn(x)→ f(x) pro každé x z libovolného konečného intervalu 〈a, b〉. �

3) Jestliže interpolačńı polynom použ́ıváme k výpočtu hodnot interpolované funkce
vně intervalu 〈x0, xn〉, ř́ıkáme, že provád́ıme extrapolaci. V tomto př́ıpadě může být
chyba aproximace velká, nebot’ hodnota |ωn+1(x)| rychle roste, když se x vzdaluje
od x0 doleva nebo od xn doprava.

4) ωn+1(x) může nabývat velkých hodnot také uvnitř intervalu 〈x0, xn〉, zejména když
jsou uzly xi rozmı́stěny rovnoměrně, tj. když xi = x0 + ih, kde h je pevně zvolený
krok. Na obr. 4.1 vid́ıme, že ve středu intervalu 〈x0, xn〉 nabývá |ωn+1(x)| nejmenš́ıch
hodnot, v bĺızkosti střed̊u krajńıch interval̊u, zejména interval̊u 〈x0, x1〉 a 〈xn−1, xn〉,
je však hodnota |ωn+1(x)| značná. Toto chováńı polynomu ωn+1(x) se promı́tne i do
pr̊uběhu interpolantu Pn(x).

Př́ıklad 4.4. Sestroj́ıme interpolačńı polynom Rungeovy funkce

f(x) =
1

1 + 25x2
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Obr. 4.2: Interpolačńı polynom Rungeovy funkce

na rovnoměrném děleńı intervalu 〈−1, 1〉.
Jde o známý př́ıklad, na kterém se demonstruje, že pro rostoućı počet d́ılk̊u chyba
interpolace neomezeně roste. �

Proto

použ́ıváńı interpolačńıch polynom̊u vysokých stupň̊u obecně nelze doporučit.

Vhodnou volbou interpolačńıch uzl̊u však můžeme chybu interpolace zmenšit. Na
intervalu 〈a, b〉 je optimálńı zvolit

xi =
a+ b

2
+
b− a
2

ξi, i = 0, 1, . . . , n,

kde tzv. Čebyševovy uzly

ξi = cos
2i+ 1

2n+ 2
π, i = 0, 1, . . . , n,

jsou kořeny Čebyševova polynomu Tn+1(ξ) = cos((n + 1) arccos ξ). Pomoćı trigono-
metrického vztahu

cosα + cos β = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β
2

dostaneme rekurentńı předpis

T0(ξ) = 1, T1(ξ) = ξ, Tn+1(ξ) = 2ξTn(ξ)− Tn−1(ξ), n = 1, 2, . . . (4.28)
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Odtud ωn+1(ξ) =
∏n

i=0(ξ − ξi) = 2−nTn+1(ξ), takže

max
x∈〈a,b〉

|ωn+1(x)| ≤
1

2n

(
b− a
2

)n+1

,

takže podle (4.27)

|En(x̄)| ≤ 2

(
b− a
4

)n+1
Mn+1

(n+ 1)!
.

Hermitova interpolace. Necht’ x0, x1, . . . , xn jsou navzájem r̊uzné body. V každém uzlu
xi je zadáno αi + 1 č́ısel y

(0)
i , y

(1)
i , . . . , y

(αi)
i . Označme α = n +

∑n
i=0 αi. Pak Hermitovým

interpolačńım polynomem nazveme polynom stupně nejvýše α, který splňuje interpolačńı
podmı́nky

dj

dxj
Pα(xi) = y

(j)
i , j = 0, 1, . . . , αi , i = 0, 1, . . . , n . (4.29)

Nultou derivaćı přitom rozumı́me funkčńı hodnotu a znač́ıme y
(0)
i = yi, i = 0, 1, . . . , n.

Ukažme si, že existuje jediný Hermit̊uv polynom splňuj́ıćı podmı́nky (4.29). Důkaz pro-
vedeme ve dvou kroćıch.

(a) Jednoznačnost dokážeme sporem. Předpokládejme, že existuj́ı dva polynomy Pα a Qα

splňuj́ıćı interpolačńı podmı́nky (4.29). Pak Fα = Pα − Qα je polynom stupně α, který
má α + 1 kořen̊u. To je ale možné jedině tehdy, když Fα je identicky roven nule neboli
když Pα = Qα.

(b) Existence. Stač́ı ukázat, že matice soustavy rovnic (4.29) je regulárńı. Důkaz prove-
deme sporem. Kdyby matice soustavy (4.29) regulárńı nebyla, pak bychom pro nulovou
pravou stranu soustavy (4.29) dostali nekonečně mnoho r̊uzných řešeńı, což je spor s jed-
noznačnost́ı. �

Jestliže

y
(j)
i =

dj

dxj
f(xi) , j = 0, 1, . . . , αi , i = 0, 1, . . . , n , (4.30)

ř́ıkáme, že Pα(x) je Hermit̊uv interpolačńı polynom funkce f(x).
Necht’ x̄ je libovolný bod, I[x0, . . . , xn, x̄] je nejmenš́ı interval obsahuj́ıćı uzly inter-

polace a necht’ f ∈ Cn+1〈a, b〉, kde 〈a, b〉 ⊇ I[x0, . . . , xn, x̄]. Pak pro chybu Hermitovy
interpolace v bodě x̄ plat́ı

f(x̄)− Pα(x̄) =
f (α+1)(ξ)

(α + 1)!
(x̄− x0)α0+1(x̄− x1)α1+1 . . . (x̄− xn)αn+1, (4.31)

kde ξ = ξ(x̄) je nějaký bod z intervalu I[x0, . . . , xn, x̄]. Důkaz lze provést stejně jako pro
Lagrangeovu interpolaci, viz d̊ukaz (4.23).

Hermit̊uv interpolačńı polynom Pα(x) =
∑α

k=0 akx
k lze určit řešeńım soustavy α + 1

rovnic (4.29) pro neznámé koeficienty {ak}αk=0.
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Př́ıklad 4.5. Sestroj́ıme Hermit̊uv interpolačńı polynom pro data podle tabulky

xi yi y′i y′′i

−1 2 −4 12

1 2 4

Tedy x0 = −1, α0 = 2, y
(0)
0 = 2, y

(1)
0 = −4, y(2)0 = 12,

x1 = 1, α1 = 1, y
(0)
1 = 2, y

(1)
1 = 4.

Protože je předepsáno celkem 5 podmı́nek, Hermit̊uv polynom navrhneme jako polynom
stupně α = 4. Abychom si ušetřili práci, zaṕı̌seme ho ve tvaru mocninného rozvoje okolo
toho bodu, v němž je předepsán největš́ı počet podmı́nek, v našem př́ıpadě tedy okolo
x0 = −1. Pak

P4(x) = a+ b(x+ 1) + c(x+ 1)2 + d(x+ 1)3 + e(x+ 1)4 .

Koeficienty a, b, c źıskáme snadno. Z podmı́nky P4(−1) = 2 okamžitě dostaneme a = 2.
Podobně z podmı́nky P ′

4(−1) = −4 obdrž́ıme b = −4, a protože P ′′
4 (−1) = 2c, z podmı́nky

P ′′
4 (−1) = 12 dostaneme c = 6. Dále

P4(1) = 2− 4 · 2 + 6 · 22 + d · 23 + e · 24 = 2 =⇒ 8d + 16e = −16 ,
P ′
4(1) = −4 + 2 · 6 · 2 + 3 · d · 22 + 4 · e · 23 = 4 =⇒ 12d+ 32e = −16 .

Tuto soustavu vyřeš́ıme a dostaneme d = −4, e = 1. Tedy

P4(x) = 2− 4(x+ 1) + 6(x+ 1)2 − 4(x+ 1)3 + (x+ 1)4 = x4 − 1 . �

Daľśı možnost́ı je vyjádřeńı Hermitova interpolačńıho polynomu pomoćı zobecněných
poměrných diferenćı.

Newton̊uv tvar Hermitova interpolačńıho polynomu. Pomoćı uzl̊u x0,x1,. . . ,xn
a odpov́ıdaj́ıćıch hodnot f0 = f(x0), f1 = f(x1), . . . , fn = f(xn), definujeme posloupnost
bod̊u [X0, F0], [X1, F1], . . . , [Xα, Fα] takto:

([X0, F0], [X1, F1], . . . , [Xα, Fα]) :=

([x0, f0], . . . , [x0, f0]︸ ︷︷ ︸
(α0+1)-krát

, [x1, f1], . . . , [x1, f1]︸ ︷︷ ︸
(α1+1)-krát

, . . . , [xn, fn] . . . , [xn, fn]︸ ︷︷ ︸
(αn+1)-krát

).

Jestliže β0 = 0, βi = βi−1 + (αi−1 + 1), i = 1, 2, . . . , n, pak

[Xk, Fk] = [xi, fi] pro k = βi, βi + 1, . . . , βi + αi, i = 0, 1, . . . , n.

Necht’ X̃k(t), k = 0, 1, . . . , α, jsou funkce definované a spojité na intervalu 〈0, 1〉, splňuj́ıćı
následuj́ıćı tři podmı́nky:

(1) limt→0+ X̃k(t) = Xk pro k = 0, 1, . . . , α,

(2) X̃k(t) 6= X̃ℓ(t) pro t ∈ (0, 1〉, k, ℓ ∈ {0, 1, . . . , α}, k 6= ℓ,

(3) X̃k(t) ∈ I[x0, x1, . . . , xn] pro t ∈ 〈0, 1〉, k = 0, 1, . . . , α.
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Funkce X̃k(t), k = 0, 1, . . . , α, lze zvolit třeba takto:

X̃βi+j(t) = xi + s(i)
hmin

2(αi + 1)
jt, j = 0, 1, . . . , αi, i = 0, 1, . . . , n,

kde

s(i) =

{
1 pro i = 0, 1, . . . , n− 1

−1 pro i = n.
, hmin = min{xr − xs | 0 ≤ r, s ≤ n, xr > xs}.

Jestliže F̃k(t) = f(X̃k(t)), t ∈ 〈0, 1〉, k = 0, 1, . . . , α, pak

[
X̃k(t), F̃k(t)

]
→ [Xk, Fk] pro t→ 0+, k = 0, 1, . . . , α.

Body {[X̃k(t), F̃k(t)]}αk=0, t ∈ (0, 1〉, určuj́ı interpolačńı polynom

P̃α(x, t) = ã0 + ã1(x− X̃0) + · · ·+ ãα(x− X̃0)(x− X̃1) . . . (x− X̃α−1),

kde ãk = f [X̃0, X̃1, . . . , X̃k], k = 0, 1, . . . , α. Naš́ım ćılem je určit Hermit̊uv polynom
Pα(x) = limt→0+ P̃α(x, t). Muśıme proto zjistit, čemu se rovná zobecněná poměrná dife-
rence

f [Xk−s, . . . , Xk] = lim
t→0+

f [X̃k−s(t), . . . , X̃k(t)].

Zřejmě f [Xk] = Fk, k = 0, 1, . . . , α. Jestliže Xk 6= Xk−s, pak

f [Xk−s, Xk−s+1, . . . , Xk−1, Xk] =
f [Xk−s+1, . . . , Xk]− f [Xk−s, . . . , Xk−1]

Xk −Xk−s
,

a když Xk−s=Xk =xi, pak zobecněná poměrná diference

f [Xk−s, . . . , Xk] = f [xi, xi, . . . , xi︸ ︷︷ ︸
(s+1)-krát

] =
f (s)(xi)

s !
,

jak plyne z (4.26). Označ́ıme-li Pks = f [Xk−s, . . . , Xk], pak ak = Pkk.

Shrnut́ı. Newton̊uv tvar Hermitova interpolačńıho polynomu

Pα(x) = a0 + a1(x−X0) + · · ·+ aα(x−X0)(x−X1) . . . (x−Xα−1), (4.32)

kde ak = Pkk, k = 0, 1, . . . , α. Poměrné diference Pks poč́ıtáme rekurenćı

Pk0 = Fk,

Pks =





Pk,s−1 − Pk−1,s−1

Xk −Xk−s
pro Xk−s 6= Xk,

f (s)(xi)

s !
pro Xk−s = Xk = xi,




s = 1, 2, . . . , k,





k = 0, 1, . . . , α.

83



Označ́ıme-li yi = f(xi), y
(s)
i = f (s)(xi), s = 0, 1, . . . , αi, i = 0, 1, . . . , n, pak Pkk vypočteme

následuj́ıćım algoritmem:

Algoritmus výpočtu zobecněných poměrných diferenćı

k := 0

for i := 0, 1, . . . , n do

for j := 0, 1, . . . , αi do

Xk := xi

Pk0 := yi

for s := 1, 2, . . . , k do
if Xk−s 6= Xk

Pks := (Pk,s−1 − Pk−1,s−1)/(Xk −Xk−s)

else

Pks := y
(s)
i /s !

end

end s

k := k + 1

end j

end i.

Zd̊urazněme, že (navzájem r̊uzné) uzly {xi}ni=0 nemusej́ı být vzestupně uspořádané.

Př́ıklad 4.6. Sestroj́ıme Hermit̊uv interpolačńı polynom pro data z př́ıkladu 4.5. Pr̊uběh
výpočtu zaznamenáváme do tabulky. Dostaneme

Xk Pk0 Pk1 Pk2 Pk3 Pk4

−1 2 =⇒ a0 = 2,

−1 2 −4 =⇒ a1 = −4,
−1 2 −4 6 =⇒ a2 = 6,

1 2 0 2 −2 =⇒ a3 = −2,
1 2 4 2 0 1 =⇒ a4 = 1,

takže P4(x) = 2− 4(x+ 1) + 6(x+ 1)2 − 2(x+ 1)3 + (x+ 1)3(x− 1) = x4 + 1.

4.1.2. Interpolačńı splajny

Jestliže chceme interpolovat funkci f(x) na poměrně dlouhém intervalu 〈a, b〉,
muśıme žádat splněńı interpolačńıch podmı́nek v dostatečně velkém počtu bod̊u. Po-
kud bude interpolantem polynom, muśı být vysokého stupně a to, jak v́ıme, obvykle vede
k velkým chybám mezi uzly. Tudy proto cesta nevede. Lepš́ı je rozdělit interval 〈a, b〉
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na řadu menš́ıch subinterval̊u a na každém z nich sestrojit interpolačńı polynom nižš́ıho
stupně.

Necht’

∆ := {a ≡ x0 < x1 < · · · < xi−1 < xi < xi+1 < · · · < xn−1 < xn ≡ b} (4.33)

je děleńı intervalu 〈a, b〉. Body {xi}ni=0 se nazývaj́ı uzly splajnu, anglický termı́n pro uzel
splajnu je knot. Polynomickým splajnem S na děleńı ∆ rozumı́me funkci, která je každém
intervalu 〈xi−1, xi〉, i = 1, 2, . . . , n, totožná s nějakým polynomem Si.

Lokálńı splajny se vyznačuj́ı t́ım, že polynom Si je jednoznačně určen daty předepsanými
na intervalu 〈xi−1, xi〉. Na lokálńım děleńı

∆i := {xi−1 = ξi0 < ξi1 < · · · < ξini
= xi} (4.34)

lze Si definovat jako Lagrange̊uv interpolačńı polynom stupně ni určený podmı́nkami

Si(ξ
i
k) = yik, k = 0, 1, . . . , ni,

nebo jako Hermit̊uv interpolačńı polynom stupně αi určený podmı́nkami

S
(j)
i (ξik) = [yik]

(j), j = 0, 1, . . . , αi
k, k = 0, 1, . . . , ni,

kde αi = ni +
∑ni

k=0 α
i
k. Přitom [yik]

(0) = yik jsou předepsané hodnoty v uzlech ξik a [yik]
(j),

j ≥ 1, jsou předepsané j-té derivace v uzlech ξik.
Uvažme př́ıpad ni = 1. Pak Lagrange̊uv interpolačńı polynom je lineárńı polynom

Si(x) = yi +
yi − yi−1

xi − xi−1

(x− xi−1).

Odpov́ıdaj́ıćı splajn S je znám jako lineárńı splajn. Graficky jde o čáru spojuj́ıćı spojuj́ıćı
dva sousedńı body [xi−1, yi−1] a [xi, yi] úsečkou. Necht’

hi = xi − xi−1, i = 1, 2, . . . , n, a h = max
1≤i≤n

hi . (4.35)

Jestliže yi = f(xi), i = 0, 1, . . . , n, a f ∈ C2〈a, b〉, pak pro chybu interpolace plat́ı

|f(x)− S(x)| ≤ Ch2, (4.36)

kde x ∈ 〈a, b〉 je libovolné a C je konstanta nezávislá na h.
Hermitovy interpolačńı polynomy na děleńı ∆i := {xi−1 < xi} nab́ızej́ı v́ıce možnost́ı.

Konkrétně podmı́nky

S
(j)
i (xi−1) = y

(j)
i−1,

S
(j)
i (xi) = y

(j)
i ,

j = 0, 1, . . . , m,

určuj́ı Hermit̊uv interpolačńı polynom stupně p = 2m+1. Odpov́ıdaj́ıćı splajn S je znám
jako Hermit̊uv interpolačńı splajn stupně p. Je spojitý spolu se svými derivacemi až do
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řádu m včetně, tj. S ∈ Cm〈a, b〉. Jestliže y(j)i = f (j)(xi), i = 0, 1, . . . , n, a f ∈ Cp+1〈a, b〉,
pak pro chybu interpolace plat́ı

|f(x)− S(x)| ≤ Chp+1, (4.37)

kde x ∈ 〈a, b〉 je libovolné a C je konstanta nezávislá na h.
Populárńı kubický Hermit̊uv splajn je na intervalu 〈xi−1, xi〉 určen podmı́nkami

Si(xi−1) = yi−1 , S ′
i(xi−1) = di−1 ,

Si(xi) = yi , S ′
i(xi) = di.

Př́ıslušný Hermit̊uv polynom Si lze zapsat ve tvaru

Si(x) = yi−1 + sdi−1 + s2
3δi − 2di−1 − di

hi
+ s3

di−1 − 2δi + di
h2i

, (4.38)

kde

s = x− xi−1 a δi =
yi − yi−1

xi − xi−1
. (4.39)

Pro chybu kubického Hermitova splajnu podle (4.37) plat́ı

|f(x)− S(x)| ≤ Ch4, (4.40)

kde x ∈ 〈a, b〉 je libovolné a C je konstanta nezávislá na h.

Nelokálńı splajny. Pod nelokálńım splajnem stupně p na děleńı ∆ budeme rozumět
funkci S : 〈a, b〉 → R s následuj́ıćımi dvěma vlastnostmi:

(a) S ∈ Cp−1〈a, b〉 je spojitá spolu se svými derivacemi až do řádu p− 1 včetně;

(b) S je na intervalu 〈xi−1, xi〉, i = 1, 2, . . . , n, totožná s polynomem Si stupně p.

Množina Sp
∆ splajn̊u stupně p na děleńı ∆ je lineárńı prostor: jestliže S1, S2 ∈ Sp

∆

a α1, α2 ∈ R, pak α1S1 + α2S2 ∈ Sp
∆.

Polynomy {Si}ni=1 jsou určeny pomoćı n(p+1) koeficient̊u. Tyto koeficienty však nemo-
hou nabývat libovolných hodnot, v úvahu je třeba vźıt podmı́nky spojitosti ve vnitřńıch
uzlech:

S
(j)
i−1(xi) = S

(j)
i (xi), j = 0, 1, . . . , p− 1, i = 1, 2, . . . , n− 1. (4.41)

Prostor Sp
∆ má tedy dimenzi dp∆ = n(p+ 1)− p(n− 1) = n+ p. K určeńı splajnu S ∈ Sp

∆

je třeba předepsat n+ p podmı́nek. Obvykle se voĺı

S(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n, (4.42)

kde {yi}ni=0 jsou předepsané hodnoty v uzlech {xi}ni=0. Zbývá předepsat daľśıch p − 1
podmı́nek. Je-li p = 2m−1 liché, pak p−1 = 2(m−1), což umožňuje v každém z krajńıch
uzl̊u a, b předepsat m − 1 okrajových podmı́nek (v anglicky psané literatuře se použ́ıvá
termı́n end conditions). Typické okrajové podmı́nky pro splajny lichého stupně jsou:
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(a) Hermitovy okrajové podmı́nky: S(j)(a) = y
(j)
a , S(j)(b) = y

(j)
b , j = 1, . . . , m− 1,

(b) přirozené okrajové podmı́nky: S(j)(a) = y
(j)
a , S(j)(b) = y

(j)
b , j = m, . . . , 2m− 2,

(c) periodické okrajové podmı́nky: S(j)(a) = S(j)(b), j = 0, . . . , 2m− 2.

V př́ıpadě Hermitových a přirozených okrajových podmı́nek jsou y
(j)
a resp. y

(j)
b předepsané

hodnoty derivaćı v bodu a resp. b. Dá se ukázat, že podmı́nky (4.42) doplněné o okrajové
podmı́nky (a) nebo (b) nebo (c) definuj́ı splajn S ∈ Sp

∆ lichého stupně p = 2m − 1
jednoznačně, viz [20]. Poznamenejme, že přirozené okrajové podmı́nky se tradičně uvažuj́ı

jako homogenńı, tj. pro y
(j)
a = y

(j)
b = 0, j = m, . . . , 2m − 2. Následuje podrobný popis

nejznáměǰśıho kubického splajnu.

Kubický splajn je funkce S ∈ S3
∆. Kubický polynom Si ve tvaru (4.38) splňuje podmı́nky

Si(xi) = Si+1(xi) = yi, S ′
i(xi) = S ′

i+1(xi) = di, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Ke splněńı podmı́nek spojitosti (4.41) proto stač́ı požadovat, aby

S ′′
i (xi) = S ′′

i+1(xi) , i = 1, 2, . . . , n− 1. (4.43)

Derivováńım (4.38) dostaneme

S ′′
i (x) =

(6hi − 12s)δi + (6s− 4hi)di−1 + (6s− 2hi)di
h2i

.

Pro x = xi je s = hi, takže

S ′′
i (xi) =

−6δi + 2di−1 + 4di
hi

.

Pro x = xi−1 je s = 0 a

S ′′
i (xi−1) =

6δi − 4di−1 − 2di
hi

.

Když v posledńım vzorci zvětš́ıme index i o jedničku, obdrž́ıme

S ′′
i+1(xi) =

6δi+1 − 4di − 2di+1

hi+1

.

Dosazeńım do (4.43) tak dostaneme n− 1 rovnic

hi+1di−1 + 2(hi + hi+1)di + hidi+1 = 3(hi+1δi + hiδi+1) , i = 1, 2, . . . , n− 1 (4.44)

pro neznámé d0, d1, . . . , dn. Zbývaj́ıćı dvě rovnice doplńıme podle zvolených okrajových
podmı́nek.

Hermitovy okrajové podmı́nky. Zvoĺıme S ′(a) = da, S
′(b) = db, nebo-li

d0 = da, dn = db, (4.45)
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kde da resp. db jsou předepsané hodnoty prvńıch derivaćı na okraji a resp. b. Pak v sou-
stavě (4.44) dosad́ıme v prvńı rovnici d0 := da a člen h2da převedeme na pravou stranu,
a v posledńı rovnici dosad́ıme dn := db a člen hn−1db převedeme na pravou stranu. Sou-
stavu pak řeš́ıme a źıskáme zbývaj́ıćı neznámé di, i = 1, 2, . . . , n − 1. Matice soustavy je
tř́ıdiagonálńı, diagonálně dominantńı, takže soustavu lze snadno vyřešit GEM upravenou
pro soustavy s tř́ıdiagonálńı matićı.

Extremálńı vlastnost. Kubický splajn má pozoruhodnou extremálńı vlastnost, kterou
si ted’ poṕı̌seme. Označ́ıme

V = {v ∈ C2〈a, b〉| v(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n, v′(x0) = d0, v
′(xn) = dn}

množinu všech funkćı, které maj́ı v intervalu 〈a, b〉 spojitou druhou derivaci, procházej́ı
zadanými body [xi, yi], i = 0, 1, . . . , n, a v krajńıch bodech a = x0 a xn = b jejich derivace

nabývaj́ı předepsaných hodnot d0 a dn. Pak
∫ b

a
[v′′(x)]2 dx nabývá na množině funkćı V

své nejmenš́ı hodnoty pro kubický splajn S(x), tj. plat́ı

∫ b

a

[S ′′(x)]2 dx = min
v∈V

∫ b

a

[v′′(x)]2 dx .

Tato vlastnost má zaj́ımavou interpretaci v mechanice. Je totiž známo, že ohybová
energie homogenńıho izotropńıho prutu, jehož střednicová čára má rovnici y = v(x),

x ∈ 〈a, b〉, má přibližně hodnotu E(v) = c
∫ b

a
[v′′(x)]2 dx, kde c je vhodná konstanta.

A dále je také známo, že prut, který je donucen procházet pevnými interpolačńımi body
[xi, yi], zaujme pozici s minimálńı energíı. Extremálńı vlastnost tedy tvrd́ı, že kubický
splajn aproximuje střednicovou čáru takového prutu.

Přirozené okrajové podmı́nky. Zvoĺıme S ′′(a) =Ma, S
′′(b) =Mb. Tak dostaneme

4d0 + 2d1 = 6δ1 − h1Ma, (4.46a)

2dn−1 + 4dn = 6δn + hnMb. (4.46b)

Výslednou soustavu n + 1 rovnic pro neznámé d0, d1, . . . , dn dostaneme tak, že nejdř́ıve
vezmeme rovnici (4.46a), pak rovnice (4.44) a nakonec rovnici (4.46b).

Periodické okrajové podmı́nky. Protože má platit S ′′(a) = S ′′(b), sestav́ıme rovnici

S ′′(x0) = S ′′(xn)

a využijeme podmı́nky

S(a) = y0 = yn = S(b), S ′(a) = d0 = dn = S ′(b).

Tak dostaneme rovnici

hnd1 + h1dn−1 + 2(h1 + hn)dn = 3(hnδ1 + h1δn), (4.47a)

kde δ1 = (y1 − yn)/h1. Změńı se také prvńı z rovnic (4.44), ta bude nyńı tvaru

2(h1 + h2)d1 + h1d2 + h2dn = 3(h2δ1 + h1δ2). (4.47b)
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Výslednou soustavu n rovnic pro neznámé d1, d2, . . . , dn dostaneme tak, že nejdř́ıve vez-
meme rovnici (4.47b), pak rovnice (4.44) pro i = 2, 3, . . . , n−1, a nakonec rovnici (4.47a).
Podmı́nky not a knot. Jestliže prvńı ani druhé derivace v krajńıch bodech a, b neznáme,
osvědčil se postup, označovaný v anglicky psané literatuře jako not a knot. Myšlenka
je jednoduchá: požadujeme, aby splajn byl polynomem třet́ıho stupně na prvńıch dvou
intervalech, tj. pro x0 ≤ x ≤ x2, a na posledńıch dvou intervalech, tj. pro xn−2 ≤ x ≤ xn.
V uzlech x1 a xn−1 tedy už nedocháźı k napojováńı dvou r̊uzných polynomů, tj. uzel x1
a xn−1 už neńı uzel splajnu nebo-li knot, odtud název postupu

”
not a knot“.

Polynomy S1(x) a S2(x) maj́ı v bodě x1 společnou funkčńı hodnotu y1, stejnou prvńı
derivaci d1 a podle (4.43) také stejnou druhou derivaci. Aby oba polynomy byly totožné
stač́ı, když budou mı́t v bodě x1 také stejnou třet́ı derivaci. Stejnou úvahu lze provést
v bodě xn−1. Když pomoćı (4.38) vyjádř́ıme podmı́nku S ′′′

1 (x1) = S ′′′
2 (x1) a uprav́ıme ji

pomoćı prvńı rovnice soustavy (4.44), dostaneme rovnici

h2d0 + (h1 + h2)d1 = [(3h1 + 2h2)h2δ1 + h21δ2]/(h1 + h2) . (4.48a)

Podobně zpracujeme také podmı́nku S ′′′
n−1(xn−1) = S ′′′

n (xn−1) a dostaneme rovnici

(hn−1 + hn)dn−1 + hn−1dn = [h2nδn−1 + (2hn−1 + 3hn)hn−1δn]/(hn−1 + hn) . (4.48b)

Neznámé d0, d1, . . . , dn pak dostaneme jako řešeńı soustavy rovnic, z nichž prvńı je rovnice
(4.48a), pak následuj́ı rovnice (4.44) a nakonec přijde rovnice (4.48b).

VMATLABu lze pro výpočet kubického splajnu použ́ıt funkci spline. Základńı volbou
jsou podmı́nky not a knot, použ́ıt lze ale také Hermitovy okrajové podmı́nky.

Aproximace křivky. Křivku x = ϕ(t), t ∈ 〈0, ℓ〉, aproximujeme křivkou x = s(t) tak, že
i-tá složka si funkce s je kubický splajn aproximuj́ıćı i-tou složku ϕi funkce ϕ na vhodném
děleńı intervalu 〈0, ℓ〉. Pokud známe body {xi}ni=0, kterými má procházet splajn, zvoĺıme
děleńı 0 = t0 < t1 < · · · < tn ≡ ℓ třeba tak, že ti = ti−1 + ‖xi − xi−1‖2, i = 1, 2, . . . , n.

Chyba interpolace. Jestliže yi = f(xi), i = 0, 1, . . . , n, d0 = f ′(x0), dn = f ′(xn),
Ma = f ′′(a), Mb = f ′′(b), a když f ∈ C4〈a, b〉, pak pro chybu interpolace plat́ı (4.40).

Bázové splajny. Splajn Sp ∈ Sp
∆ lze vyjádřit ve tvaru

Sp(x) =

n+p∑

j=1

ajϕ
p
j(x), (4.49)

kde {ϕp
j}n+p

j=1 je báze prostoru Sp
∆. Pro numerické výpočty je velmi vhodná báze tvořená

tak zvanými bázovými splajny, stručně B-splajny.
Abychom mohli definovat B-splajny, potřebujeme děleńı (4.33) intervalu 〈a, b〉 rozš́ı̌rit

o p uzl̊u nalevo od a a o p uzl̊u napravo od b. Připust́ıme přitom, že tyto přidané uzly
mohou být násobné. Dostaneme tak děleńı

∆̄ := {x−p ≤ · · · ≤ x−1 ≤ a ≡ x0 < x1 < · · · < xn ≡ b ≤ xn+1 ≤ · · · ≤ xn+p}. (4.50)
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B-splajn řádu k př́ıslušný uzlu xi děleńı ∆̄ budeme značit Bik. Definice je rekurzivńı, takže
začneme splajnem řádu 1,

Bi1 =

{
1 pro xi ≤ x < xi+1,

0 jinak,
(4.51)

a B-splajn řádu k > 1 definujeme předpisem

Bik = ωikBi,k−1 + (1− ωi+1,k)Bi+1,k−1, (4.52)

kde

ωik(x) =





x− xi
xi+k−1 − xi

když xi 6= xi+k−1,

0 jinak.

(4.53)

Snadno ověř́ıme, že Bik je po částech polynom stupně k−1 a že Bik = 0 pro x /∈ 〈xi, xi+k).
Pro derivaci B′

ik lze odvodit

B′
ik = αikBi,k−1 − αi+1,kBi+1,k−1, (4.54)

kde

αik =





k − 1

xi+k−1 − xi
když xi 6= xi+k−1,

0 jinak.

(4.55)

Protože lineárńı B-splajn Bi2 je spojitý, Bik ∈ Ck−2〈a, b〉. Snadno ověř́ıme, že funkce
{Bj,p+1}n−1

j=−p tvoř́ı bázi v Sp
∆. Pokud se vrát́ıme k vyjádřeńı (4.49), pak

ϕp
j = Bj−p−1,p+1 ≡ Bj−r,r, j = 1, 2, . . . , n+ p, (4.56)

kde r = p + 1. Na intervalu 〈xi, xi+1〉 mohou být nenulové jen B-splajny {Bjk}ij=i−k+1,
k = 1, 2, . . . , r. Proto

Sp(x)
∣∣∣
x∈〈xi,xi+1)

≡ Sp
i+1(x) =

i∑

j=i−r+1

aj+rBjr(x) =

r∑

j=1

ai+jBi−r+j,r(x). (4.57)

Algoritmus BSPL pro výpočet {Bjr(x)}ij=i−r+1 pro x ∈ 〈xi, xi+1).

1. zvol r ≥ 2, x ∈ 〈xi, xi+1)

2. vynuluj matici B = {bij} typu (r + 1, r)

3. br1 := 1

4. for k := 2, . . . , r do

5. for j := r − k + 1, . . . , r do

6. bjk := ωjk(x)bj,k−1 + (1− ωj+1,k(x))bj+1,k−1

7. end

8. end

Pak Bjr(x) = bj+r−i,r, j = i− r + 1, . . . , i, najdeme v posledńım sloupci matice B.

90



Obrázek 4.3 zobrazuje B-splajny řádu 4 na děleńı

∆̄ := {0 = 0 = 0 = 0 < 0,2 < 0,4 < 0,6 < 0,8 < 1 = 1 = 1 = 1}.

0  0.2 0.4 0.6 0.8 1  
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Obr. 4.3: B-splajny {Bi4}4i=−3

Pro vyjádřeńı okrajových podmı́nek potřebujeme derivace splajnu. Zřejmě

[
Sp
i+1

](q)
(x)
∣∣∣
x∈〈xi,xi+1)

=
i∑

j=i−r+1

aj+rB
(q)
jr (x) =

r∑

j=1

ai+jB
(q)
i−r+j,r(x). (4.58)

Algoritmus BSPLd pro výpočet derivaćı B-splajn̊u {B(q)
jr (x)}ij=i−r+1 pro x ∈ 〈xi, xi+1).

1. zvol r ≥ 2, 0 ≤ q ≤ r − 1, x ∈ 〈xi, xi+1)

2. vynuluj matici B = {bij} typu (r + 1, r)

3. br1 := 1

4. for k := 2, . . . , r do

5. for j := r − k + 1, . . . , r do

6. if k ≤ r − q
7. bjk := ωjk(x)bj,k−1 + (1− ωj+1,k(x))bj+1,k−1

8. else

9. bjk := αjkbj,k−1 − αj+1,kbj+1,k−1

10. end

11. end

12. end

Pak B
(q)
jr (x) = bj+r−i,r, j = i− r + 1, . . . , i, najdeme v posledńım sloupci matice B.

Kardinálńı B-spajny jsou B-splajny na rovnoměrném děleńı s uzly xi = ih, kde h
je konstantńı délka kroku. Kardinálńı B-spajny jsou tvarově stejné, navzájem posunuté.
Plat́ı

Bi−s,r(x) = Bir(x+ sh) nebo-li Bir(x) = Bi−s,r(x− sh).
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Z (4.57) pomoćı transformace x = xi + ξh, ξ ∈ 〈0, 1〉, obdrž́ıme

Sp
i+1(xi + ξh) =

r∑

j=1

ai+jBi−r+j,r(xi + ξh) =
r∑

j=1

ai+jBj−r,r(xi + ξh− ih) =

r∑

j=1

ai+jBj−r,r(ξh) =

r∑

j=1

ai+jB̂j−r,r(ξ), (4.59)

kde B̂sr(t) = Bsr(th) je kardinálńı B-splajn řádu r př́ıslušný uzlu s na rovnoměrném děleńı
s krokem délky jedna. Označ́ıme-li ϕ̂p

j (ξ) = B̂j−r,r(ξ), j = 1, 2, . . . , r, pak

Sp
i+1(x) =

r∑

j=1

ai+jϕ̂
p
j

(
x− xi
h

)
, x ∈ 〈xi, xi+1). (4.60)

Algoritmus BSPLc pro výpočet kardinálńıch B-splajn̊u {ϕ̂p
j(ξ)}rj=1 pro ξ ∈ 〈0, 1〉.

1. zvol r ≥ 2, ξ ∈ 〈0, 1〉
2. vynuluj matici B = {bij} typu (r + 1, r)

3. br1 := 1

4. for k := 2, . . . , r do

5. for j := r − k + 1, . . . , r do

6. bjk := [((r + ξ)− j)bj,k−1 + (j + k − (r + ξ))bj+1,k−1]/(k − 1)

7. end

8. end

Pak ϕ̂p
j(ξ) = bjr, j = 1, . . . , r, najdeme v posledńım sloupci maticeB. Kardinálńı B-spajny

stupň̊u 1, 2 a 3 jsou uvedeny v tabulce 4.1.

p = 1 p = 2 p = 3

ϕ̂p
1 1− ξ 1

2
(1− ξ)2 1

6
(1− ξ)3

ϕ̂p
2 ξ 1

2
(−2ξ2 + 2ξ + 1) 1

6
(3ξ3 − 6ξ2 + 4)

ϕ̂p
2

1
2
ξ2 1

6
(−3ξ3 + 3ξ2 + 3ξ + 1)

ϕ̂p
4

1
6
ξ3

Tab. 4.1: Kardinálńı B-splajny

Koeficienty {aj}n+p
j=1 dostaneme řešeńım soustavy n+p lineárńıch rovnic: n + 1 rovnic

(4.42) doplńıme p − 1 rovnicemi pro okrajové podmı́nky. Matice soustavy je pásová,
v každém řádku je nejvýše p nenulových koeficient̊u. Pro často použ́ıvané děleńı

∆̄ := {x−p = x−p+1 = · · · = a ≡ x0 < x1 · · · < xn ≡ b = xn+1 = · · · = xn+p}, (4.61)

lichý stupeň splajnu p = 2m− 1 a řazeńı rovnic pro
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Hermitovy okrajové podmı́nky přirozené okrajové podmı́nky

S(x0) = y0, S(x0) = y0,

S(j)(x0) = y
(j)
0 , j = 1 : m− 1, S(j)(x0) = y

(j)
0 , j = m : 2m− 2,

S(xi) = yi, i = 1 : n− 1, S(xi) = yi, i = 1 : n− 1,

S(j)(xn) = y
(j)
n , j = m− 1 : −1 : 1, S(j)(xn) = y

(j)
n , j = 2m− 2 : −1 : m,

S(xn) = yn, S(xn) = yn,

je matice soustavy p-diagonálńı.
Tak třeba pro rovnoměrné děleńı (4.61) s krokem délky h = (b − a)/n, pro p = 3

a Hermitovy okrajové podmı́nky dostaneme matici soustavy




1 0
−3/h 3/h 0

1/4 7/12 1/6
1/6 2/3 1/6

. . .
. . .

. . .

1/6 2/3 1/6
1/6 7/12 1/4

0 −3/h 3/h
0 1




.

4.1.3. Trigonometrická interpolace

je vhodná pro interpolaci periodických funkćı. Řekneme, že funkce f je periodická
s periodou T , jestliže f(t + T ) = f(t) pro každé t. Frekvence ν = 1/T a úhlová frekvence
ω = 2π/T . Tak třeba funkce sin 2πkt má periodu T = 1/k, frekvenci ν = k a úhlovou
frekvenci ω = 2πk. Jestliže t je čas měřený v sekundách, pak frekvence určuje počet period
obsažených v jedné sekundě nebo-li počet cykl̊u za jednu sekundu. Jednotkou frekvence
je Hertz, znač́ıme Hz, v základńıch jednotkách Hz=s−1. Představme si, že jednomu cyklu
odpov́ıdá úhel 2π, který oṕı̌seme při jedné otáčce po jednotkové kružnici. Úhlová frekvence
je pak úhel, který oṕı̌seme za ν cykl̊u, jednotkou úhlové frekvence je počet radián̊u za
sekundu, znač́ıme rad s−1.

Trigonometrický interpolačńı polynom. K interpolaci periodické funkce s periodou
T použijeme trigonometrický interpolačńı polynom

Pn(t) =





a0
2

+
m∑

h=1

(ah cosωht+ bh sinωht)

a0
2

+
m−1∑

h=1

(ah cosωht+ bh sinωht) +
am
2

cosωmt

pro n =





2m+ 1,

2m,

(4.62)
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s koeficienty ah, bh zvolenými tak, aby byly splněny interpolačńı podmı́nky

Pn(tk) = fk, k = 0, 1, . . . , n− 1, (4.63)

kde tk jsou uzly děleńı,

0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn−1 < T,

a fk = f(tk), k = 0, 1, . . . , n − 1. Pro n liché je trigonometrický interpolačńı polynom
určen jednoznačně, viz [20]. Pro sudé n je jednoznačná existence zaručena, právě když
S :=

∑n−1
k=0 tk neńı celoč́ıselným násobkem T , viz [47]. Dosad́ıme-li do (4.63) za P výraz

(4.62), dostaneme soustavu n lineárńıch rovnic pro neznámé koeficienty ah, bh. Řešeńı
takové soustavy vyžaduje O(n3) operaćı.

Trigonometrický interpolačńı polynom (4.62) lze také vyjádřit ve tvaru

Pn(t) =
n−1∑

h=0

fhℓh(t), (4.64)

kde ℓh jsou trigonometrické fundamentálńı polynomy,

ℓh(t) =





n−1∏

k=0,k 6=h

sin 1
2
ω(t− tk)

sin 1
2
ω(th − tk)

sin 1
2
ω(S + t− th)
sin 1

2
ωS

n−1∏

k=0,k 6=h

sin 1
2
ω(t− tk)

sin 1
2
ω(th − tk)

pro n =





2m+ 1 liché,

2m sudé,

(4.65)

viz [47]. Vzorec (4.65) je sice elegantńı, pro praktické použit́ı však př́ılǐs vhodný neńı:
výpočet hodnoty Pn(t) podle (4.64)–(4.65) potřebuje O(n2) operaćı pro každé t.

Fázový interpolačńı polynom. Pro efektivńı výpočet koeficient̊u trigonometrického
polynomu (4.62) je účelné zvolit rovnoměrné děleńı

tk =
T

n
k, k = 0, 1, . . . , n− 1. (4.66)

Na rovnoměrném děleńı (4.66) je trigonometrický interpolačńı polynom jednoznačně
určen. Skutečně,

S

T
=

1

T

n−1∑

k=0

tk =
1

T

n−1∑

k=0

T

n
k =

n(n− 1)

2n
=
n− 1

2
,

takže pro n sudé S neńı celoč́ıselným násobkem T .
Je-li f v intervalu 〈0, T 〉 lipschitzovsky spojitá 3 , pak Pn(t) → f(t) pro n → ∞,

t ∈ 〈0, T 〉, viz [8].

3 Funkce f(t) je v intervalu 〈0, T 〉 lipschitzovsky spojitá, jestliže existuje konstanta L taková, že
|f(x)− f(y)| ≤ L|x− y| ∀x, y ∈ 〈0, T 〉.
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Koeficienty trigonometrického interpolačńıho polynomu Pn źıskáme prostřednictv́ım
fázového interpolačńıho polynomu

pn(t) = c0 + c1e
iωt + c2e

2iωt + · · ·+ cn−1e
(n−1)iωt =

n−1∑

h=0

che
iωth ≡

n−1∑

h=0

chz
h, (4.67)

kde i =
√
−1 je komplexńı jednotka, ω = 2π/T , eiωht = cosωht + i sinωht je periodická

funkce s periodou Th = T/h a frekvenćı νh = h/T , z = eiωt. Komplexńı koeficienty {ch}n−1
h=0

urč́ıme z interpolačńıch podmı́nek

pn(tk) = fk, k = 0, 1, . . . , n− 1. (4.68)

Označ́ıme-li

ϕh = (eiωht0 , eiωht1 , . . . , eiωhtn−1)T = (1, e2πih/n, . . . , e2πi(n−1)h/n)T , h = 0, 1, . . . , n−1,

pak lze interpolačńı podmı́nky (4.68) zapsat maticově ve tvaru

f =
n−1∑

h=0

chϕh = Vnc, (4.69)

kde

Vn = (ϕ0,ϕ1, . . . ,ϕn−1) =




1 1 . . . 1

1 e2πi/n . . . e2πi(n−1)/n

...
...

...
...

1 e2πi(n−1)/n . . . e2πi(n−1)2/n



, (4.70)

je symetrická Vandermontova matice, c = (c0, c1, . . . , cn−1)
T a f = (f0, f1, . . . , fn−1)

T .
Odtud

c = V−1
n f =

1

n
Fnf , (4.71)

kde

Fn =




1 1 . . . 1

1 e−2πi/n . . . e−2πi(n−1)/n

...
...

...
...

1 e−2πi(n−1)/n . . . e−2πi(n−1)2/n



. (4.72)

D̊ukaz. Ukážeme, že VnFn = nIn, kde In je jednotková matice řádu n.

[VnFn]rs =
n−1∑

j=0

e2πirj/ne−2πijs/n =
n−1∑

j=0

e2πij(r−s)/n =
n−1∑

j=0

qjrs,

kde qrs = e2πi(r−s)/n. Pro r = s je qrr = 1, takže [VnFn]rr = n. Pro r 6= s dostaneme
[VnFn]rs = [(qnrs − 1)/(qrs − 1)]/n = 0, nebot’ qnrs = e2πi(r−s) = 1. �
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Všimněte si, že

e−iω(n−h)xk = e−2πi(n−h)k/n = e−2πkie2πihk/n = e2πihk/n = eiωhxk . (4.73)

Odtud a z (4.71) a (4.72) tak dostaneme

c0 =
1

n

n−1∑

k=0

fk, ch =
1

n

n−1∑

k=0

fke
−iωhtk , cn−h =

1

n

n−1∑

k=0

fke
iωhtk , h = 1, 2, . . . , n−1. (4.74)

Pro h= 1, 2, . . . , n−1 jsou tedy koeficienty ch a cn−h komplexně sdružené, tj. cn−h = c̄h.
Koeficient c0 je reálný a pro n sudé je reálný také koeficient cn/2 = (1/n)

∑n−1
k=0(−1)kfk.

Výpočet hodnoty pn(t) lze provést pomoćı Hornerova schématu aplikovaného na po-
lynom qn(z) =

∑n−1
h=0 chz

h pro z = eiωt.

Koeficienty trigonometrického interpolačńıho polynomu urč́ıme z koeficient̊u fá-
zového interpolačńıho polynomu. Pomoćı (4.73) vyjádř́ıme

cosωhtk =
eiωhtk + eiω(n−h)tk

2
, sinωhtk =

eiωhtk − eiω(n−h)tk

2i

a dosad́ıme do rovnic pn(tk) = Pn(tk), k = 0, 1, . . . , n− 1.
Pro n = 2m+ 1 po úpravě dostaneme

(
c0 −

a0
2

)
ϕ0 +

m∑

h=1

[(
ch −

ah − ibh
2

)
ϕh +

(
cn−h −

ah + ibh
2

)
ϕn−h

]
= o.

Protože vektory {ϕh}n−1
h=0 jsou lineárně nezávislé (nebot’ Vn = (ϕ0,ϕ1, . . . ,ϕn−1) je re-

gulárńı), koeficienty u ϕh musej́ı být rovny nule. Odtud

a0 = 2c0, ah = ch + cn−h, bh = i(ch − cn−h), h = 1, 2, . . . , m.

Protože cn−h = c̄h, dostaneme

ah = 2Re(ch), bh = −2Im(ch), (4.75)

kde Re(ch) resp. Im(ch) je reálná resp. imaginárńı složka ch.
Pro n = 2m podobně odvod́ıme

a0 = 2c0, ah = ch + cn−h, bh = i(ch − cn−h), h = 1, 2, . . . , m− 1, am = 2cm,

přičemž opět plat́ı (4.75).
K určeńı koeficient̊u ch, a tedy také ah, bh, jsme potřebovali O(n2) operaćı. V daľśım

ukážeme, že tento počet lze sńıžit na O(n logn) operaćı.

Rychlá Fourierova transformace, stručně FFT (podle anglického Fast Fourier Trans-
form) je algoritmus, který umožňuje efektivńı výpočet diskrétńı Fourierovy transformace,
stručně DFT (podle anglického Discrete Fourier Transform). DFT transformuje posloup-
nost č́ısel {yk}n−1

k=0 na posloupnost {Yk}n−1
k=0 předpisem

Yk =
n−1∑

j=0

e−2πijk/nyj =
n−1∑

j=0

wjk
n yj, k = 0, 1, . . . , n− 1.
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kde wn = e−2πi/n. Odpov́ıdaj́ıćı maticový zápis je

Y = Fny,

kde y = (y0, y1, . . . , yn−1)
T , Y = (Y0, Y1, . . . , Yn−1)

T a Fn = {wjk
n }n−1

j,k=0, viz (4.72). Efek-
tivńı výpočet koeficient̊u c = (1/n)Fn f fázového interpolačńıho polynomu lze proto
provést pomoćı rychlé Fourierovy transformace.

Algoritmus FFT je založen na strategii známé jako rozděl a panuj (anglicky divide and
conquer). Podstatu FFT lze nejsnadněji vysvětlit pro př́ıpad, kdy n = 2q. Pomoćı rovnosti

wn = e−2πi/n = [e−2πi/(2n)]2 = w2
2n

dostaneme

Yk =
n−1∑

j=0

wjk
n yj =

n/2−1∑

j=0

w2jk
n y2j +

n/2−1∑

j=0

w(2j+1)k
n y2j+1 =

n/2−1∑

j=0

wjk
n/2y2j + wk

n

n/2−1∑

j=0

wjk
n/2y2j+1.

k = 0, 1, . . . , n− 1.

Pro k = n/2 + s, s = 0, 1, . . . , n/2− 1, j = 0, 1, . . . , n/2− 1, odvod́ıme

w
j(n/2+s)
n/2 = exp

(
−2πij
n/2

(n/2 + s)

)
= exp(−2πij) · exp

(
−2πijs
n/2

)
= wjs

n/2,

wn/2+s
n = exp

(
−2πi

n
(n/2 + s))

)
= exp(−πi) · exp(−2πis/n) = −ws

n,

takže

Yk =

n/2−1∑

j=0

wjk
n/2y2j + wk

n

n/2−1∑

j=0

wjk
n/2y2j+1,

Yn/2+k =

n/2−1∑

j=0

wjk
n/2y2j − wk

n

n/2−1∑

j=0

wjk
n/2y2j+1,

k = 0, 1, . . . , n/2− 1.

Transformaci vektoru y délky n provedeme pomoćı dvou transformaćı

u = Fn/2p, v = Fn/2q

vektor̊u p = (y0, y2, . . . , yn−2)
T a q = (y1, y3, . . . , yn−1)

T polovičńı délky n/2. Pak

Y =

(
u+ d ◦ v
u− d ◦ v

)
,

kde d = (1, wn, . . . , w
n/2−1
n ) a symbol ◦ vyznačuje Hadamard̊uv součin, tj.

d ◦ u = (d1u1, d2u2, . . . , dn/2un/2)
T , d ◦ v = (d1v1, d2v2, . . . , dn/2vn/2)

T .
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Tento postup rekurzivně opakujeme. Každý krok vyžaduje O(n) operaćı, krok̊u je
q = log2 n, takže celkové výpočetńı náklady jsou řádu O(n logn). Následuje

Algoritmus FFT v MATLABu:

function y=F(x)

% x je sloupcový vektor

n=length(x);

if n==1, y=x; return; end

d=exp(-2*pi*1i/n).^((0:n/2-1)’);

u=F(x(1:2:n-1));

v=F(x(2:2:n));

y=[u+d.*v;u-d.*v];

Algoritmus bez použit́ı rekurzivńıho voláńı funkce je uveden třeba v [55]. Rychlý
výpočet DFT založený na principu rozděl a panuj lze odvodit i pro př́ıpady, kdy n neńı
mocninou dvojky. Algoritmus FFT pro libovolné n je implementován v MATLABu jako
funkce fft. Koeficienty fázového interpolačńıho polynomu dostaneme provedeńım př́ıkazu
c=fft(f)/n.

Amplituda, fáze. Trigonometrický interpolačńı polynom (4.62) můžeme zapsat ekviva-
lentně ve tvaru

Pn(t) =





a0
2

+
m∑

h=1

Ah sin(ωht+ φh)

a0
2

+
m−1∑

h=1

Ah sin(ωht+ φh) +
am
2

cos(ωmt)

pro n =





2m+ 1,

2m,

(4.76)

kde Ah =
√
a2h + b2h = 2|ch| je amplituda a φh = arctg2(ah, bh) je fáze definovaná rovnicemi

cosφh = bh/Ah, sin φh = ah/Ah. Skutečně,

ah cosωht+ bh sinωht = Ah

(
ah
Ah

cosωht+
bh
Ah

sinωht

)
=

Ah (sinφh cosωht+ cosφh sinωht) = Ah sin(ωht+ φh).

Funkce arctg2 je v MATLABu implementována jako funkce atan2. Označ́ıme-li

A0 =
|a0|
2

= |c0|, φ0 =
π

2
sgn(a0), a pro n sudé Am =

|am|
2

= |cm|, φm =
π

2
sgn(am),

dostaneme

Pn(t) =
m∑

h=0

Ah sin(ωht+ φh). (4.77)

Funkce sgn je definována předpisem

sgn(t) =





−1
0

1

když

t < 0,

t = 0,

t > 0,
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v MATLABu viz funkce sign.
V praktických aplikaćıch se často vyhledává tzv. dominantńı frekvence νd = hd/T

př́ıslušná maximálńı amplitudě Ad = max0<h<nAh.

Př́ıklad 4.7. Uvažujme zař́ızeńı, které generuje periodický signál popsaný funkćı

f(t) = 10 + 12 cos 100πt+ 8 sin 160πt− 10 cos 300πt.

Signál f se skládá z konstanty Ā0 = 10 a ze tř́ı periodických funkćı: funkce 12 cos 100π
má amplitudu Ā1 = 12 a frekvenci ν̄1 = 50, funkce 8 sin 160πt má amplitudu Ā2 = 8
a frekvenci ν̄1 = 80 a funkce −10 cos 300πt má amplitudu Ā3 = 10 a frekvenci ν̄1 = 150.

Př́ıjemce signálu funkci f nezná, může však hodnoty signálu měřit. Provede celkem
n měřeńı v časech tk = k∆t, k = 0, 1, . . . , n − 1, kde ∆t = T/n a T je předpokládaná
perioda signálu. Hodnotu změřenou v čase tk označme jako fk, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Snadno zjist́ıme, že f má periodu T = 0,1ℓ, kde ℓ je libovolné přirozené č́ıslo. Předpo-
kládejme nejdř́ıve, že periodu známe a zvoĺıme T = 2. Jestliže provedeme 50 měřeńı na
každé základńı periodě délky 0,1, dostaneme n = 1000. Výpočet amplitud dokumentuje

Program FREQ v MATLABu:

f=@(t) 10+12*cos(100*pi*t)+8*sin(160*pi*t)-10*cos(300*pi*t); % funkce

T=2; % perioda

n=1000; % počet měřenı́

m=n/2; % polovina n

t=(0:n-1)*T/n; % dělenı́ na časové ose

y=f(t); % hodnoty funkce

c=fft(y)/n; % koeficienty fázového polynomu

A=[1,2*ones(1,m-1),1].*abs(c(1:m+1)); % amplitudy

nu=(0:n-1)/T; % dělenı́ na frekvenčnı́ ose

stem(nu(1:m+1),A,’k.’,’linewidth’,1); % zobrazenı́ amplitud

xlabel(’frekvence’); ylabel(’amplitudy’); % popisy os

set(gca,’xtick’,[0 50 80 150 250]); % zarážky na ose x

axis([-15 265 -1 13]); grid on; % rozměry okna

Grafickým výstupem programu je obrázek 4.4. Vid́ıme, že se podařilo přesně iden-
tifikovat frekvence a amplitudy obsažené v signálu f . Výpočet fáźı a jejich vykresleńı
ponecháváme jako cvičeńı, vyjde φ̄0 = π/2, φ̄1 = π/2, φ̄2 = 0 a φ̄3 = −π/2.

V praktických aplikaćıch často periodu funkce f neznáme. Frekvence a amplitudy
signálu f lze přesto přibližně zjistit. Jestliže v programu FREQ zvoĺıme T=2.045, dostaneme
obrázek 4.5. Aproximace frekvenćı je skvělá, u amplitud je to horš́ı.

Pokud je signál rušen náhodným šumem s nulovou středńı hodnotou, frekvence a am-
plitudy signálu f lze opět celkem dobře odhadnout. Když v programu FREQ nahrad́ıme
př́ıkaz y=f(t) př́ıkazem

y=f(t)+6*(2*randn(1,n)-1); % porušené hodnoty funkce f

dostaneme obrázek 4.6. Frekvence porušeného signálu z̊ustaly prakticky stejné.

Aproximace Fourierových koeficient̊u. Každou lipschitzovsky spojitou periodickou
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Obr. 4.4: amplitudy: T=2.

funkci f s periodou T lze vyjádřit pomoćı Fourierovy řady

f(t) =
α0

2
+

∞∑

h=1

[αh cosωht+ βh sinωht],

kde ω = 2π/T a

αh =
2

T

∫ T

0

f(t) cosωht dt, βh =
2

T

∫ T

0

f(t) sinωht dt

jsou Fourierovy koeficiety.
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Obr. 4.5: amplitudy: T=2,045.
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Obr. 4.6: amplitudy: T=2,045, porušená data.

Pomoćı (4.74) a (4.75) dostaneme

ah =
2

n

n−1∑

k=0

fk cosωhtk, bh =
2

n

n−1∑

k=0

fk sinωhtk.

Protože f(tn) = f(t0), pro fn = f(tn) plat́ı fn = f0. Označ́ıme-li ∆t = T/n, pak tk = k∆t,
k = 0, 1, . . . , n. Odtud

ah =
2

T
∆t

[
1

2
f0 cosωht0 +

n−1∑

k=1

fk cosωhtk +
1

2
fn cosωhtn

]
=

2

T
Qn

T (f cosωht),

kde Qn
T je složená lichoběžńıková formule na n d́ılćıch. Podobně bh = 2/T Qn

T (f sinωht).
Vid́ıme tedy, že koeficienty {ah}mh=0 resp. {bh}mh=1 trigonometrického interpolačńıho

polynomu P2m+1 jsou aproximace Fourierových koeficient̊u {αh}mh=0 resp. {βh}mh=1 založené
na přibližném výpočtu př́ıslušných integrál̊u složenou lichoběžńıkovou formuĺı. Algoritmus
přibližného výpočtu Fourierových koeficient̊u αh, βh pro h > m je popsán v [55].

4.1.4. Interpolace funkćı v́ıce proměnných

Omeźıme se na př́ıpad, kdy f je funkce dvou proměnných definovaná v oblasti Ω.

Interpolace po částech lineárńı. Předpokládejme, že Ω je mnohoúhelńık. Oblast Ω
triangulujeme, tj. vyjádř́ıme ji jako sjednoceńı trojúhelńık̊u T1, T2, . . . , Tm, z nichž každé
dva r̊uzné bud’to nemaj́ı žádný společný bod nebo maj́ı společný vrchol popř́ıpadě maj́ı
společnou stranu. Množinu T = {Tk}mk=1 všech takových trojúhelńık̊u nazýváme trian-
gulaćı oblasti Ω. Vrcholy trojúhelńık̊u triangulace označ́ıme P1 = [x1, y1], P2 = [x2, y2],
. . . , Pn = [xn, yn] a nazveme je uzly triangulace. Předpokládejme, že v každém uzlu Pi je
předepsána hodnota fi = f(xi, yi) interpolované funkce f .

Po částech lineárńım interpolantem funkce f na oblasti Ω rozumı́me funkci S, která
je v Ω spojitá, splňuje interpolačńı podmı́nky S(xi, yi) = fi, i = 1, 2, . . . , n, a která je na
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každém trojúhelńıku Tk ∈ T lineárńı. Na Tk je tedy z = S(x, y) ≡ Sk(x, y) rovnice roviny
určené hodnotami funkce f ve vrcholech Tk. Připomeňme, že rovnice roviny procházej́ıćı
body [xa, ya, za], [xb, yb, zb] a [xc, yc, zc] může být vyjádřena ve tvaru

∣∣∣∣∣∣

x− xa y − ya z − za
xb − xa yb − ya zb − za
xc − xa yc − ya zc − za

∣∣∣∣∣∣
= 0 .

Vypoč́ıtat hodnotu z = S(x, y) pro (x, y) ∈ Ω je snadné: urč́ıme trojúhelńık Tk, v němž
bod [x, y] lež́ı, a vypočteme z = Sk(x, y).

Chyba interpolace je t́ım menš́ı, č́ım jemněǰśı triangulaci zvoĺıme. Když f ∈ C2(Ω)
(tj. když f je v Ω spojitá spolu se svými prvńımi a druhými parciálńımi derivacemi), pak

|f(x, y)− S(x, y)| ≤ Ch2 ,

kde h je nejdeľśı strana trojúhelńık̊u triangulace a C je konstanta nezávislá na h.

Interpolace po částech bilineárńı. Předpokládejme, že Ω = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 je obdélńık.
Pomoćı děleńı a = x0 < x1 < · · · < xn = b, c = y0 < y1 < · · · < ym = d rozlož́ıme
výchoźı obdélńık Ω na menš́ı obdélńıky Rij = {(x, y) | xi−1 ≤ x ≤ xi, yj−1 ≤ y ≤ yj},
i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , m. Předpokládejme, že v uzlech [xi, yj] jsou předepsány
hodnoty fij = f(xi, yj) funkce f .

Na obdélńıku Rij definujeme funkci

Sij(x, y) = fi−1,j−1
xi − x
xi − xi−1

yj − y
yj − yj−1

+ fi,j−1
x− xi−1

xi − xi−1

yj − y
yj − yj−1

+

+ fi−1,j
xi − x
xi − xi−1

y − yj−1

yj − yj−1
+ fij

x− xi−1

xi − xi−1

y − yj−1

yj − yj−1
.

Funkce Sij je bilineárńı , tj. pro pevné x = C je Sij(C, y) lineárńı funkce proměnné y a pro
pevné y = D je Sij(x,D) lineárńı funkce proměnné x. Funkce Sij je interpolant funkce
f na obdélńıku Rij , tj. Sij nabývá ve vrcholech [xi−1, yj−1], [xi, yj−1], [xi, yj] a [xi−1, yj]
stejných hodnot jako funkce f , jak se snadno přesvědč́ıme.

Na Ω definujeme funkci S předpisem S(x, y) = Sij(x, y) pro (x, y) ∈ Rij , i = 1, 2, . . . , n,
j = 1, 2, . . . , m. Protože S(xi, yj) = fij, i = 0, 1, . . . , n, j = 0, 1, . . . , m, řekneme, že S je
po částech bilineárńı interpolant funkce f na obdélńıku Ω. Snadno ověř́ıme, že S je v Ω
spojitá (stač́ı si uvědomit, že Sij, a tedy také S, je na každé straně obdélńıka Rij lineárńı
funkce jednoznačně určena pomoćı hodnot funkce f v koncových bodech této strany).
Když f ∈ C2(Ω), pak pro chybu interpolace plat́ı odhad

|S(x, y)− f(x, y)| ≤ C(h2 + k2) , kde h = max
1≤i≤n

(xi − xi−1) , k = max
1≤j≤m

(yj − yj−1)

a C je konstanta nezávislá na h, k.
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4.2. Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

označuje postup pro přibližné řešeńı přeurčených nebo nepřesně zadaných soustav rovnic,
založený na minimalizaci kvadrát̊u jejich rezidúı, viz kapitola 3.

Prokládáńı dat křivkami je významná skupina úloh, které lze metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u řešit (v anglicky psané literatuře se pro tyto aplikace použ́ıvá označeńı curve
fitting). Popǐsme si, o co v takových úlohách jde.

Necht’ t je nezávisle proměnná, např́ıklad čas, a y(t) je neznámá funkce proměnné t,
kterou chceme aproximovat. Předpokládejme, že jsme provedli m pozorováńı, při nichž
byly hodnoty y přibližně změřeny pro určité (navzájem r̊uzné) hodnoty t, takže

yi ≈ y(ti) , i = 1, 2, . . . , m ,

kde symbol ≈ vyjadřuje přibližnou rovnost. Naš́ım záměrem je modelovat y(t) lineárńı
kombinaćı n bázových funkćı pro nějaké n ≤ m:

y(t) ≈ x1ϕ1(t) + x2ϕ2(t) + · · ·+ xnϕn(t) =: Rn(t) .

Funkce Rn(t) se ve statistice nazývá lineárńı regresńı funkce. Bázové funkce navrhujeme
podle očekávaného pr̊uběhu neznámé funkce y(t), určit se maj́ı parametry x1, x2, . . . , xn,
a to tak, aby

yi ≈ Rn(ti), i = 1, 2, . . . , m, maticově y ≈ Ax,

kde y = (y1, y2, . . . , ym)
T jsou naměřená data, x = (x1, x2, . . . , xn)

T je vektor neznámých
parametr̊u a A je tak zvaná návrhová matice,

A =




ϕ1(t1) ϕ2(t1) . . . ϕn(t1)

ϕ1(t2) ϕ2(t2) . . . ϕn(t2)

...
...

...

ϕ1(tm) ϕ2(tm) . . . ϕn(tm)



≡ (ϕ1,ϕ2, . . . ,ϕn) .

Vektor ϕi = (ϕi(t1), ϕi(t2), . . . ϕi(tm))
T , i = 1, 2, . . . , n, je i-tý sloupec matice A.

Rezidua jsou rozd́ıly mezi pozorováńımi yi a modelovanými hodnotami Rn(ti):

ri = yi − Rn(ti) = yi −
n∑

j=1

ϕj(ti)xj ≡ yi −
n∑

j=1

aijxj , i = 1, 2, . . . , m ,

kde aij = ϕj(ti). V maticovém zápisu

r = y −Ax . (4.78)

Parametry xi chceme určit tak, aby rezidua byla co nejmenš́ı. Metodu nejmenš́ıch čtverc̊u
dostaneme, když minimalizujeme součet čtverc̊u rezidúı:

‖r‖22 =
m∑

i=1

r2i → min . (4.79)
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Obr. 4.7: Princip metody nejmenš́ıch čtverc̊u

Někdy se použ́ıvá také vážená metoda nejmenš́ıch čtverc̊u: když jsou některá pozorováńı
významněǰśı než ostatńı, můžeme jednotlivým pozorováńım přisoudit váhy wi > 0 a mini-
malizovat součet vážených čtverc̊u rezidúı

‖r‖22,w =

m∑

i=1

wir
2
i → min .

Je-li např́ıklad chyba i-tého pozorováńı přibližně rovna ei, zvoĺıme wi = 1/ei.

Normálńı soustava rovnic. Označme F (x) = ‖y−Ax‖22 ≡ ‖r‖22. Řešeńı minimalizačńı
úlohy (4.79) muśı splňovat nutnou podmı́nku pro extrém:

∂F (x)

∂xk
=

∂

∂xk

m∑

i=1

(
yi −

n∑

j=1

aijxj

)2

= 0 , k = 1, 2, . . . , n .

Když provedeme naznačené derivováńı, dostaneme

∂F (x)

∂xk
= 2

m∑

i=1

(
yi −

n∑

j=1

aijxj

)
(−aik) = 0,

a odtud

n∑

j=1

(
m∑

i=1

aikaij

)
xj =

m∑

i=1

aikyi , k = 1, 2, . . . , n ,
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což lze zapsat maticově jako

ATAx = ATy . (4.80)

Soustava lineárńıch rovnic (4.80) je známa jako normálńı soustava rovnic. Když jsou
sloupce matice A lineárně nezávislé, je matice G := ATA pozitivně definitńı, takže řešeńı
x∗ normálńı soustavy rovnic minimalizuje F (x) ≡ ‖r‖22 a je tedy řešeńım úlohy (4.79):

‖y −Ax∗‖22 = min
x∈Rn
‖y −Ax‖22 nebo-li x∗ = argmin

x∈Rn

‖y−Ax‖22 .

Vyjádř́ıme-li normálńı soustavu rovnic pomoćı vektor̊u ϕi, dostaneme




(ϕ1,ϕ1) (ϕ1,ϕ2) . . . (ϕ1,ϕn)

(ϕ2,ϕ1) (ϕ2,ϕ2) . . . (ϕ2,ϕn)
...

... . . .
...

(ϕn,ϕ1) (ϕn,ϕ2) (ϕn,ϕn)







x1

x2
...

xn




=




(ϕ1,y)

(ϕ2,y)
...

(ϕn,y)



, (4.81)

kde

(ϕk,ϕj) =

m∑

i=1

ϕk(ti)ϕj(ti) a (ϕk,y) =

m∑

i=1

ϕk(ti)yi

jsou skalárńı součiny vektor̊u ϕk,ϕj a ϕk,y. MaticeG soustavy (4.81) se nazývá Gramova
matice soustavy vektor̊u {ϕj}nj=1.

Při návrhu aproximace Rn(t) bychom měli vyb́ırat funkce ϕi(t) tak, aby sloupce ϕi

matice A byly lineárně nezávislé. V opačném př́ıpadě, jak se dá ukázat, má úloha (4.79)
nekonečně mnoho řešeńı, což je zřejmě nežádoućı.

Uved’me si dva významné speciálńı př́ıpady, pro které jsou sloupce matice A lineárně
nezávislé (d̊ukaz lze naj́ıt např. v [6]):

a) pro n = N + 1 voĺıme ϕj(t) = tj−1, j = 1, 2, . . . , N + 1;

b) pro n = 2N + 1 voĺıme

ϕ1(t) = 1, ϕ2k(t) = cos
kπ

L
t, ϕ2k+1(t) = sin

kπ

L
t, k = 1, 2, . . . , N ,

a
”
časy pozorováńı“ ti vyb́ıráme z intervalu〈c, c + 2L), kde L > 0, c libovolné.

Aproximace Rn(t) je v př́ıpadě a) algebraický polynom stupně N a v př́ıpadě b) trigono-
metrický polynom stupně N .

Když je m = n a matice A je regulárńı, pak x∗ = A−1y a r = o, tj. Rn(ti) = yi,
i = 1, 2, . . . , m. Pokud jsou však naměřená data yi zat́ıžena chybami, pak neńı účelné,
aby funkce Rn(t) tyto chyby koṕırovala. Naopak, aby Rn(t) věrohodně vystihovala (re-
konstruovala) neznámou funkci y(t), je žádoućı, aby Rn(t) naměřená data vyrovnávala
(vyhlazovala). To je ale možné jen tehdy, když počet pozorováńı m je výrazně větš́ı než
počet n návrhových parametr̊u, tj. pro m≫ n.

Př́ıklad 4.8. Pro data předepsaná tabulkou
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ti 0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

yi 3,57 2,99 2,62 2,33 2,22 2,10 2,05

urč́ıme aproximaci R2(t) = x1 + x2e
−t metodou nejmenš́ıch čtverc̊u. Zřejmě ϕ1(t) = 1

a ϕ2(t) = e−t. Normálńı soustava rovnic je tvaru



7∑
i=1

1 · 1
7∑

i=1

1 · e−ti

7∑
i=1

e−ti · 1
7∑

i=1

e−ti · e−ti






x1

x2


 =




7∑
i=1

1 · yi
7∑

i=1

e−ti · yi


 .

Vypočteme-li př́ıslušné sumy, dostaneme soustavu (zobrazujeme nejvýše 4 desetinná mı́sta)
(

7 2,4647

2,4647 1,5805

)(
x1

x2

)
=

(
17,88

7,4422

)
,

jej́ıž řešeńı je x1
.
= 1,9879 a x2

.
= 1,6087. Hledaná aproximace R2(t)

.
= 1,99 + 1,61e−t

a ‖r‖ .= 0,0651. �

Př́ıklad 4.9.Daty z předchoźıho př́ıkladu prolož́ıme postupně polynomy prvńıho, druhého
a třet́ıho stupně. Za bázové voĺıme funkce ϕj(t) = tj−1, kde j = 1, 2, . . . , n a n = 2, 3, 4.

a) Polynom prvńıho stupně. Pro ϕ1(t) = 1 a ϕ2(t) = t dostaneme normálńı soustavu
rovnic(

7 10,5

10,5 22,75

)(
x1

x2

)
=

(
17,88

23,45

)
,

která má řešeńı x1
.
= 3,28 a x2

.
= −0,48, takže R2(t)

.
= 3,28−0,48t a ‖r‖2 .

= 0,4756.
Aproximace lineárńım polynomem tedy neńı vhodná, nebot’ je málo přesná.

b) Polynom druhého stupně. Normálńı soustava rovnic



7 10,5 22,75

10,5 22,75 55,125

22,75 55,125 142,1875






x1

x2

x3


 =




17,88

23,45

49,0625




má řešeńı x1
.
= 3,53, x2

.
= −1,09 a x3

.
= 0,20, takže R3(t)

.
= 3,53 − 1,09t + 0,2t2

a ‖r‖2 .
= 0,1006. Velikost rezidua se zmenšila, je však stále větš́ı než v př́ıkladu 3.7.

c) Polynom třet́ıho stupně. Normálńı soustava rovnic (zobrazujeme nejvýše 4 desetinná
mı́sta)




7 10,5 22,75 55,125

10,5 22,75 55,125 142,1875

22,75 55,125 142,1875 381,2813

55,125 142,1875 381,2813 1049,5469







x1

x2

x3

x4




=




17,88

23,45

49,0625

116,78




má řešeńı x1
.
= 3,57, x2

.
= −1,35, x3 .

= 0,43 a x4
.
= −0,05, takže

R4(t)
.
= 3,57− 1,35t+ 0,43t2 − 0,05t3 a ‖r‖2 .

= 0,0360.
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Pokud bychom stupeň polynomu dále zvyšovali, zjistili bychom, že polynom R7(t) šestého
stupně procháźı všemi body [ti, yi], takže je to interpolačńı polynom.

Všimněte si ještě prvk̊u Gramových matic: s rostoućım řádem největš́ı koeficient
prudce roste. Spolu s ńım prudce roste také č́ıslo podmı́něnosti Gramových matic. Do
následuj́ıćı tabulky jsme zaznamenali č́ısla podmı́něnosti κ2(G) pro n = 2, 3, . . . , 7 (spoč-
tená v MATLABu pomoćı maticové ‖ · ‖2 normy)

n 2 3 4 5 6 7

κ2(G) 16 4,27 · 102 1,91 · 104 1,20 · 106 1,17 · 108 2,31 · 1010

Pokud bychom tabulku dat z př́ıkladu 3.7 rozš́ı̌rili o daľśı sloupce, mohli bychom teore-
ticky v regresńı funkci

∑n
j=1 xjt

j−1 zvětšovat n (až do počtu m sloupc̊u). Prakticky to

však možné neńı, nebot’ pro velké n by č́ıslo podmı́něnosti Gramovy matice bylo neúnosně
velké.

Splajny v metodě nejmenš́ıch čtverc̊u. Regresńı funkci hledáme jako splajn

Sp(t) =
d∑

j=1

xjϕ
p
j(t) (4.82)

stupně p, kde ϕp
j = Bj−r,r, r = p + 1, d = n + p ≤ m. Koeficienty xj , j = 1, 2, . . . , d,

urč́ıme minimalizaćı funkce

F (x) =
m∑

i=1

(yi − Sp(ti))
2 =

m∑

i=1

(
yi −

n+r−1∑

j=1

xjBj−r,r(ti)

)2

, (4.83)

kde x = (x1, x2, . . . , xd)
T . Označ́ıme-li

A =




B1−r,r(t1) B2−r,r(t1) . . . Bn−1,r(t1)
B1−r,r(t2) B2−r,r(t2) . . . Bn−1,r(t2)

...
... . . .

...
B1−r,r(tm) B2−r,r(tm) . . . Bn−1,r(tm)


 , y =




y1
y2
...
ym


 ,

pak lze funkci F zapsat maticově ve tvaru

F (x) = (y −Ax)T (y −Ax) = ‖y−Ax‖22. (4.84)

Z podmı́nky ∇F = o dostaneme normálńı soustavu rovnic (4.80).

Vyhlazovaćı bázový splajn. Splajn s koeficienty źıskanými řešeńım normálńı soustavy
rovnic občas vykazuje nežádoućı zvlněńı. Z toho d̊uvodu se zavád́ı tzv. vyhlazovaćı splajn,
jehož koeficienty se źıskaj́ı minimalizaćı funkce

G(x) =

m∑

i=1

(yi − Sp(ti))
2 + p

∫ b

a

[
S ′′
p (t)

]2
dt, (4.85)
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kde p ≥ 0 je vhodně zvolený parametr vyhlazeńı. Pro vyhlazovaćı člen postupně dosta-
neme

∫ b

a

[
S ′′
p (t)

]2
dt =

n−1∑

i=0

∫ xi+1

xi

[
S ′′
p (t)

]2
dt =

n−1∑

i=0

r∑

α,β=1

xi+α

[∫ xi+1

xi

B′′
i−r+α,r(t)B

′′
i−r+β,r(t) dt

]
xi+β =

n−1∑

i=0

xT
i Dixi,

kde xi = (xi+1, xi+2, . . . , xi+r)
T a Di = {diαβ}rα,β=1, přičemž

diαβ =

∫ xi+1

xi

B′′
i−r+α,r(t)B

′′
i−r+β,r(t) dt, α, β = 1, 2, . . . , r.

Integrály lze spoč́ıtat numericky formuĺı řádu alespoň 2(r−3), třeba Gaussovou-Legendro-
vou formuĺı s (r − 2)-ma uzly. Pomoćı lokálńıch matic Di, i = 0, 1, . . . , n − 1, sestav́ıme
globálńı matici D na základě ekvivalence

n−1∑

i=0

xT
i Dixi = xTDx.

Celkem tedy

G(x) = (y −Ax)T (y−Ax) + pxTDx, (4.86)

takže vyhlazené koeficienty dostaneme jako řešeńı soustavy lineárńıch rovnic

(
ATA + pD

)
x = ATy. (4.87)

Ilustrace efektu vyhlazeńı. Zvolili jsme řád splajnu r = 6 a děleńı intervalu 〈0, 2π〉 na
n = 10 d́ılk̊u nestejné délky. V rozš́ı̌reném děleńı ∆̄ jsme zvolili x−5 = x−4 = · · · = x0 = 0,
x10 = x11 = · · · = x15 = 2π. Dále jsme zvolili m = 30 bod̊u [ti, yi], i = 1, 2, . . . , 30, kde
0 = t1 < t2 < · · · < tm = 2π je nerovnoměrné děleńı intervalu 〈0, 2π〉 a kde yi ≈ sin ti jsou
hodnoty sin ti porušené pomoćı generátoru náhodných č́ısel s rovnoměrným rozděleńım.
V obrázku 4.8 tečkovaná čára vyznačuje nevyhlazený splajn a plná čára splajn vyhlazený
s koeficientem vyhlazeńı p = 0,2.
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Obr. 4.8: Vyhlazovaćı splajn: r = 6, n = 10, m = 30, p = 0,2.
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5. Numerický výpočet derivace a integrálu

Společným východiskem obou postup̊u je náhrada funkce f(x) vhodnou aproximaćı
ϕ(x), která je pak derivována nebo integrována. Jsou-li hodnoty yi ≈ f(xi) źıskány
měřeńım, je vhodné data nejdř́ıve vyrovnat, tj. ϕ źıskáme pomoćı metody nejmenš́ıch
čtverc̊u. Pokud je funkce f(x) zadána přesnými hodnotami yi = f(xi) ve velkém počtu
uzl̊u xi, pak je účelné určit ϕ jako po částech polynomický interpolant. Když je uzl̊u jen
pár, lze jako ϕ použ́ıt Lagrange̊uv popř. Hermit̊uv polynom nevysokého stupně.

5.1. Numerické derivováńı

Přibližný výpočet derivace f ′(x) má smysl např́ıklad tehdy, když

a) pro dané x můžeme źıskat odpov́ıdaj́ıćı hodnotu y = f(x), avšak explicitńı vyjádřeńı
funkce f(x) k dispozici nemáme a proto vzorec pro f ′(x) neumı́me napsat;

b) funkce f(x) je tak složitá, že výpočet jej́ı derivace je př́ılǐs pracný;

c) hodnoty funkce f(x) známe jen v několika tabulkových bodech.

V takových př́ıpadech je účelné nahradit funkci f(x) vhodnou aproximaćı ϕ(x) a hodnotu
derivace ϕ′(x) považovat za přibližnou hodnotu derivace f ′(x). Podobně postupujeme,
když potřebujeme přibližně určit vyšš́ı derivace: f (k)(x) nahrad́ıme pomoćı ϕ(k)(x).

V daľśım si uvedeme několik často použ́ıvaných formuĺı založených na derivováńı Lag-
rangeova interpolačńıho polynomu Pn(x), tj. když f

′(x) aproximujeme pomoćı P ′
n(x).

Chyba aproximace v uzlovém bodě. Necht’ f ∈ Cn+1〈a, b〉, kde a je nejmenš́ı a b je
největš́ı z uzl̊u interpolace. Pak pro chybu f ′(xs)− P ′

n(xs) v některém z uzl̊u xs plat́ı

f ′(xs)− P ′
n(xs) =

f (n+1)(ξs)

(n+ 1)!
ω′
n+1(xs) , (5.1)

kde ωn+1(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn) a ξs je nějaký bod z intervalu (a, b).

Přehled užitečných vzorc̊u. Uvažme př́ıpad, kdy uzly xi jsou ekvidistantńı s krokem h,
tj. xi = x0 + ih, i = 1, 2, . . . , n. Abychom doćılili jednotného zápisu, označ́ıme uzel xs,
v němž poč́ıtáme přibližnou hodnotu derivace, vždy jako x. Také ostatńı uzly neč́ıslujeme,
ale vyjadřujeme je pomoćı x jako x + h, x − h apod. Př́ıslušný vzorec je platný jen pro
funkce, které maj́ı potřebný počet spojitých derivaćı. Bod ξ lež́ı vždy mezi nejmenš́ım
a největš́ım uzlem použitým ve vzorci. Pomoćı vztahu (5.1) tak dostaneme:

n = 1 : f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
− 1

2
hf ′′(ξ) , (5.2a)

f ′(x) =
f(x)− f(x− h)

h
+

1

2
hf ′′(ξ) , (5.2b)

n = 2 : f ′(x) =
−3f(x) + 4f(x+ h)− f(x+ 2h)

2h
+

1

3
h2f ′′′(ξ) , (5.3a)
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f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
− 1

6
h2f ′′′(ξ) , (5.3b)

f ′(x) =
3f(x)− 4f(x− h) + f(x− 2h)

2h
+

1

3
h2f ′′′(ξ) . (5.3c)

Uved’me ještě nejznáměǰśı formuli pro výpočet druhé derivace. Rovnost

f ′′(x) =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
− 1

12
h2f (4)(ξ) . (5.4)

ověř́ıme užit́ım Taylorova rozvoje f(x± h) okolo x.
Formule ze vzorce (5.2a) je známa jako prvńı diference vpřed (dopředná diference)

a formule ze vzorce (5.2b) jako prvńı diference vzad (zpětná diference). Formule ze vzorce
(5.3b) bývá označována jako prvńı centrálńı diference a formule ze vzorce (5.4) jako druhá
centrálńı diference.

Numerický výpočet parciálńı derivace nepředstavuje žádný nový problém: derivuje-
me-li podle proměnné xi, ostatńıch proměnných xj 6= xi si nevš́ımáme a některou z výše
uvedených formuĺı aplikujeme jen na xi. Tak třeba pomoćı dopředné diference (5.2a)
dostaneme

∂f(x1, x2)

∂x2
≈ f(x1, x2 + h)− f(x1, x2)

h
.

Podmı́něnost numerického výpočtu derivace. Ve vzorćıch (5.2) – (5.4) jsme uvedli
vždy formuli (jako prvńı sč́ıtanec na pravé straně) a jej́ı diskretizačńı chybu (jako druhý
sč́ıtanec). Při numerickém výpočtu derivace hraj́ı významnou roli také zaokrouhlovaćı
chyby, a to jak v hodnotách funkce f (tj. ve vstupńıch datech), tak při vyhodnoceńı
formule (tj. při výpočtu). Ukážeme si to pro formuli ze vzorce (5.2a).

Ve skutečnosti za přibližnou hodnotu derivace f ′(x0) považujeme výraz

f̃ ′(x0) :=
f̃(x0+h)− f̃ (x0)

h
=

[f(x0+h)+ε1]− [f(x0)+ε0]
h

= f ′(x0)+
1

2
hf ′′(ξ0)+

ε1−ε0
h

,

kde ε1 resp. ε0 je zaokrouhlovaćı chyba, které se dopust́ıme při výpočtu f(x0 + h) resp.
f(x0). Tedy

f ′(x0) =
f̃(x0 + h)− f̃(x0)

h
+ Ed + Er ,

kde Ed := −1
2
hf ′′(ξ) je diskretizačńı chyba a Er := −(ε1 − ε0)/h je chyba zaokrouhlovaćı.

Chováńı obou chyb je pro h → 0 diametrálně odlǐsné: zat́ımco |Ed| → 0, |Er| → ∞. Pro
malá h se tedy zřejmě jedná o špatně podmı́něnou úlohu: malé změny ε0, ε1 ve vstupńıch
datech vyvolaj́ı velkou změnu Er a následně také výsledku f̃ ′(x). Když pro jednoduchost
zanedbáme zaokrouhlovaćı chyby vznikaj́ıćı při vyč́ısleńı formule [f̃(x0 + h) − f̃(x0)]/h,
dostáváme pro celkovou chybu E = Ed + Er odhad

|E| ≤ |Ed|+ |Er| ≤
1

2
hM2 + 2

ε

h
≡ g(h) ,

111



kde M2 = max |f ′′(x)| pro x ∈ 〈x0, x0+h〉 a ε = max(|ε1|, |ε2)|). Minimalizaćı funkce g(h)
obdrž́ıme optimálńı délku kroku

hopt = 2

√
ε

M2
, pro kterou |Eopt| = g(hopt) = 2

√
εM2 .

Předpokládejme, že hodnoty f(x0) i f(x0 + h) dokážeme vypoč́ıtat s relativńı chybou
rovnou přibližně č́ıslu δ, takže ε ≈M0δ, kdeM0 ≈ max(|f(x0)|, |f(x0+h)|). ProM0 ≈M2

je hopt ≈ 2
√
δ a |Eopt| ≈ 2M0

√
δ. Poč́ıtáme-li tedy např. ve dvojnásobné přesnosti a pokud

δ ≈ 10−16, pak hopt ≈ 2 · 10−8. Jestliže nav́ıc |f ′(x)| ≈ M0, pak |Eopt| ≈ 2|f ′(x)|
√
δ, a to

znamená, že velikost relativńı chyby derivace f̃ ′(x) je řádově rovna druhé odmocnině
velikosti relativńı chyby funkčńıch hodnot. To nás opravňuje k tvrzeńı: při přiblǐzném
výpočtu derivace formuĺı dopředné (nebo zpětné) diference docháźı při optimálńı volbě
kroku ke ztrátě přiblǐzně poloviny platných cifer.
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Obr. 5.1: Chyba numerické derivace: pro g(h) = 1
2h+ 2 · 10−16/h je hopt = 2 · 10−8 = Eopt

Podobné chováńı vykazuj́ı i ostatńı formule numerického derivováńı, tj. pro krok h
bĺızký hopt je numerický výpočet derivace špatně podmı́něná úloha: nepatrné zmenšeńı
kroku vyvolá značný nárust chyby, viz obr. 5.1.

5.2. Richardsonova extrapolace

Přibližný výpočet derivace lze efektivně zpřesnit technikou známou jako Richardsonova
extrapolace. Je to univerzálńı postup umožňuj́ıćı pomoćı základńı metody nižš́ı přesnosti
vytvářet metody vyšš́ı přesnosti. Ukažme si, jak se to dělá.

Předpokládejme, že základńı metoda je reprezentována funkćı F (h) parametru h. Me-
todou F umı́me vypoč́ıtat hodnotu F (h) pro malá h > 0. Naš́ım ćılem je co nejpřesněji
aproximovat hodnotu F (0), kterou však př́ımo z formule F určit neumı́me.
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Předpokládejme, že funkce F (h) může být zapsána ve tvaru mocninného rozvoje

F (h) = a0 + a1h
2 + a2h

4 + a3h
6 + . . . , h ∈ (0, h0〉. (5.5)

Konkrétńı formule F je zkoumána v př́ıkladu 5.1, viz (5.17). Pro malé h je F (h) jistě
dobrou aproximaćı F (0) = a0. Pokuśıme se naj́ıt lepš́ı aproximaci a0. Začneme t́ım, že
vypočteme F (h

2
). Podle (5.5) plat́ı

F

(
h

2

)
= a0 + a1

(
h

2

)2

+ a2

(
h

2

)4

+ a3

(
h

2

)6

+ . . . (5.6)

Největš́ı chybu ve výrazu a0−F (h) i a0−F (h2 ) představuje člen obsahuj́ıćı druhou mocni-
nu h. Zbav́ıme se ho tak, že od čtyřnásobku rovnice (5.6) odečteme rovnici (5.5) a výsledek
děĺıme třemi. Tak dostaneme

F2(h) :=
4F (h

2
)− F (h)
3

= a0 + a
(2)
2 h4 + a

(2)
3 h6 + . . . (5.7)

Snadno ověř́ıme, že |a(2)j | < |aj|, j = 2, 3, . . . . F2(h) je proto lepš́ı aproximace a0 než F (h)
nebot’ a0 − F2(h) zač́ıná až čtvrtou mocninou h. Dostali jsme tedy metodu F2, která je
(pro dosti malá h) lepš́ı než p̊uvodńı metoda F . Protože F2(h) ≈ F (0) je spočtena pomoćı
hodnot funkce F pro h a h

2
, představuje F2(h) extrapolaci funkce F do nuly (ověřte, že

F2(h) = P1(0), kde P1(t) je lineárńı interpolačńı polynom procházej́ıćı body [(h
2
)2, F (h

2
)]

a [h2, F (h)]).
Podobným postupem odstrańıme z F2(h) člen obsahuj́ıćı čtvrtou mocninu h a źıskáme

ještě lepš́ı aproximaci F (0). Nejprve vypočteme F2(
h
2
). Podle (5.7) plat́ı

F2

(
h

2

)
= a0 + a

(2)
2

(
h

2

)4

+ a
(2)
3

(
h

2

)6

+ . . . (5.8)

Rovnici (5.8) násob́ıme 16, odečteme (5.7) a výsledek děĺıme 15. Tak dostaneme metodu
F3, která je pro zvolené h definována předpisem

F3(h) :=
16F2(

h
2
)− F2(h)

15
= a0 + a

(3)
3 h6 + . . . (5.9)

přičemž |a(3)j | < |a(2)j | < |aj |, j = 3, 4, . . . . Všimněte si, abychom mohli vypoč́ıtat F2(
h
2
),

muśıme nejdř́ıve určit F (h
4
).

Takto můžeme pokračovat a źıskávat stále lepš́ı metody, pro které

Fi+1(h) =
4iFi(

h
2
)− Fi(h)

4i − 1
= a0 + a

(i+1)
i+1 h2i+2 + . . . , i = 1, 2, . . . (5.10)

a kde F1(h) = F (h). Pro koeficienty rozvoje přitom plat́ı |a(i+1)
j | < |aj|, j = i+1, i+2, . . . .

Necht’ hs = h/2s, s = 0, 1, . . . . Protože Fi(h) = a0 + a
(i)
i h

2i + a
(i)
i+1h

2i+2 + . . . , snadno
odvod́ıme, že

|Fi(hs)− a0| ≤ Cih
2i
s , s = 0, 1, . . . , i = 0, 1, . . . , (5.11)
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kde Ci jsou konstanty nezávislé na hs. Řekneme proto, že Fi(hs) je aproximace F (0) řádu
h2is a ṕı̌seme Fi(hs) = F (0) +O(h2is ).

Poznámka. (O Landauově symbolu O(ϕ(h))). Necht’ ϕ(h) je funkce definovaná v intervalu
(0, h0〉 a p je kladné č́ıslo. Řekneme, že funkce ϕ(h) je řádu O(hp) a ṕı̌seme ϕ(h) = O(hp),
jestliže existuje č́ıslo C > 0 takové, že pro všechna 0 < h ≤ h0 plat́ı |ϕ(h)| ≤ Chp. �

Výpočet lze přehledně uspořádat do tabulky

F1 (h)

F1

(
h
2

)
F2 (h)

F1

(
h
4

)
F2

(
h
2

)
F3 (h)

F1

(
h
8

)
F2

(
h
4

)
F3

(
h
2

)
F4 (h)

F1

(
h
16

)
F2

(
h
8

)
F3

(
h
4

)
F4

(
h
2

)
F5 (h)

...
...

...
...

...
. . .

⇐⇒

T00

T10 T11

T20 T21 T22

T30 T31 T32 T33

T40 T41 T42 T43 T44

...
...

...
...

...
. . .

Tab. 5.1 Richardsonova extrapolace

Tabulku vyplňujeme po řádćıch. Zřejmě

Tsi = Fi+1(h/2
s−i), Fi(hs) = Ti+s−1,i−1. (5.12)

Prvek Ts0 v prvńım sloupci tabulky vypočteme pomoćı základńı metody F = F1,

Ts0 = F (h/2s) , s = 0, 1, . . . , (5.13)

a daľśı prvky v tomto řádku poč́ıtáme ve shodě s (5.10) podle předpisu

Tsi :=
4iTs,i−1 − Ts−1,i−1

4i − 1
= Ts,i−1 +

Ts,i−1 − Ts−1,i−1

4i − 1
, i = 1, 2, . . . , s. (5.14)

Výpočet ukonč́ıme a Tsi považujeme za dostatečně přesnou aproximaci F (0), pokud

|Tsi − Ts,i−1| < max(εr|Tsi|, εa) , (5.15)

kde εr je požadovaná relativńı přesnost a εa požadovaná přesnost absolutńı. Podle (5.11)
a (5.12) přitom

|Tsi − F (0)| ≤ Ci+1h
2i+2
s−i , s = 0, 1, . . . , i = 0, 1, . . . (5.16)

Př́ıklad 5.1. Richardsonovu extrapolaci použijeme pro zpřesněńı výpočtu derivace podle
formule (5.3b). Jestliže má funkce f dostatečný počet spojitých derivaćı, pak

F (h) :=
f(x+ h)− f(x− h)

2h
= f ′(x) +

f (3)(x)

3!
h2 +

f (5)(x)

5!
h4 + . . . , (5.17)

takže F (h) je tvaru (5.5).
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Poč́ıtejme derivaci funkce f(x) = cosx pro x = 1. Zvoĺıme např. h = 0,8 a výpočet
ukonč́ıme, když bude splněna podmı́nka (5.15) pro εr = εa = 10−5. V následuj́ıćı tabulce
znač́ıme hs = h/2s, prvky Ts0 poč́ıtáme ze vztahu

Ts0 =
cos(1 + hs)− cos(1− hs)

2hs
,

prvky Ts1 a Ts2 v daľśıch sloupćıch poč́ıtáme podle (5.14). Č́ısla v tabulce jsou zaokrouh-
lena na 6 cifer. Protože |T32 − T31| < 10−5, považujeme T32 = −0,841471 za přibližnou
hodnotu f ′(1). Přesná hodnota f ′(1) = − sin(1)

.
= −0,84147098, takže T32 má všechny

s hs Ts0 Ts1 Ts2

0 0,8 −0,754543
1 0,4 −0,819211 −0,840766
2 0,2 −0,835872 −0,841426 −0,841470
3 0,1 −0,840069 −0,841468 −0,841471

cifry platné. �

Poznámka. Richardsonovu extrapolaci lze aplikovat na základńı metodu F také v př́ıpadě,
když má funkce F (h) obecný rozvoj

F (h) = a0 + a1h
p1 + a2h

p2 + a3h
p3 + . . . (5.5’)

kde 1 ≤ p1 < p2 < p3 < . . . jsou přirozená č́ısla. Přesněǰśı metodu Fi+1 v tom př́ıpadě
definujeme předpisem

Fi+1(h) =
2piFi(

h
2
)− Fi(h)

2pi − 1
= a0 + a

(i+1)
i+1 hpi+1 + . . . , i = 1, 2, . . . , (5.10’)

a Tsi poč́ıtáme podle

Tsi :=
2piTs,i−1 − Ts−1,i−1

2pi − 1
= Ts,i−1 +

Ts,i−1 − Ts−1,i−1

2pi − 1
, i = 1, 2, . . . , s . (5.14’)

Protože Fi(h)− F (0) = a
(i)
i h

pi + . . . , řekneme, žeFi(h) je aproximace F (0) řádu hpi. Pro
pi = 2i dostaneme dř́ıve uvažovaný př́ıpad, viz (5.5), (5.10) a (5.14). �

Př́ıklad 5.2. Richardsonovou extrapolaćı zpřesńıme výpočet derivace podle formule (5.2a).
Z Taylorovy věty dostaneme

F (h) :=
f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x) +

f (2)(x)

2!
h +

f (3)(x)

3!
h2 + . . . , (5.18)

což odpov́ıdá (5.5’) pro pi = i. Poč́ıtat budeme stejnou úlohu jako v př́ıkladu 5.1. Ten-
tokrát požadovanou přesnost dosáhneme až pro T44. Richardsonova extrapolace je méně
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s hs Ts0 Ts1 Ts2 Ts3 Ts4

0 0,8 −0,959381
1 0,4 −0,925838 −0,892295
2 0,2 −0,889723 −0,853608 −0,840712
3 0,1 −0,867062 −0,844401 −0,841332 −0,841421
4 0,05 −0,854625 −0,842188 −0,841451 −0,841468 −0,841471

účinná: zat́ımco pro formuli (5.3b) je T32 aproximace řádu h6, pro formuli (5.2a) je T44
aproximace řádu h5 a k dosažeńı požadované přesnosti bylo třeba zvolit menš́ı hs. �

5.3. Numerické integrováńı

Ćılem tohoto odstavce je přibližný výpočet určitého integrálu I(f) :=
∫ b

a
f(x) dx.

Existuje několik d̊uvod̊u, proč tento integrál nepoč́ıtáme přesně, např́ıklad

1) integrál I(f) neumı́me spoč́ıtat analytickými metodami;

2) analytický výpočet je př́ılǐs pracný;

3) funkce f(x) je dána jen tabulkou.

Za přibližnou hodnotu integrálu I(f) považujeme integrál Q(f) := I(ϕ), kde ϕ(x) je
vhodná aproximace funkce f(x).

5.3.1. Základńı vlastnosti kvadraturńıch formuĺı

Začneme t́ım, že si uvedeme jednoduchý

Př́ıklad 5.3. Pro větš́ı názornost výkladu předpokládejme, že funkce f(x) je na inter-
valu 〈a, b〉 kladná. Interval 〈a, b〉 rozděĺıme na n stejných d́ılk̊u délky h = (b − a)/n
pomoćı dělićıch bod̊u xi = a + ih, i = 0, 1, . . . , n, a obsah plochy pod křivkou f(x) na-
hrad́ıme obsahem plochy pod lomenou čárou spojuj́ıćı body [xi−1, f(xi−1)] a [xi, f(xi)],
i = 1, 2, . . . , n. Funkce ϕ(x) je tedy po částech lineárńı aproximaćı funkce f(x) a přibližná
hodnota integrálu I(f) je součtem obsah̊u lichoběžńık̊u s vrcholy [xi−1, 0], [xi, 0], [xi, f(xi)]
a [xi−1, f(xi−1)].

Výsledkem je předpis

Qn
T (f) :=

n∑

i=1

1
2
h(fi−1 + fi) = h

[
1
2
f0 + f1 + · · ·+ fn−1 +

1
2
fn
]
, (5.19)

kde fi := f(xi). Dostali jsme tak jednu ze základńıch formuĺı numerického integrováńı,
tzv. složenou lichoběžńıkovou formuli. Index T znač́ı

”
trapezoid“, což je anglický překlad

slova lichoběžńık. V daľśım budeme formule pro přibližný výpočet integrál̊u označovat
také jako kvadraturńı formule.
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f(xi−1)

f(xi)

a = x0 x1 xi−1 xi xi+1 xN−1 xN = b

f(x)

x

y

Obr. 5.2. Složená lichoběžńıková formule

Diskretizačńı chyba. Určeme chybu, které se dopust́ıme, když mı́sto přesného integrálu
I(f) použijeme kvadraturńı formuli Qn

T (f). Na intervalu 〈xi−1, xi〉 vznikne chyba

ri :=

∫ xi

xi−1

f(x) dx− 1

2
h[f(xi−1) + f(xi)] =

∫ xi

xi−1

[f(x)− P1(x)] dx ,

kde

P1(x) = f(xi−1) +
f(xi)− f(xi−1)

h
(x− xi−1)

je lineárńı interpolačńı polynom funkce f(x). Užit́ım vzorce (4.23) pro chybu interpolace
f(x)− P1(x) dostaneme

ri =

∫ xi

xi−1

1

2
f ′′(ξ(x))(x− xi−1)(x− xi) dx .

Protože funkce (x − xi−1)(x − xi) neměńı na intervalu 〈xi−1, xi〉 znaménko, z prvńı věty
o středńı hodnotě integrálu4 plyne existence bodu ηi ∈ (xi−1, xi) takového, že

ri = f ′′(ηi)

∫ xi

xi−1

1

2
(x− xi−1)(x− xi) dx = − 1

12
f ′′(ηi)h

3 .

4Prvńı věta o středńı hodnotě integrálu, viz [44]: Je-li f(x) spojitá v 〈a, b〉 a je-li g(x) integrovatelná
a g(x) ≥ 0 resp. g(x) ≤ 0, existuje aspoň jeden takový bod c ∈ (a, b), že

∫ b

a

f(x)g(x) dx = f(c)

∫ b

a

g(x) dx .
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Pro celkovou chybu Rn
T (f) = I(f)−Qn

T (f) proto dostaneme

Rn
T (f) = −

1

12
h3

n∑

i=1

f ′′(ηi) = −
h2(b− a)

12n

n∑

i=1

f ′′(ηi) = −
b− a
12

f ′′(η)h2 , (5.20)

kde η ∈ (a, b). Tedy Rn
T (f) = O(h2) a diskretizačńı chyba Rn

T (f)→ 0 pro h→ 0.

Zaokrouhlovaćı chyba. Pod́ıvejme se ještě na chybu zaokrouhlovaćı. Jestliže v kvadra-
turńı formuli (5.19) použijeme mı́sto přesných hodnot fi přibližné hodnoty f̃i = fi + εi,
pak

Q̃n
T (f) := h[1

2
f̃0 + f̃1 + · · ·+ f̃n−1 +

1
2
f̃n] = Qn

T (f) + h[1
2
ε0 + ε1 + · · ·+ εn−1 +

1
2
εn] .

Zřejmě I(f) = Q̃n
T (f)+Rn

T (f)+ER, kde ER := −h[1
2
ε0+ ε1+ · · ·+ εn−1+

1
2
εn] je celková

zaokrouhlovaćı chyba. Jestliže |εi| ≤ ε :=M0εm, kde M0 = max〈a,b〉 |f(x)| a εm je strojová
přesnost, dostaneme odhad

|ER| ≤ hnε = (b− a)ε = (b− a)M0εm .

Vid́ıme, že odhad velikosti zaokrouhlovaćı chyby |ER| nezáviśı na h. Pokud uváž́ıme také
zaokrouhlovaćı chyby aritmetických operaćı, odhad zaokrouhlovaćı chyby bude

|ER| ≤ (b− a)M0εm + (n+ 3)M0εm.

Protože n nebývá př́ılǐs velké, můžeme konstatovat, že numerické integrováńı je podstatně
méně citlivé na zaokrouhlovaćı chyby než numerické derivováńı a proto při běžném nu-
merickém výpočtu integrálu nemuśıme zaokrouhlovaćım chybám věnovat žádnou zvláštńı
pozornost. �

Obecný tvar kvadraturńı formule. Kvadraturńı formuli pro přibližný výpočet in-
tegrálu I(f) =

∫ b

a
f(x) dx budeme zapisovat ve tvaru

Q(f) = w0f(x0) + w1f(x1) + · · ·+ wnf(xn) . (5.21)

Body x0, x1, . . . , xn se nazývaj́ı uzly a č́ısla w0, w1, . . . , wn koeficienty kvadraturńı formule.
Budeme předpokládat, že a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b . Rozd́ıl I(f) − Q(f) označ́ıme
R(f) a nazveme (diskretizačńı) chybou kvadraturńı formule, tedy

I(f) = Q(f) +R(f) .

Řád kvadraturńı formule. Algebraický řád r = r(Q) kvadraturńı formule Q(f) defi-
nujeme jako nezáporné celé č́ıslo takové, že R(xj) = 0 pro j = 0, 1, . . . , r a R(xr+1) 6= 0.
Formule je tedy řádu r, pokud integruje přesně polymomy stupně r a polynomy stupně
r + 1 už přesně neintegruje. Charakteristika kvality kvadraturńı formule pomoćı alge-
braického řádu je přirozená. Podle Weierstrassovy věty, viz [44], lze totiž každou spojitou
funkci libovolně přesně aproximovat polynomem.

Necht’ Pn(x) = f(x0)ℓ0(x) + f(x1)ℓ1(x) + · · ·+ f(xn)ℓn(x) je Lagrange̊uv interpolačńı
polynom funkce f(x) stupně n. Integraćı Pn(x) na intervalu 〈a, b〉 dostaneme tzv. inter-
polačńı kvadraturńı formuli

Q(f) = I(Pn) = f(x0)

∫ b

a

ℓ0(x) dx+ f(x1)

∫ b

a

ℓ1(x) dx+ · · ·+ f(xn)

∫ b

a

ℓn(x) dx .
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Formule je tvaru (5.21) a jej́ı koeficienty jsou

wi =

∫ b

a

ℓi(x) dx , i = 0, 1, . . . , n . (5.22)

Interpolačńı kvadraturńı formule (5.21), (5.22) je zřejmě řádu alespoň n, lze však dokázat,
že řádu vyšš́ıho než 2n+ 1 být nemůže.

Zvyšováńı řádu? Je přirozené ptát se, zda kvadraturńı formule dostatečně vysokého
řádu dokáže aproximovat integrál s požadovanou přesnost́ı. Odpověd’ na tuto otázku nám
dává následuj́ıćı

Věta 5.1. Necht’ Qi(f) :=
∑ni

j=0w
i
jf(x

i
j), i = 0, 1, . . . , jsou formule s kladnými koeficienty

řádu ri, přičemž 0 ≤ r0 < r1 < · · · < ri < ri+1 < . . . . Pak pro každou funkci f(x) spojitou
na intervalu 〈a, b〉 plat́ı

lim
i→∞

Qi(f) = I(f) .

D̊ukaz. K libovolnému ε > 0 existuje podle Weierstrassovy věty polynom Pm(x) stupně
m takový, že |f(x)− Pm(x)| < ε ∀x ∈ 〈a, b〉. Pak pro každé ri ≥ m plat́ı

|I(f)−Qi(f)| ≤ |I(f − Pm)|+ |I(Pm)−Qi(Pm)|+ |Qi(Pm − f)| ≤ 2ε(b− a) ,

nebot’ |I(f − Pm)| ≤ ε(b− a), |I(Pm)− Qi(Pm)| = 0 protože formule Qi je řádu ri ≥ m,
a dále

|Qi(Pm − f)| ≤
ni∑

j=0

|wi
j||Pm(x

i
j)− f(xij)| ≤ ε

ni∑

j=0

|wi
j| = ε

ni∑

j=0

wi
j = ε(b− a) .

V posledńı nerovnosti jsme využili toho, že wi
j > 0 a že Qi(1) = I(1) = b− a. �

Chceme-li tedy spoč́ıtat integrál I(f) s předepsanou přesnost́ı ε > 0, tj. tak, aby platilo
|I(f)−Q(f)| < ε, stač́ı použ́ıt interpolačńı kvadraturńı formuli dostatečně vysokého řádu
s kladnými koeficienty. Z definice (5.22) koeficient̊u interpolačńı formule je zřejmé, že
pozitivnost koeficient̊u wi lze zajistit jedině vhodným výběrem uzl̊u kvadraturńı formule.
V odstavci 3 poznáme Gaussovy formule, které požadované vlastnosti maj́ı.

Složené formule. Jinou cestou umožňuj́ıćı doćılit potřebnou přesnost numerické inte-
grace je použit́ı složených kvadraturńıch formuĺı. Jednu složenou formuli jsme již poznali,
totiž složenou lichoběžńıkovou formuli Qn

T (f), viz (5.19). Z odhadu chyby (5.20) plyne, že
pro dostatečně jemné děleńı intervalu 〈a, b〉 je chyba |I(f)−Qn

T (f)| numerické integrace
složenou lichoběžńıkovou formuĺı libovolně malá. Použ́ıvaj́ı se i jiné složené formule než je
formule lichoběžńıková. Hlavńı myšlenka je však vždy stejná: interval 〈a, b〉 se rozděĺı na
m podinterval̊u 〈ai, bi〉, i = 1, 2, . . . , m, tak, že

a = a1 < b1 = a2 < b2 = a3 < · · · < bm−1 = am < bm = b ,

a na každém podintervalu 〈ai, bi〉 se použije kvadraturńı formule Qi(f) nevysokého řádu.
Formule na jednotlivých podintervalech jsou obvykle téhož typu. Složenou kvadraturńı
formuĺı pak rozumı́me formuli Qm(f) =

∑m
i=1Qi(f). Označ́ıme-li σ = maxi(bi − ai)
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délku nejdeľśıho podintervalu, vzniká přirozená otázka, zda Qm(f) → I(f) pro σ → 0?
Následuj́ıćı věta ř́ıká, že za velmi slabých předpoklad̊u tomu tak skutečně je.

Věta 5.2. Necht’ a = a1 < b1 = a2 < b2 = a3 < · · · < bm−1 = am < bm = b je děleńı
intervalu 〈a, b〉, σ = maxi(bi − ai), Qm(f) =

∑m
i=1Qi(f) je složená kvadraturńı formule

na intervalu 〈a, b〉 a Qi(f) :=
∑ni

j=0w
i
jf(x

i
j) je kvadraturńı formule na intervalu 〈ai, bi〉,

která má kladné koeficienty a je řádu alespoň 0. Pak pro každou funkci f(x), která je
v intervalu 〈a, b〉 lipschitzovsky spojitá, plat́ı

lim
σ→0

Qm(f) = I(f) .

D̊ukaz. Užit́ım prvńı věty o středńı hodnotě integrálu, a dále toho, že pro formuli řádu 0
plat́ı

∑ni

j=0w
i
j = Qi(1) =

∫ bi
ai

dx = bi − ai, dostaneme

∣∣∣∣
∫ bi

ai

f(x) dx−Qi(f)

∣∣∣∣ = |f(ηi)(bi − ai)−Qi(f)| =

∣∣∣∣∣

ni∑

j=0

wi
jf(ηi)−

ni∑

j=0

wi
jf(x

i
j)

∣∣∣∣∣ ≤
ni∑

j=0

|wi
j|L |ηi − xij | ≤

L(bi − ai)
ni∑

j=0

wi
j = L(bi − ai)2 ≤ Lσ(bi − ai),

a odtud

|I(f)−Qm(f)| ≤ Lσ

m∑

i=1

(bi − ai) ≤ L(b− a)σ → 0 pro σ → 0 . �

5.3.2. Newtonovy-Cotesovy kvadraturńı formule

jsou interpolačńı formule s uzly xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n. Uzavřené Newtonovy-
Cotesovy formule dostaneme pro n ≥ 1, h = (b− a)/n a x0 = a, takže xn = b, tj. koncové
body intervalu 〈a, b〉 jsou uzly. Otevřené Newtonovy-Cotesovy formule dostaneme pro
n ≥ 0, h = (b − a)/(n + 2) a x0 = a + h, takže xn = b − h, tj. koncové body a, b uzly
nejsou. Lze dokázat, že Newtonovy-Cotesovy formule jsou řádu n + 1 pro n sudé a řádu
n pro n liché. Z těchto formuĺı maj́ı všechny koeficienty kladné jen uzavřené Newtonovy-
Cotesovy formule pro n = 1, 2, . . . , 7 a n = 9, z otevřených Newtonových-Cotesových
formuĺı pak jen formule pro n = 0, 1 a n = 3. Nejznáměǰśı Newtonovy-Cotesovy formule
jsou formule obdélńıková, lichoběžńıková a Simpsonova. V daľśım se nám bude hodit také
formule Booleova. Všechny tyto formule si nyńı uvedeme.

Obdélńıková formule je otevřená Newtonova-Cotesova formule pro n = 0 s jediným
uzlem x0 =

1
2
(a + b). Interpolačńı Lagrange̊uv polynom P0(x) stupně 0 proto je

P0(x) = f0 := f

(
a + b

2

)
,
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a odpov́ıdaj́ıćı formule je tvaru

QM(f) :=

∫ b

a

P0(x) dx = (b− a)f
(
a+ b

2

)
. (5.23)

Index M znač́ı
”
midpoint“, v anglicky psané literatuře se totiž obdélńıková formule označu-

je jako
”
midpoint rule“. Název formule vyjadřuje skutečnost, že pro f((a + b)/2) > 0 je

QM (f) obsah obdélńıka o stranách délky b− a a f((a+ b)/2). Pro chybu plat́ı

RM(f) =
1

24
f ′′(η)(b− a)3 , kde η ∈ (a, b) . (5.24)

Chybu obdélńıkové formule odvod́ıme snadno pomoćı Taylorova rozvoje a prvńı věty
o středńı hodnotě integrálu:

∫ b

a

f(x) dx− (b− a)f
(
a+ b

2

)
=

∫ b

a

[
f(x)− f

(
a+ b

2

)]
dx =

∫ b

a

[
f ′
(
a+ b

2

)(
x− a+ b

2

)
+
f ′′(ξ(x))

2

(
x− a + b

2

)2
]
dx =

∫ b

a

(
x− a + b

2

)2
f ′′(ξ(x))

2
dx =

f ′′(η)

2

∫ b

a

(
x− a+ b

2

)2

dx =
1

24
f ′′(η)(b− a)3 .

Obdélńıková formule je řádu 1. To okamžitě plyne ze vzorce (5.24): protože druhá derivace
polynomu stupně jedna je rovna nule, muśı být RM(xj) = 0 pro j = 0, 1.

a (a+b)/2 b a b a (a+b)/2 b

Obr. 5.3. Obdélńıková, lichoběžńıková a Simpsonova formule

Lichoběžńıková formule je uzavřená Newtonova-Cotesova formule pro n = 1 s uzly
x0 = a, x1 = b. Formuli jsme již odvodili v úvodu této kapitoly. Zopakujme tedy, že li-
choběžńıkovou formuli dostaneme integraćı lineárńıho interpolačńıho polynomu procháze-
j́ıćıho body [a, f(a)] a [b, f(b)] v meźıch od a do b. Snadným výpočtem dostaneme

QT (f) :=

∫ b

a

P1(x) dx =
b− a
2

[f(a) + f(b)] . (5.25)

Název formule vyjadřuje skutečnost, že pro f(a) > 0, f(b) > 0 je QL(f) obsah li-
choběžńıka, jehož rovnoběžné strany maj́ı délky f(a), f(b) a jehož výška je rovna b − a.
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Pro chybu lichoběžńıkové formule plat́ı

RT (f) = −
1

12
f ′′(η)(b− a)3 , kde η ∈ (a, b). (5.26)

Vzorec pro chybu byl odvozen v úvodu této kapitoly, chyba tam byla označena jako ri.
Lichoběžńıková formule je řádu 1. Všimněte si:

a) Pokud se druhá derivace f ′′(x) funkce f(x) na intervalu 〈a, b〉 př́ılǐs neměńı, pak je
absolutńı hodnota |RT (f)| chyby lichoběžńıkové formule přibližně dvakrát větš́ı než
absolutńı hodnota |RM(f)| chyby formule obdélńıkové.

b) Pokud druhá derivace f ′′(x) funkce f(x) neměńı na intervalu 〈a, b〉 znaménko, tj. je-
li funkce f(x) pořád konvexńı nebo konkávńı, pak znaménko chyby lichoběžńıkové
formule je opačné než znaménko chyby formule obdélńıkové. Za těchto okolnost́ı
přesná hodnota I(f) integrálu lež́ı v intervalu, jehož krajńı body jsou hodnoty
QM(f) a QT (f).

Simpsonova formule je uzavřená Newtonova-Cotesova formule pro n = 2 s uzly x0 = a,
x1 = (a + b)/2 a x2 = b. Integraćı kvadratického Lagrangeova interpolačńıho polynomu
P2(x) procházej́ıćıho body [x0, f(x0)], [x1, f(x1)] a [x2, f(x2)] dostaneme

QS(f) =

∫ b

a

P2(x) dx =
b− a
6

[
f(a) + 4f

(
a+ b

2

)
+ f(b)

]
. (5.27)

Snadno prověř́ıme, že QS(x
j) = I(xj) pro j = 0, 1, 2, 3, a že QS(x

4) 6= I(x4), tedy Simp-
sonova formule je řádu 3. Odvozeńı vzorce pro chybu RS(f) Simpsonovy formule je už
obt́ıžněǰśı, spokoj́ıme se proto jen se vzorcem samotným. Plat́ı

RS(f) = −
1

90
f (4)(η)

(
b− a
2

)5

, kde η ∈ (a, b) . (5.28)

Booleova formule je uzavřená Newtonova-Cotesova formule pro n = 4,

QB(f) =
b− a
90

[
7f(a) + 32f

(
3a+ b

4

)
+ 12f

(
a+ b

2

)
+ 32f

(
a+ 3b

4

)
+ 7f(b)

]
. (5.29)

Formule je řádu 5, pro chybu plat́ı

RB(f) = −
8

945
f (6)(η)

(
b− a
4

)7

, kde η ∈ (a, b) . (5.30)

Složené formule uvedeme jen pro př́ıpad, kdy jednoduché formule na podintervalech
jsou všechny stejné a to bud’to obdélńıkové nebo lichoběžńıkové nebo Simpsonovy (se-
staveńı složené Booleovy formule ponecháváme čtenáři jako cvičeńı). Budeme uvažovat
ekvidistantńı děleńı xi = a+ ih, kde h = (b− a)/n.

Složenou obdélńıkovou formuli dostaneme součtem jednoduchých obdélńıkových for-
muĺı na jednotlivých podintervalech 〈xi−1, xi〉. Výsledkem je formule

Qn
M(f) := h

[
f1/2 + f3/2 + · · ·+ fn−1/2

]
, kde fi−1/2 = f(xi − 1

2
h). (5.31)
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Pro jej́ı chybu Rn
M(f) plat́ı

Rn
M(f) =

1

24
h3

n∑

i=1

f ′′(ηi) =
h2(b− a)

24n

n∑

i=1

f ′′(ηi) =
b− a
24

f ′′(η)h2, (5.32)

kde η ∈ (a, b).
Složenou lichoběžńıkovou formuli Qn

T (f) včetně jej́ı chyby Rn
T (f) jsme již uvedli, viz

(5.19), (5.20). V MATLABu je složená lichoběžńıková metoda implementována jako pro-
gram trapz.

Složenou Simpsonovu formuli dostaneme pro sudý počet d́ılk̊u n tak, že sečteme jed-
noduché Simpsonovy formule na intervalech 〈x0, x2〉, 〈x2, x4〉, . . . , 〈xn−2, xn〉. Dostaneme

Qn
S(f) :=

2h

6
[f0 + 4f1 + f2] +

2h

6
[f2 + 4f3 + f4] + . . .

2h

6
[fn−4 + 4fn−3 + fn−2] +

2h

6
[fn−2 + 4fn−1 + fn] =

h

3
[f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + 2f4 + · · ·+ 2fn−2 + 4fn−1 + fn] .

(5.33)

Pro chybu Rn
S(f) složené Simpsonovy formule plat́ı

Rn
S(f) =−

1

90
h5f (4)(η2)−

1

90
h5f (4)(η4)− . . .−

1

90
h5f (4)(ηn) =

− 1

90
h4
b− a
2

2

n

[
f (4)(η2) + f (4)(η4) + · · ·+ f (4)(ηn)

]
= (5.34)

− b− a
180

f (4)(η)h4 , kde η ∈ (a, b) .

Rombergova integrace je založena na použit́ı složené lichoběžńıkové formule a opako-
vané Richardsonovy extrapolace. Teoretickým východiskem Rombergovy metody je plat-
nost Eulerova–Maclaurinova vzorce

Qn
T (f) = I(f) +

m∑

i=1

B2i

(2i)!
h2i[f (2i−1)(b)− f (2i−1)(a)] +Rm(f) ,

kde Rm(f) = (b− a) B2m+2

(2m+ 2)!
h2m+2f (2m+2)(ηm) , ηm ∈ (a, b),

(5.35)

koeficienty B2i jsou tzv. Bernoulliova č́ısla, viz např. [43]. Vzorec (5.35) plat́ı za předpokla-
du, že funkce f(x) je v intervalu 〈a, b〉 spojitá spolu se svými derivacemi až do řádu 2m+2
včetně. Aproximaci Qn

T (f) integrálu I(f) lze zpřesnit užit́ım opakované Richardsonovy
extrapolace. Rozvoj (5.35) je totiž stejného typu jako vzorec (5.5), na němž je opakovaná
Richardsonova extrapolace založena. Srovnáńım (5.5) a (5.35) vid́ıme, že ve vzorci (5.5)
stač́ı položit

F (h) := Qn
T (f) , h :=

b− a
n

, a0 := I(f) , pi := 2i .
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Při výpočtu koeficient̊u Tsi postupujeme podle vzorc̊u (5.13)–(5.14), ns = 2sn0 je počet
d́ılk̊u formule Qns

T (f) s krokem hs = h0/2
s. Při výpočtu Ts+1,0 = Q

ns+1

T (f) využijeme
všechny hodnoty funkce f(x), které jsme již předt́ım použili k určeńı Ts0 = Qns

T (f), viz
krok 3 v následuj́ıćım algoritmu.

Algoritmus Rombergovy metody

Krok 1. Dáno a, b, n, εR, εA.

Krok 2. s := 0; n0 := n; h0 := (b− a)/n; T00 := Qn
T (f);

Krok 3. Ts+1,0 :=
1
2

[
Ts0 + hs

∑ns

k=1 f(a+
(
k − 1

2

)
hs)
]
;

Krok 4. ns+1 := 2ns; hs+1 :=
1
2
hs; s := s+ 1; i := 1;

Krok 5. δ := (Ts,i−1 − Ts−1,i−1)/(4
i − 1); Tsi := Ts,i−1 + δ;

je-li |δ| < max (εR|Tsi|, εA), pokračujeme krokem 6;

je-li i = s, pokračujeme krokem 3;

jinak polož́ıme i := i+ 1 a opakujeme krok 5;

Krok 6. Polož́ıme I(f) ≈ Tsi;

Následuje přehled základńıch vlastnost́ı Rombergovy metody.

a) Výpočet Tsi odpov́ıdá kvadraturńı formuli řádu 2i+ 1 s kladnými koeficienty.

b) Pro i = 1 dostáváme složenou Simpsonovu formuli: Ts1 = Qns
S (f), kde ns = n02

s.

c) Aproximace Ts2 je složená Booleova formule. Tsi pro i > 2 však už žádnou př́ımou
souvislost se složenými formulemi Newtonova-Cotesova typu nemá.

d) Pro chybu podle (5.35) a (5.16) plat́ı |Tsi−I(f)| ≤ Ki(b−a)h2i+2
s−i , kde hs−i = h0/2

s−i.
Konstanta Ki záviśı na (2i+ 2)–hé derivaci funkce f(x).

e) Má-li funkce f v intervalu 〈a, b〉 spojité derivace až do řádu 2i + 2 včetně, pak
Tsi → I(f) pro s → ∞. Pokud má funkce f v intervalu 〈a, b〉 derivace všech řád̊u,
pak také Tss → I(f) pro s→∞.

Zd̊urazněme, že úspěšné použit́ı Rombergovy metody předpokládá, že integrovaná funkce
f(x) má dostatečný počet spojitých derivaćı v celém intervalu 〈a, b〉.
Poznámka. Z Eulerova–Maclaurinova vzorce (5.34) plyne

Qn
T (f) = I(f) +O(h2m+2), pokud f (2i−1)(a) = f (2i−1)(b) pro i = 1, 2, . . . , m.

Složené lichoběžńıkové pravidlo je tedy velmi přesné při integraci dostatečně hladkých
periodických funkćı v př́ıpadě, kdy délka b−a intervalu integrace 〈a, b〉 je celým násobkem
periody. �
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5.3.3. Gaussovy kvadraturńı formule

Zabývejme se numerickým výpočtem
∫ b

a

ω(x)f(x) dx,

kde ω je pevně daná nezáporná váhová funkce na intervalu 〈a, b〉. Interval 〈a, b〉 může být
neomezený, třeba 〈0,∞) nebo (−∞,∞). O váhové funkci budeme předpokládat, že

(a) ω je v (a, b) spojitá a nezáporná,

(b) integrály
∫ b

a
ω(x)xk dx, k = 0, 1, . . . , existuj́ı a jsou konečné, (5.36)

(c) je-li p polynom, p(x) ≥ 0 v 〈a, b〉,
∫ b

a
ω(x)p(x) dx = 0, pak p ≡ 0.

Podmı́nky (5.36) jsou splněny např́ıklad tehdy, když funkce ω je kladná a spojitá na
omezeném uzavřeném intervalu 〈a, b〉.

Pomoćı prvńı věty o středńı hodnotě integrálu snadno dokážeme, že podmı́nka (5.36c)

je ekvivalentńı s podmı́nkou
∫ b

a
ω(x) dx > 0.

Necht’ Pn(x) =
∑n

i=0 f(xi)ℓi(x) Lagrange̊uv interpolačńı polynom funkce f(x). Inter-
polačńı kvadraturńı formuli s váhou definujeme předpisem

Q(f) :=

∫ b

a

ω(x)Pn(x) dx =

n∑

i=0

wif(xi),

kde koeficienty

wi =

∫ b

a

ω(x)ℓi(x) dx, i = 0, 1, . . . , n.

(5.37)

Pro a ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ b je Q(f) obecně jen řádu n, tj. Q(xi) =
∫ b

a
ω(x)xi dx, pro

0 ≤ i ≤ n. Vhodnou volbou uzl̊u {xi}ni=0 lze řád formule (5.37) výrazně zvýšit. K tomu
použijeme

Ortogonálńı polynomy. Pro funkce u, v definujeme skalárńı součin

(u, v) :=

∫ b

a

ω(x)u(x)v(x) dx

v prostoru všech funkćı f takových, pro které integrál
∫ b

a
ω(x)f 2(x) dx existuje a je

konečný.
Necht’ {pn(x)}∞n=0 je soustava polynomů stupň̊u n. Řekneme, že tato soustava je v in-

tervalu 〈a, b〉 ortogonálńı, když plat́ı

(pi, pj) = 0 pro i 6= j .

Ke konstrukci ortogonálńıch polynomů se využ́ıvá rekurentńı vztah

pi+1(x) = (x− αi)pi(x)− βipi−1(x), i = 1, 2, . . . ,

přičemž klademe p0(x) = 1, p1(x) = x− α0 .
(5.38)
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Koeficienty α0, α1, β1, . . . , αi, βi, . . . jsou zvoleny tak, aby polynomy p0, p1, . . . , pi+1 byly
ortogonálńı. Koeficient α0 urč́ıme z podmı́nky 0 = (p1, p0) = (x−α0, p0). Dále postupujme
indukćı, tj. předpokládáme (pi, x

k) = 0 pro k < i a urč́ıme αi, βi. Žádáme

0 = (pi+1, pi) = ((x− αi)pi, pi)− βi(pi−1, pi) = (xpi, pi)− αi(pi, pi)− βi(pi−1, pi),

a protože (pi−1, pi) = 0 podle indukčńıho předpokladu, je

αi =
(xpi, pi)

(pi, pi)
.

Podobně z požadavku

0 = (pi+1, pi−1) = ((x− αi)pi, pi−1)− βi(pi−1, pi−1) = (xpi, pi−1)− βi(pi−1, pi−1)

dostaneme

βi =
(xpi, pi−1)

(pi−1, pi−1)
.

Tento vztah ještě uprav́ıme pomoćı rovnosti

(pi, pi) = ((x− αi−1)pi−1, pi)− βi−1(pi−2, pi) = (xpi−1, pi)

na výsledný tvar

βi =
(pi, pi)

(pi−1, pi−1)
.

Snadno ověř́ıme, že (pi+1, pk) = 0 také pro k ≤ i− 2, takže celkem (pi+1, pk) = 0, k ≤ i.
Proto také (pi+1, x

k) = 0, k ≤ i, nebot’ xk lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci pℓ(x) pro
ℓ ≤ k. T́ım je indukčńı krok ukončen.

Koeficienty ortogonálńıch polynomů pi tedy poč́ıtáme ze vzorc̊u

αi =
(xpi, pi)

(pi, pi)
, i = 0, 1, . . . , βi =

(pi, pi)

(pi−1, pi−1)
, i = 1, 2, . . . (5.39)

Ukážeme, že

Věta. Kořeny xi, i = 1, 2, . . . , n, n-tého ortogonálńıho polynomu pn jsou reálné, jedno-
duché a všechny lež́ı v otevřeném intervalu (a, b).

D̊ukaz.
∫ b

a
ω(x)pn(x) dx = (pn, p0) = 0 pro n > 0. Proto pn v (a, b) měńı znaménko, tj. pn

má uvnitř 〈a, b〉 alespoň jeden kořen liché násobnosti. Necht’ a < z1 < z2 < . . . < zℓ < b,
kde {zi}ℓi=1 jsou všechny kořeny pn liché násobnosti. Polož́ıme qℓ(x) =

∏ℓ
i=1(x− zi). Pak

pnqℓ ≥ 0 v 〈a, b〉 a tedy
∫ b

a
ω(x)pn(x)qℓ(x) dx > 0 podle (5.36c). To však pro ℓ < n nemůže

nastat. Proto ℓ = n. �

Gaussova kvadraturńı formule QGn(f) =
∑n

i=0wif(xi) je interpolačńı kvadraturńı
formule (5.37), jej́ıž uzly {xi}ni=0 jsou kořeny (n + 1)-ńıho ortogonálńıho polynomu pn+1.
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Tvrzeńı 1. Gaussova kvadraturńı formule QGn je řádu 2n+ 1.

D̊ukaz. Polynom f2n+1(x) stupně 2n+ 1 lze vyjádřit ve tvaru

f2n+1(x) = Pn(x) + pn+1(x)qn(x),

kde Pn(x) =
∑n

i=0 f2n+1(xi)ℓi(x) je Lagrange̊uv interpolačńı polynom funkce f2n+1(x),
jehož uzly x0, x1 . . . , xn jsou kořeny ortogonálńıho polynomu pn+1(x), a qn(x) je nějaký
polynom stupně n. Skutečně, polynom f2n+1(x)−Pn(x) má kořeny x0, x1, . . . , xn, je proto
dělitelný členem (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn) a tedy také polynomem pn+1(x). Pak

∫ b

a

ω(x)f2n+1(x) dx =

∫ b

a

ω(x) [Pn(x) + pn+1(x)qn(x)] dx = QGn(f2n+1),

nebot’ (pn+1, qn) = 0 je d̊usledkem ortogonality polynomů {pk(x)}n+1
k=0 a

∫ b

a

ω(x)Pn(x) dx =

n∑

i=0

f2n+1(xi)

∫ b

a

ω(x)ℓi(x) dx =

n∑

i=0

wif2n+1(xi) = QGn(f2n+1).

Protože
∫ b

a
ω(x)p2n+1(x) dx > 0, QGn je řádu 2n+ 1. �

Tvrzeńı 2. Koeficienty Gaussovy kvadraturńı formule QGn jsou kladné.

D̊ukaz. Gaussova formule QGn integruje polynom ℓ2i stupně 2n přesně. Proto

∫ b

a

ω(x)ℓ2i (x) dx = QGn(ℓ
2
i ) =

n∑

k=0

wkℓ
2
i (xk) = wi ,

nebot’ ℓi(xk) = 0 pro i 6= k a ℓi(xi) = 1. Odtud wi =
∫ b

a
ω(x)ℓ2i (x) dx > 0. �

Tvrzeńı 3. Interpolačńı kvadraturńı formule Q, která integruje přesně polynomy stupň̊u
0, 1, . . . , 2n+ 1, je Gaussova kvadraturńı formule QGn.

D̊ukaz. Jestliže interpolačńı kvadraturńı formule (5.37) je řádu 2n+1, pak pro ortogonálńı
polynomy {pk}n+1

k=0 dostaneme

Q(pn+1pj) =
n∑

i=0

wipn+1(xi)pj(xi) =

∫ b

a

ω(x)pn+1(x)pj(x) dx = 0, j = 0, 1, . . . , n,

nebo-li



p0(x0) p0(x1) . . . p0(xn)
p1(x0) p1(x1) . . . p1(xn)

...
...

...
...

pn(x0) pn(x1) . . . pn(xn)







w0pn+1(x0)
w1pn+1(x1)

...
wnpn+1(xn)


 =




0
0
...
0


 . (5.40)

Z regularity matice soustavy (5.40) plyne wipn+1(xi) = 0, i = 0, 1, . . . , n, a protože wi 6= 0,
pn+1(xi) = 0. To znamená, že uzly x0, x1, . . . , xn jsou kořeny ortogonálńıho polynomu pn+1.
Dokázali jsme tedy, že Q = QGn. �
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Důsledek. Gaussova kvadraturńı formule je interpolačńı kvadraturńı formule maximál-
ńıho řádu.

D̊ukaz. Stač́ı zkombinovat tvrzeńı 1 a 3. Integruje-li interpolačńı kvadraturńı formule
přesně polynomy stupň̊u 0, 1, . . . , 2n + 1, pak jde o Gaussovu kvadraturńı formuli. Ta
je řádu 2n + 1, tj. polynomy stupně 2n + 2 už přesně neintegruje. Řád 2n + 1 je tedy
maximálńı a je dosažen právě pro Gaussovu kvadraturńı formuli. �

Gaussova–Legendrova formule je určena pro výpočet
∫ 1

−1

f(x) dx.

Polynomy ortogonálńı na intervalu 〈−1, 1〉 s váhou ω = 1 jsou známy jako Legendrovy
polynomy. Lze je popsat rekurentńım předpisem

(n+ 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x), n = 1, 2, ...

přičemž klademe P0(x) = 1, P1(x) = x .
(5.41)

Zejména tedy

P2(x) =
1

2
(3x2 − 1), P3(x) =

1

2
(5x3 − 3x) .

Všimněte si, že polynomy sudého stupně obsahuj́ı jen sudé mocniny x a polynomy lichého
stupně zase jen liché mocniny x. Dá se ukázat, že kořeny Legendrových polynomů jsou
symetrické, tj. když x0 < x1 < · · · < xn, pak xn−i = −xi, i = 0, 1, . . . , n. Pro n sudé
xn/2 = 0.

Gaussova kvadraturńı formule (5.37), jej́ıž uzly jsou kořeny Legendrova polynomu
Pn+1, se nazývá Gaussova–Legendrova kvadraturńı formule.

Chyba Gaussovy–Legendrovy kvadraturńı formule může být vyjádřena ve tvaru

RGn(f) = dnf
(2n+2)(ηGn), kde ηGn ∈ (−1, 1) a dn =

22n+3[(n+ 1)!]4

(2n+ 3)[(2n+ 2)!]3
,

viz např. [20].
Koeficienty wi Gaussových-Legendrových formuĺı lze vypoč́ıtat integraćı Lagrange-

ových fundamentálńıch polynomů, wi =
∫ 1

−1
ℓi(x) dx, viz (5.22). Výhodněǰśı je však použ́ıt

formuli

wi =
2

(1− x2i )[P ′
n+1(xi)]

2
, i = 0, 1, . . . , n. (5.42)

Vybrané Gaussovy–Legendrovy formule. Pro n = 0, 1, 2 speciálně dostaneme for-
mule

QG0(f) = 2f(0), RG0(f) =
1

3
f ′′(ηG0) ,

QG1(f) = f

(
− 1√

3

)
+ f

(
1√
3

)
, RG1(f) =

1

135
f (4)(ηG1) ,

QG2(f) =
5

9
f
(
−
√

0,6
)
+

8

9
f(0) +

5

9
f
(√

0,6
)
, RG2(f) =

1

15 750
f (6)(ηG2) .
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Všimněte si, že QG0(f) je obdélńıková formule. Formule QG1(f) integruje přesně polynomy
stupně 3 stejně jako Simpsonova formule. Zat́ımco Simpsonova formuleQS(f) je tř́ıbodová,
Gaussova–Legendrova formule QG1(f) je jen dvoubodová. Srovnáńım tvaru zbytku RS(f)
Simpsonovy formule a RG1(f) Gaussovy–Legendrovy formule lze usuzovat, že Gaussova–
Legendrova formule je přibližně o 50% přesněǰśı.

S rostoućım počtem uzl̊u formule QGn(f) koeficient dn ve vyjádřeńı zbytku RGn(f)
velmi prudce klesá, např́ıklad pro 9-ti bodovou formuli QG8(f) je d8 ≈ 1, 82 · 10−21. Aby
také chyba RGn(f) byla malá, muśı být integrovaná funkce f(x) na intervalu 〈−1, 1〉
spojitá spolu se svými derivacemi až do řádu 2n + 2 a hodnota jej́ı (2n + 2)–hé derivace
nesmı́ být př́ılǐs velká: plat́ı totiž

|RGn(f)| ≤ dnM2n+2, kde M2n+2 := max
η∈〈−1,1〉

|f (2n+2)(η)| .

Gaussovy–Legendrovy formule lze použ́ıt pro integraci na libovolném omezeném inter-
valu 〈a, b〉, stač́ı použ́ıt transformaci

x =
a+ b

2
+
b− a
2

ξ, ξ ∈ 〈−1, 1〉,

pomoćı které převedeme integraci z intervalu 〈a, b〉 na interval 〈−1, 1〉.
Gaussova-Čebyševova kvadraturńı formule je určena pro výpočet

∫ 1

−1

f(x)√
1− x2

dx .

Polynomy ortogonálńı na intervalu 〈−1, 1〉 s váhou w(x) = 1/
√
1− x2 jsou Čebyševovy

polynomy, viz (4.28). Formule (5.37), jej́ıž uzly jsou kořeny Čebyševova polynomu Tn+1,
se nazývá Gaussova–Čebyševova kvadraturńı formule. Uzly a koeficienty jsou

xi = cos
2i+ 1

2n+ 2
π , wi =

π

n + 1
, i = 0, 1, . . . , n . (5.43)

Gaussova-Laguerrova kvadraturńı formule umožňuje výpočet
∫ ∞

0

e−xf(x) dx .

Ortogonálńı polynomy na intervalu 〈0,∞) s váhou w(x) = e−x jsou Laguerrovy polynomy
definované rekurentńım předpisem

L0(x) = 1, L1(x) = 1− x,
Ln+1 = (2n + 1− x)Ln(x)− n2Ln−1(x), n = 1, 2, . . .

(5.44)

Gaussova kvadraturńı formule (5.37), jej́ıž uzly jsou kořeny Laguerrova polynomu Ln+1,
se nazývá Gaussova–Laguerrova kvadraturńı formule. Uzly a koeficienty jsou

xi : kořeny Laguerrova polynomu Ln+1,

wi : wi = xi

[
(n + 1)!

Ln+2(xi)

]2
,

i = 0, 1, . . . , n. (5.45)
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Gaussovu–Laguerrovu formuli lze použ́ıt také na intervalu (−∞, b〉 resp. 〈a,∞): pomoćı
transformace x = b− ξ, ξ ∈ (−∞, 0〉, resp. x = a+ ξ, ξ ∈ 〈0,∞), převedeme integrál přes
interval (−∞, b〉 resp. 〈a,∞) na integrál přes interval 〈0,∞).

Gaussova-Hermitova kvadraturńı formule je určena pro výpočet
∫ ∞

−∞
e−x2

f(x) dx .

Ortogonálńı polynomy na intervalu (−∞,∞) s váhou w(x) = e−x2

jsou Hermitovy poly-
nomy definované rekurentńım předpisem

H0(x) = 1, H1(x) = 2x, Hn+1 = 2xHn(x)− 2nHn−1(x), n = 1, 2, . . . (5.46)

Gaussova kvadraturńı formule (5.37), jej́ıž uzly jsou kořeny Hermitova polynomu Hn+1,
se nazývá Gaussova–Hermitova kvadraturńı formule. Uzly a koeficienty jsou

xi : kořeny Hermitova polynomu Hn+1,

wi : wi =
2n+2(n+ 1)!

√
π

[Hn+2(xi)]2
,

i = 0, 1, . . . , n. (5.47)

Radauovy a Lobattovy formule V řadě aplikaćı je užitečné použ́ıvat formule Gaussova
typu, tj. maximálńıho možného řádu, které maj́ı některé uzly předepsané. Zvláště d̊uležité
jsou př́ıpady, kdy mezi uzly potřebujeme zařadit jeden nebo oba koncové body intervalu
〈−1, 1〉. Je-li uzlem jen jeden z krajńıch bod̊u ±1, dostáváme Gaussovy–Radauovy formule
řádu 2n, je-li uzlem jak bod −1 tak bod 1, dostáváme Gaussovy–Lobattovy formule řádu
2n−1. V následuj́ıćı specifikaci formuĺı předpokládáme, že −1 ≤ x0 < x1 < · · · < xn ≤ 1,
takže w0 př́ısluš́ı k nejmenš́ımu uzlu x0 a wn př́ısluš́ı k největš́ımu uzlu xn.

Levá Gaussova-Radauova kvadraturńı formule. Uzly a koeficienty jsou

xi : kořeny polynomu Pn+1 + Pn,

wi : w0 =
2

(n+ 1)2
, wi =

1− xi
[(n+ 1)Pn(xi)]2

, i = 1, 2, . . . , n,
(5.48)

kde Pn a Pn+1 jsou Legendrovy polynomy.

Pravá Gaussova-Radauova kvadraturńı formule. Uzly a koeficienty jsou

xi : kořeny polynomu Pn+1 − Pn,

wi : wi =
1 + xi

[(n + 1)Pn(−xi)]2
, i = 0, 1, . . . , n− 1 , wn =

2

(n+ 1)2
,

(5.49)

kde Pn a Pn+1 jsou Legendrovy polynomy.

Gaussova-Lobattova kvadraturńı formule má uzly a koeficienty

xi : kořeny polynomu (1− x2)P ′
n,

wi : wi =
2

n(n + 1)[Pn(xi)]2
,

i = 0, 1, . . . , n, (5.50)
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kde Pn je Legendr̊uv polynom.
Pro zaj́ımavost uvád́ıme, že Lobattova formule se třemi uzly, tj. pro n = 2, je známá

Simpsonova formule řádu 3. Lobattova formule pro n = 3 je řádu 5 a má tvar

Q(f) =
1

6
[f(−1) + f(1)] +

5

6

[
f

(
− 1√

5

)
+ f

(
1√
5

)]
. (5.51)

5.3.4. Adaptivńı integrace

je založena na nerovnoměrném děleńı intervalu integrace 〈a, b〉: v mı́stech, kde je inte-
grovaná funkce dostatečně hladká a měńı se pomalu, použijeme děleńı hrubš́ı, a v mı́stech,
kde je výpočet integrálu obt́ıžný, použijeme děleńı jemněǰśı.

Vysvětleme si, jak se to prakticky dělá. Integrál I(a, b) :=
∫ b

a
f(x) dx poč́ıtáme dvěma

r̊uznými kvadraturńımi formulemi a dostaneme aproximaceQ1(a, b) aQ2(a, b). Jedna z for-
muĺı bývá vždy přesněǰśı než formule druhá. Řekněme, že přesněǰśı je formule Q2. Jestliže
si na chv́ıli představ́ıme, že formule Q2 je zcela přesná, můžeme chybu I(a, b) − Q1(a, b)
aproximovat výrazem Q2(a, b) − Q1(a, b). Proto, je-li |Q2(a, b) − Q1(a, b)| ≤ ε, kde ε je
vhodně zvolená tolerance, považujeme Q(a, b) := Q2(a, b) za přibližnou hodnotu integrálu
I(a, b). V opačném př́ıpadě, tj. pro |Q2(a, b) − Q1(a, b)| > ε, interval 〈a, b〉 rozděĺıme,
např. na dva stejně dlouhé intervaly 〈a, c〉 a 〈c, b〉, kde c = (a+ b)/2, na těchto intervalech
spočteme nezávisle na sobě přibližné hodnoty Q(a, c) a Q(c, b) integrál̊u I(a, c) a I(c, b)
a nakonec polož́ıme Q(a, b) = Q(a, c) +Q(c, b). Algoritmus je rekurzivńı: výpočet Q(a, c)
a Q(c, b) na

”
dceřiných“ intervalech 〈a, c〉 a 〈c, b〉 prob́ıhá analogicky jako výpočet Q(a, b)

na
”
mateřském“ intervalu 〈a, b〉.
Existuje celá řada programů pracuj́ıćıch na principu adaptivńı integrace. Několik jich

má také MATLAB. Program quad je založen na Simpsonově formuliQ4
S, přesněǰśı program

quadl vycháźı z Lobattovy formule řádu 5, viz (5.51). Teoretický základ obou programů
je vyložen v článku [19]. Kromě toho MATLAB nab́ıźı ještě program quadgk použ́ıvaj́ıćı
Gaussovy-Kronrodovy formule řád̊u 7 a 15. Mı́sto programů quad a quadl MATLAB
doporučuje použ́ıvat program integral založený na strategii popsané v článku [48].

Program quad použ́ıvá jako Q1(a, b) složenou Simpsonovu formuli Q4
S řádu 3,

Q1(a, b) =
h

12
[f(a) + 4f(d) + 2f(c) + 4f(e) + f(b)] ,

kde h = b− a, c = 1
2
(a+ b), d = c− 1

4
h, e = c+ 1

4
h, a jako Q2(a, b) Booleovu formuli QB

řádu 5,

Q2(f) =
h

90
[7f(a) + 32f(d) + 12f(c) + 32f(e) + 7f(b)] .

Hruhý popis zaznamenává následuj́ıćı

algoritmus QUAD:

function Q(f, a, b, ε) ;
I1 := Q1(f, a, b) ; {Simpsonova formule Q4

S }
I2 := Q2(f, a, b) ; {Booleova formule QB }
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c := (a + b)/2 ; { střed intervalu 〈a, b〉 }
if abs (I2 − I1) < ε then { je dosažena požadovaná přesnost ? }

Q := I2 { ano, hodnota I2 se akceptuje }
else {ne, rekurzivńı voláńı funkce Q na dceři- }

Q := Q(f, a, c, ε) +Q(f, c, b, ε) ; {ných subintervalech 〈a, c〉 a 〈c, b〉 }

Kv̊uli jednoduchosti jsme do algoritmu QUAD nezahrnuli přenos funkčńıch hodnot f(a),
f(d), f(c), f(e) a f(b) (použ́ıvaj́ı se při vyhodnoceńı formuĺı Q1 a Q2) z mateřského
intervalu 〈a, b〉 do dceřiných interval̊u 〈a, c〉 a 〈c, b〉.
Program quadl použ́ıvá jako Q1(a, b) Lobattovu formuli řádu 5,

Q1(a, b) =
1

6
h{f(a) + f(b) + 5[f(c− αh) + f(c+ αh)]} ,

kde h = 1
2
(b − a), c = 1

2
(a + b), α = 1√

5
, a jako formuli Q2(a, b) Gaussovu-Kronrodovu

formuli řádu 9, viz [19],

Q2(a, b) =
h

1470
{77[f(a) + f(b)] + 432[f(c− βh) + f(c+ βh)]+

625[f(c− αh) + f(c+ αh)] + 672f(c)} ,

kde β =
√

2
3
. Jestliže |Q2(a, b) − Q1(a, b)| ≤ ε, klademe Q(a, b) = Q2(a, b), je-li však

|Q2(a, b) − Q1(a, b)| > ε, interval 〈a, b〉 se opět rozděĺı, tentokrát však na šest dceřiných
interval̊u 〈a, c− βh〉, 〈c− βh, c−αh〉, 〈c−αh, c〉, 〈c, c+αh〉, 〈c+αh, c+βh〉, 〈c+ βh, b〉.
FormuleQ1 aQ2 použ́ıvaj́ı celkem sedm hodnot funkce f(x). Hodnoty v krajńıch bodech se
přej́ımaj́ı z mateřského intervalu, takže na každém dceřiném intervalu je třeba spoč́ıtat pět
nových funkčńıch hodnot. Při zjemňováńı děleńı tedy využijeme všechny funkčńı hodnoty,
které byly spočteny na mateřském intervalu.

5.3.5. Numerický výpočet v́ıcerozměrných integrál̊u

Dvojné intergály na obdélńıku. Necht’ D = 〈a, b〉 × 〈c, d〉 je obdélńık, pak

∫∫

D

f(x, y) dxdy =

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y) dydx =

∫ b

a

g(x) dx , kde g(x) =

∫ d

c

f(x, y) dy .

Jestliže integrál
∫ b

a
g(x) dx aproximujeme formuĺı Qx(g) =

∑n
i=0w

x
i g(xi) řádu px a in-

tegrály g(xi) =
∫ d

c
f(xi, y) dy aproximujeme formulemi Qy(g(xi)) =

∑m
j=0w

y
j f(xi, yj) řádu

py, dostaneme součinovou kvadraturńı formuli

Q(f) =
n∑

i=0

m∑

j=0

wx
i w

y
j f(xi, yj) ,

která integruje přesně polynomy xiyj pro 0 ≤ i ≤ px a 0 ≤ j ≤ py. Řı́káme také, že
formule je řádu px v proměnné x a řádu py v proměnné y. Formule Qx a Qy jsou nejčastěji
téhož typu.
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Je-li Qx obdélńıková formule na intervalu 〈a, b〉 a Qy obdélńıková formule na intervalu
〈c, d〉, dostaneme součinovou obdélńıkovou formuli

Q(f) = |D|f
(
a+ b

2
,
c+ d

2

)
, (5.52)

kde |D| = (b− a)(d− c) je obsah obdélńıka D. Jsou-li obě formule lichoběžńıkové, dosta-
neme součinovou lichoběžńıkovou formuli

Q(f) =
|D|
4

[
f(a, c) + f(b, c) + f(b, d) + f(a, d)

]
, (5.53)

a jsou-li obě formule Simpsonovy, dostaneme součinovou Simpsonovu formuli

Q(f) =
|D|
36

{
f(a, c) + f(b, c) + f(b, d) + f(a, d) +

4

[
f

(
a + b

2
, c

)
+ f

(
b,
c+ d

2

)
+ f

(
a+ b

2
, d

)
+ f

(
a,
c+ d

2

)]
+

16f

(
a + b

2
,
c+ d

2

)}
. (5.54)

Formule na referenčńım čtverci. Formule se často uváděj́ı na referenčńım čtverci
D̂ = 〈−1, 1〉2. Užit́ım transformace

x =
a+ b

2
+
b− a
2

ξ , y =
c+ d

2
+
d− c
2

η , −1 ≤ ξ, η ≤ 1 ,

lze integraci na obdélńıku 〈a, b〉 × 〈c, d〉 převést na integraci na čtverci 〈−1, 1〉2.
Gaussovy součinové formule. Pro Qx = Qy = QGn dostáváme součinové Gaussovy
formule. Je-li n = 0, obdrž́ıme stejně jako v jedné dimenzi obdélńıkovou formuli. Pro
n = 1 dostaneme Gaussovu 2× 2 součinovou formuli

Q(g) = g(−α,−α) + g(α,−α) + g(α, α) + g(−α, α), α =
1√
3
,

která na referenčńım čtverci D̂ integruje přesně polynomy ξiηj pro 0 ≤ i, j ≤ 3. Formule
je tedy stejného řádu jako formule Simpsonova, má však jen čtyři uzly zat́ımco formule
Simpsonova jich má devět! Pro n = 2 dostaneme Gaussovu 3× 3 součinovou formuli

Q(g) =
25

81
[g(−α,−α) + g(α,−α) + g(α, α) + g(−α, α)]+

40

81
[g(0,−α) + g(α, 0) + g(0, α) + g(−α, 0)]+

64

81
g(0, 0), α =

√
0,6 ,

která na referenčńım čtverci D̂ integruje přesně polynomy ξiηj pro 0 ≤ i, j ≤ 5.
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Dvojný integrál na konvexńım čtyřúhelńıku D s vrcholy Pi(xi, yi), i = 1,2,3,4, viz
obr. 5.4,

P1

P2

P3

P4

x

y

Obr. 5.4. Čtyřúhelńık D

P̂1(–1,–1) P̂2(1,–1)

P̂3(1,1)P̂4(–1,1)

ξ

η

Obr. 5.5. Referenčńı čtverec D̂

můžeme pomoćı transformace

x = x(ξ, η) :=
∑4

i=1
xiNi(ξ, η), y = y(ξ, η) :=

∑4

i=1
yiNi(ξ, η),

kde N1(ξ, η) =
1
4
(1− ξ)(1− η), N3(ξ, η) =

1
4
(1 + ξ)(1 + η),

N2(ξ, η) =
1
4
(1 + ξ)(1− η), N4(ξ, η) =

1
4
(1− ξ)(1 + η),

převést na integraci na referenčńım čtverci D̂ = 〈−1, 1〉2, viz obr.5.5:
∫

D

f(x, y) dxdy =

∫

D̂

f̂(ξ, η)|detĴ(ξ, η)| dξdη , kde f̂(ξ, η) = f(x(ξ, η), y(ξ, η))

a Ĵ(ξ, η) je Jacobiova matice zobrazeńı D̂ 7→ D,

Ĵ(ξ, η) =




∂x(ξ, η)

∂ξ

∂x(ξ, η)

∂η

∂y(ξ, η)

∂ξ

∂y(ξ, η)

∂η


 .

Integrál na referenčńım čtverci D̂ spočteme třeba součinovou Gaussovou formuĺı.
Umı́me-li integrovat na jednom konvexńım čtyřúhelńıku, umı́me to také na každé ob-

lasti Ω, kterou lze z konvexńıch čtyřúhelńık̊u složit. Volbou dostatečně malých čtyřúhelńık̊u
lze integrál na Ω spoč́ıtat dostatečně přesně.

Jinou možnost́ı je vykryt́ı oblasti Ω pomoćı trojúhelńık̊u. Proto je účelné znát dobré
formule pro numerickou integraci na trojúhelńıćıch.

Dvojný integrál na trojúhelńıku. Uvažujme tedy trojúhelńık T s vrcholy P1, P2 a P3.
Nejjednodušš́ı formule je analogem obdélńıkové formule (5.52). Jde o formuli

Q(f) = |T |f(P0) , (5.55)
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kde |T | je obsah trojúhelńıka T a P0 = 1
3
(P1 + P2 + P3) je jeho těžǐstě. Formule (5.55)

integruje přesně polynomy stupně 1, tj. je přesná pro f(x, y) = ax + by + c, kde a, b, c
jsou libovolná č́ısla. Stejnou přesnost má však tato formule i v př́ıpadě, kdy T je libovolná
ohraničená rovinná oblast. Skutečně, je známo, že pro souřadnice (x0, y0) těžǐstě T0 oblasti
T a pro jej́ı plochu |T | plat́ı

x0 =
1

|T |

∫∫

T

x dxdy , y0 =
1

|T |

∫∫

T

y dxdy , 1 =
1

|T |

∫∫

T

dxdy .

Proto

ax0 + by0 + c =
1

|T |

∫∫

T

[ax+ by + c] dxdy

a tedy formule (5.55) je pro polynom ax+ by + c přesná.
Pro f(x, y) = ax + by + c na trojúhelńıku T plat́ı f(P0) =

1
3
[f(P1) + f(P2) + f(P3)].

Máme proto daľśı formuli

Q(f) =
|T |
3
[f(P1) + f(P2) + f(P3)] , (5.56)

která je na trojúhelńıku T pro polynomy stupně 1 přesná.
Formule

Q(f) =
|T |
3
[f(S1) + f(S2) + f(S3)], (5.57)

kde S1 =
1
2
(P1+P2), S2 =

1
2
(P2+P3) a S3 =

1
2
(P3+P1) jsou středy stran trojúhelńıka T ,

integruje přesně polynomy stupně 2, tj. xiyj, 0 ≤ i+ j ≤ 2. Jako cvičeńı si proved’me

D̊ukaz. Zobrazeńı

x = x1 + (x2 − x1)ξ + (x3 − x1)η , y = y1 + (y2 − y1)ξ + (y3 − y1)η

převád́ı referenčńı trojúhelńık T̂ s vrcholy P̂1(0, 0), P̂2(1, 0), P̂3(0, 1) na trojúhelńık T
s vrcholy P1(x1, y1), P2(x2, y2), P3(x3, y3) a plat́ı

∫∫

T

f(x, y) dxdy = 2|T |
∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

f̂(ξ, η) dξ dη ,

kde

f̂(ξ, η) = f(x1 + (x2 − x1)ξ + (x3 − x1)η, y1 + (y2 − y1)ξ + (y3 − y1)η).

Je-li f(x, y) kvadratický polynom v proměnných x, y, je f̂(ξ, η) kvadratický polynom
v proměnných ξ, η. Proto stač́ı ověřit, že formule (5.57) integruje přesně polynomy stupně
2 na referenčńım trojúhelńıku T̂ .

Je-li f(x, y) lineárńı polynom, je 1
3
[f(S1)+f(S2)+f(S3)] = f(P0), formule (5.57) tedy

přecháźı ve formuli (5.55) a ta je pro lineárńı polynomy přesná. Zbývá proto prověřit
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členy ξ2, ξη, η2 na T̂ . Př́ımým výpočtem zjist́ıme, že

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

ξ2 dξdη =
1

12
=

1

2
· 1
3

[(
1

2

)2

+

(
1

2

)2

+ 02

]
,

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

ξη dξdη =
1

24
=

1

2
· 1
3

[
1

2
· 0 + 1

2
· 1
2
+ 0 · 1

2

]
,

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

η2 dξdη =
1

12
=

1

2
· 1
3

[
02 +

(
1

2

)2

+

(
1

2

)2
]
. �

Na trojúhelńıćıch lze konstruovat také kvadraturńı formule Gaussova typu, viz [63].
Na referenčńım trojúhelńıku s vrcholy P̂1(0, 0), P̂2(1, 0) a P̂3(0, 1) lze integrál

I(f) =

∫ 1

0

∫ 1−ξ

0

f(ξ, η) dη dξ

pomoćı transformace

η = t(1− ξ)

převést na tvar

I(f) =

∫ 1

0

∫ 1

0

(1− ξ)f(ξ, t(1− ξ)) dξ dt .

Daľśı transformaćı

ξ = 1
2
(1− u) , t = 1

2
(1− v)

dostaneme

I(f) = 1
8

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(1+u)f(1
2
(1−u), 1

4
(1+u)(1−v)) du dv =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(1+u)f̃(u, v) du dv .

Tento integrál již lze poč́ıtat součinovou kvadraturńı formuĺı:

Q(f)=
n∑

i,j=0

wu
i w

v
j f̃(ui, vj)=

n∑

i,j=0

1
8
wu

i w
v
j f
(
1
2
(1− ui), 14(1 + ui)(1− vj)

)
=

(n+1)2−1∑

i=0

wif(ξi, ηi),

kde Qu(ψ) :=
∑n

i=0w
u
i ψ(ui) je Gaussova formule s váhou 1 + u na intervalu 〈−1, 1〉

a Qv(ϕ) :=
∑n

j=0w
v
jϕ(vj) je Gaussova-Legendrova formule. Výsledná formule integruje

přesně polynomy ξiηj pro 0 ≤ i+ j ≤ 2n + 1. Tak např́ıklad součinová 2 × 2 formule na
referenčńım trojúhelńıku T̂ je tvaru

Q(f) =
3∑

i=0

wif(ξi, ηi) ,
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kde i wi ξi ηi

0 0,15902 06908 71989 0,15505 10257 21682 0,17855 87282 63616
1 0,09097 93091 28011 0,64494 89742 78318 0,07503 11102 22608
2 0,09097 93091 28011 0,64494 89742 78318 0,28001 99154 99074
3 0,15902 06908 71989 0,15505 10257 21682 0,66639 02460 14701

Tato formule je na referenčńım trojúhelńıku T̂ přesná pro polynomy ξiηj, kde 0 ≤ i+j ≤ 3.
Populárńı je také sedmibodová Radonova formule řádu 5 (integruje přesně polynomy

ξiηj pro 0 ≤ i+ j ≤ 5). Na referenčńım trojúhelńıku T̂ je tvaru

Q(f) = af(t, t) + b[f(r, r) + f(r, s) + f(s, r)] + c[f(u, u) + f(u, v) + f(v, u)],

kde

r = (6−
√
15)/21, s = (9 + 2

√
15)/21, t = 1/3

u = (6 +
√
15)/21, v = (9− 2

√
15)/21,

a = 9/80, b = (155−
√
15)/2400, c = (155 +

√
15)/2400.

Daľśı užitečné formule pro integraci na trojúhelńıćıch lze nalézt v [54], [61].

Trojné integrály. Formule pro výpočet trojných integrál̊u se obvykle uváděj́ı pro př́ıpad,
kdy oblast integrace je šestistěn, pětistěn nebo čtyřstěn.

Integrace na referenčńı krychli. Nejv́ıce se použ́ıvaj́ı Gaussovy součinové formule.
Uváděj́ı se pro referenčńı krychli K̂ = 〈−1, 1〉3. Použijeme-li pro integraci v každém
ze souřadnicových směr̊u stejnou Gaussovu-Legendrovu formuli QGn(ϕ) =

∑n
i=0wiϕ(ξi),

dostaneme součinovou Gaussovu formuli

Q̂(g) =

n∑

i,j,k=0

wiwjwk g(ξi, ξj, ξk) , (5.58)

která na referenčńı krychli K̂ integruje přesně polynomy ξiηjζk pro 0 ≤ i, j, k ≤ 2n+ 1.

Integraci na konvexńım šestistěnu K s vrcholy Pi(xi, yi, zi), i = 1, . . . , 8, viz obr. 5.6,
lze pomoćı transformace

x = x(ξ, η, ζ) :=
∑8

i=1
xiNi(ξ, η, ζ),

y = y(ξ, η, ζ) :=
∑8

i=1
yiNi(ξ, η, ζ),

z = z(ξ, η, ζ) :=
∑8

i=1
ziNi(ξ, η, ζ),

kde

N1(ξ, η, ζ) =
1
8
(1− ξ)(1− η)(1− ζ), N5(ξ, η, ζ) =

1
8
(1− ξ)(1− η)(1 + ζ),

N2(ξ, η, ζ) =
1
8
(1 + ξ)(1− η)(1− ζ), N6(ξ, η, ζ) =

1
8
(1 + ξ)(1− η)(1 + ζ),

N3(ξ, η, ζ) =
1
8
(1 + ξ)(1 + η)(1− ζ), N7(ξ, η, ζ) =

1
8
(1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ),

N4(ξ, η, ζ) =
1
8
(1− ξ)(1 + η)(1− ζ), N8(ξ, η, ζ) =

1
8
(1− ξ)(1 + η)(1 + ζ),
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převést na integraci na referenčńı krychli K̂ = 〈−1, 1〉3, viz obr.5.7,
∫

K

f(x, y, z) dxdydz =

∫

K̂

f̂(ξ, η, ζ) |det Ĵ(ξ, η, ζ)| dξdηdζ ,

kde f̂(ξ, η, ζ) = f(x(ξ, η, ζ), y(ξ, η, ζ), z(ξ, η, ζ)) a Ĵ(ξ, η, ζ) je Jacobiova matice zobrazeńı
K̂ 7→ K,

Ĵ(ξ, η, ζ) =




∂x(ξ, η, ζ)

∂ξ

∂x(ξ, η, ζ)

∂η

∂x(ξ, η, ζ)

∂ζ

∂y(ξ, η, ζ)

∂ξ

∂y(ξ, η, ζ)

∂η

∂y(ξ, η, ζ)

∂ζ

∂z(ξ, η, ζ)

∂ξ

∂z(ξ, η, ζ)

∂η

∂z(ξ, η, ζ)

∂ζ




.

Integrál na referenčńı krychli K̂ pak spočteme Gaussovou součinovou formuĺı (5.58).

P1 P2

P3

P4

P5

P6

P7

P8

Obr. 5.6. Šestistěn K

P̂1(-1, -1, -1) P̂2

P̂3P̂4

P̂5 P̂6

P̂7(1, 1, 1)P̂8

ξ

ζ

η

Obr. 5.7. Referenčńı krychle K̂

Integrace na jehlanu. Na čtyřbokém jehlanu S s vrchloly P1, P2, P3 a P4 se použ́ıvá
formule

Q(f) = |V |f(P0) , (5.59)

kde |V | je objem jehlanu a P0 = 1
4
[P1 + P2 + P3 + P4] je jeho těžǐstě. Formule (5.58)

integruje přesně lineárńı polynomy ax+ by + cz + d. To umı́ také formule

Q(f) =
|V |
4

[f(P1) + f(P2) + f(P3) + f(P4)] . (5.60)

138



Formuli řádu 2 si uvedeme pro referenčńı trojboký jehlan Ŝ s vrcholy P̂1(0, 0, 0), P̂2(1, 0, 0),
P̂3(0, 1, 0), P̂4(0, 0, 1). Formule je tvaru

Q(g) =
1

24
[g(α, α, α) + g(β, α, α) + g(α, β, α) + g(α, α, β)] ,

kde α = 0,25−
√
0,0125, β = 1− 3α , (5.61)

a na referenčńım jehlanu Ŝ integruje přesně polynomy ξiηjζk, kde 0 ≤ i+ j+k ≤ 2. Tuto
a daľśı užitečné formule lze naj́ıt v [54], [61].
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6. Řešeńı nelineárńıch rovnic

Kořeny nelineárńı rovnice f(x) = 0 obecně neumı́me vyjádřit explicitńım vzorcem.
K řešeńı nelineárńı rovnice proto použ́ıváme iteračńı metody: z jedné nebo několika počá-
tečńıch aproximaćı hledaného kořene x∗ generujeme posloupnost x0, x1, x2, . . . , která ke
kořenu x∗ konverguje. Pro některé metody stač́ı, když zadáme interval 〈a, b〉, který obsa-
huje hledaný kořen. Jiné metody vyžaduj́ı, aby počátečńı aproximace byla k hledanému
kořenu dosti bĺızko; na oplátku takové metody konverguj́ı mnohem rychleji. Často proto
zač́ınáme s

”
hrubou“, avšak spolehlivou metodou, a teprve když jsme dostatečně bĺızko

kořene, přejdeme na
”
jemněǰśı“, rychleji konverguj́ıćı metodu.

Abychom naše úvahy zjednodušili, omeźıme se na problém určeńı reálného jednodu-
chého kořene x∗ rovnice f(x) = 0, tj. předpokládáme, že f ′(x∗) 6= 0. Budeme také auto-
maticky předpokládat, že funkce f(x) je spojitá a má tolik spojitých derivaćı, kolik je jich
v dané situaci zapotřeb́ı.

6.1. Určeńı počátečńı aproximace

Počátečńı aproximaci kořen̊u rovnice f(x) = 0 můžeme zjistit z grafu funkce f(x):
ručně, nebo raději pomoćı vhodného programu na poč́ıtači, vykresĺıme funkci f(x) a vy-
hledáme jej́ı pr̊useč́ıky s osou x.

Jinou možnost́ı je sestaveńı tabulky [xi, f(xi)] pro nějaké děleńı

a = x0 < x1 · · · < xi−1 < xi < · · · < xn = b

zvoleného intervalu 〈a, b〉. Když ve dvou sousedńıch bodech tabulky nabývá funkce f(x)
hodnot s opačným znaménkem, tj. když f(xi−1)f(xi) < 0, pak mezi body xi−1 a xi lež́ı
reálný kořen rovnice f(x) = 0.

Př́ıklad 6.1. Źıskáme hrubý odhad kořen̊u rovnice f(x) = 0, kde

f(x) = 4 sin x− x3 − 1 .

Z obrázku 6.1 zjist́ıme, že existuj́ı tři kořeny: x∗1 ∈ (−2,−1), x∗2 ∈ (−1, 0) a x∗3 ∈ (1, 2). �

Na principu znaménkových změn je založena

Metoda bisekce známá také jako metoda p̊uleńı interval̊u. Předpokládejme, že funkce
f(x) má v koncových bodech intervalu (a0, b0) opačná znaménka, tj. plat́ı f(a0)f(b0) < 0.
Sestroj́ıme posloupnost interval̊u (a1, b1) ⊃ (a2, b2) ⊃ (a3, b3) ⊃ . . . , které obsahuj́ı kořen.
Intervaly (ak+1, bk+1), k = 0, 1, . . . , urč́ıme rekurzivně zp̊usobem, který si nyńı poṕı̌seme.

Střed intervalu (ak, bk) je bod xk+1 =
1
2
(ak + bk). Když f(xk+1) = 0, pak xk+1 = x∗ je

kořen a dál nepokračujeme. Pokud f(xk+1) 6= 0, polož́ıme

(ak+1, bk+1) =

{
(ak, xk+1) , když f(ak)f(xk+1) < 0 ,

(xk+1, bk) , když f(ak)f(xk+1) > 0 .
(6.1)

Z konstrukce (ak+1, bk+1) okamžitě plyne f(ak+1)f(bk+1) < 0, takže každý interval (ak, bk)
obsahuje kořen. Po k kroćıch je kořen v intervalu Ik := (ak, bk) délky

|Ik| = bk − ak = 2−1(bk−1 − ak−1) = · · · = 2−k(b0 − a0) .
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Obr. 6.1: Graf funkce 4 sinx− x3 − 1

Střed xk+1 intervalu (ak, bk) aproximuje kořen x∗ s chybou

|xk+1 − x∗| ≤ 1
2
(bk − ak) = 2−k−1(b0 − a0) . (6.2)

Pro k →∞ zřejmě |Ik| → 0 a xk → x∗.

Př́ıklad 6.2. Metodu bisekce aplikujeme na rovnici z př́ıkladu 6.1. Jako počátečńı zvo-

k ak bk xk+1 f(xk+1)

0 1 2 1,5 < 0

1 1 1,5 1,25 > 0

2 1,25 1,5 1,375 > 0

3 1,375 1,5 1,4375 < 0

4 1,375 1,4375 1,40625 > 0

5 1,40625 1,4375 1,421875

ĺıme interval (a0, b0) = (1, 2). Připomeň-
me, že f(1) > 0, f(2) < 0. Proto také
f(ak) ≥ 0, f(bk) ≤ 0 pro každé k. Posloup-
nost interval̊u zaznamenáváme do tabul-
ky. Po pěti kroćıch má interval (a5, b5)
délku 2−5 = 0,03125 a x6 = 1,421875
aproximuje kořen s chybou nepřesahuj́ıćı
2−6 = 0,015625. �

Metoda bisekce konverguje pomalu: protože 10−1 .
= 2−3,32, zpřesněńı o jednu dekadic-

kou cifru vyžaduje v pr̊uměru 3,32 kroku. Všimněte si, že rychlost konvergence vyjádřená
vztahem (6.2) v̊ubec nezáviśı na funkci f(x). To proto, že jsme využ́ıvali pouze znaménka
funkčńıch hodnot. Když tyto hodnoty (a př́ıpadně také hodnoty derivaćı f(x)) využijeme
efektivněji, můžeme dosáhnout podstatně rychleǰśı konvergence. Takové

”
zpřesňuj́ıćı“

metody však konverguj́ı pouze tehdy, když pro ně zvoĺıme dostatečně dobrou počátečńı
aproximaci. Vhodná počátečńı aproximace bývá často určena právě metodou bisekce.

6.2. Zpřesňuj́ıćı metody

Snad nejznáměǰśı mezi nimi je

Newtonova metoda nebo-li metoda tečen. Jak je u iteračńıch metod zvykem, vyjdeme
z počátečńı aproximace x0 a postupně poč́ıtáme x1, x2, . . . zp̊usobem, který si ted’ vysvět-
ĺıme.

Předpokládejme, že známe xk a máme určit lepš́ı aproximaci xk+1. Uděláme to tak, že
bodem [xk, f(xk)] vedeme tečnu ke křivce y = f(x) a pr̊useč́ık tečny s osou x považujeme
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za xk+1. Do rovnice tečny

y = f(xk) + f ′(xk)(x− xk)

tedy dosad́ıme y := 0, vypočteme x a polož́ıme xk+1 := x. Tak dostaneme předpis

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
. (6.3)

Výpočet ukonč́ıme a xk+1 považujeme za dostatečně přesnou aproximaci kořene, pokud

|xk+1 − xk| ≤ ε , př́ıpadně |xk+1 − xk| ≤ ε|xk| nebo |f(xk+1)| ≤ ε , (6.4)

kde ε je požadovaná přesnost. T́ım sice neńı zaručeno, že také |xk+1 − x∗| ≤ ε, je to ale
obvyklý zp̊usob, pomoćı něhož iterace ukonč́ıme. Tato tzv. stop kritéria jsou vhodná i pro
daľśı metody, které v tomto odstavci uvedeme.

x
0
 x
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 x

2
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3
 

f(x)
y=0
[x

i
,f(x

i
)]

(y−y
i
)/(x−x

i
) = f ’(x

i
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Obr. 6.2: Newtonova metoda

Př́ıklad 6.3. Newtonovou metodou urč́ıme kladný kořen rovnice z př́ıkladu 6.1. Zvoĺıme
x0 = 2. Výpočet ukonč́ıme, když |f(xk)| < 10−5. Posledńı sloupec vyžaduje znalost přes-

k xk f(xk) f ′(xk) f(xk)/f
′(xk) xk − x∗

0 2 −5,362810 −13,66459 0,392460 0,563550

1 1,607540 −1,156877 −7,899490 0,146450 0,171089

2 1,461090 −0,143158 −5,966406 0,023994 0,024640

3 1,437096 −0,003653 −5,662524 0,000645 0,000646

4 1,436451 −0,000003 0,000000

ného řešeńı. To źıskáme provedeńım ještě jednoho kroku Newtonovy metody. Dá se uká-
zat, že x∗

.
= x5 = 1,43645032 má všechny cifry platné. Požadovaná přesnost byla tedy

dosažena ve čtvrtém kroku, x4
.
= 1,43645 má všechny cifry platné. �
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Konvergence Newtonovy metody. Necht’ ek = xk − x∗ je chyba v k-tém kroku.
Ukážeme si, jak souviśı s chybou ek+1 v kroku následuj́ıćım. Z Taylorova rozvoje f(x∗)
okolo xk dostaneme

0 = f(x∗) = f(xk) + (x∗ − xk)f ′(xk) +
1

2
(x∗ − xk)2f ′′(ξ) ,

kde ξ je nějaký bĺıže neurčený bod intervalu, jehož krajńı body jsou xk a x∗. Když rovnici
děĺıme f ′(xk), dostaneme

−1
2
(x∗ − xk)2

f ′′(ξ)

f ′(xk)
=
f(xk)

f ′(xk)
+ (x∗ − xk) = x∗ −

[
xk −

f(xk)

f ′(xk)

]
= x∗ − xk+1 ,

takže máme

ek+1 =
1

2

f ′′(ξ)

f ′(xk)
e2k , (6.5)

a když xk → x∗, pak

ek+1

e2k
−→ C , kde C =

1

2

f ′′(x∗)

f ′(x∗)
.

Protože chyba ek+1 je úměrná druhé mocnině chyby ek, ř́ıkáme, že Newtonova metoda
konverguje kvadraticky nebo také, že je druhého řádu. Uved’me si přesněǰśı definici:

Necht’ x0, x1, x2, . . . je posloupnost, která konverguje k x∗ a ek = xk − x∗. Když existuje
č́ıslo p a konstanta C 6= 0 taková, že

lim
k→∞

|ek+1|
|ek|p

= C , (6.6)

pak p se nazývá řád konvergence posloupnosti a C je chybová konstanta. Speciálně ř́ıkáme,
že

konvergence je
lineárńı,
superlineárńı,
kvadratická,

když
p = 1 a C < 1 ,
p > 1 ,
p = 2 .

Řekneme, že daná metoda je řádu p, jestlǐze všechny konvergentńı posloupnosti źıskané
touto metodou maj́ı řád konvergence věťśı nebo rovný p a nejméně jedna z těchto posloup-
nost́ı má řád konvergence rovný přesně p.

V bĺızkosti kořene plat́ı: č́ım vyšš́ı řád p, t́ım rychleǰśı konvergence, nebot’

|ek+1| ≈ C|ek|p ,

takže když |ek| je malé, pak |ek+1| je t́ım menš́ı, č́ım je p větš́ı.
V́ıme už, že když Newtonova metoda konverguje, pak rychlost konvergence xk → x∗

je alespoň kvadratická (pro některé funkce f může být i vyšš́ı). Zbývá ještě zodpovědět
otázku, za jakých podmı́nek je zaručeno, že konvergence v̊ubec nastane. Ukažme si to.
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Předpokládejme, že v nějakém okoĺı I kořene plat́ı

1

2

∣∣∣∣
f ′′(y)

f ′(x)

∣∣∣∣ ≤ m pro všechna x, y ∈ I .

Když xk ∈ I, pak z (6.5) plyne |ek+1| ≤ m|ek|2 nebo-li |mek+1| ≤ |mek|2. Opakováńım
této úvahy dostaneme

|mek+1| ≤ |mek|2 ≤ |mek−1|4 ≤ |mek−2|8 ≤ |mek−3|16 ≤ · · · ≤ |me0|r , kde r = 2k+1.

Když plat́ı |me0| < 1, pak jistě |ek+1| → 0 a tedy xk+1 → x∗. Dokázali jsme tedy, že

Newtonova metoda vždy konverguje za předpokladu, že počátečńı aproximaci zvoĺıme dosta-
tečně bĺızko ke kořenu.

Dobrou počátečńı aproximaci x0 můžeme źıskat např. metodou bisekce. Vhodným
spojeńım metody bisekce a Newtonovy metody lze sestrojit kombinovanou metodu, která
vždy konverguje, viz např. procedura rtsafe v [40]. V bĺızkosti kořene se přitom uplatńı
jen Newtonova metoda, takže konvergence je rychlá.

Pomoćı náčrtku snadno ověř́ıme, že Newtonova metoda konverguje, když jsou splněny
tzv. Fourierovy podmı́nky:

a) f ∈ C2〈a, b〉 a přitom f(a)f(b) < 0;

b) f ′ a f ′′ neměńı na intervalu 〈a, b〉 znaménko a f ′(x) 6= 0 pro každé x ∈ 〈a, b〉;

c) jako x0 voĺıme ten z bod̊u a, b, v němž je f(x0)f
′′(x0) > 0.

Praktický význam však Fourierovy podmı́nky nemaj́ı, nebot’ pro velké b− a obvykle tyto
podmı́nky bud’to neplat́ı nebo je neumı́me snadno ověřit.

Metoda sečen. V každém kroku Newtonovy metody muśıme poč́ıtat hodnotu f(xk) a de-
rivaci f ′(xk). Když vzorec pro výpočet derivace nemáme k dispozici, nebo když náklady
spojené s výpočtem derivace jsou vysoké, můžeme derivaci aproximovat pod́ılem

f ′(xk) ≈
f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1

.

Tak dostaneme metodu sečen: zadáme dvě počátečńı aproximace x0, x1 a poč́ıtáme
x2, x3, . . . podle předpisu

xk+1 = xk −
xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)
f(xk) . (6.7)

Název metody vycháźı z jej́ı geometrické interpretace: xk+1 je x-ová souřadnice pr̊useč́ıku
př́ımky procházej́ıćı body [xk−1, f(xk−1)] a [xk, f(xk)] s osou x:

y = f(xk) +
f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1
(x− xk) = 0 =⇒ x = xk+1 .

Protože tato př́ımka prot́ıná graf funkce f , je to sečna, odtud metoda sečen.
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Obr. 6.3: Metoda sečen

Všimněte si, že v každém kroku vyč́ıslujeme hodnotu funkce jen jednou: vypočteme
f(xk), hodnotu f(xk−1) převezmeme z předchoźıho kroku.

Dá se odvodit, že rychlost konvergence metody sečen je řádu p = 1
2
(1 +

√
5) ≈ 1,618,

tedy poněkud nižš́ı než u Newtonovy metody. Č́ıslo τ = (
√
5−1)/2 ≈ 0,618 je tzv. poměr

zlatého řezu.

Př́ıklad 6.4. Metodou sečen urč́ıme kladný kořen rovnice z př́ıkladu 6.1. Zvoĺıme x0 = 1,

k xk f(xk) xk − x∗

0 1 1,365884 −0,436450
1 2 −5,362810 0,563550

2 1,202994 0,991513 −0,233456
3 1,327357 0,543420 −0,109094
4 1,478177 −0,246970 0,041726

5 1,431051 0,030349 −0,005400
6 1,436208 0,001370 −0,000242
7 1,436452 −0,000008 0,000001

x1 = 2. Výpočet ukonč́ıme, když bude
|f(xk)| < 10−5. Až do čtvrtého kroku
(výpočet x5) je konvergence poměrně po-
malá. Teprve v posledńıch dvou kroćıch se
plně uplatnila rychlá konvergence metody
sečen. �

Metoda sečen zaručeně konverguje, pokud zvoĺıme startovaćı hodnoty x0 a x1 dosta-
tečně bĺızko ke kořenu x∗. To lze zajistit např. metodou bisekce. Daľśı metodou, jak źıskat
dobré startovaćı aproximace, je varianta metody sečen známá jako

Metoda regula falsi. Počátečńı aproximace x0 a x1 se voĺı tak, aby f(x0)f(x1) < 0. Nová
aproximace xk+1 se opět źıská jako pr̊useč́ık sečny s osou x. Sečna však tentokrát spojuje
bod [xk, f(xk)] s bodem [xℓ, f(xℓ)], kde ℓ je největš́ı index, pro který f(xk)f(xℓ) < 0.
Výpočet tedy prob́ıhá podle vzorce

xk+1 = xk −
xk − xℓ

f(xk)− f(xℓ)
f(xk) , k = 1, 2, . . . . (6.8)
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Přitom pro k = 1 je ℓ = 0, a po výpočtu xk+1 urč́ıme index ℓ takto:

když f(xk+1)f(xℓ) > 0, pak ℓ = k, v opačném př́ıpadě se ℓ neměńı.

Výhodou metody regula falsi je to, že podobně jako metoda bisekce vždy konverguje:
interval Ik, jehož koncové body jsou xk a xℓ, obsahuje kořen. Na rozd́ıl od metody bisekce
však délka intervalu Ik nekonverguje k nule. Rychlost konvergence metody regula falsi je
jen lineárńı. Metodu regula falsi (podobně jako metodu bisekce) proto použ́ıváme pouze
pro źıskáńı dobré počátečńı aproximace, pak přecháźıme na rychleǰśı metodu.

x
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x
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x
2

x
3

x
4

Obr. 6.4: Regula falsi

Př́ıklad 6.5. Metodou regula falsi urč́ıme kladný kořen rovnice z př́ıkladu 6.1. Zvoĺıme

k ℓ xℓ xk f(xk) xk − x∗

0 1 1,365884 −0,436450
1 0 1 2 −5,362810 0,563550

2 1 2 1,202994 0,991513 −0,233456
3 1 2 1,327357 0,543420 −0,109094
4 1 2 1,389245 0,253012 −0,047205
5 1 2 1,416762 0,108896 −0,019688
6 1 2 1,428369 0,045283 −0,008081
7 1 2 1,433156 0,018561 −0,003295
...

15 1 2 1,436448 0,000014 −0,000002
16 1 2 1,436449 0,000006 −0,000001

x0 = 1, x1 = 2. Z tabulky je vidět,
že poč́ınaje druhým krokem je
xℓ = 2. Dále je zřejmé, že do čtvr-
tého kroku je přesnost metody re-
gula falsi srovnatelná s přesnost́ı
metody sečen, viz př́ıklad 5.4.
V následuj́ıćıch kroćıch je už ale
patrná lineárńı konvergence, pod-
mı́nka |f(xk)| < 10−5 je splněna
až pro x16. Všimněte si: délka in-
terval̊u Ik = (xk, 2), k ≥ 2, kon-
verguje k č́ıslu x−x∗ .

= 0, 563550.
�

Steffensenova metoda se ř́ıd́ı předpisem

xk+1 = xk −
f(xk)

dk
, kde dk =

f(xk + f(xk))− f(xk)
f(xk)

(6.9)
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je speciálně spočtená aproximace f ′(xk) připomı́naj́ıćı dopřednou diferenci:

f ′(xk) ≈ dk =
f(xk + hk)− f(xk)

hk
, kde hk = f(xk) .

V každém kroku se funkce f vyhodnocuje dvakrát: kromě hk = f(xk) se poč́ıtá ještě také
f(xk + hk). Oproti metodě sečen je tu jedno vyhodnoceńı funkce nav́ıc. Na druhé straně
lze ukázat, že rychlost konvergence Steffensenovy metody je stejná jako u Newtonovy
metody, tedy kvadratická.

Metoda inverzńı kvadratické interpolace. Metoda sečen použ́ıvá dva předchoźı body
k źıskáńı daľśıho, proč tedy nepouž́ıt tři?

Body [xk−2, f(xk−2)], [xk−1, f(xk−1)] a [xk, f(xk)] můžeme proložit parabolu P2(x)
a hledat jej́ı pr̊useč́ık s osou x. Za daľśı aproximaci xk+1 pak zvoĺıme ten z kořen̊u polynomu
P2(x), který je bĺıž k předchoźı aproximaci xk. Na tomto principu je založena Műllerova
metoda. Pot́ıž je v tom, že parabola nemuśı x-ovou osu protnout, nebot’ kvadratická funkce
P2(x) nemuśı mı́t reálné kořeny. Výpočet je proto třeba provádět v komplexńı aritmetice,
a to i v př́ıpadě, že rovnice f(x) = 0 má jen reálné kořeny.

Mı́sto paraboly v proměnné x můžeme třemi body proložit parabolu Q2(y) v proměn-
né y, určenou interpolačńımi podmı́nkami

Q2(f(xk−2)) = xk−2 , Q2(f(xk−1)) = xk−1 , Q2(f(xk)) = xk .

Jsou-li hodnoty f(xk−2), f(xk−1) a f(xk) navzájem r̊uzné, parabola Q2(y) existuje a pro-
t́ıná osu x v jediném bodě. Klademe tedy xk+1 = Q2(0). Tato metoda je známa jako
metoda inverzńı kvadratické interpolace. Jej́ı konvergence je superlineárńı řádu p ≈ 1, 839,
viz [21].

Brentova metoda. Metoda inverzńı kvadratické interpolace spolu s metodou sečen a me-
todou bisekce jsou základem populárńı Brentovy metody, viz např. [37], dále také program
zbrent v [40] nebo funkce fzero v MATLABu.

Přednost́ı Brentovy metody je to, že nepouž́ıvá derivace funkce f , je spolehlivá, tj.
zaručeně konverguje ke kořenu, a po několika počátečńıch kroćıch se chyba rychle zmenšuje,
nebot’ rychlost konvergence je superlineárńı.

Startovaćı body x0 a x1 je třeba zvolit tak, aby f(x0)f(x1) < 0. Aproximace x2 se urč́ı
metodou sečen. Necht’ (a1, b1) je interval, jehož koncové body jsou x0 a x1. Pak zřejmě
x2 ∈ (a1, b1). Daľśı aproximaci x3 budeme hledat v kratš́ım intervalu (a2, b2) ⊂ (a1, b1),
jehož jeden koncový bod je x2 a druhý je ten z bod̊u a1, b1, v němž má funkce f opačné
znaménko než v x2, takže f(a2)f(b2) < 0 a (a2, b2) obsahuje kořen.

Při výpočtu x3, x4, . . . Brentova metoda použ́ıvá jednu ze tř́ı základńıch metod tak, aby
nová aproximace xk+1 ∈ (ak, bk). Dále se vybere interval (ak+1, bk+1) ⊂ (ak, bk) obsahuj́ıćı
kořen. Jedńım z jeho koncových bod̊u je xk+1, druhým je ten z bod̊u ak, bk, v němž má
funkce f znaménko opačné než v xk+1. Při výpočtu xk+1 se přednostně použije metoda
inverzńı kvadratické interpolace, pokud takto źıskaná aproximace neńı dostatečně dobrá,
zkuśı se metoda sečen, a když ani ta nezabere, použije se jako záchrana metoda bisekce.
Podrobněǰśı popis Brentovy metody je uveden např. v [37], [40].

Př́ıklad 6.6. Budeme hledat kladný kořen rovnice z př́ıkladu 6.1 a porovnáme jednotlivé
metody podle počtu pk krok̊u a počtu pf vyhodnoceńı funkce f (u Newtonovy metody

147



do pf zahrneme také počet vyhodnoceńı derivace f ′). Pro výpočet Brentovou metodou
jsme použili upravený program fzerotx, viz [37].

Výpočet jsme zahájili takto:
v metodě bisekce počátečńı in-
terval (a0, b0) = (1, 2), v New-
tonově a Steffensenově metodě
x0 = 2, v ostatńıch metodách
x0 = 1 a x1 = 2. Použili
jsme stop kritérium |f(xk)| < ε.
V tabulce jsou uvedeny hodnoty
pk/pf pro několik toleranćı ε.

ε 10−3 10−6 10−9 10−12 10−15

bisekce 9/11 19/21 29/31 39/41 49/51

regula falsi 10/12 17/19 25/27 33/35 40/42

sečny 6/8 7/9 8/10 8/10 9/11

Newton 4/8 5/10 5/10 6/12 6/12

Steffensen 4/8 5/10 6/12 6/12 7/14

Brent 6/7 7/8 7/8 8/9 8/9

Nejmenš́ı pkmá Newtonova metoda, nejmenš́ı pf Brentova metoda. Z výpisu o pr̊uběhu
výpočtu Brentovou metodou vyplývá, že se ani jednou nepoužila bisekce, proto tak skvělý
výsledek. �

Poznámka (O metodě prosté iterace). Předpokládejme, že funkce g ∈ C〈a, b〉 splňuje tyto
dvě podmı́nky:

(α) g(x) ∈ 〈a, b〉 ∀x ∈ 〈a, b〉,

(β) existuje č́ıslo q, 0 ≤ q < 1, takové, že |g(x)− g(y)| ≤ q|x− y| ∀x, y ∈ 〈a, b〉 .

Pak rovnice x = g(x) má v 〈a, b〉 jediné řešeńı x∗ a posloupnost postupných aproximaćı
xk+1 = g(xk), k = 0, 1, . . . , konverguje k x∗ pro každé x0 ∈ 〈a, b〉. Bod x∗ = g(x∗) se
nazývá pevný bod funkce g (zobrazuje x∗ na sebe). Následuje náčrt d̊ukazu.

1) Existence. Z podmı́nky (α) plyne g(a) ≥ a, g(b) ≤ b, odtud (a−g(a)) ·(b−g(b)) ≤ 0,
takže v 〈a, b〉 lež́ı kořen rovnice x− g(x) = 0.

2) Jednoznačnost. Necht’ pro x∗, y∗ ∈ 〈a, b〉 plat́ı x∗ = g(x∗), y∗ = g(y∗). Podle (β)
|x∗ − y∗| = |g(x∗)− g(y∗)| ≤ q|x∗ − y∗|, což je možné jedině když x∗ = y∗.

3) Konvergence. Podle (β) je |xk−x∗| = |g(xk−1)− g(x∗)| ≤ q|xk−1−x∗|. Opakováńım
této úvahy dostaneme nakonec |xk − x∗| ≤ qk|x0 − x∗| → 0 pro k → ∞, takže
xk → x∗.

Mı́sto podmı́nky (β) můžeme pro g ∈ C1〈a, b〉 použ́ıt silněǰśı podmı́nku

(β ′) |g′(x)| ≤ q < 1 ∀x ∈ 〈a, b〉 .

Podle věty o středńı hodnotě totiž g(x)− g(y) = g′(ξ)(x− y), kde ξ lež́ı mezi x a y, takže
pro x, y ∈ 〈a, b〉 podle (β ′) je |g(x)− g(y)| = |g′(ξ)| · |x− y| ≤ q|x− y|, tj. plat́ı (β).

Všimněte si, že pro 〈a, b〉 = 〈x∗ − δ, x∗ + δ〉 je platnost podmı́nky (α) d̊usledkem plat-
nosti podmı́nky (β): |g(x)−x∗| = |g(x)−g(x∗)| ≤ q|x−x∗| < |x−x∗|, tj. když |x−x∗| ≤ δ,
pak také |g(x)− x∗| ≤ δ.

Přibližný výpočet kořene x∗ rovnice x = g(x) podle formule xk+1 = g(xk) se nazývá
metoda prosté iterace nebo také metoda postupných aproximaćı. Podmı́nky (α) a (β) nebo
(β ′) jsou postačuj́ıćı pro konvergenci této metody.
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Vhodnou úpravou rovnice f(x) = 0 na tvar x = g(x) můžeme dostat řadu r̊uzných
konkrétńıch metod. Tak třeba pro g(x) = x− f(x)/f ′(x) dostaneme Newtonovu metodu.

Rychlost konvergence posloupnosti postupných aproximaćı {xk}∞k=0 záviśı na chováńı
funkce g v bodě x∗. Jsou-li splněny podmı́nky (α) a (β) nebo (β ′), a má-li g dostatečný
počet spojitých derivaćı, daj́ı se dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

• Pokud g′(x∗) 6= 0, je řád konvergence roven jedné a plat́ı |xk+1 − x∗| ≤ q|xk − x∗|.

• Pokud g′(x∗) = 0 a g′′(x∗) 6= 0, je řád konvergence roven dvěma.

• Obecně, pokud jsou derivace g(s)(x∗) = 0, s = 1, 2, . . . , r− 1, a g(r)(x∗) 6= 0, konver-
gence je řádu r.

Pro Newtonovu metodu g′(x) = f(x)f ′′(x)/(f ′(x))2, tj. g′(x∗) = 0, takže konvergence
xk → x∗ je řádu alespoň dva (což potvrzuje nám již známý výsledek).

Dá se také dokázat, že když |g′(x∗)| > 1, pak pro x0 6= x∗ posloupnost postupných
aproximaćı k x∗ konvergovat nemůže. �

Př́ıklad 6.7. Nelineárńı rovnice f(x) = x2 − 2x − 3 = 0 má kořeny x∗ = −1 a x∗ = 3.
Prozkoumáme konvergenci ke kořenu x∗ = 3 pro několik iteračńıch funkćı g.

1. g(x) = (x2 − 3)/2, g′(x) = x, |g′(3)| = 3, pro x0 6= 3 konvergence nenastane.

2. g(x) =
√
2x+ 3, g′(x) = 1/

√
2x+ 3, |g′(3)| = 1/3, lineárńı konvergence nastane např.

pro libovolné x0 z intervalu 〈2, 4〉, nebot’ v něm |g′(x)| ≤ 1/
√
7.

3. g(x) = 2 + 3/x, g′(x) = −3/x2, |g′(3)| = 1/3, lineárńı konvergence nastane např. pro
libovolné x0 z intervalu 〈2, 4〉, nebot’ v něm |g′(x)| ≤ 3/4.

4. g(x) = (x2+3)/(2x−2), g′(x) = 2(x2−2x−3)/(2x−2)2, g′(3) = 0, g′′(3) = 1/2, kvad-
ratická konvergence nastane např. pro x0 z intervalu 〈2,5; 3,5〉, v němž |g′(x)| < 0,39,
jak snadno zjist́ıme. Ověřte, že tato iteračńı funkce odpov́ıdá Newtonově metodě. �

Poznámka (O násobných kořenech). Řekneme, že kořen x∗ rovnice f(x) = 0 má násob-
nost q, jestliže funkce g(x) = f(x)/(x − x∗)q je v bodě x∗ definována a kořen v něm už
nemá, tj. když 0 < |g(x∗)| <∞. Jestliže má funkce f(x) v okoĺı kořene x∗ spojité derivace
až do řádu q včetně, pak f (j)(x∗) = 0, j = 0, 1, . . . , q − 1.

Některé z doposud uvedených metod lze použ́ıt také pro nalezeńı násobných kořen̊u,
konvergence však bývá pomaleǰśı. Tak třeba Newtonova metoda konverguje jen lineárně
s chybovou konstantou C = (q − 1)/q.

Když očekáváme, že rovnice f(x) = 0 může mı́t násobné kořeny, je vhodné využ́ıt
toho, že funkce u(x) = f(x)/f ′(x) má pouze jednoduché kořeny. Mı́sto rovnice f(x) = 0
tedy řeš́ıme rovnici u(x) = 0. �

Poznámka (O dosažitelné přesnosti). Necht’ xk je aproximace jednoduchého kořene rov-
nice f(x) = 0. Pomoćı věty o středńı hodnotě dostaneme

f(xk) = f(xk)− f(x∗) = f ′(ξ)(xk − x∗) ,

kde ξ je nějaký bod lež́ıćı mezi xk a x∗. Předpokládejme, že při výpočtech pracujeme jen
s přibližnými hodnotami f̃(xk) = f(xk) + δk, přičemž |δk| ≤ δ. Pak nejlepš́ı výsledek,
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kterého můžeme dosáhnout, je f̃(xk) = 0. V tom př́ıpadě |f(xk)| ≤ δ, takže

|xk − x∗| =
|f(xk)|
|f ′(ξ)| ≤

δ

|f ′(ξ)| ≈
δ

|f ′(x∗)| =: ε∗x ,

pokud se f ′ v bĺızkosti kořene př́ılǐs neměńı. Vypoč́ıtat x∗ s menš́ı chybou než ε∗x nelze.
Proto se ε∗x nazývá dosažitelná přesnost kořene x∗. Všimněte si: když je velikost směrnice
|f ′(x∗)| v kořenu x∗ malá, je dosažitelná přesnost ε∗x velká, viz obr. 6.5. V takovém př́ıpadě
je výpočet kořene x∗ špatně podmı́něný problém: malá změna f vyvolá velkou změnu x∗.

x*−ε*
x

x*+ε*
x

f(x)
y=0

Obr. 6.5: Dosažitelná přesnost kořene

Podobná úvaha pro kořen násobnosti q dává dosažitelnou přesnost

ε∗x =

(
δ · q !
f (q)(x∗)

)1/q

.

Exponent 1/q je př́ıčinou toho, že výpočet násobného kořene je obecně špatně podmı́něná
úloha. Tak třeba pro f(x) = xq je x∗ = 0 kořen násobnosti q a ε∗x = δ1/q. Pro q = 15
a δ = 10−15 dostaneme ε∗x = 0,1! �

Poznámka (O kořenech polynom̊u). Polynom pn(x) stupně n má n obecně komlexńıch
kořen̊u. Pro výpočet jednoduchých reálných kořen̊u funkce f(x) = pn(x) lze použ́ıt li-
bovolnou z dosud uvedených metod. O tom, jak se vypořádat s př́ıpadnými násobnými
kořeny, pojednává výše uvedená poznámka. Pro výpočet komplexńıch kořen̊u lze použ́ıt
např. Newtonovu metodu, v ńıž jako počátečńı aproximaci voĺıme komplexńı č́ıslo.

Pokud nás zaj́ımaj́ı všechny kořeny polynomu, tak po nalezeńı reálného kořene x∗

polynom pn(x) děĺıme členem x− x∗. Tak dostaneme polynom pn−1(x) = pn(x)/(x− x∗)
stupně n − 1 a dále hledáme jeho kořeny. Když je x∗ komplexńı kořen, pak je kořenem
také komplexně sdružené č́ıslo x̄∗. V tom př́ıpadě děĺıme pn(x) kvadratickým polynomem
(x − x∗)(x − x̄∗), jehož koeficienty jsou reálná č́ısla. Tak dostaneme polynom pn−2(x)
stupně n− 2 s reálnými koeficienty a pokračujeme hledáńım jeho kořen̊u.

Pro výpočet kořen̊u polynomů jsou navrženy také speciálńı, velmi efektivńı metody,
o nichž lze źıskat informace např. v [55]. �

6.3. Soustavy nelineárńıch rovnic

Mnohé z metod určených pro řešeńı jedné nelineárńı rovnice lze zobecnit na řešeńı
soustav nelineárńıch rovnic. Bohužel to neplat́ı pro metodu bisekce ani pro metodu regula
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falsi. A co je ještě horš́ı: pro soustavy nelineárńıch rovnic neńı známa žádná univerzálńı
metoda, která by dokázala spolehlivě určit dostatečně dobrou počátečńı aproximaci řešeńı.
Uspokojivou počátečńı aproximaci proto muśıme odhadnout. Pomoci nám může znalost
konkrétńıho problému, který na řešeńı nelineárńı soustavy vede. Odhad řešeńı lze někdy
źıskat také na základě pomocných výpočt̊u provedených za zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u,
např́ıklad tak, že nelineárńı problém aproximujeme vhodným problémem lineárńım.

Uvažujme tedy soustavu n nelineárńıch rovnic o n neznámých

f1(x1, x2, . . . , xn) = 0 ,

f2(x1, x2, . . . , xn) = 0 ,

...

fn(x1, x2, . . . , xn) = 0 ,

nebo-li f(x) = o , (6.10)

kde

x =




x1
x2
...
xn


 , f(x) =




f1(x1, x2, . . . , xn)
f2(x1, x2, . . . , xn)

...
fn(x1, x2, . . . , xn)


 ≡




f1(x)
f2(x)
...

fn(x)


 a o =




0
0
...
0


 .

Řešeńım soustavy (6.10) je každý č́ıselný vektor x∗, pro který f(x∗) = o.
V tomto odstavci budeme automaticky předpokládat, že funkce f(x) je spojitá a má

tolik spojitých derivaćı, kolik je jich v dané situaci zapotřeb́ı.

Newtonova metoda a jej́ı modifikace. Newtonovu metodu odvod́ıme z Taylorova
rozvoje

o = f(x∗) = f(xk) + f ′(xk)(x
∗ − xk) + · · · .= f(xk) + f ′(xk)(x

∗ − xk)

tak, že přibližnou rovnost nahrad́ıme rovnost́ı a mı́sto x∗ ṕı̌seme xk+1, tj. poč́ıtáme

f ′(xk)(xk+1 − xk) = −f(xk) , (6.11)

kde f ′(x) je Jacobiho matice funkce f(x), tj.

f ′(x) =




∂f1(x)

∂x1

∂f1(x)

∂x2
. . .

∂f1(x)

∂xn
∂f2(x)

∂x1

∂f2(x)

∂x2
. . .

∂f2(x)

∂xn
...

...
...

∂fn(x)

∂x1

∂fn(x)

∂x2
. . .

∂fn(x)

∂xn




.

Výpočet organizujeme tak, že nejdř́ıve vyřeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic

f ′(xk)dk = −f(xk) a pak urč́ıme xk+1 = xk + dk . (6.12)

Když je matice f ′(xk) regulárńı, můžeme lineárńı soustavu rovnic vyřešit metodami po-
psanými v kapitole 2 (je-li f ′(xk) singulárńı, je třeba metodu vhodně modifikovat, popř.
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výpočet jako neúspěšný ukončit). Pro velké n a ř́ıdkou matici f ′(x) lze efektivně použ́ıt
iteračńı metody (xk je dobrá počátečńı aproximace, nav́ıc xk+1 neńı třeba poč́ıtat př́ılǐs
přesně, nebot’ je to jen mezivýsledek na cestě k nalezeńı x∗).

Newtonova metoda konverguje, pokud je počátečńı aproximace x0 dostatečně bĺızko
kořene x∗. Rychlost konvergence je kvadratická, tj. existuje okoĺı O(x∗) bodu x∗ a kon-
stanta C taková, že

‖xk+1 − x∗‖ ≤ C‖xk − x∗‖2 ∀xk ∈ O(x∗) .

Pro ukončeńı iteraćı použijeme některé ze stop kriteríı

‖xk+1 − xk‖ < ε , ‖xk+1 − xk‖ < ε‖xk‖ nebo ‖f(xk+1)‖ ≤ ε , (6.13)

kde ε je zadaná přesnost. Tato kritéria jsou obecně použitelná také pro daľśı metody,
které si v této kapitole uvedeme.

V každém kroku Newtonovy metody je třeba řešit soustavu lineárńıch rovnic (6.11), což
pro velké n představuje značný objem výpočt̊u. Nav́ıc je třeba v každém kroku vypoč́ıtat
n2 složek ∂fi(xk)/∂xj matice f ′(xk). To může být také velmi obt́ıžné v př́ıpadě, že parciálńı
derivace nejsou určeny jednoduchými vzorci. Proto se někdy postupuje tak, že se f ′(xk)
přepoč́ıtává jen občas, např. každých m krok̊u, tj. xk+1 poč́ıtáme podle

f ′(xp)(xk+1 − xk) = −f(xk) , k = p, p+ 1, . . . , p+m− 1 , p = 0, m, 2m, . . . .

V takovém př́ıpadě je účelné rozložit matici f ′(xp) pomoćı LU rozkladu na součin dolńı
trojúhelńıkové matice Lp a horńı trojúhelńıkové matice Up,

f ′(xp) = LpUp .

Tato náročná operace se provede jen pro k = 0, m, 2m, . . . . Aproximaci xk+1 pak dosta-
neme řešeńım dvou soustav lineárńıch rovnic s trojúhelńıkovými maticemi,

Lpy = −f(xk) , Updk = y , xk+1 = xk + dk .

Pro k /∈ {0, m, 2m, . . . } tedy provád́ıme jen
”
laciné“ zpětné chody. V propracovaných algo-

ritmech se přepočet Jacobiho matice nevoĺı staticky, tj. každých m krok̊u, ale dynamicky,
tj. pro p = 0 < p1 < p2 < . . . , a to podle rychlosti poklesu ‖f(xk)‖.

Parciálńı derivace v Jacobiho matici f ′(x) se často aproximuj́ı pomoćı diferenčńıch
pod́ıl̊u,

∂fi(x)

∂xj
≈ ∆ij(x,h) :=

fi(x1, . . . , xj + hj , . . . , xn)− fi(x)
hj

,

kde hj 6= 0 jsou vhodně zvolené parametry, h = (h1, h2, . . . , hn)
T . Pro malé hj > 0 je

∆ij(x,h) standardńı aproximace ∂fi(x)/∂xj dopřednou diferenćı. Matice ∆(x,h) s prvky
∆ij(x,h) je aproximaćı Jacobiho matice f ′(x). Když tedy v (6.11) nahrad́ıme f ′(xk) po-
moćı ∆(xk,hk), dostaneme diskretizovanou Newtonovu metodu

∆(xk,hk)(xk+1 − xk) = −f(xk) . (6.14)
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Zobecněnou metodu sečen dostaneme, když za j-tou složku h
(k)
j vektoru hk dosad́ıme

h
(k)
j = x

(k−1)
j −x(k)j (pro n = 1 je pak rovnice (6.14) totožná s předpisem (6.7)) a zobecněnou

Steffensenovu metodu obdrž́ıme, když polož́ıme h
(k)
j = fj(xk) (pro n = 1 je pak rovnice

(6.14) totožná s předpisem(6.9)). Řád konvergence obou metod je stejný jako v jedné
dimenzi, tj. 1,618 pro metodu sečen a 2 pro Steffensenovu metodu. Metoda sečen potřebuje
dvě dostatečně dobré počátečńı aproximace x0 a x1.

Př́ıklad 6.8. Newtonovou metodou urč́ıme kořeny soustavy rovnic

f(x, y) = x3 − xy2 − 1 = 0 ,

g(x, y) = y3 − 2x2y + 2 = 0 .

Podle (6.12) urč́ıme xk+1 ≡ (xk+1, yk+1)
T takto:

(
fx(xk, yk) fy(xk, yk)
gx(xk, yk) gy(xk, yk)

)(
ak
bk

)
=

(
−f(xk, yk)
−g(xk, yk)

)
,

(
xk+1

yk+1

)
=

(
xk + ak
yk + bk

)
.

Soustavu rovnic je výhodné vyřešit pomoćı Crammerova pravidla, tj.

ak = −Dx

D
, bk = −Dy

D
,

kde

D = fxgy − fygx , Dx = fgy − fyg , Dy = fxg − fgx ,

přičemž hodnoty všech funkćı se poč́ıtaj́ı v bodě [xk, yk].
Z obrázku 6.6 zjist́ıme, že soustava má celkem tři kořeny. Vybereme si třeba ten, který

lež́ı ve čtverci Ω := {[x, y] | − 2 ≤ x ≤ −1, 1 ≤ y ≤ 2}, a jako počátečńı aproximaci
zvoĺıme x0 = −1, y0 = 1. Výpočet ukonč́ıme, když

‖f(xk+1)‖∞ = max{|f(xk+1, yk+1)| ; |g(xk+1, yk+1)|} < 10−5 .

Výpočet je zaznamenán v následuj́ıćı tabulce (fk a gk označuje hodnotu v bodě [xk, yk]).

k xk yk fk gk xk − x∗ yk − y∗

0 −1 1 −1 1 0,394069 −0,631182
1 −1,5 2 1,625 1 −0,105931 0,368818

2 −1,379562 1,673966 0,240186 0,318968 0,014507 0,042784

3 −1,392137 1,629879 0,000193 0,012219 0,001932 −0,001303
4 −1,394072 1,631182 −0,000005 −0,000018 −0,000002 0,000000

5 −1,394069 1,631182 −0,000000 −0,000000 0,000000 0,000000

Všimněte si, že v bĺızkosti kořene je konvergence velmi rychlá. Přesné řešeńı jsme aproxi-
movali pomoćı x5. x5 = −1,39407 a y5 = 1,63118 maj́ı všechny cifry platné. �

Zvýšeńı spolehlivosti metod Newtonova typu. Newtonova metoda a jej́ı varianty
nemusej́ı konvergovat, když startujeme daleko od kořene. Je však možné přijmout jistá
opatřeńı, která oblast konvergence těchto metod podstatně rozš́ı̌ŕı.
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Obr. 6.6: Soustava dvou nelineárńıch rovnic

Nejjednodušš́ı je použ́ıt tlumenou Newtonovu metodu, ve které se Newton̊uv (nebo
aproximovaný Newton̊uv) krok dk poč́ıtá jako obvykle, ale pak se jako daľśı aproximace
bere xk+1 = xk + λkdk, kde λk je č́ıselný parametr. Daleko od kořene bývá krok dk

nespolehlivý, mnohdy př́ılǐs velký, a tak se můžeme pokusit vybrat λk tak, aby xk+1 byla
lepš́ı aproximace x∗ než xk. Jedńım ze zp̊usob̊u, jak toho dosáhnout, je sledovat ‖f(xk)‖2
a zajistit, aby v každé iteraci délka vektoru f(xk) dostatečně poklesla. Parametr λk je
také možné určit minimalizaćı funkce ϕ(λ) = ‖f(xk + λdk)‖2 (minimalizaci se věnuje
následuj́ıćı kapitola). At’ už parametr λk voĺıme jakkoliv, v bĺızkosti kořene vždy stač́ı
brát λk = 1 a dosáhnout tak řádu konvergence netlumené metody.

Poněkud komplikovaněǰśı, avšak mnohem spolehlivěǰśı, je Newtonova metoda s lokálně
omezeným krokem, ve které xk+1 = xk + dk a krok dk dostaneme minimalizaćı funkce
ϕ(d) = ‖f(xk)+ f ′(xk)d‖2 na oblasti ‖d‖2 ≤ ∆k, kde ∆k je vhodně volený parametr. Pro
ϕ(dk) = 0 dostaneme standardńı Newtonovu metodu (6.12).

Podrobněǰśı (a mnohé daľśı) informace k tomuto tématu čtenář najde ve specializované
literatuře, např. v [39].
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Metoda prosté iterace. Necht’ g(x) = (g1(x), g2(x), . . . , gn(x))
T je vektorová funkce

definovaná a spojitá v uzavřené oblasti Ω, tj. gi ∈ C(Ω), i = 1, 2, . . . , n, a necht’ g splňuje
následuj́ıćı dvě podmı́nky:

(α) g(x) ∈ Ω ∀x ∈ Ω,

(β) existuje č́ıslo q, 0 ≤ q < 1, takové, že ‖g(x)− g(y)‖ ≤ q‖x− y‖ ∀x,y ∈ Ω.

Pak rovnice x = g(x) má v Ω jediné řešeńı x∗ a posloupnost postupných aproximaćı
xk+1 = g(xk), k = 0, 1, . . . , konverguje k x∗ pro každé x0 ∈ Ω. Přitom

‖xk+1 − x∗‖ ≤ q‖xk − x∗‖,

tj. rychlost obecně jen lineárńı konvergence záviśı na q, viz [20].
Řekneme, že Ω je konvexńı oblast, jestliže s každými dvěma body obsahuje také úsečku,

která tyto body spojuje, tj.

x,y ∈ Ω =⇒ xy := {x+ t(y − x) | 0 ≤ t ≤ 1} ∈ Ω.

Jestliže Ω je uzavřená konvexńı oblast a gi ∈ C1(Ω), i = 1, 2, . . . , n, pak mı́sto
podmı́nky (β) můžeme použ́ıt silněǰśı podmı́nku

(β ′) ‖g′(x)‖ ≤ q < 1 ∀x ∈ Ω.

Skutečně, podle věty o středńı hodnotě, viz [20],

‖g(x)− g(y)‖ ≤ max
0≤t≤1

‖g′(x + t(y − x))‖ · ‖x− y‖ ≤ q‖x− y‖.

Jestliže Ω = {x | ‖x− x∗‖ < ε}, ε > 0, pak podmı́nka (α) plyne z podmı́nky (β):

‖g(x)− x∗‖ = ‖g(x)− g(x∗)‖ ≤ q‖x− x∗‖ =⇒ (x ∈ Ω =⇒ g(x) ∈ Ω) .

Přibližný výpočet kořene x∗ rovnice x = g(x) podle formule xk+1 = g(xk) se nazývá
metoda prosté iterace nebo také metoda postupných aproximaćı. Podmı́nky (α) a (β) nebo
(β ′) jsou postačuj́ıćı pro konvergenci této metody.

Př́ıklad 6.9. Metodou prosté iterace urč́ıme řešeńı soustavy rovnic

x = 0,2 + 0,1(−xy2 + 3x) ,

y = 0,6 + 0,1(−x2y3 − 2y)

v oblasti Ω = {[x, y] | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1]}. Nejdř́ıve ověř́ıme, že funkce

g1(x, y) = 0,2 + 0,1(−xy2 + 3x) , g2(x, y) = 0,6 + 0,1(−x2y3 − 2y)

splňuj́ı podmı́nky (α), (β).
Protože pro [x, y] ∈ Ω plat́ı

0 ≤ 0,2 + 0,1(−xy2 + 3x) ≤ 1 , 0 ≤ 0,6 + 0,1(−x2y3 − 2y) ≤ 1 ,
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tj. [g1(x, y), g2(x, y)] ∈ Ω, podmı́nka (α) je splněna.
Abychom ověřili podmı́nku(β), vyjádř́ıme si Jacobiho matici

g′(x) =




∂g1(x, y)

∂x

∂g1(x, y)

∂y

∂g2(x, y)

∂x

∂g2(x, y)

∂y


 =



−0,1y2 + 0,3 −0,2xy

−0,2xy3 −0,3x2y2 − 0,2




a odhadneme např. v ‖ · ‖∞ normě

‖g′(x)‖∞ = max{| − 0,1y2 + 0,3|+ | − 0,2xy| ; | − 0,2xy3|+ | − 0,3x2y2 − 0,2|} .

Zřejmě

‖g′(x)‖∞ ≤ max{0,3 + 0,2 ; 0,2 + 0,5} = 0,7 pro x = [x, y] ∈ Ω ,

takže podmı́nka (β) je splněna pro q = 0,7.
Výpočet zaháj́ıme třeba z počátečńı aproximace x0 = y0 = 0 a pro ukončeńı iteraćı

použijeme stop kritérium

‖xk+1 − xk‖∞ = max{|xk+1 − xk| ; |yk+1 − yk|} < 10−5 .

Výpočet je zaznamenán v následuj́ıćı tabulce.

k xk yk xk − xk−1 yk − yk−1 xk − x∗ yk − y∗

0 0 0 −0,275892 −0,499211
1 0,2 0,6 0,2 0,6 −0,075892 0,100789

2 0,252800 0,479136 0,052800 −0,120864 −0,023092 −0,020075
3 0,270036 0,503470 0,017236 0,024334 −0,005856 0,004259
...

8 0,275882 0,499209 0,000025 −0,000009 −0,000010 −0,000001
9 0,275889 0,499211 0,000007 0,000002 −0,000003 0,000000

Přesné řešeńı jsme aproximovali pomoćı x15. x9 = 0,27589 a y9 = 0,49921 maj́ı všechny
cifry platné. �

Poznámka. Když g(x) = Tx+ c je lineárńı funkce, pak g′(x) = T. Pokud ‖T‖ < 1, pak
jsou postačuj́ıćı podmı́nky (α), (β) splněny pro každé x, takže xk → x∗ pro libovolnou
počátečńı aproximaci x0. Tento výsledek jsme dokázali v kapitole 2, viz (2.32).
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7. Výpočet vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u

7.1. Základńı vlastnosti

Necht’ A je čtvercová matice řádu n. Úlohu

naj́ıt nenulový vektor x a skalár λ tak, aby platilo Ax = λx (7.1)

budeme nazývat problém vlastńıch č́ısel. λ je vlastńı č́ıslo a x je odpov́ıdaj́ıćı pravý vlastńı
vektor, stručně vlastńı vektor. K vlastńımu č́ıslu λ př́ısluš́ı také levý vlastńı vektor y 6= o
splňuj́ıćı yTA = λyT . Protože ATy = λy, je y pravý vlastńı vektor matice AT . Při popisu
metod pro výpočet vlastńıch č́ısel a vektor̊u se proto omeźıme na pravé vlastńı vektory.

V následuj́ıćı kapitole 7.1.1 ukážeme, že pro reálnou matici jsou vlastńı č́ısla a vlastńı
vektory obecně komplexńı. Je proto přirozené definovat problém vlastńıch č́ısel pro kom-
plexńı matice, pak se vše odehrává v komplexńıch oboru, matice, vlastńı č́ıslo i vlastńı
vektor jsou komplexńı. Protože se však ve většině aplikaćı vyskytuj́ı jen reálné matice,
zaměř́ıme se právě na ně. V daľśım proto budeme předpokládat, že matice A je reálná.
Množinu všech vlastńıch č́ısel matice A označ́ıme λ(A) a nazveme ji spektrum matice A.

7.1.1. Existence a jednoznačnost

Rovnici Ax = λx lze ekvivalentně zapsat ve tvaru

(A− λI)x = o . (7.2)

To je homogenńı SLR, která má nenulové řešeńı tehdy a jen tehdy, když je matice soustavy
singulárńı. Vlastńı č́ısla matice A tedy muśı splňovat charakteristickou rovnici

det(A− λI) = 0 . (7.3)

Zde p(λ) ≡ det(A−λI) je polynom stupně n v proměnné λ, tzv. charakteristický polynom
matice A. Vlastńı č́ısla matice A jsou tedy kořeny jej́ıho charakteristického polynomu. Ze
základńı věty algebry plyne, že polynom

p(λ) = cnλ
n+cn−1λ

n−1+· · ·+c1λ+c0 = cn(λ−λ1)(λ−λ2) · · · (λ−λn) , cn = (−1)n,

má přesně n kořen̊u. Matice A řádu n má tedy n vlastńıch č́ısel, která ale nemusej́ı být
reálná a nemusej́ı být navzájem r̊uzná. Komplexńı vlastńı č́ısla se vyskytuj́ı vždy v kom-
plexně sdružených dvojićıch: když λ = α+ iβ, kde i =

√
−1 a β 6= 0, je vlastńı č́ıslo, pak

také λ̄ = α− iβ je vlastńı č́ıslo.
Vlastńı vektory źıskáme řešeńım SLR (7.2). Tyto soustavy maj́ı pro každé λ nekonečně

mnoho řešeńı x ∈ N(A−λI), kde N(A−λI) je jádro maticeA−λI, viz (3.3). Tedy zat́ımco
vlastńı č́ıslo λ ∈ λ(A) je určeno jednoznačně jako jeden z kořen̊u charakteristického
polynomu matice A, odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor x ∈ N(A− λI) jednoznačně určen neńı.

Vlastńı č́ısla matic poč́ıtáme iteračně, nebot’ kořeny obecného polynomu stupně větš́ıho
než čtyři jinak určit neumı́me. To by však neměl být problém, nebot’ je známa řada
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kvalitńıch numerických metod pro výpočet kořen̊u polynomů. Na prvńı pohled je tedy
řešeńı problému vlastńıch č́ısel snadné: stač́ı vhodnou numerickou metodou naj́ıt všechny
kořeny charakteristického polynomu a pak řešeńım př́ıslušných soustav lineárńıch rovnic
dopoč́ıtat odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory. K praktickému výpočtu vlastńıch č́ısel matic však
postup založený na řešeńı charakteristické rovnice obecně vhodný neńı. Zde je několik
d̊uvod̊u:

• Výpočet koeficient̊u charakteristické rovnice je výpočetně náročný.

• Koeficienty charakteristické rovnice jsou velmi citlivé na malé změny v koeficientech
matice.

• Zaokrouhlovaćı chyby vznikaj́ıćı při výpočtu koeficient̊u charakteristického poly-
nomu mohou zp̊usobit, že kořeny numericky sestaveného charakteristického poly-
nomu se budou podstatně lǐsit od kořen̊u přesného charakteristického polynomu.

• Výpočet kořen̊u polynomů vysokých stupň̊u je obt́ıžná úloha.

Proto transformace

matice −→ charakteristický polynom −→ vlastńı č́ısla

nevytvář́ı podstatně jednodušš́ı
”
meziproblém“ a je obecně numericky nestabilńı.

Vzhledem k existenci velmi kvalitńıch a stabilńıch algoritmů pro výpočet vlastńıch
č́ısel, s některými z nichž se seznámı́me v daľśıch kapitolách, se použ́ıvá postup opačný:
k danému polynomu p se sestav́ı přidružená matice A, jej́ıž charakteristiký polynom je
roven p, a vypočtou se vlastńı č́ısla matice A, což jsou hledané kořeny polynomu p. Pro
p(x) = xn + cn−1x

n−1 + · · ·+ c1x+ c0 lze přidruženou matici zvolit např. ve tvaru

A =




−cn−1 −cn−2 . . . −c1 −c0
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 0



,

tj. v prvńım řádku jsou zápornými znaménky opatřené koeficienty polynomu, v prvńı
poddiagonále jsou jedničky a ostatńı prvky jsou nulové. V MATLABu takto poč́ıtá kořeny
polynomu funkce roots.

7.1.2. Násobnost a diagonalizovatelnost

Algebraická násobnost vlastńıho č́ısla je jeho násobnost jako kořene charakteristické
rovnice. Jestliže je algebraická násobnost vlastńıho č́ısla rovna jedné, ř́ıkáme, že vlastńı
č́ıslo je jednoduché, a je-li algebraická násobnost větš́ı než jedna, hovoř́ıme o násobném
vlastńım č́ısle.

Geometrická násobnost vlastńıho č́ısla je počet lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u
př́ıslušných tomuto vlastńımu č́ıslu. Geometrická násobnost je tedy vždy menš́ı nebo rovna
násobnosti algebraické.
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Řekneme, že vlastńı č́ıslo je defektńı, když jeho geometrická násobnost je menš́ı než
násobnost algebraická. Je-li algebraická i geometrická násobnost vlastńıho č́ısla stejná,
ř́ıkáme, že vlastńı č́ıslo je nedefektńı. Matice, která má defektńı vlastńı č́ıslo, se nazývá de-
fektńı matice. Matice, jej́ıž všechna vlastńı č́ısla jsou nedefektńı, se nazývá nedefektńı ma-
tice. Dá se ukázat, že nedefektńı matice A řádu n má n lineárně nezávislých vlastńıch vek-
tor̊u x1, x2, . . . ,xn př́ıslušných k vlastńım č́ısl̊um λ1, λ2, . . . , λn (ř́ıkáme také, že matice má
úplný systém vlastńıch vektor̊u). Necht’ D = diag(λ1, λ2, . . . , λn) a X = (x1,x2, . . . ,xn),
pak X je regulárńı a plat́ı

AX = XD , takže X−1AX = D a A = XDX−1 .

Vid́ıme tedy, že nedefektńı matici A lze transformaćı X−1AX převést na matici diago-
nálńı. Matice s touto vlastnost́ı se nazývaj́ı diagonalizovatelné.

Vyjádřeńı maticeA ve tvaruA = XDX−1, kdeD je diagonálńı, nazýváme spektrálńım
rozkladem matice A (anglicky spectral decomposition, častěji se však použ́ıvá přiléhavěǰśı
termı́n eigenvalue decomposition, který bohužel nemá vhodný český ekvivalent).

7.1.3. Lokalizace vlastńıch č́ısel

Symetrická matice je diagonalizovatelná, má reálná vlastńı č́ısla, vlastńı vektory př́ı-
slušné r̊uzným vlastńım č́ısl̊um jsou navzájem ortogonálńı, vlastńı vektory př́ıslušné ná-
sobným vlastńım č́ısl̊um lze ortogonalizovat. Symetrická matice A je tedy diagonalizo-
vatelná pomoćı ortonormálńı matice vlastńıch vektor̊u, tj. existuje ortonormálńı matice
X vlastńıch vektor̊u s vlastnost́ı XTAX = D. Pozitivně definitńı matice je symetrická
matice s kladnými vlastńımi č́ısly. Důkaz uvedených tvrzeńı viz např. [30].

Protože spektrálńı poloměr ̺(A) ≤ ‖A‖, viz (2.31), všechna vlastńı č́ısla matice A
lež́ı v komplexńı rovině v kruhu se středem v počátku a poloměrem ‖A‖.
Geršgorinova věta. Vlastńı č́ısla matice A = {aij}ni,j=1 jsou všechna obsažena ve sjed-
noceńı kruh̊u se středy akk a poloměry

∑n
j=1,j 6=k |akj|.

D̊ukaz. Necht’ λ je vlastńı č́ıslo a x je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor normalizovaný tak, že
‖x‖∞ = 1. Necht’ xk je složka vektoru x taková, že |xk| = 1. Protože Ax = λx, je

(λ− akk)xk =
∑

j 6=k

akjxj ,

takže

|λ− akk| ≤
∑

j 6=k

|akj| · |xj | ≤
∑

j 6=k

|akj| . �

Aplikaćı této věty na AT vid́ıme, že podobný výsledek plat́ı také pro kruhy se středy akk
a poloměry

∑n
i=1,i 6=k |aik|.

7.1.4. Podmı́něnost

vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u matice vyjadřuje jejich citlivost v̊uči malým změnám
koeficient̊u matice.
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Jako reprezentativńı ilustraci prozkoumáme citlivost vlastńıch č́ısel diagonizovatelné
matice A, takže X−1AX = D, kde X je matice vlastńıch vektor̊u a D je diagonálńı matice
př́ıslušných vlastńıch č́ısel. Necht’ ∆A ≡ E je malá změna matice A, µ je libovolné vlastńı
č́ıslo pozměněné matice A+ E a F = X−1EX. Pak

X−1(A+ E)X = X−1AX+X−1EX = D+ F ,

takže matice A + E a D + F jsou podobné a tedy maj́ı stejná vlastńı č́ısla (viz kapitola
7.1.5). Proto existuje vlastńı vektor v matice D + F př́ıslušný vlastńımu č́ıslu µ, takže
(D+ F)v = µv, což můžeme přepsat do tvaru

v = (µI−D)−1Fv

za předpokladu, že µ neńı vlastńı č́ıslo D (a tedy ani A, což je přijatelný předpoklad
odpov́ıdaj́ıćı situaci, kdy změna A vyvolá změnu všech vlastńıch č́ısel). Odtud

‖v‖p ≤ ‖(µI−D)−1‖p · ‖F‖p · ‖v‖p a tedy ‖(µI−D)−1‖−1
p ≤ ‖F‖p .

Protože pro diagonálńı matici C = diag(c1, c2, . . . , cn) a p ∈ 〈1,∞) je ‖C‖p = max |ci|,
dostáváme ‖(µI−D)−1‖p = 1/|µ−λk|, kde λk je vlastńı č́ıslo D (a tedy A) nejbližš́ı k µ.
Celkem tedy

|µ−λk| = ‖(µI−D)−1‖−1
p ≤ ‖F‖p = ‖X−1EX‖p ≤ ‖X−1‖p ·‖E‖p ·‖X‖p = κp(X)‖E‖p .

Ukázali jsme tedy, že když A je diagonizovatelná, pak

pro každé µ ∈ λ(A+∆A) existuje λ ∈ λ(A) takové, že |µ− λ| ≤ κp(X)‖∆A‖p.

Tento výsledek (známý jako Bauerova-Fikova věta, viz např. [42]) ř́ıká, že

citlivost vlastńıch č́ısel diagonizovatelné matice A lze odhadnout č́ıslem podmı́něnosti
κp(X) = ‖X‖p · ‖X−1‖p matice jej́ıch vlastńıch vektor̊u.

Odtud plyne, že vlastńı č́ısla matice mohou být velmi citlivá na změny jej́ıch koefi-
cient̊u, pokud jsou vlastńı vektory matice téměř lineárně závislé (tj. je-li matice téměř
defektńı).

Skvělá situace nastává pro symetrické matice: k nim totiž vždy existuje ortonormálńı
matice X vlastńıch vektor̊u, takže κ2(X) = 1, což znamená, že vlastńı č́ısla symetrických
matic jsou vždy dobře podmı́něná.

Bauerova-Fikova věta postihuje citlivost všech vlastńıch č́ısel jedńım vzorcem. Citlivost
jednotlivých vlastńıch č́ısel však může být značně rozd́ılná. Prozkoumejme tedy citlivost
individuálńıho vlastńıho č́ısla λ na malou změnu ∆A ≡ E matice A. Necht’ x resp. y je
pravý resp. levý vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λ a uvažujme pozměněný problém

(A+ E)(x+∆x) = (λ+∆λ)(x +∆x) .

Výrazy na levé a pravé straně roznásob́ıme. Předpokládejme, že vlastńı č́ıslo λ je jedno-
duché. Pak lze členy E∆x a ∆λ∆x považovat za dostatečně malé a zanedbat je, viz [42].
Provedeme-li to a využijeme toho, že Ax = λx, dostaneme přibližnou rovnost

A∆x+ Ex ≈ λ∆x+∆λx .
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Pronásob́ıme-li obě strany yT , máme

yTA∆x+ yTEx ≈ λyT∆x +∆λyTx .

Protože y je levý vlastńı vektor, yTA = λyT , a odtud

yTEx ≈ ∆λyTx .

Pro jednoduché vlastńı č́ıslo yTx 6= 0, viz [17], takže

∆λ ≈ yTEx

yTx
.

Odtud pro |∆λ| obdrž́ıme přibližný odhad

|∆λ| / ‖y‖2 · ‖x‖2|yTx| ‖E‖2 =
1

| cos θλ|
‖E‖2 ,

kde θλ je úhel, který sv́ıraj́ı levý a pravý vlastńı vektor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu λ.
Ukázali jsme tedy, že pro jednoduché vlastńı č́ıslo λ matice A a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı

č́ıslo λ+∆λ mı́rně pozměněné matice A+∆A přiblǐzně plat́ı

|∆λ| . κ(λ)‖∆A‖2 , kde κ(λ) =
1

| cos θλ|
(7.4)

je tak zvané č́ıslo podmı́něnosti vlastńıho č́ısla λ matice A.
Všimněte si, že pro symetrickou matici a jednoduché vlastńı č́ıslo x = y, takže θλ = 0

a př́ıslušné č́ıslo podmı́něnosti κ(λ) je rovno jedné. Jsou-li však levý a pravý vlastńı vektor
téměř kolmé, je č́ıslo podmı́něnosti κ(λ) velké, takže změna ∆λ vlastńıho č́ısla λ vyvolaná
malou změnou ∆A maticeA je velká. V MATLABu poč́ıtá č́ısla podmı́něnosti κ(λi) všech
vlastńıch č́ısel λi, i = 1, 2, . . . , n, funkce condeig.

Analýza podmı́něnosti násobných vlastńıch č́ısel komplikovaněǰśı. Plat́ı např́ıklad, že
násobná nebo téměř násobná vlastńı č́ısla jsou špatně podmı́něná. Také analýza citlivosti
vlastńıch vektor̊u je poměrně složitá. Ukazuje se, že když matice má dobře podmı́něná
a navzájem dostatečně vzdálená vlastńı č́ısla, pak jsou vlastńı vektory dobře podmı́něné,
[42]. Jsou-li však vlastńı č́ısla špatně podmı́něná, nebo když existuj́ı skupiny navzájem
bĺızkých vlastńıch č́ısel, pak jsou vlastńı vektory špatně podmı́něné.

Podmı́něnost vlastńıch č́ısel lze někdy zlepšit pomoćı tzv. vyvážeńı matice (anglicky

”
balancing“), viz kapitola 7.2.5, v MATLABu funkce balance.

7.1.5. Transformace.

Mnohé numerické metody pro výpočet vlastńıch č́ısel a vektor̊u jsou založeny na re-
dukci p̊uvodńı matice na jinou jednodušš́ı matici, jej́ıž vlastńı č́ısla a vlastńı vektory lze
vypoč́ıtat snadněji. Uvedeme si proto několik transformaćı, které vlastńı č́ısla a vlastńı
vektory bud’to neměńı nebo umožňuj́ı jejich snadnou rekonstrukci.

Posun znamená odečteńı konstanty od diagonálńıch prvk̊u matice. Jestliže Ax = λx
a µ je konstanta, pak (A − µI)x = (λ− µ)x. Tedy vlastńı č́ısla matice A − µI se oproti
vlastńım č́ısl̊um matice A posunou o µ, vlastńı vektory se však nezměńı.
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Inverze. Je-li A regulárńı a Ax = λx, pak λ 6= 0 a A−1x = (1/λ)x. Tedy vlastńı č́ısla
matice A−1 jsou převrácené hodnoty vlastńıch č́ısel matice A, vlastńı vektory obou matic
jsou stejné.

Mocniny. Jestliže Ax = λx, pak Akx = λAk−1x = · · · = λkx pro k přirozené. Tedy k-tá
mocnina matice má za vlastńı č́ısla k-té mocniny vlastńıch č́ısel p̊uvodńı matice, vlastńı
vektory se neměńı.

Polynomy. Je-li p(t) = c0 + c1t + c2t
2 + · · · + ckt

k libovolný polynom stupně k, pak
definujeme p(A) = c0I+ c1A+ c2A

2+ · · ·+ ckA
k. Jestliže Ax = λx, pak p(A)x = p(λ)x.

Matice p(A), kde p(t) je polynom, má vlastńı č́ısla p(λ), vlastńı vektory matic A a p(A)
jsou stejné.

Podobnost. Řekneme, že matice A a B jsou podobné, existuje-li regulárńı matice T
s vlastnost́ı

B = T−1AT .

Matice T se nazývá matice podobnosti nebo také podobnostńı matice.
Jestliže λ je vlastńı č́ıslo matice B a y je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor, pak

By = λy =⇒ T−1ATy = λy =⇒ ATy = λTy =⇒ Ax = λx pro x = Ty .

Vlastńı č́ısla podobných matic jsou tedy stejná, vlastńı vektory př́ıslušné témuž vlastńımu
č́ıslu jsou sice r̊uzné, jeden z druhého však lze snadno źıskat prostřednictv́ım matice po-
dobnosti.

7.1.6. Diagonálńı, trojúhelńıkové a blokově trojúhelńıkové matice.

Diagonálńı matice D = diag(d1, d2, . . . , dn) má vlastńı č́ısla λi = di a odpov́ıdaj́ıćı
vlastńı vektory yi = ei, kde ei je i-tý sloupec jednotkové matice.

Diagonizovatelnou maticiA lze pomoćı podobnostńı transformaceT−1AT = D převést
na diagonálńı matici D. Protože vlastńı č́ısla mohou být komplexńı, je matice D i matice
podobnosti T obecně komplexńı. Pro symetrickou matici A existuje reálná ortonormálńı
matice podobnosti Q taková, že matice QTAQ = D je diagonálńı.

Trojúhelńıková matice má nuly bud’to pod hlavńı diagonálou, pak hovoř́ıme o horńı
trojúhelńıkové matici, nebo má nuly nad hlavńı diagonálou, v tom př́ıpadě jde o dolńı
trojúhelńıkovou matici. V daľśım budeme trojúhelńıkovou matićı rozumět horńı trojúhel-
ńıkovou matici. Necht’ tedy T = {tij}ni,j=1 je trojúhelńıková matice, tj. tij = 0 pro i > j.
Z charakteristické rovnice det(T− λI) = 0 okamžitě plyne, že vlastńı č́ısla matice T jsou
jej́ı diagonálńı prvky, tj. λi = tii. Vlastńı vektory lze dopoč́ıtat také snadno. Matice T−λI
má na hlavńı diagonále nuly v pozićıch, v nichž tii = λ. Je-li

T− λI =



U11 u U13

oT 0 vT

O o U33




a U11 je regulárńı, pak odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor lze zvolit ve tvaru

x =




y
−1
o


 ,
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kde y je řešeńı rovnice U11y = u.
Význam trojúhelńıkových matic v úloze vlastńıch č́ısel plyne ze Schurovy věty:

Ke každé čtvercové matici A existuje unitárńı matice Q taková, že

QHAQ = T =




t11 t12 . . . t1n
0 t22 . . . t2n
...

...
. . .

...
0 0 . . . tnn




je horńı trojúhelńıková matice. Rozklad A = QTQH se nazývá Schur̊uv rozklad matice A,
T se nazývá Schur̊uv tvar matice A a sloupce q1, q2, . . . ,qn matice Q se nazývaj́ı Schurovy
vektory.

D̊ukaz Schurovy věty lze naj́ıt např. v [30].
Pro úplnost uved’me ještě definici unitárńı matice. Čtvercová matice Q je unitárńı,

jestliže QHQ = QQH = I. Přitom QH je matice Hermitovsky sdružená, tj. transponovaná
a komplexně sdružená: když Q = {qij}ni,j=1 a QH = {qHij }ni,j=1, pak qHij = q̄ji je č́ıslo
komplexně sdružené s č́ıslem qji.

Protože QH = Q−1, je každá čtvercová matice A podobná s trojúhelńıkovou matićı
T = Q−1AQ, přičemž matice podobnosti Q je unitárńı. Zd̊urazněme, že matice T a Q
jsou obecně komplexńı.

Schur̊uv tvar reálné matice má komplexńı složky v př́ıpadě, že matice má nějaká
komplexńı vlastńı č́ısla. Naštěst́ı však existuje reálná varianta Schurovy věty:

Ke každé reálné čtvercové matici A existuje ortonormálńı matice Q taková, že

QTAQ = T =




T11 T12 . . . T1p

O21 T22 . . . T2p
...

...
. . .

...
Op1 Op2 . . . Tpp


 (7.5)

je blokově trojúhelńıková reálná matice, v ńı̌z diagonálńı submatice Tii jsou čtvercové
řádu jedna nebo dva a poddiagonálńı submatice Oij, i > j, jsou nulové. Vlastńı č́ısla dia-
gonálńıch submatic řádu dva jsou komplexně sdružená vlastńı č́ısla matice A, zbývaj́ıćı
diagonálńı submatice řádu jedna jsou reálná vlastńı č́ısla matice A. Rozklad A = QTQT

se nazývá reálný Schur̊uv rozklad matice A, matice T se nazývá reálný Schur̊uv tvar
matice A, sloupce q1, q2, . . . ,qn matice Q jsou reálné Schurovy vektory.

Pro výpočet komplexńıho i reálného Schurova tvaru matic existuje řada kvalitńıch
programů, viz např. [3]. V MATLABu lze použ́ıt funkci schur.

Blokově trojúhelńıková matice. Reálný tvar Schurovy matice je speciálńım př́ıpadem
horńı blokově trojúhelńıkové matice

A =




A11 A12 . . . A1p

O21 A22 . . . A2p
...

...
. . .

...
Op1 Op2 . . . App


 (7.6)
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se čtvercovými diagonálńımi maticemi Aii a nulovými poddiagonálńımi maticemi Oij .
Protože determinant maticeA je součinem determinant̊u diagonálńıch submatic (d̊usledek
Laplaceovy věty), všechna vlastńı č́ısla A dostaneme z vlastńıch č́ısel diagonálńıch sub-
matic. Také vlastńı vektory A lze určit pomoćı vlastńıch vektor̊u diagonálńıch submatic.
Problém vlastńıch č́ısel pro blokově trojúhelńıkové matice lze proto rozložit na menš́ı sub-
problémy, které se řeš́ı snadněji, a mnohé algoritmy výpočtu vlastńıch č́ısel toho využ́ıvaj́ı.

7.2. Metody výpočtu

7.2.1. Mocninná metoda

Základńı varianta mocninné metody, viz algoritmy 7.1 a 7.2, umožňuje výpočet vlastńı-
ho vektoru př́ıslušného k vlastńımu č́ıslu o největš́ı absolutńı hodnotě. Algoritmus 7.3 umı́
určit vlastńı vektor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu o nejmenš́ı absolutńı hodnotě. Pro zvolené
č́ıslo µ algoritmus 7.3 najde vlastńı vektor př́ıslušný k vlastńımu č́ıslu, které je k µ nejbĺıž.
Máme-li dobrou aproximaci vlastńıho vektoru, algoritmus 7.4 tento vlastńı vektor najde.

Algoritmus 7.1 : mocninná metoda

1. x0 je libovolný nenulový vektor

2. for k := 1, 2, . . . do

3. xk := Axk−1

4. end

Předpokládejme, že A je diagonizovatelná matice s jediným dominantńım vlastńım
č́ıslem λ1, tj.

|λ1| > |λ2| ≥ |λ3| ≥ · · · ≥ |λn| , (7.7)

a necht’ v1 je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor. Pak xk konverguje k násobku v1. Naznačme si
d̊ukaz tohoto tvrzeńı. Startovaćı vektor x0 vyjádř́ıme ve tvaru x0 =

∑n
j=1 αjvj , kde vj

jsou vlastńı vektory př́ıslušné vlastńım č́ısl̊um λj . Pak

xk =Axk−1 = A2xk−2 = · · · = Akx0 =

Ak
n∑

j=1

αjvj =
n∑

j=1

αjA
kvj =

n∑

j=1

αjλ
k
jvj = λk1

(
α1v1 +

n∑

j=2

(λj/λ1)
kαjvj

)
.

Pro j > 1, |λj/λ1| < 1, proto (λj/λ1)
k → 0 a tedy nevymiźı pouze člen obsahuj́ıćı v1.

Vlastńı č́ıslo λ1 můžeme dopoč́ıtat pomoćı Rayleighova pod́ılu.

Rayleigh̊uv pod́ıl pro matici A a vektor x 6= o je č́ıslo

R(A,x) =
xTAx

xTx
.

Je-li x vlastńı vektor matice A a λ je odpov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ıslo, pak

R(A,x) =
xTAx

xTx
=

xTλx

xTx
= λ.

164



Jestliže tedy xk → v1, pak R(A,xk)→ λ1.

Následuje výčet některých nedostatk̊u mocninné metody:

• Startovaćı vektor x0 nemuśı obsahovat žádnou složku ve směru dominantńıho vlast-
ńıho vektoru v1 (tj. α1 = 0). Tento př́ıpad je velmi nepravděpodobný, pokud x0

voĺıme náhodně, a prakticky nepředstavuje žádný problém, nebot’ zaokrouhlovaćı
chyby obvykle takovou složku vytvoř́ı.

• Jestliže existuje několik vlastńıch č́ısel o stejné absolutńı hodnotě, pak mocninná
metoda v̊ubec nemuśı konvergovat.

• Geometrický r̊ust složek může vést pro |λ1| > 1 k přetečeńı a pro |λ1| < 1 k podtečeńı.
Proto je účelné v každém kroku vektor xk normovat tak, aby jeho norma byla rovna
jedné.

Algoritmus 7.2 : normalizovaná mocninná metoda

1. x0 je libovolný nenulový vektor, ‖x0‖2 = 1

2. for k := 1, 2, . . . do

3. yk := Axk−1

4. xk := yk/‖yk‖2
5. σk := xT

kAxk

6. end

Pak xk → v1, ‖v1‖2 = 1 a σk = R(A,xk) → λ1. Př́ıkaz na řádku 5 lze nahradit
př́ıkazem σk := xT

k yk. Daľśı možnost́ı je vypuštěńı řádku 5 a dopoč́ıtáńı vlastńıho č́ısla až
po dokončeńı cyklu. Výpočet vlastńıho č́ısla uvnitř cyklu má smysl pro zařazeńı vhodného
stop-kritéria pro ukončeńı iteraćı. Kromě podmı́nky typu ‖xk−xk−1‖2 < ε lze použ́ıt také
|σk − σk−1| < ε. Spolehlivěǰśı kritérium na ukončeńı iteraćı založené na výpočtu levých
a pravých vlastńıch vektor̊u lze naj́ıt třeba v [42].

Pro chybu plat́ı, viz [56],

‖xk − (±v1)‖2 = O

(∣∣∣∣
λ2
λ1

∣∣∣∣
k
)
, |σk − λ1| = O

(∣∣∣∣
λ2
λ1

∣∣∣∣
2k
)
, (7.8)

přičemž ± znamená, že uvedený vztah plat́ı v každém kroku jen pro jedno ze znamének
plus a mı́nus.

7.2.2. Inverzńı iterace.

Protože vlastńı č́ısla matice A−1 jsou převrácenými hodnotami vlastńıch č́ısel mati-
ce A, mocninná metoda aplikovaná na A−1 konverguje k vlastńımu vektoru př́ıslušnému
nejmenš́ımu vlastńımu č́ıslu A. Mı́sto abychom v každém kroku poč́ıtali yk = A−1xk−1,
řeš́ıme soustavu rovnic LUyk = xk−1, přičemž LU rozkladA = LU provedeme jen jednou,
před začátkem iteraćı. Tak dostaneme
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Algoritmus 7.3 : inverzńı iterace

1. x0 je libovolný nenulový vektor, ‖x0‖2 = 1

2. for k := 1, 2, . . . do

3. vypočti yk řešeńım rovnice Ayk = xk−1

4. xk := yk/‖yk‖2
5. σk := xT

kAxk

6. end

Pak xk → v1, ‖v1‖2 = 1, a σk → λ1, kde |λ1| < min2≤j≤n |λj|.
Inverzńı iterace s posunem. Necht’ µ je dané č́ıslo, λi je vlastńı č́ıslo nejbližš́ı k µ a λj
je vlastńı č́ıslo, které je druhé nejbližš́ı k µ, přičemž

|µ− λi| < |µ− λj | ≤ min
ℓ 6=i,j
|µ− λℓ|.

Jestliže třet́ı řádek algoritmu 7.3 nahrad́ıme řádkem

3. vypočti yk řešeńım rovnice (A− µI)yk = xk−1

pak xk → vi, ‖vi‖2 = 1 a σk → λi. Pro chybu plat́ı, viz [56],

‖xk − (±vi)‖2 = O

(∣∣∣∣
µ− λi
µ− λj

∣∣∣∣
k
)
, |σk − λi)| = O

(∣∣∣∣
µ− λi
µ− λj

∣∣∣∣
2k
)
, (7.9)

význam ± je stejný jako v (7.8). Inverzńı iterace s posunem je užitečná zejména tehdy,
když nějakou metodou źıskáme přibližné hodnoty vlastńıch č́ısel a chceme k nim dopoč́ıtat
odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektory.

Daľśı modifikaćı mocninné metody je následuj́ıćı

Algoritmus 7.4 : metoda Rayleighových pod́ıl̊u

1. x0 je libovolný nenulový vektor, ‖x0‖2 = 1

2. for k := 1, 2, . . . do

3. σk = xT
k−1Axk−1

4. vypočti yk řešeńım rovnice (A− σkI)yk = xk−1

5. xk := yk/‖yk‖2
6. end

Metoda konverguje pro skoro každý startovaćı vektor x0. Je-li x0 dostatečně dobrá apro-
ximace vlastńıho vektoru vi, pak (σk,xk) → (λi,vi), kde λi je vlastńı č́ıslo odpov́ıdaj́ıćı
vlastńımu vektoru vi. Nastane-li konvergence, je kubická, tj.

‖xk+1 − (±)vi‖ = O
(
‖xk − (±)vi‖3

)
, |σk+1 − λi| = O

(
|σk − λi|3

)
,

viz [56]. Efektivnost jinak velmi rychlého algoritmu částečně snižuje to, že v každé iteraci
muśıme znovu faktorizovat matici A−σkI. Má-li však matice A speciálńı tvar umožňuj́ıćı
snadnou faktorizaci, např́ıklad když je tř́ıdiagonálńı, je metoda Rayleighova pod́ılu vyni-
kaj́ıćı.
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7.2.3. Redukce.

Předpokládejme, že jsme mocninnou metodou vypočetli dominantńı vlastńı č́ıslo λ1,
|λ1| > max2≤i≤n |λi|, a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor x1. Ukažme si, jak určit daľśı vlastńı
č́ıslo λ2 metodou redukce (v anglicky psané literatuře se použ́ıvá termı́n deflation).

Pro jednoduchost se omeźıme na př́ıpad, když matice A je symetrická. Pak matice
A1 = A− λ1x1x

T
1 /‖x1‖22 má vlastńı č́ısla 0, λ2, . . . , λn, viz [43]. Jestliže je λ2 dominantńı

vlastńı č́ıslo matice A1, tj. když |λ2| > max3≤i≤n |λi|, mocninnou metodou aplikovanou
na matici A1 urč́ıme aproximaci σ2 vlastńıho č́ısla λ2. Pomoćı inverzńı iterace aplikované
na p̊uvodńı matici A s posunem µ = σ2 pak vypočteme λ2 a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vek-
tor x2. Tento postup můžeme opakovat a vypoč́ıtat několik daľśıch dvojic (λℓ,xℓ). Pro
určeńı větš́ıho počtu vlastńıch č́ısel a odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch vektor̊u je však metoda po-
stupných redukćı př́ılǐs těžkopádná a proto dáme přednost některé z efektivněǰśıch metod,
s nimiž se seznámı́me v následuj́ıćıch kapitolách.

7.2.4. Simultánńı iterace

je určena pro výpočet několika pár̊u vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u současně. Nej-
jednodušš́ı postup spoč́ıvá v použit́ı mocninné metody pro několik startovaćıch vektor̊u.

Algoritmus 7.5 : simultánńı iterace

1. X0 je libovolná matice typu (n, p) hodnosti p

2. for k := 1, 2, . . . do

3. Xk := AXk−1

4. end

Necht’ pro vlastńı č́ısla A plat́ı |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λp| > |λp+1| ≥ · · · ≥ |λn|
a necht’ vi je vlastńı vektor př́ıslušný k λi. Označme S = span(v1,v2, . . . ,vp) a dále
Sk = span(Xk) = span(AkX0). Jestliže žádný ze sloupc̊u matice X0 neńı kolmý k S, pak
Sk → S, tj. vektorový prostor generovaný sloupci matic Xk konverguje k vektorovému
prostoru generovanému p dominantńımi vlastńımi vektory.

Stejně jako v mocninné metodě hroźı podtečeńı nebo přetečeńı. Nav́ıc docháźı ke zhor-
šováńı podmı́něnosti matic Xk, takže sloupce Xk tvoř́ı špatně podmı́něnou bázi prostoru
Sk. Oba tyto nedostatky můžeme překonat, když v každém kroku budeme sloupce Xk

ortonormalizovat pomoćı QR rozkladu.

Algoritmus 7.6 : ortogonálńı iterace

1. X0 je libovolná matice typu (n, p) hodnosti p

2. for k := 1, 2, . . . do

3. Yk := AXk−1

4. proved’ redukovaný QR rozklad QkRk = Yk

5. Xk = Qk

6. end

Redukovaným QR rozkladem rozumı́me vyjádřeńı Yk = QkRk, kde Qk je matice typu
(n, p) s vlastnost́ı QT

kQk = I a Rk je horńı trojúhelńıková matice řádu p. Redukovaný

167



QR rozklad urč́ıme některou z metod uvedených v kapitole 3.4.
QR rozklad použ́ıváme k sestrojeńı ortonormálńı báze v prostoru tvořeném sloupci

matice Yk. Za Xk zde bereme Qk mı́sto Yk. Protože prostor generovaný sloupci matic
Qk a Yk je stejný, vytvář́ıme stejné podprostory Sk jako v algoritmu 7.5, tentokrát však
s ortonormálńı báźı.

Věta (o ortogonálńı iteraci) Matice Qk konverguj́ı k matici Q, jej́ı̌z sloupce tvoř́ı ortonor-
málńı bázi prostoru S. Matice Tk = QT

kAQk konverguj́ı k horńı blokově trojúhelńıkové
matici T = QTAQ. Jeslǐze |λ1| > |λ2| > · · · > |λp| > λp+1 ≥ ... ≥ λn, pak T = {tij}pi,j=1

je horńı trojúhelńıková matice a na jej́ı diagonále jsou vlastńı č́ısla λi = tii, i = 1, 2, . . . , p.

Důkaz lze naj́ıt např. v [11] a [30]. Je-li A nav́ıc symetrická, pak T = diag(λ1, λ2, . . . , λp)
a Q = (v1,v2, . . . ,vp) je matice odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch vektor̊u.

Ortogonalizace prováděná v každém kroku je nákladná, nav́ıc konvergence může být
velmi pomalá. V daľśı kapitole ukážeme, jak lze tyto nepř́ıznivé okolnosti zmı́rnit.

7.2.5. QR metoda

Efektivńı implementace QR metody patř́ı mezi v̊ubec nejpouž́ıvaněǰśı programy pro
výpočet všech vlastńıch č́ısel a vlastńıch vektor̊u plných (tj. neř́ıdkých) matic. Proto
budeme QR metodě věnovat náležitou pozornost.

Algoritmus 7.7 : QR metoda

1. A0 := A

2. for k := 1, 2, . . . do

3. proved’ QR rozklad QkRk = Ak−1

4. Ak := RkQk

5. end

Ukažme si, že jde o postup, který je ekvivalentńı s ortogonálńı iteraćı pro p = n
a X0 = A. Pomoćı řádk̊u 3 a 4 algoritmu QR metody odvod́ıme, že

Ak = RkQk = QT
kAk−1Qk = QT

kQ
T
k−1Ak−2Qk−1Qk = · · · = Q̂T

kAQ̂k ,

kde Q̂k = Q1Q2 . . .Qk je ortonormálńı matice. Pak plat́ı následuj́ıćı

Věta(o QR algoritmu) Jestlǐze |λ1| > |λ2| > · · · > |λn|, pak Ak konverguj́ı k horńı
trojúhelńıkové matici T = QTAQ, kde Q = limk→∞ Q̂k.

Známe-li vlastńı č́ısla, můžeme k nim dopoč́ıtat aproximace odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch
vektor̊u, např. některou z metod uvedených v [30]. Použ́ıt lze třeba inverzńı iteraci s po-
sunem, v ńıž jako posuny bereme vypočtené aproximace vlastńıch č́ısel.

Je-li A nav́ıc symetrická, pak T = diag(λ1, λ2, . . . , λn) a Q = (v1,v2, . . . ,vn) je matice
odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch vektor̊u.

Přeformulováńı ortogonálńı iterace na QR metodu dává elegantńı algoritmus, který
však stále neřeš́ı jeho dř́ıve zmı́něné nedostatky: vysoké výpočetńı náklady v jedné iteraci
a pomalou konvergenci. QR metoda zapsaná ve formě algoritmu 7.7 může být dokonce
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zcela nepoužitelná: pro ortonormálńı matici A (jej́ıž všechna vlastńı č́ısla lež́ı na jednot-
kové kružnici v komplexńı rovině) dostáváme Ak = A.

Redukce náklad̊u na jednu iteraci.QR rozklad maticeAk−1 je výpočetně náročný, pro
plnou matici vyžaduje O(n3) operaćı. Je-li však Ak−1 horńı Hessenbergova matice, stač́ı
O(n2) operaćı, a je-li Ak−1 tř́ıdiagonálńı, pak jen O(n) operaćı (k anulováńı nenulových
poddiagonálńıch člen̊u v Ak−1 je výhodné použ́ıt Givensovy rovinné rotace, viz kapitola
3.4.2). Jak uvid́ıme, každou matici lze pomoćı O(n3) operaćı transformovat na podobnou
horńı Hessenbergovu matici. Protože symetrická Hessenbergova matice je tř́ıdiagonálńı,
symetrickou matici lze pomoćı O(n3) operaćı transformovat dokonce na podobnou matici
tř́ıdiagonálńı.

Snadno se ověř́ı, že QR metoda zachovává typ matice: je-li matice Ak−1 horńı Hes-
senbergova resp. tř́ıdiagonálńı, je taková také matice Ak = RkAk−1R

−1
k .

Proto je zcela běžné ještě před startem QR metody matici A transformovat na horńı
Hessenberg̊uv resp. tř́ıdiagonálńı tvar pomoćı O(n3) operaćı a pak v každé iteraci provádět
již jen O(n2) resp. O(n) operaćı.

Transformace na horńı Hessenberg̊uv tvar. Algoritmus lze popsat takto:

polož́ıme A0 = A a poč́ıtáme

Ak = PkAk−1Pk , k = 1, 2, . . . , n− 2,

kde Pk je ortonormálńı Householderova matice,

Pk = I− 2wkw
T
k ,

v ńıž wk je sloupcový vektor jednotkové euklidovské délky,

wk =
zk
‖zk‖2

,

a složky z
(k)
i , i = 1, 2, . . . , n, sloupcového vektoru zk jsou

z
(k)
i =





0 i ≤ k

a
(k−1)
k+1,k + βk pro i = k + 1,

a
(k−1)
ik i > k + 1

βk = sign(a
(k−1)
k+1,k)

(
n∑

i=k+1

[
a
(k−1)
ik

]2
)1/2

.

Pak An−2 je horńı Hessenbergova matice podobná s matićı A a plat́ı

An−2 = QTAQ , kde Q = P1P2 . . .Pn−2

je ortonormálńı podobnostńı matice.

Následuje několik komentář̊u k uvedenému algoritmu.

1) Householderova matice Pk je tvaru

Pk =

(
Ik O

OT P̄k

)
,
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kde Ik je jednotková matice řádu k, O je nulová matice typu (k, n − k) a P̄k je
redukovaná Householderova matice,

P̄k = In−k − 2w̄kw̄
T
k ,

kde In−k je jednotková matice řádu n−k a w̄k je sloupcový vektor tvořený posledńımi

n− k prvky vektoru wk, tj. w̄
(k)
i = w

(k)
k+i, i = 1, 2, . . . , n− k.

2) Jestliže

Ak−1 =

(
B C

O b D

)
k

n− k (7.10)

k − 1 1 n− k

kde O je nulová matice, pak

Ak = PkAk−1Pk =

(
B CP̄k

O P̄kb P̄kDP̄k

)
k

n− k (7.11)

k − 1 1 n− k

3) Vektor w̄k je určen tak, aby P̄kb = (−βk, 0, . . . , 0)T . Vzorce pro složky vektoru w̄k,

vyplývaj́ıćı ze vzorc̊u pro z
(k)
i , i = k+1, k+2, . . . , n, odvod́ıme stejně jako v kapitole

3.4.1. Stač́ı si uvědomit, že b = (a
(k−1)
k+1,k, a

(k−1)
k+2,k, . . . , a

(k−1)
nk )T .

4) Výpočet Ak = PkAk−1Pk provád́ıme podle (7.10) a (7.11). Matici P̄k nesestavu-
jeme, při výpočtuCP̄k a P̄kDP̄k pracujeme př́ımo s vyjádřeńım P̄k = In−k−2w̄kw̄

T
k .

Celkový počet operaćı potřebný k výpočtu An−2 je řádu O(n3).

5) Je-li A symetrická, jsou také Ak−1 i Ak symetrické, takže v (7.10) a (7.11) je

C =
(
O b

)T
, CP̄k =

(
O P̄kb

)T
. (7.12)

Vzhledem k symetrii D dále plat́ı

P̄kDP̄k = D− w̄kq
T
k − qkw̄

T
k ,

kde

qk = pk − (pT
k w̄k)w̄k a pk = 2Dw̄k .

Celkový počet operaćı potřebný k výpočtu An−2 je opět řádu O(n3), je však méně
než polovičńı oproti př́ıpadu, když A je nesymetrická, viz [30].

6) V MATLABu lze k transformaci na Hessenberg̊uv tvar použ́ıt funkci hess.
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Zrychleńı konvergence lze dosáhnout podobně jako ve variantách mocninné metody
pomoćı vhodně volených posun̊u.

Algoritmus 7.8 : QR metoda s posuny

1. A0 := A

2. for k := 1, 2, . . . do

3. vyber posun µk

3. proved’ QR rozklad QkRk = Ak−1 − µkI

4. Ak := RkQk + µkI

5. end

Protože

Ak = RkQk + µkI = QT
k (Ak−1 − µkI)Qk + µkI = QT

kAk−1Qk = · · · = Q̂T
kAQ̂k ,

jsou maticeAk opět podobné sA. Pro vhodně zvolené posuny lze však konvergenci značně
urychlit.

Nejjednodušš́ı volba pro posun µk je prvek a
(k−1)
nn v pravém dolńım rohu matice Ak−1,

známý jako Rayleigh̊uv posun. QR iterace s Rayleighovým posunem a
(k−1)
nn konverguje

kubicky pro skoro všechny symetrické tř́ıdiagonálńı matice.
Robustněǰśı alternativu představuje Wilkinson̊uv posun. Necht’

Ak−1 =

(
A

(k−1)
11 A

(k−1)
12

A
(k−1)
21 A

(k−1)
22

)

je bloková matice s bloky A
(k−1)
11 řádu n−2 a A

(k−1)
22 řádu 2. Pak Wilkinson̊uv posun µk je

roven tomu vlastńımu č́ıslu µ submatice A
(k−1)
22 , které je bližš́ı k a

(k−1)
nn . Je-li A symetrická,

je také A
(k−1)
22 symetrická a jej́ı vlastńı jsou č́ısla reálná. Pro symetrickou tř́ıdiagonálńı

matici QR metoda s Wilkinsonovým posunem vždy konverguje, nejméně lineárně, pro
skoro všechny matice však kubicky.

Problém nastane, když vlastńı č́ısla jsou komplexńı. Pak je Wilkinson̊uv posun kom-
plexńı a následuj́ıćı výpočty musej́ı prob́ıhat v komplexńı aritmetice.

V př́ıpadě reálné matice A se poč́ıtáńı s komplexńımi č́ısly můžeme vyhnout. Před-
pokládejme, že vlastńı č́ısla matice A

(k−1)
22 jsou komplexně sdružená č́ısla µ a µ̄. Dá se

ukázat, že dvě po sobě jdoućı iterace, jedna s posunem µ a následuj́ıćı s posunem µ̄,
dávaj́ı reálný výsledek. Šikovná implementace založená na této skutečnosti je známa jako
Francis̊uv posun.

Bohužel existuj́ı matice, pro které ani Francis̊uv posun nevede ke konvergenci. Prak-
tické algoritmy proto použ́ıvaj́ı ještě daľśı doplňkové posuny, pomoćı nichž se pokoušej́ı
stagnuj́ıćı konvergenci znovu nastartovat. Až se to zdař́ı, přejde se opět na Francis̊uv
posun.

Závěr. Profesionálńı programy založené na QR metodě použ́ıvaj́ı řadu daľśıch opatřeńı ke
zvýšeńı jak spolehlivosti tak rychlosti. Proto lze propracované implementace QR metody
považovat prakticky za neiteračńı procesy, nebot’ pro většinu matic k dostatečně přesnému
výpočtu jednoho vlastńıho č́ısla potřebuj́ı typicky jen dvě až tři iterace, takže celkový
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počet iteraćı je malý celoč́ıselný násobek řádu n matice. Profesionálńı programy pro
výpočet vlastńıch č́ısel, včetně QR metody, jsou součást́ı baĺıku programů LAPACK [1].

7.2.6. Metoda iteraćı v podprostorech

Při řešeńı problému vlastńıch č́ısel pro rozsáhlé ř́ıdké matice často vystač́ıme se zna-
lost́ı menš́ıho počtu vlastńıch č́ısel a vektor̊u. Varianty mocninné metody kombinované
s redukćı se př́ılǐs nehod́ı, pokud počet požadovaných vlastńıch č́ısel a vektor̊u neńı v jed-
notkách, nýbrž sṕı̌se v deśıtkách či stovkách. QR metoda se zase nehod́ı proto, že pro
velké matice, řád̊u v tiśıćıch, je zbytečné a neúnosně nákladné poč́ıtat všechna vlastńı
č́ısla a vektory. Z metod, kterými jsme se doposud zabývali, připadá v úvahu algoritmus
7.6 ortogonálńı iterace. V této kapitole si uvedeme jeho modifikaci známou jako metoda
iteraćı v podprostorech.

Algoritmus 7.9 : metoda iteraćı v podprostorech

1. X0 = (x
(0)
1 , . . . ,x

(0)
p ) je matice p lineárně nezávislých startovaćıch vektor̊u

2. for k := 1, 2, . . . do

3. Yk := AXk−1

4. proved’ redukovaný QR rozklad QkRk = Yk

5. Bk := QT
kAQk

6. urči vlastńı č́ısla σ
(k)
i a vlastńı vektory z

(k)
i matice Bk, tj.

BkZk = ZkDk,

kde Zk = (z
(k)
1 , z

(k)
2 , . . . , z

(k)
p ) a Dk = diag(σ

(k)
1 , σ

(k)
2 , . . . , σ

(k)
p )

7. Xk := QkZk

8. end

K algoritmu připoj́ıme několik poznámek.

1 Pokud by Zk byla jednotková matice, dostaneme algoritmus ortogonálńı iterace 7.6.

2) Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice Bk urč́ıme např́ıklad QR metodou.

3) Vlastńı č́ısla σ
(k)
i matice Bk se nazývaj́ı Ritzova č́ısla a vektory x

(k)
i = Qkz

(k)
i se

nazývaj́ı Ritzovy vektory. Přitom span(Xk) ⊆ span(Qk) = span(Yk) = span(AkX0).
Je-li Zk regulárńı (pro symetrickou matici A je Zk dokonce ortonormálńı), pak
span(Xk) = span(Qk). Protože QT

k (AXk −XkDk) = O, ortogonálńı projekce vek-

tor̊u Ax
(k)
i −σ(k)

i x
(k)
i do prostoru Sk := span(Qk) je rovna nule. Řı́káme také, že σ

(k)
i

resp. x
(k)
i jsou Ritzova č́ısla resp. Ritzovy vektory v podprostoru Sk. Je-li matice

A regulárńı, pak vektory x
(k)
i , i = 1, 2, . . . , p, jsou lineárně nezávislé, tj. tvoř́ı bázi

prostoru Sk. To nastane třeba tehdy, když A je pozitivně definitńı.

4) Necht’ pro vlastńı č́ısla A plat́ı |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λp| > |λp+1| ≥ · · · ≥ |λn|.
Předpokládejme, že žádný ze sloupc̊u matice X0 neńı kolmý k S a že matice Zk,
k = 1, 2, . . . jsou regulárńı. Necht’ vi je vlastńı vektor př́ıslušný k λi, i = 1, 2, . . . , p,
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X = (v1,v2, . . . ,vp) a S = span(X). Pak Sk → S, Xk → X, Qk → Q, Dk → D.
ProtožeQT

k (AXk−XkDk)→ QT (AX−XD) = O a span(Q) = S, span(AX−XD)
je k S kolmý. Protože současně span(AX − XD) ⊆ S, AX − XD = O nebo-li
AX = XD, tj. Ritzova č́ısla konverguj́ı k vlastńım č́ısl̊um λ1, λ2, . . . , λp a Ritzovy
vektory konverguj́ı k př́ıslušným vlastńım vektor̊um.

5) Konvergence k největš́ım vlastńım č́ısl̊um je nejrychleǰśı. Chceme-li určit q největš́ıch
vlastńıch č́ısel a odpov́ıdaj́ıćıch vektor̊u, zvoĺıme počet p iteračńıch vektor̊u větš́ı než
q, např. ve [5] se pro pozitivně definitńı matici A doporučuje volit p = min(2q, q+8).

5) Pokud nás zaj́ımaj́ı nejmenš́ı vlastńı č́ısla, tj. |λ1| ≤ |λ2| ≤ · · · ≤ |λp| < |λj |, j > p,
nahrad́ıme řádek 3 řádkem

3. urči Qk jako řešeńı soustavy rovnic AQk = Xk−1

Je-li A symetrická, lze k ověřeńı toho, že jsme našli Ritzova č́ısla σ
(k)
i , i = 1, 2, . . . , q,

aproximuj́ıćı q nejmenš́ıch vlastńıch č́ısel λi, využ́ıt následuj́ıćı

Sturmův test (d̊usledek Sylvesterovy věty o setrvačnosti). Je-li A− µI = LDLT ,
kde L je dolńı trojúhelńıková matice s jedničkami na hlavńı diagonále, pak počet
záporných diagonálńıch prvk̊u matice D je roven počtu vlastńıch č́ısel menš́ıch než µ.

Pro µk = (1 + εm)σ
(k)
q urč́ıme počet nk záporných prvk̊u matice D. Když nk < µk,

některá z Ritzových č́ısel σ
(k)
i , i = 1, 2, . . . , q, nejsou vlastńı č́ısla menš́ı než µk. Jed-

nou z možnost́ı je pokračovat v iteraćıch tak dlouho dokud nebude nk = µk. Daľśı
možnost́ı je opakovaný výpočet s větš́ım počtem iteračńıch vektor̊u, tj. s větš́ım p.

Metoda iteraćı v podprostorech pro výpočet nejmenš́ıch vlastńıch č́ısel a od-
pov́ıdaj́ıćıch vlastńıch vektor̊u symetrických matic je detailně zpracována v [5].

7.2.7. Arnoldiho metoda

Zvoĺıme startovaćı vektor x0 6= o a v k−té iteraci se poč́ıtáme Ritzova č́ısla a Ritzovy
vektory v Krylovových podprostorech Kk ≡ Kk(A,x0) = span(x0,Ax0, . . . ,A

k−1x0).
Ortonormálńı bázi {q1,q2, . . . ,qk} v Kk vypočteme modifikovaným Gramovým-Schmid-
tovým algoritmem, viz algoritmus AGSM v kapitole 1. Současně dostaneme také horńı
Hessenbergovu matici Hk = QT

kAQk, kdeQk = (q1,q2, . . . ,qk). V k−té iteraci se spočtou
koeficienty hik, i = 1, 2, . . . , k, k−tého sloupce matice Hk a koeficient hk+1,k = ‖qk+1‖2.
Je-li ‖qk+1‖2 = 0, iterace konč́ı, nebot’ Ki = Kk pro i > k. Ritzova č́ısla a Ritzovy vektory
v podprostoru Ki jsou už pak vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice A.

Algoritmus 7.10 : Arnoldiho metoda

1. x0 6= o je daný startovaćı vektor, q1 = x0/‖x0‖2
2. for k := 1, 2, . . . do

3. qk+1 := Aqk

4. for i := 1, 2, . . . , k do

5. hik := qT
k+1qi
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6. qk+1 := qk+1 − hikqi

7. end

8. hk+1,k := ‖qk+1‖2
9. if hk+1,k = 0 then stop

10. qk+1 := qk+1/hk+1,k

11. urči vlastńı č́ısla σ
(k)
i a vlastńı vektory y

(k)
i matice Hk, tj.

HkYk = YkDk,

kde Yk = (y
(k)
1 ,y

(k)
2 , . . . ,y

(k)
k ) a Dk = diag(σ

(k)
1 , σ

(k)
2 , . . . , σ

(k)
k )

12. Xk := QkYk

13. end

Mezi Ritzovými č́ısly {σ(k)
i }ki=1 a Ritzovými vektory {Qky

(k)
i }ki=1 bývaj́ı již při malém

k, tj. po několika málo iteraćıch, obsaženy velmi dobré aproximace extrémńıch vlastńıch
č́ısel a př́ıslušných vlastńıch vektor̊u matice A. Přitom extrémńım vlastńım č́ıslem ro-
zumı́me vlastńı č́ıslo, které je výrazně odděleno od zbývaj́ıćıch vlastńıch č́ısel. Pro zjǐstěńı
konvergence lze využ́ıt vztah

‖(A− σ(k)
i I)Qky

(k)
i ‖2 = |hk+1,k| · |[y(k)

i ]k| ,

kde [y
(k)
i ]k je k-tý prvek vektoru y

(k)
i , viz. [45]. Je-li tedy č́ıslo |hk+1,k| · |[y(k)

i ]k| dostatečně
malé, je i−té Ritzovo č́ıslo a i−tý Ritz̊uv vektor dostatečně přesnou aproximaćı nějakého
vlastńıho č́ısla a odpov́ıdaj́ıćıho vlastńıho vektoru matice A.

S rostoućım počtem iteraćı vzr̊ustá dimenze Krylovových podprostor̊u, což má za
následek rychlý nár̊ust objemu výpočt̊u v každé iteraci. Proto v praktických implemen-
taćıch běž́ı Arnoldiho metoda jen několik iteraćı a pak se provede restart s vhodně zvo-
leným novým startovaćım vektorem. Několik opakováńı restartovaného Arnoldiho pro-
cesu obvykle poskytne vynikaj́ıćı aproximace extrémńıch vlastńıch č́ısel a odpov́ıdaj́ıćıch
vlastńıch vektor̊u při přijatelném objemu výpočt̊u.

Lanczosova metoda je modifikace Arnoldiho metody pro př́ıpad, kdy matice A je syme-
trická. Pak Hk je symetrická tř́ıdiagonálńı matice, což vede ke zjednodušeńı. Algoritmus
Lanczosovy metody dostaneme, když označ́ıme αk = hkk, βk = hk+1,k = hk,k+1, polož́ıme
β0 = 0 a řádky 4 až 10 v Arnoldiho algoritmu nahrad́ıme takto:

αk := qT
k+1qk

qk+1 := qk+1 − αkqk − βk−1qk−1

βk := ‖qk+1‖2
if βk = 0 then stop

qk+1 := qk+1/βk

V d̊usledku zaokroulovaćıch chyb docháźı v Lancozsově metodě poměrně rychle ke
ztrátě ortogonality vektor̊u q1,q2, . . . ,qk a proto je třeba čas od času provádět jejich
reortogonalizaci, v́ıce k tomu viz [27], [45], [5] aj.

Profesionálńı programy založené na Arnoldiho a Lanczově metodě umožňuj́ı efektivńı
výpočet několika vlastńıch č́ısel a vektor̊u velkých ř́ıdkých matic, viz soubor programů
ARPACK [27], který využ́ıvá také funkce eigs v MATLABu.
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7.2.8. Jacobiho metoda

je jednou z nejstarš́ıch metod pro výpočet všech vlastńıch č́ısel symetrických matic.
Polož́ıme A0 = A a poč́ıtáme

Ak+1 = JT
k+1AkJk+1 ,

kde

pk qk

Jk+1 ≡ J(pk, qk, θk) =




1 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0
. . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 . . . 1 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0
0 . . . 0 ck 0 . . . 0 sk 0 . . . 0
0 . . . 0 0 1 . . . 0 0 0 . . . 0

0 . . . 0 0 0
. . . 0 0 0 . . . 0

0 . . . 0 0 0 . . . 1 0 0 . . . 0
0 . . . 0 −sk 0 . . . 0 ck 0 . . . 0
0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 1 . . . 0

0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0
. . . 0

0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 1




pk

qk

ck = cos θk , sk = sin θk ,

je Jacobiho matice rovninné rotace s úhlem θk vybraným tak, aby se anuloval jeden pár
symetricky položených prvk̊u a

(k)
pkqk = a

(k)
qkpk matice Ak. Matici J(pk, qk, θk) dostaneme

z jednotkové matice tak, že v ńı nahrad́ıme prvky v pozićıch (pk, pk), (pk, qk), (qk, pk)
a (qk, qk) postupně č́ısly ck, sk, −sk a ck. Matice J(pk, qk, θk) je ortonormálńı.

Označme p = pk, q = qk, a = a
(k)
pp , b = a

(k)
pq 6= 0, d = a

(k)
qq , c = ck, s = sk. Koeficienty c

a s urč́ıme tak, aby matice
(
c −s
s c

)(
a b

b d

)(
c s

−s c

)
=

(
c2a− 2csb+ s2d c2b+ cs(a− d)− s2b

c2b+ cs(a− d)− s2b c2d+ 2csb+ s2a

)

byla diagonálńı. Rovnici c2b+ cs(a− d)− s2b = 0 děĺıme −c2b a dostaneme

t2 + 2τt− 1 = 0 , kde τ =
d− a
2b

a t = s/c = tg θ ,

takže

c = 1/
√
1 + t2 a s = ct .

Za t zvoĺıme kořen kvadratické rovnice s menš́ı absolutńı hodnotou, což je

t =
sign(τ)

|τ |+
√
1 + τ 2

,

jak se snadno přesvědč́ıme. Protože |t| ≤ 1, je |θ| ≤ 1
4
π, což je numericky výhodné, jak se

ukazuje v [30].
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Matice Jk+1 nesestavujeme, pomoćı index̊u pk, qk, koeficient̊u ck, sk a matice Ak př́ımo
urč́ıme transformovanou matici Ak+1. Výpočet organizujeme v cyklech: v jednom cyklu
procháźıme postupně všechny poddiagonálńı prvky a když absolutńı hodnota některého
z nich je větš́ı než zadaná tolerance, anulujeme ho pomoćı Jacobiho matice rovinné rotace.
V daľśıch kroćıch se mohou vynulované pozice opět zaplnit. Dá se však ukázat, že součet
čtverc̊u nediagonálńıch prvk̊u se v každém cyklu zmenš́ı nejméně q−krát, kde q < 1 je
konstanta, což znamená, že posloupnost matic konverguje k diagonálńı matici alespoň
lineárně, asymptoticky je konvergence dokonce kvadratická.

Protože Ak = ĴT
kAĴk, kde Ĵk = J1J2 . . .Jk, jsou matice Ak podobné s matićı A

a maj́ı tedy stejná vlastńı č́ısla. To znamená, že když jsou mimodiagonálńı prvky matice
Ak dostatečně malé, lze jej́ı diagonálńı prvky považovat za dostatečně dobré aproximace
vlastńıch č́ısel matice A. i−tý sloupec matice Ĵk je pak aproximaćı vlastńıho vektoru
př́ıslušného k odpov́ıdaj́ıćı aproximaci a

(k)
ii vlastńıho č́ısla.

Jacobiho metoda se jednoduše programuje, vlastńı č́ısla dokáže spoč́ıtat s velkou
přesnost́ı. Je však poměrně pracná, jeden cyklus vyžaduje řádově stejný počet operaćı
jako celý výpočet QR metodou. I když k dosažeńı požadované přesnosti stač́ı obvykle
provést pět až deset cykl̊u, je Jacobiho metoda pět až desetkrát pracněǰśı než QR me-
toda. V posledńı době źıskala Jacobiho metoda znovu jistou popularitu d́ıky tomu, že ji
lze poměrně snadno a efektivně implementovat na paralelńıch poč́ıtač́ıch.

7.2.9. Metoda bisekce

Každou symetrickou matici můžeme pomoćı Householderových reflex́ı transformovat
na podobnou tř́ıdiagonálńı matici. Ukážeme si jednoduchou metodu, jak určit vybraná
vlastńı č́ısla takové matice. Necht’ tedy




a1 b2
b2 a2 b3

. . . . . . . . .
bn−1 an−1 bn

bn an




(7.13)

a definujme polynomy p0(x), p1(x), . . . , pn(x) předpisem

p0(x) = 1, pr(x) = det(Ar − xI) pro r = 1, 2, . . . , n,

kde Ar je submatice tvořená prvńımi r řádky a sloupci matice A. Zřejmě p1(x) = a1 − x
a pro daľśı polynomy lze snadno odvodit rekurenci

pr(x) = (ar − x)pr−1(x)− b2rpr−2(x) , r = 2, 3, . . . , n .

Protože vyhodnoceńı pn(x0) pro dané x0 je výpočetně nenáročné, lze kořen charakteris-
tického polynomu pn(x) efektivně určit metodou bisekce. Je-li a < b a pn(a)pn(b) < 0,
pak v intervalu 〈a, b〉 lež́ı vlastńı č́ıslo, které pro danou přesnost ε urč́ıme takto:

while b− a > ε do
x := (a+ b)/2
if pn(a)pn(x) > 0 then a := x else b := x

176



Někdy je třeba spoč́ıtat k−té největš́ı vlastńı č́ıslo matice A pro předepsané k. Ukažme
si, jak to lze provést.

Předpokládejme, že maticeA je ireducibilńı, tj. že všechny koeficienty bi jsou nenulové.
To neńı žádné omezeńı, nebot’ když bi = 0, pak je matice

A =

(
Ai OT

O Cn−i

)

blokově diagonálńı, takže stač́ı poč́ıtat vlastńı č́ısla menš́ıch matic Ai a Cn−i. Pro symet-
rickou tř́ıdiagonálńı ireducibilńı maticiAmá posloupnost polynomů {pr(x)}nr=0 následuj́ıćı
vlastnost: je-li V (λ) počet znaménkových změn v posloupnosti p0(λ), p1(λ), . . . , pn(λ), pak
V (λ) je rovno počtu vlastńıch č́ısel menš́ıch než λ. Při výpočtu V (λ) se přij́ımá tato kon-
vence: je-li pr−1(λ) = 0, považuje se znaménko pr(λ) za opačné ke znaménku pr−1(λ).

Předpokládejme, že λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn. Z Geršgorinovy věty plyne, že všechna vlastńı
č́ısla lež́ı v intervalu 〈a, b〉, kde

a = min
1≤i≤n

{ai − |bi| − |bi+1|}, b = max
1≤i≤n

{ai + |bi|+ |bi+1|} , b1 = bn+1 = 0 .

Vlastńı č́ıslo λk, k = 1, 2, . . . , n, urč́ıme následuj́ıćım algoritmem:

while b− a > ε do
x := (a+ b)/2
if V (x) < k then a := x else b := x

7.2.10. Metoda rozděl a panuj

Metoda rozděl a panuj (anglicky divide and conquer) označuje univerzálńı rekurzivńı
algoritmus, který řeš́ı daný

”
rodičovský“ problém tak, že ho rozčleńı na několik d́ılč́ıch

”
dceřiných“ problémů a vhodnou kombinaćı řešeńı dceřiných problémů sestav́ı řešeńı
problému rodičovského. Řešeńı každého dceřiného problému se źıská stejným postupem
jako řešeńı problému rodičovského. Tak postupně vzniká celá řada stále menš́ıch dceřiných
problémů. Jakmile je dceřiný problém dostatečně malý, přestane se dělit a vyřeš́ı se vhod-
nou elementárńı metodou.

Známým př́ıkladem algoritmu divide-and-conquer (v daľśım stručně DaC algoritmu)
jsou tř́ıdićı algoritmy quick sort, merge sort nebo algoritmus rychlé Fourierovy transfor-
mace, viz kapitola 4.1.3.

Mezi metodami pro výpočet vlastńıch č́ısel a vektor̊u se pod metodou DaCmı́ńı metoda
pro výpočet vlastńıch č́ısel a vektor̊u symetrické tř́ıdiagonálńı matice. Jde o metodu rela-
tivně mladou. Publikována byla v roce 1981, trvalo však v́ıce než 10 let, než se podařilo
sestrojit spolehlivý, stabilńı a rychlý algoritmus.

V současnosti je tř́ıdiagonalizace následovaná DaC metodou nejrychleǰśım algoritmem
pro výpočet všech vlastńıch č́ısel a vektor̊u symetrické matice, v́ıce než dvakrát tak rychlá
jako tř́ıdiagonalizace následovaná QR metodou s Wilkinsonovým posunem.

Vysvětleme si hlavńı myšlenky, na nichž je DaC metoda založena. Necht’

177



A =




a1 b1

b1
. . .

. . .
. . . am−1 bm−1

bm−1 am bm
bm am+1 bm+1

bm+1
. . .

. . .
. . . an−1 bn−1

bn−1 an




=

=




a1 b1

b1
. . .

. . .
. . . am−1 bm−1

bm−1 am − bm
am+1 − bm bm+1

bm+1
. . .

. . .
. . . an−1 bn−1

bn−1 an




+

+




bm bm
bm bm




=

(
A1 O
O A2

)
+ bmvv

T , kde v =




0
...
0
1
1
0
...
0




.

Předpokládejme, že již máme spektrálńı rozklady A1 = Q1Λ1Q
T
1 , A2 = Q2Λ2Q

T
2 . Pak

A =

(
Q1 O
O Q2

)[(
Λ1 O
O Λ2

)
+ bmuu

T

](
QT

1 O
O QT

2

)
,

kde

u =

(
QT

1 O
O QT

2

)
v =

(
posledńı sloupec QT

1

prvńı sloupec QT
2

)

Vlastńı č́ısla matice A jsou stejná jako vlastńı č́ısla podobné matice D+ ̺uuT , kde

D =

(
Λ1 O
O Λ2

)
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je diagonálńı a ̺ = bm. Bez ztráty obecnosti můžeme předpokládat, že diagonálńı prvky
d1, d2, . . . , dn matice D jsou uspořádány: d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dn. Předpokládejme dále, že
vlastńı č́ıslo λ matice D + ̺uuT neńı vlastńım č́ıslem D. Charakteristickou rovnici pak
můžeme vyjádřit ve tvaru

det(D+ ̺uuT − λI) = det((D− λI)(I+ ̺(D− λI)−1uuT )) = 0.

Protože D − λI je regulárńı, λ muśı splňovat det(I + ̺(D − λI)−1uuT ) = 0. Matice
I + ̺(D − λI)−1uuT je součtem jednotkové matice a matice hodnosti jedna. Takový de-
terminant lze snadno vyč́ıslit pomoćı vztahu

det(I+ xyT ) = 1 + xTy,

který je speciálńım př́ıpadem lemmatu známého pod anglickým názvem matrix determi-
nant lemma. Proto

det(I+ ̺(D− λI)−1uuT ) = 1 + ̺uT (D− λI)−1u = 1 + ̺
n∑

i=1

u2i
di − λ

≡ f(λ),

takže vlastńı č́ısla A jsou kořeny tak zvané sekulárńı rovnice f(λ) = 0. Jestliže di jsou
navzájem r̊uzná č́ısla a ui 6= 0, funkce f(λ) má graf, který je pro n = 4, ui =

1
2
, di = i

a ̺ > 0 uveden na obrázku 7.1. Protože

f ′(λ) = ̺
n∑

i=1

u2i
(di − λ)2

,

je funkce f(λ) s výjimkou bod̊u di pro ̺ > 0 rostoućı a pro ̺ < 0 klesaj́ıćı. Kořeny f(λ)
lež́ı po jednom v každém intervalu (di,di+1) a jeden daľśı pro ̺ > 0 napravo od dn a pro
̺ < 0 nalevo od d1.
Kořeny sekulárńı rovnice lze naj́ıt velmi přesně pomoćı několika krok̊u jisté varianty New-
tonovy metody, viz [11].

Vlastńı vektor př́ıslušný vlastńımu č́ıslu α matice D+̺uuT je (D−αI)−1u. Skutečně,

(D+ ̺uuT )[(D− αI)−1u] = (D− αI+ αI+ ̺uuT )(D− αI)−1u =

= u+ α(D− αI)−1u+ u[̺uT (D− αI)−1u] = uf(α) + α[(D− αI)−1u] =

= α[(D− αI)−1u].

Výpočet vlastńıch vektor̊u je třeba ještě modifikovat, při výpočtu (D−αI)−1u totiž mohou
vznikat velké zaokrouhlovaćı chyby, v́ıce o tom viz [11].

Jestliže Q̃ je ortonormálńı matice vlastńıch vektor̊u matice D+ ̺uuT , pak

Q =

(
Q1 O
O Q2

)
Q̃
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Obr. 7.1: Graf funkce f(λ) = 1 + 0.5
1−λ + 0.5

2−λ + 0.5
3−λ + 0.5

4−λ

je ortonormálńı matice vlastńıch vektor̊u matice A.
Dá se ukázat, že vyloučené př́ıpady di = di+1 a ui = 0 nepředstavuj́ı komplikaci, ale

naopak zjednodušeńı a urychleńı celého výpočtu, viz [11]. I když hlavńı myšlenka algoritmu
je jednoduchá, efektivńı implementace obsahuje celou řadu specifických postup̊u, bez nichž
by CaD algoritmus nebyl dost dobře použitelný. Pokus o naivńı implementaci se proto
velmi d̊urazně nedoporučuje, téměř jistě by Vám přinesl zklamáńı. Kvalitńı implementace
DaC algoritmu je součást́ı baĺıku programů LAPACK [1].

7.2.11. Zobecněný problém vlastńıch č́ısel

spoč́ıvá v určeńı vlastńıho č́ısla λ a nenulového vlastńıho vektoru x tak, aby platilo

Ax = λBx .

Je-li alespoň jedna z matic A, B regulárńı, lze zobecněný problém vlastńıch č́ısel převést
na standardńı problém vlastńıch č́ısel, bud’to

(B−1A)x = λx nebo (A−1B)x = (1/λ)x .

Tuto transformaci však obecně nelze doporučit, nebot’ při ńı může doj́ıt ke

• ztrátě přesnosti zp̊usobené zaokrouhlovaćımi chybami při výpočtu součinu matic,
zejména když matice A nebo B je špatně podmı́něná;

• ztrátě symetrie, když A i B jsou symetrické.
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Když jsou matice A a B symetrické a jedna z nich je pozitivně definitńı, pak lze symetrii
zachovat užit́ım Choleského rozkladu. Tak je-li např́ıklad B = LLT , můžeme zobecněný
problém vlastńıch č́ısel převést na standardńı problém

(L−1AL−T )y = λy

a pak dopoč́ıtat x ze soustavy rovnic LTx = y. Tento př́ıstup však pořád neodstraňuje
př́ıpadný rušivý vliv zaokrouhlovaćıch chyb, nav́ıc je nepoužitelný v př́ıpadě, že obě matice
jsou singulárńı.

Numericky lepš́ı př́ıstup, který funguje i př́ıpadě, že matice A i B jsou singulárńı, je
QZ metoda. Je založena na zobecněném Schurově rozkladu matic A, B, viz [30]:

Necht’ A a B jsou reálné matice řádu n. Pak existuj́ı unitárńı matice Q a Z takové, že
QHAZ = T = {tij}ni,j=1 a QHBZ = S = {sij}ni,j=1 jsou horńı trojúhelńıkové matice.

Protože

det(A− λB) = det(Q(T− λS)ZH) = det(Q)det(ZH)
n∏

i=1

(tii − λsii) ,

vlastńı č́ısla λi = tii/sii (pro sii = 0 klademe λi = ∞). Existuje také zobecněný reálný
Schur̊uv rozklad matic A, B:

Necht’ A a B jsou reálné matice řádu n. Pak existuj́ı ortonormálńı matice Q a Z takové,
že QTAZ = T je horńı blokově trojúhelńıková matice v reálném Schurově tvaru (7.5)
a QTBZ = S je horńı trojúhelńıková matice s nezápornými diagonálńımi prvky. (Je-li A
resp. B symetrická, je T resp. S diagonálńı.)

QZ metoda je iteračńı metoda, jej́ımž výsledkem jeQZ rozklad maticA aB a následný
výpočet vlastńıch č́ısel a vektor̊u zobecněného problému vlastńıch č́ısel, algoritmus je
uveden např. v [30]. V MATLABu lze k výpočtu zobecněného Schurova rozkladu použ́ıt
funkci qz, zobecněný problém vlastńıch č́ısel umožňuj́ı v MATLABu funkce eig a eigs.

Zobecněný problém vlastńıch č́ısel je možné řešit také modifikacemi daľśıch metod,
např́ıklad metody iteraćı v podprostorech [5], Jacobiho [5], Arnoldiho a Lanczose [27].

7.2.12. Výpočet singulárńıch č́ısel a vektor̊u

Připomeňme, že A = UΣVT je singulárńı rozklad matice A typu (m,n), jestliže
U = (u1,u2, . . . ,um) je ortonormálńı matice řádu m, V = (v1,v2, . . . ,vn) je ortonor-
málńı matice řádu n a Σ = diag(σ1, σ2, . . . , σp) je diagonálńı matice typu (m,n), kde
p = min(m,n) a σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σp ≥ 0. σi jsou singulárńı č́ısla a ui resp. vi je i−tý levý
resp. pravý singulárńı vektor. Zřejmě

Avi = σiui ,

uT
i A = σiv

T
i ,

⇐⇒
Avi = σiui ,

ATui = σivi ,
⇐⇒

(
O A
AT O

)(
ui

vi

)
= σi

(
ui

vi

)
.

Singulárńı č́ısla a singulárńı vektory matice A lze tedy určit pomoćı vlastńıch č́ısel a vlast-
ńıch vektor̊u symetrické matice

Â =

(
O A
AT O

)
.
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V daľśım pro konkrétnost předpokládejme, že m ≥ n (to neńı žádné omezeńı, nebot’

v př́ıpadě n > m lze singulárńı rozklad matice A sestavit pomoćı singulárńıho rozkladu
AT = VΣTUT matice AT ). Necht’ U1 je matice typu (m,n) sestavená z prvńıch n sloupc̊u
matice U a U2 je matice typu (m,m − n) sestavená z posledńıch m − n sloupc̊u matice
U, tj. U = (U1,U2). Definujeme-li ortonormálńı matici Q předpisem

Q =
1√
2

(
U1 −U1

√
2U2

V V O

)
,

pak snadno ověř́ıme, že

QT ÂQ = diag(σ1, . . . , σn,−σ1, . . . ,−σn, 0, . . . , 0) ≡ D nebo-li ÂQ = QD .

Jestliže Q̂ je ortonormálńı matice vlastńıch vektor̊u matice Â a D̂ je odpov́ıdaj́ıćı dia-
gonálńı matice vlastńıch č́ısel, tj. ÂQ̂ = Q̂D̂, pak ze struktury matic Q a D plyne
existence permutačńı matici P takové, že Q̂P = Q a PT D̂P = D. Z matic D a Q pak
źıskáme Σ = diag(σ1, . . . , σn), U = (U1,U2) a V.

Jak uvid́ıme, singulárńı č́ısla a singulárńı vektory matice A úzce souvisej́ı také s vlast-
ńımi č́ısly a vlastńımi vektory symetrických matic ATA a AAT . Plat́ı totiž

ATA = (UΣVT )T (UΣVT ) = VΣTΣVT ⇐⇒ (ATA)V = V(ΣTΣ) ,

AAT = (UΣVT )(UΣVT )T = UΣΣTUT ⇐⇒ (AAT )U = U(ΣΣT ) .

Protože ΣTΣ = diag(σ2
1 , σ

2
2, . . . , σ

2
n), ΣΣT = diag(σ2

1, σ
2
2, . . . , σ

2
n, 0, . . . , 0), vid́ıme, že

pravé singulárńı vektory vi resp. levé singulárńı vektory ui jsou vlastńı vektory mati-
ce ATA resp. AAT , a že odpov́ıdaj́ıćı singulárńı č́ısla σi, i = 1, 2, . . . , n, jsou nezáporné
druhé odmocniny vlastńıch č́ısel matice ATA i AAT . K výpočtu singulárńıch č́ısel a vek-
tor̊u lze tedy použ́ıt metody pro výpočet vlastńıch č́ısel symetrických matic ATA a AAT .
Jednoduchý postup může vypadat třeba takto:

1. vypočti C = ATA;

2. pomoćı QR metody vypočti VT
1CV1 = diag(σ2

1, σ
2
2, . . . , σ

2
n);

3. proved’ QR rozklad matice AV1 se sloupcovým pivotováńım: UT (AV1)P = R, kde
R = {rij}ni,j=1 je horńı trojúhelńıková matice a P je permutačńı matice zvolená tak,
aby r11 ≥ r22 ≥ · · · ≥ rnn.

Jak se snadno přesvědč́ıme, matice RTR je diagonálńı, což znamená, že sloupce matice
R jsou navzájem ortogonálńı, a protože R je horńı trojúhelńıková, muśı být diagonálńı.
Proto R = Σ a A = UΣVT , kde V = V1P, je hledaný singulárńı rozklad. Při výpočtu
ATA však docháźı ke ztrátě informace. Proto se použ́ıvaj́ı lepš́ı metody, které se př́ımému
formováńı součinu ATA vyhýbaj́ı.

Stručně lze standardńı postup výpočtu singulárńıho rozkladu popsat takto:

1) Pomoćı finitńıho Golub-Kahanova bidiagonalizačńıho algoritmu obdrž́ıme rozklad
A = U1BVT

1 , kde B je bidiagonálńı matice, jej́ıž nenulové prvky se mohou nacházet
jen na hlavńı diagonále a v prvńı naddiagonále, a kde U1 i V1 jsou ortonormálńı
matice, viz např. [30], [11].

182



2) Využijeme toho, že vlastńı č́ısla tř́ıdiagonálńı matice Tr = BTB jsou kvadráty
singulárńıch č́ısel matice B a že vlastńı vektory Tr jsou pravé singulárńı vektory B.
Necht’ Tr = V2DrV

T
2 je spektrálńı rozklad matice Tr. Použijeme-li Tℓ = BBT , ze

spektrálńıho rozkladu Tℓ = UT
2DℓU2 dostaneme levé singulárńı vektory B. Výpočet

vlastńıch č́ısel a vektor̊u matic Tr resp. Tℓ lze efektivně provést pomoćı modifikace
QR metody známé jako dqds algoritmus, viz např. [11].

3) Nakonec dostaneme singulárńı rozklad A = U1U2Σ(V1V2)
T , matici Σ sestav́ıme

z odmocnin diagonálńıch prvk̊u matice Dr nebo Dℓ.

V MATLABu singulárńı rozklad poč́ıtá funkce svd. Pro ř́ıdké matice je k dispo-
zici funkce svds, která umožňuje vypoč́ıtat několik singulárńıch č́ısel a odpov́ıdaj́ıćıch
singulárńıch vektor̊u tak, že pomoćı funkce eigs poč́ıtá několik vlastńıch č́ısel a od-
pov́ıdaj́ıćıch vlastńıch vektor̊u matice Â.
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8. Obyčejné diferenciálńı rovnice: počátečńı úlohy

V této kapitole se budeme zabývat problematikou numerického řešeńı počátečńıch úloh
pro obyčejné diferenciálńı rovnice.

8.1. Formulace, základńı pojmy

Počátečńı problém pro ODR1 spoč́ıvá v určeńı funkce y(t), která vyhovuje diferen-
ciálńı rovnici

y′(t) = f(t, y(t)) (8.1)

a splňuje počátečńı podmı́nku

y(a) = η. (8.2)

Je-li v nějakém okoĺı D bodu [a, η] funkce f(t, y) spojitá a splňuje-li v tomto okoĺı Lip-
schitzovu podmı́nku s konstantou L vzhledem k proměnné y, tj. plat́ı-li

|f(t, u)− f(t, v)| ≤ L|u− v| ∀ [t, u] , [t, v] ∈ D , (8.3)

pak bodem [a, η] procháźı jediné řešeńı y(t) rovnice (8.1). Jestliže funkce f má v D
omezenou parciálńı derivaci vzhledem k proměnné y, tj. když |∂yf(t, y)| ≤ L, Lipschit-
zova podmı́nka (8.3) plat́ı. Jiný standardńı výsledek ř́ıká, že když je funkce f spojitá na
〈a, b〉 × R a splňuje tam Lipschitzovu podmı́nku, pak počátečńı problém (8.1), (8.2) má
jediné řešeńı definované v celém intervalu 〈a, b〉.
Počátečńı problém pro soustavu ODR1 znamená určit funkce y1(t), . . . , yd(t) splňuj́ıćı
diferenciálńı rovnice

y′j(t) = fj(t, y1(t), . . . , yd(t)), j = 1, 2, . . . , d,

a počátečńı podmı́nky

yj(a) = ηj, j = 1, 2, . . . , d.

Stručněǰśı vektorový zápis je

y′(t) = f(t,y(t)), y(a) = η , (8.4)

kde

y(t) = (y1(t), y2(t), . . . , yd(t))
T , y′(t) = (y′1(t), y

′
2(t), . . . , y

′
d(t))

T ,

f(t,y(t)) = (f1(t,y(t)), f2(t,y(t)), . . . , fd(t,y(t)))
T , η = (η1, η2, . . . , ηd)

T .

Je-li v okoĺı D bodu [a,η] funkce f(t,y) spojitá a splňuje tam vzhledem k proměnné y
Lipschitzovu podmı́nku s konstantou L , tj. plat́ı-li

‖f(t,u)− f(t,v)‖ ≤ L‖u− v‖ ∀ [t,u] , [t,v] ∈ D , (8.5)
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pak bodem [a,η] procháźı jediné řešeńı počátečńı úlohy (8.4). Má-li f v D omezené
parciálńı derivace {∂fi(t,y)/∂yj}di,j=1, pak Lipschitzova podmı́nka (8.5) plat́ı. Je-li D =
〈a, b〉 × Rd, jediné řešeńı existuje v celém intervalu 〈a, b〉.
Rovnice vyšš́ıho řádu. Počátečńı problém pro obyčejnou diferenciálńı rovnici řádu d,

y(d)(t) = F (t, y(t), y′(t), . . . , y(d−1)(t)) (8.6)

s počátečńımi podmı́nkami

y(a) = η1, y′(a) = η2, . . . , y
(d−1)(a) = ηd ,

lze snadno převést na počátečńı problém (8.4) pro d rovnic řádu prvńıho:

y′1(t) = y2(t), y1(a) = η1 ,

y′2(t) = y3(t), y2(a) = η2 ,

...
...

y′d−1(t) = yd(t), yd−1(a) = ηd−1 ,

y′d(t) = F (t, y1(t), y2(t), . . . , yd(t)), yd(a) = ηd ,

kde y1(t) = y(t), y2(t) = y′(t), . . . , yd(t) = y(d−1)(t).
V daľśım budeme vždy předpokládat, že uvažovaná počátečńı úloha má v intervalu

〈a, b〉 jediné řešeńı. Budeme také předpokládat, že funkce f(t,y) má tolik spojitých deri-
vaćı, kolik jich v dané situaci bude zapotřeb́ı.

Jedna rovnice prvńıho řádu s jednou neznámou funkćı je v aplikaćıch méně významná
než soustavy rovnic. Metody přibližného řešeńı se však snadněji odvod́ı pro jednu rovnici
a lze je aplikovat bezprostředně i na soustavy. Také analýza numerických metod je pro
jednu rovnici podstatně snadněǰśı. Proto se v následuj́ıćım výkladu převážně omeźıme
jen na jednu rovnici. Z velkého množstv́ı metod uvedeme ty, které jsou pro své dobré
vlastnosti široce použ́ıvány. Mezi ně bezesporu patř́ı metody implementované do Matlabu
a právě na ně se v tomto textu zaměř́ıme.
Numerickým řešeńım počátečńı úlohy rozumı́me výpočet přibližných hodnot hledaného
řešeńı y(t) v bodech tn dosti hustě vykrývaj́ıćıch interval 〈a, b〉. Necht’ tedy

a = t0 < t1 < · · · < tQ = b

je děleńı intervalu 〈a, b〉. Body tn jsou uzly, vzdálenost τn = tn+1−tn dvou sousedńıch uzl̊u
je délka kroku Jsou-li všechny kroky stejně dlouhé, tj. když τn = τ = (b− a)/Q, hovoř́ıme
o rovnoměrném (ekvidistantńım) děleńı intervalu 〈a, b〉. V tom př́ıpadě je tn = a + nτ ,
n = 0, 1, . . . , Q. Hodnotu přesného řešeńı v uzlu tn budeme značit y(tn) a hodnotu přibliž-
ného řešeńı yn. Jestliže se nám podař́ı naj́ıt přibližné řešeńı yn, n = 0, 1, . . . , Q, můžeme
vypoč́ıtat přibližnou hodnotu řešeńı y(t) v libovolném bodě t ∈ 〈a, b〉 interpolaćı.
Numerická metoda pro řešeńı počátečńı úlohy (8.1), (8.2) je předpis pro postupný
výpočet aproximaćı y1, y2, . . . , yQ, y0 = η z počátečńı podmı́nky. Metoda se nazývá
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k-kroková, záviśı-li předpis pro výpočet aproximace yn+1 na předchoźıch aproximaćıch
yn, yn−1, . . . , yn−k+1. Speciálně jednokroková metoda poč́ıtá přibližné řešeńı yn+1 v uzlu
tn+1 jen pomoćı znalosti přibližného řešeńı yn v uzlu tn, přibližná řešeńı yn−1, yn−2, . . .
spočtená v předchoźıch uzlech tn−1, tn−2, . . . nepouž́ıvá. Výpočet yn+1 nazýváme kro-
kem metody od tn do tn+1 (stručně krokem). Při popisu kroku budeme u délky kroku
τn = tn+1 − tn vypouštět index, tj. ṕı̌seme τn = τ .

8.2. Eulerovy metody

Explicitńı Eulerova metoda. Nejjednodušš́ı numerickou metodou pro řešeńı úlohy
(8.1), (8.2) je explicitńı Eulerova metoda (stručně EE metoda). EE metodu snadno odvo-
d́ıme z Taylorovy formule

y(tn+1) = y(tn + τ) = y(tn) + τy′(tn) +
1
2
τ 2y′′(ξn), ξn ∈ (tn, tn+1). (8.7)

Uváž́ıme-li, že y′(tn) = f(tn, y(tn)) a zanedbáme-li člen 1
2
τ 2y′′(ξn), dostaneme

y(tn+1) ≈ y(tn) + τf(tn, y(tn)).

Výrazy y(tn) a y(tn+1) nahrad́ıme jejich přibližnými hodnotami yn a yn+1, znaménko
přibližné rovnosti ≈ nahrad́ıme znaménkem rovnosti a obdrž́ıme předpis EE metody

yn+1 = yn + τf(tn, yn) . (8.8)

O explicitńı metodě hovoř́ıme proto, že pro určeńı yn+1 máme explicitńı vzorec: dosa-
zeńım známé hodnoty yn do pravé strany rovnice (8.8) obdrž́ıme hledanou hodnotu yn+1.
V anglicky psané literatuře se EE metoda označuje jako Euler method resp. explicit Euler
method resp. forward Euler method.

Diskretizačńı chyby. Přesnost numerické metody měř́ıme pomoćı tzv. lokálńı diskreti-
začńı chyby (anglicky local truncation error)

lten = y(tn+1)− y(tn)− τf(tn, y(tn)) .

Lokálńı diskretizačńı chyba je tedy chyba, které se dopust́ıme v jednom kroku metody za
tzv. lokalizačńıho předpokladu, že yn = y(tn) je přesné řešeńı počátečńı úlohy (8.1), (8.2).
Z (8.7) pro EE metodu plyne

lten = 1
2
τ 2y′′(ξn) a tedy |lten| ≤ Cτ 2, kde C = 1

2
max

tn≤t≤tn+1

|y′′(t)| ,

což lze stručně vyjádřit zápisem lten = O(τ 2). Lokálńı diskretizačńı chyba při reálném
výpočtu nevzniká, nebot’ obecně neńı splněn lokalizačńı předpoklad, tj. yn 6= y(tn). Lokálńı
diskretizačńı chyba se uplatńı jen při analýze vlastnost́ı numerické metody, např́ıklad
konvergence yn → y(tn). Pro praktické účely, např́ıklad pro ř́ızeńı délky kroku, je nutné
pracovat s tzv. lokálńı chybou (anglicky local error) definovanou předpisem

len = un(tn+1)− yn+1,

186



kde un(t) je tzv. lokálńı řešeńı počátečńıho problému

u′n(t) = f(t, un(t)) , un(tn) = yn .

Lokálńı chyba len je tedy chyba, které se skutečně dopust́ıme při reálném výpočtu v kroku
od tn do tn+1. Dá se ukázat, že pro výpočet s dostatečně malými délkami krok̊u je rozd́ıl
mezi oběma lokálńımi chybami prakticky zanedbatelný.

ttn tn+1

un(t)

y(t)

yn

τf(tn, yn)

len

τf(tn, y(tn))

lten

yn+1

en+1

Obr. 8.1. Diskretizačńı chyby

Hromaděńım lokálńıch chyb vzniká globálńı diskretizačńı chyba

en = y(tn)− yn .

V př́ıpadě rovnoměrného děleńı lze dokázat, že

|en| = |y(tn)− yn| ≤ Cτ, n = 0, 1, . . . , Q, (8.9)

kde C je konstanta nezávislá na τ = (b − a)/Q. Tuto skutečnost stručně vyjádř́ıme
tvrzeńım, že globálńı diskretizačńı chyba EE metody je řádu O(τ). Řı́káme také, že EE
metoda je řádu 1. Protože en → 0 pro Q → ∞, numerické řešeńı źıskané EE metodou
konverguje k řešeńı přesnému. Řı́káme také, že rychlost (řád) konvergence EE metody je
rovna 1. Lokálńı chyby lten, len a globálńı chyba en+1 jsou zakresleny v obrázku 8.1.

Tvrzeńı (8.9) lze snadno ověřit v př́ıpadě, že f(t, y) = f(t) nezáviśı na y. Pak totiž

y(tk+1) = y(tk) + τf(tk) +
1
2
τ 2f ′(ξk) ,

yk+1 = yk + τf(tk) .
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Odečteńım druhé rovnice od prvé dostaneme ek+1 = ek +
1
2
τ 2f ′(ξk), a protože e0 = 0, je

en = 1
2
τ 2[f ′(ξ0) + f ′(ξ1) + · · ·+ f ′(ξn−1)] .

Označ́ıme-li M = maxa≤ξ≤b |f ′(ξ)|, pak

|en| ≤ 1
2
τ 2nM ≤ 1

2
[τQ]Mτ = 1

2
(b− a)Mτ, nebot’ τQ = b− a.

Zaokrouhlovaćı chyby. Dopust́ıme-li se v kroku od tn do tn+1 zaokrouhlovaćı chyby,
jej́ıž velikost |∆yn+1| = |ỹn+1−yn+1| nepřesáhne ε, pak lze dokázat, že po Q kroćıch délky
τ velikost zaokrouhlovaćı chyby nepřesáhne Kετ−1, kde K je konstanta nezávislá na ε
a τ . Pro celkovou chybu EE metody pak plat́ı

max
0≤n≤Q

|y(tn)− ỹn| ≤ Cτ + εKτ−1 ,

kde C, K jsou konstanty nezávislé na τ a ε. Protože konstanta ε je malá, vliv zaokrouhlo-
váńı se projev́ı až pro extrémně velký počet krok̊u Q (tj. pro velmi malé τ). Tato situace
při řešeńı běžných úloh nenastává a tud́ıž vliv zaokrouhlovaćıch chyb bývá nepodstatný.

Stabilita. Řekneme, že počátečńı problém (8.1), (8.2) je stabilńı vzhledem k počátečńı
podmı́nce, jestliže malá změna počátečńı hodnoty η vyvolá malou změnu řešeńı. Elemen-
tárńım př́ıkladem takového problému je testovaćı úloha

y′ = λy , y(0) = 1 , (8.10)

kde λ = α + iβ je komplexńı č́ıslo se zápornou reálnou složkou, tj. Re(λ) = α < 0.
Skutečně, jestliže

u′(t) = λu(t) , u(0) = 1 =⇒ u(t) = eλt

v′(t) = λv(t) , v(0) = 1 + δ =⇒ v(t) = (1 + δ)eλt,

pak

|u(t)− v(t)| ≤ |δ| · |e(α+iβ)t| = |δ|eαt · | cosβt+ i sin βt| = |δ|eαt ≤ |δ| .

Pro řešeńı y(t) = eλt testovaćı úlohy (8.10) rovněž plat́ı

|y(t)| = |eλt| = eαt| cosβt+ i sin βt| → 0 pro t→∞ .

Je proto přirozené požadovat, aby na rovnoměrném děleńı tn = nτ , n = 0, 1, . . . , nume-
rické řešeńı yn testovaćı úlohy (8.10) splňovalo analogickou relaci, tzv. podmı́nku stability

yn → 0 pro n→∞. (8.11)

Aplikujeme-li EE metodu na testovaćı rovnici (8.10), dostaneme

yn+1 = yn + τλyn = (1 + τλ)yn = (1 + τλ)2yn−1 = · · · = (1 + τλ)n+1y0 .
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Podmı́nka stability (8.11) bude splněna, právě když |1 + τλ| < 1, neboli když τλ lež́ı
v tzv. oblasti absolutńı stability RA:

τλ ∈ RA = {z ∈ C | |z + 1| < 1}.

Oblast absolutńı stability EE metody je tedy vnitřek jednotkového kruhu |z+1| < 1 kom-
plexńı roviny C se středem v bodě [−1, 0]. Pr̊unik oblasti absolutńı stability se zápornou
část́ı reálné osy je interval absolutńı stability IA. Pro EE metodu IA = (−2, 0). Pro reálné
λ < 0 podmı́nka stability (8.11) vyžaduje volit krok τ < 2/|λ|. Z ilustračńıho obrázku 8.2
vyčteme, že pro zvolené λ muśıme τ zvolit tak, aby τλ byl vnitřńı bod úsečky PQ.

Tvar a velikost oblasti absolutńı stability metody je spolu s řádem metody základńı
charakteristikou kvality numerické metody. EE metoda z tohoto pohledu př́ılǐs kvalitńı
neńı: je pouze řádu 1 a oblast jej́ı absolutńı stability je malá. EE metoda se použ́ıvá jen
výjimečně.
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Obr. 8.2. Oblast absolutńı stability EE metody

Lineárńı stabilita. Testovaćı úloha (8.10) je dobrým modelem pro posouzeńı tzv. lineárńı
stability obecné počátečńı úlohy y′(t) = f(t, y(t)), y(tα) = yα. Když v Taylorově rozvoji
okolo bodu (tα, yα),

f(t, y(t)) = f(tα, yα) +
∂f(tα, yα)

∂t
(t− tα) +

∂f(tα, yα)

∂y
(y(t)− yα) +O((t− tα)2),

zanedbáme chybový člen, dostaneme aproximuj́ıćı lineárńı problém

y′(t) = λαy(t) + gα(t), y(tα) = yα, (8.10’)

kde λα = ∂yf(tα, yα), gα(t) = ∂tf(tα, yα)(t− tα)− ∂yf(tα, yα)yα. Jestliže

u′ = λαu+ gα(t), u(tα) = yα, v′ = λαv + gα(t), v(tα) = yα + δa,

pak |u(t)−v(t)| = |δα|eλα(t−tα) → 0 pro t→∞, právě když Re(λα) < 0. V testovaćı úloze
(8.10) si tedy pod λ můžeme představit hodnotu ∂yf(tα, yα) v nějakém bodě (tα, yα).
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Implicitńı Eulerova metoda. Vyjdeme opět z Taylorova rozvoje

y(tn) = y(tn+1 − τ) = y(tn+1)− τy′(tn+1) +
1
2
τ 2y′′(ξn), ξn ∈ (tn, yn+1) . (8.11)

Vypuštěńım členu 1
2
y′′(ξn) a užit́ım rovnosti y′(tn+1) = f(tn+1, y(tn+1)) obdrž́ıme impli-

citńı Eulerovu metodu (stručně IE metodu) jako předpis

yn+1 = yn + τf(tn+1, yn+1) . (8.12)

V anglicky psané literatuře se IE metoda označuje jako implicit Euler method resp. back-
ward Euler method. O implicitńı metodě mluv́ıme proto, že neznámá yn+1 je rovnićı (8.12)
určena implicitně. Pro dostatečně malé τ má rovnice (8.12) jediné řešeńı yn+1, dokažte!
Určit yn+1 znamená řešit obecně nelineárńı rovnici. To je ve srovnáńı s EE metodou
problém nav́ıc. Aby mělo použit́ı IE metody nějaký smysl, muśı mı́t IE metoda oproti EE
metodě také nějakou přednost. Pokusme se ji naj́ıt.

Nejdř́ıve prozkoumáme přesnost IE metody. Lokálńı diskretizačńı chyba IE metody je
definována rovnićı

y(tn+1) = y(tn) + τf(tn+1, y(tn+1)) + lten,

kde y(t) je řešeńı úlohy (8.1), (8.2). Z (8.11) plyne

lten = −1
2
τ 2y′′(ξn) = O(τ 2) .

IE metoda je tedy řádu 1 stejně jako EE metoda. Při podrobněǰśım zkoumáńı lze zjistit,
že

lten =

{
1
2
y′′(tn)τ

2 +O(τ 3) pro EE metodu,

−1
2
y′′(tn)τ

2 +O(τ 3) pro IE metodu.

Hlavńı členy lokálńıch diskretizačńıch chyb (v př́ıpadě Eulerových metod to jsou členy
obsahuj́ıćı τ 2) jsou co do absolutńı hodnoty stejné, lǐśı se jen znaménkem. Můžeme proto
oprávněně soudit, že obě metody jsou stejně přesné.

Pod́ıvejme se také na stabilitu IE metody. Pro testovaćı úlohu (8.10) je

yn+1 = yn + τλyn+1 , odtud yn+1 =
1

1− τλyn = · · · =
(

1

1− τλ

)n+1

y0

a tedy podmı́nka stability (8.11) plat́ı, právě když |1 − τλ| > 1, neboli když τλ lež́ı
v oblasti absolutńı stability RA:

τλ ∈ RA = {z ∈ C | |z − 1| > 1}.

Oblast absolutńı stability IE metody je tedy obrovská, je to celý vněǰsek |z − 1| > 1
jednotkového kruhu komplexńı roviny C se středem v bodě [1, 0]. Interval IA absolutńı
stability IE metody je IA = (−∞, 0). Podmı́nka stability (8.11) délku kroku IE metody
zřejmě nijak neomezuje, viz obrázek 8.3.
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Je to právě mimořádná stabilita, která je onou hledanou přednost́ı IE metody ve srov-
náńı s EE metodou. Tento klad je však třeba vykoupit nutnost́ı řešit obecně nelineárńı
rovnici. yn+1 źıskáme jako přibližné řešeńı rovnice g(z) = 0, kde

g(z) = z − yn − τf(tn+1, z) .

Protože dobrou počátečńı aproximaci lze źıskat extrapolaćı z hodnot yn, yn−1, . . . , dá se
očekávat rychlá konvergence Newtonovy metody (pro řešeńı nelineárńıch rovnic). Prak-
tická zkušenost potvrzuje, že tomu tak skutečně je.
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Obr. 8.3. Oblast absolutńı stability IE metody

Lichoběžńıkovou metodu dostaneme jako aritmetický pr̊uměr EE metody a IE metody:

yn+1 = yn +
1
2
τ [f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)] . (8.13)

Pro lokálńı diskretizačńı chybu lten, definovanou rovnićı

y(tn+1) = y(tn) +
1
2
τ [f(tn, y(tn)) + f(tn+1, y(tn+1))] + lten,

užit́ım Taylorovy věty odvod́ıme

lten = − 1
12
τ 3y′′′(tn) +O(τ 4) .

Lichoběžńıková metoda (stručně TR metoda podle anglického trapezoidal rule) je tedy
implicitńı metoda řádu 2. Stabilitu TR metody zjist́ıme řešeńım testovaćı úlohy (8.10):

yn+1 = yn +
1
2
τλ[yn + yn+1], odtud yn+1 =

2 + τλ

2− τλyn = · · · =
[
2 + τλ

2− τλ

]n+1

y0 .

Neńı těžké ověřit, že podmı́nka stability (8.11) plat́ı, právě když

τλ ∈ RA = {z ∈ C |Re(z) < 0}.
Oblast absolutńı stability TR metody tedy obsahuje celou zápornou polorovinu komplexńı
roviny C, interval absolutńı stability IA = (−∞, 0). TR metoda (s podporou IE metody)
je v Matlabu implementována jako program ode23t.
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8.3. Explicitńı Rungovy-Kuttovy metody

Obecný tvar s-stupňové explicitńı Rungovy-Kuttovy metody je

yn+1 = yn + τ(b1k1 + b2k2 + · · ·+ bsks) , (8.14)

kde koeficienty ki, i = 1, 2, . . . , s, jsou určeny předpisem

k1 = f(tn, yn),

k2 = f(tn + τc2, yn + τa21k1),

k3 = f(tn + τc3, yn + τ(a31k1 + a32k2)),

...

ks = f(tn + τcs, yn + τ(as1k1 + as2k2 + · · ·+ as,s−1ks−1)),

(8.15)

a kde bi, ci, aij jsou konstanty definuj́ıćı konkrétńı metodu. Rungova-Kuttova metoda
(8.14), (8.15) je explicitńı: nejdř́ıve spočteme k1, pak k2 pomoćı k1, pak k3 pomoćı k1,
k2 a tak dále, až nakonec spočteme ks pomoćı k1, k2, . . . , ks−1. Vypočtené koeficienty ki,
i = 1, 2, . . . , s, dosad́ıme do (8.14) a dostaneme yn+1.

V daľśım budeme hovořit jen o Rungových-Kuttových metodách (stručně RK me-
todách), tj. sl̊uvko

”
explicitńı“ vynecháme. Je však třeba připomenout, že existuj́ı také

implicitńı Rungovy-Kuttovy metody, těmi se však zabývat nebudeme.
RK metody jsou zřejmě jednokrokové: k výpočtu yn+1 potřebujeme znát jen yn, před-

choźı hodnoty yn−1, yn−2, . . . v kroku od tn do tn+1 nepoužijeme.
Koeficient ki je směrnićı lokálńıho řešeńı procházej́ıćıho bodem [t∗i , y

∗
i ], kde

[t∗1, y
∗
1] = [tn, yn], t

∗
i = tn+τci, y

∗
i = yn+τ(ai1k1+ai2k2+· · ·+ai,i−1ki−1), i = 2, 3, . . . , s.

Do bodu [tn+1, yn+1] se tedy dostaneme z bodu [tn, yn] tak, že se posuneme po př́ımce, jej́ıž
směrnice k∗ = b1k1 + b2k2 + · · ·+ bsks je váženým pr̊uměrem směrnic k1, k2, . . . , ks (podle
(8.16) pro všechny prakticky použ́ıvané metody řádu alespoň jedna plat́ı

∑s
i=1 bi = 1).

Abychom dostali konkrétńı metodu, muśıme určit stupeň s a dále konstanty ci, bi, aij .
Konstanty RK metod je zvykem zapisovat do tabulky známé jako Butcherova tabulka:

c2 a21
c3 a31 a32
...

...
cs as1 as2 . . . as,s−1

b1 b2 . . . bs−1 bs

Jedńım z kritéríı při volbě konstant RK metody je dosažeńı dostatečné přesnosti. Tu
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měř́ıme pomoćı lokálńı diskretizačńı chyby

lten = y(tn+1)−
[
y(tn) + τ

s∑

i=1

biki(tn, y(tn))

]
,

kde k1(tn, y(tn)) = f(tn, y(tn)),

ki(tn, y(tn)) = f(tn + τci, y(tn) + τ
i−1∑

j=1

aijkj(tn, y(tn))), i = 2, 3, . . . , s.

Lokálńı diskretizačńı chyba je chyba, které se dopust́ıme v jednom kroku za lokalizač-
ńıho předpokladu yn = y(tn). RK metoda je řádu p, pokud lokálńı diskretizačńı chyba je
řádu O(τ p+1). Pro p = 1, 2, 3 lze odvodit následuj́ıćı tzv. podmı́nky řádu :

řád 1:
s∑

i=1

bi = 1 ,

řád 2:

s∑

i=1

bi = 1 ,

s∑

i=2

bici =
1
2
, (8.16)

řád 3:
s∑

i=1

bi = 1 ,
s∑

i=2

bici =
1
2
,

s∑

i=2

bic
2
i =

1
3
,

s∑

i=2

i−1∑

j=2

biaijcj =
1
6
.

Odvozeńı podmı́nek řádu pro p = 1, 2, 3, 4, 5 lze naj́ıt třeba v [50]. Protože všechny prak-
ticky použ́ıvané metody splňuj́ı podmı́nku

ci = ai1 + ai2 + · · ·+ ai,i−1 , i = 2, 3, . . . , s , (8.17)

budeme i my předpokládat, že podmı́nka (8.17) plat́ı.
RK metoda řádu p ≥ 1 má globálńı diskretizačńı chybu řádu O(τ p). Předpokladem

pro platnost tohoto tvrzeńı je dostatečná hladkost pravé strany f , konkrétně je třeba, aby
funkce f(t, y) měla spojité derivace až do řádu p včetně. Pokud f má spojité derivace jen
do řádu s ≤ p, pak lze pro globálńı chybu dokázat pouze řád O(τ s), viz [50].

Označme p(s) maximálńı dosažitelný řád s-stupňové RK metody. Plat́ı

p(s) = s pro s = 1, 2, 3, 4, p(8) = 6,
p(5) = 4, p(9) = 7
p(6) = 5, p(s) ≤ s− 2 pro s = 10, 11, . . .
p(7) = 6,

Vid́ıme, že s-stupňové RK metody řádu s existuj́ı jen pro 1 ≤ s ≤ 4. Např́ıklad metoda
řádu 5 je nejméně 6-ti stupňová. Uved’me si několik nejznáměǰśıch metod.

Metoda řádu 1. Pro s = p = 1 existuje jediná explicitńı metoda a tou je nám již známá
EE metoda yn+1 = yn + τf(tn, yn).
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Metody řádu 2. Pro s = p = 2 má explicitńı RK metoda Butcherovu tabulku

c2 a21
b1 b2

Podmı́nky (8.16) pro metodu řádu 2 stanov́ı

b1 + b2 = 1, b2c2 =
1
2
,

a protože ve shodě s (8.17) předpokládáme a21 = c2, dostáváme tabulku

a a

1− b b

kde ab = 1
2
. Parametry a, b jsou tedy svázány jednou podmı́nkou,

takže zvoĺıme-li a 6= 0, je b = 1/(2a).

Pro a = 1
2
je b = 1 a dostáváme metodu

yn+1 = yn + τk2, kde k2 = f(tn +
1
2
τ, yn +

1
2
τk1), k1 = f(tn, yn), (8.18)

známou pod názvem modifikovaná Eulerova metoda. Budeme ji značit EM1 jako prvńı
modifikace Eulerovy metody. V anglicky psané literatuře je metoda (8.18) známa jako
midpoint Euler formula.

Pro a = 1 je b = 1
2
a dostáváme metodu

yn+1 = yn +
1
2
τ(k1 + k2), kde k1 = f(tn, yn), k2 = f(tn + τ, yn + τk1). (8.19)

Budeme ji značit EM2 jako druhou modifikaci Eulerovy metody. Metoda (8.19) se také
často uvád́ı pod názvem Heunova metoda.

Pro a = 2
3
je b = 3

4
a dostáváme metodu

yn+1 = yn +
1
4
τ(k1 + 3k2), kde k1 = f(tn, yn), k2 = f(tn +

2
3
τ, yn +

2
3
τk1),

známou jako Ralstonova metoda řádu 2 (stručně R2 metoda).

Metody řádu 3. Pro s = p = 3 dostáváme Butcherovu tabulku

c2 c2
c3 c3 − a32 a32

b1 b2 b3

a 4 podmı́nky pro metodu řádu 3:

b1 + b2 + b3 = 1 , b2c2 + b3c3 =
1
2
,

b2c
2
2 + b3c

2
3 =

1
3
, b3a32c2 =

1
6
.

Když zvoĺıme dva parametry 0 < c2 < c3, jsou t́ım všechny koeficienty metody jedno-
značně určeny. Volba c2 = 1

2
, c3 = 3

4
vede na Ralstonovu metodu řádu 3 (stručně R3

metodu):

1
2

1
2

3
4

0 3
4

2
9

1
3

4
9

yn+1 = yn +
1
9
τ (2k1 + 3k2 + 4k3) ,

k1 = f(tn, yn) , k2 = f(tn +
1
2
τ, yn +

1
2
τk1),

k3 = f(tn +
3
4
τ, yn +

3
4
τk2).

Ralstonova metoda řádu 3 je základem Runge-Kutta-Bogacki-Shampine metody, viz [50],
která je implementována do Matlabu jako funkce ode23 a jej́ıž popis uvedeme v této
kapitole později.

194



Metody řádu 4. Pro s = p = 4 je nejznáměǰśı klasická Rungova-Kuttova metoda

1
2

1
2

1
2

0 1
2

1 0 0 1

1
6

1
3

1
3

1
6

yn+1 = yn +
1
6
τ (k1 + 2k2 + 2k3 + k4) ,

k1 = f(tn, yn) , k2 = f(tn +
1
2
τ, yn +

1
2
τk1),

k3 = f(tn +
1
2
τ, yn +

1
2
τk2), k4 = f(tn + τ, yn + τk3).

Klasická Rungova-Kuttova metoda (stručně cRK4) byla velmi populárńı v době, kdy
se ještě nepouž́ıvaly samočinné poč́ıtače a kdy proto velmi významným kritériem byla
jednoduchost metody. Toto hledisko však v současné době ztratilo na významu a proto
se použ́ıvaj́ı jiné metody. Kvalitńı dvojice metod řádu 4 a 5 jsou součást́ı metod Runge-
Kutta-Fehlberg nebo Runge-Kutta-Dormand-Prince, viz např. [26]. Posledně jmenovaná
dvojice metod je použita v matlabovské funkci ode45, popis uvedeme v této kapitole
později.

Řı́zeńı délky kroku. V profesionálńıch programech uživatel zadá toleranci ε a pro-
gram délku kroku vyb́ırá tak, aby velikost odhadu estn lokálńı chyby len nabývala pořád
přibližně stejné hodnoty ε. Krok od yn do yn+1 je úspěšný, když

|estn| ≤ ε . (8.20)

Je-li podmı́nka (8.20) splněna, krok je úspěšný a pokračujeme výpočtem yn+2. Pokud
podmı́nka (8.20) splněna neńı, krok je neúspěšný a výpočet yn+1 opakujeme. Novou délku
kroku τ ∗ urč́ıme v př́ıpadě úspěchu i neúspěchu stejným postupem, který si ted’ vysvětĺıme.

Předpokládejme, že yn+1 poč́ıtáme metodou řádu p, takže

len
.
= Cτ p+1 .

= estn =⇒ C
.
= estn/τ

p+1 .

Novou délku kroku τ ∗ zvoĺıme tak, aby velikost |le∗n| lokálńı chyby le∗n
.
= C(τ ∗)p+1 byla

přibližně rovna zadané toleranci ε, tj.

|le∗n|
.
= |C|(τ ∗)p+1 .

= |estn/τ p+1|(τ ∗)p+1 .
= ε =⇒ τ ∗

.
= τ (ε/|estn|)1/(p+1) .

Nová délka kroku τ ∗ se ještě redukuje pomoćı parametru θ < 1, takže

τ ∗ = θτ (ε/|estn|)1/(p+1) . (8.21)

V matlabovských programech ode23 a ode45 se bere θ = 0,8. Současně se ještě uplatňuj́ı
následuj́ıćı zásady.

1) Tolerance ε se uvažuje ve tvaru

ε = max{εr max{|yn|, |yn+1|}, εa},

kde εr je relativńı tolerance a εa je tolerance absolutńı. Matlabem přednastavené
hodnoty jsou εr = 10−3 a εa = 10−6.
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2) Označme τmin resp. τmax minimálńı resp. maximálńı povolenou délku kroku. Jestliže
τ ∗ < τmin, výpočet konč́ı konstatováńım, že danou diferenciálńı rovnici program
neumı́ s požadovanou přesnost́ı vyřešit. Přitom τmin = 16εm(tn), kde εm(tn) je tzv.
relativńı přesnost aritmetiky pohyblivé řádové čárky, viz funkce eps v Matlabu.
Jestliže τ ∗ > τmax, polož́ı se τ = τmax, kde je τmax = 0,1(b− a).

3) V př́ıpadě neúspěšného kroku navrženou délku τ ∗ redukujeme:

τ ∗ = max(τ ∗, qminτ) ,

kde qmin = 0,5 resp. 0,1 v ode23 resp. ode45 při prvńım neúspěchu v rámci jednoho
kroku a τ ∗ = 0,5τ při opakovaném neúspěchu v témže kroku.

4) V př́ıpadě úspěšného kroku délku kroku τ ∗ redukujeme předpisem

τ ∗ = min(τ ∗, qmaxτ),

kde qmax = 5.

5) V kroku bezprostředně následuj́ıćım po neúspěšném kroku se délka kroku nesmı́
zvětšit.

6) Počátečńı délka kroku

τ = θε1/(p+1)
r max(|η|, εa/εr)/|f(a, η)| , (8.22)

přičemž pro τ < τmin změńıme τ na τmin a pro τ > τmax změńıme τ na τmax.

7) Při programováńı je třeba postupovat opatrně. Př́ıkazy programu je nutné uspořádat
tak, aby nemohlo doj́ıt k děleńı nulou, viz (8.21) a (8.22).

Podrobněǰśı informace týkaj́ıćı se ř́ızeńı délky kroku lze naj́ıt v [50].

Odhad lokálńı chyby. Základńı myšlenka je jednoduchá. Použij́ı se dvě metody, z nichž
jedna je řádu p a druhá řádu p+1. Z výchoźı hodnoty yn spočteme y∗∗n+1 přesněǰśı metodou
a y∗n+1 méně přesnou metodou. Použitelný odhad lokálńı chyby je

estn = y∗∗n+1 − y∗n+1.

Obě metody použ́ıvaj́ı tutéž množinu koeficient̊u {kj}sj=1. V tom př́ıpadě je totiž źıskáńı
odhadu

”
laciné“. Dvojice Rungových-Kuttových metod se popisuj́ı pomoćı rozš́ı̌rené But-

cherovy tabulky,

c2 a21
c3 a31 a32
...

...

cs as1 as2 . . . as,s−1

b∗1 b∗2 . . . b∗s−1 b∗s

b∗∗1 b∗∗2 . . . b∗∗s−1 b∗∗s

E1 E2 . . . Es−1 Es

přičemž

y∗n+1 = yn + τ
∑s

j=1 b
∗
jkj je metoda řádu p,

y∗∗n+1 = yn + τ
∑s

j=1 b
∗∗
j kj je metoda řádu p+ 1,

estn = τ
∑s

j=1Ejkj je odhad lokálńı chyby,

takže Ej = b∗∗j − b∗j , j = 1, 2, . . . , s.
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Pokud ve výpočtu pokračujeme přesněǰśı metodou, tj. když yn+1 = y∗∗n+1 = y∗n+1+estn,
ř́ıkáme, že jsme použili dvojici metod s lokálńı extrapolaćı. Tento postup se v současných
programech upřednostňuje. Druhou možnost́ı je pokračovat méně přesnou metodou, tj.
položit yn+1 = y∗n+1. V tom př́ıpadě se přesněǰśı metoda použije jen pro źıskáńı odhadu
chyby a ř́ıkáme, že jsme dvojici metod použili bez lokálńı extrapolace. Obě ńıže uvedené me-
tody BS32 a DP54 se použ́ıvaj́ı jako metody s lokálńı extrapolaćı. Př́ıkladem metody, která
se obvykle použ́ıvá bez lokálńı extrapolace, je Runge-Kutta-Fehlbergova metoda řádu 4,
označovaná stručně jako RKF45, viz např. [26]. Na vysvětlenou k použitým zkratkám
uved’me, že prvńı č́ıslo znač́ı řád metody a druhé č́ıslo řád pomocné metody použité pro
odhad lokálńı chyby.

Bogacki–Shampine metoda, stručně BS32 metoda, je implementována v Matlabu jako
funkce ode23. Rozš́ı̌rená Butcherova tabulka BS32 metody je

1
2

1
2

3
4

0 3
4

1 2
9

1
3

4
9

7
24

1
4

1
3

1
8

2
9

1
3

4
9

0

− 5
72

1
12

1
9
−1

8

Přesněǰśı z obou metod páru je Ralstonova R3 metoda

y∗∗n+1 = yn + τ
[
2
9
k1 +

1
3
k2 +

4
9
k3
]
= yn+1

řádu 3. Pomocná metoda

y∗n+1 = yn + τ
[

7
24
k1 +

1
4
k2 +

1
3
k3 +

1
8
k4
]

řádu 2 použ́ıvá kromě koeficient̊u k1, k2 a k3 nav́ıc ještě
koeficient k4 = f(tn+1, yn+1). V každém kroku se tedy

poč́ıtaj́ı jen 3 nové hodnoty funkce f , nebot’ koeficient k1 ve stávaj́ıćım kroku je roven ko-
eficientu k4 z kroku předchoźıho, takže nově se poč́ıtaj́ı jen koeficienty k2, k3 a k4. Zařazeńı
koeficientu k4 do metody řádu 2 nás tedy téměř nic nestoj́ı, umožńı však zlepšit vlastnosti
této metody a t́ım i celého páru. Metoda, ve které ks = f(tn+1, yn+1), bývá označována
jako FSAL podle anglického First Same As Last. Zd̊urazněme, že BS32 metoda se použ́ıvá
jako metoda s lokálńı extrapolaćı, tj. yn+1 = y∗∗n+1.

Hodnoty přibližného řešeńı pro t ∈ 〈tn, tn+1〉 spočteme dostatečně přesně pomoćı ku-
bického Hermitova polynomu H3(t) určeného podmı́nkami

H3(tn) = yn, H ′
3(tn) = k1 ,

H3(tn+1) = yn+1, H ′
3(tn+1) = k4 .

Metoda BS32 je tedy skvělá: je řádu 3, v každém kroku se pravá strana f poč́ıtá jen
3-krát, a to stač́ı jak na ř́ızeńı délky kroku tak na výpočet řešeńı mezi uzly tn a tn+1.

Dormand-Prince metoda, stručně DP54 metoda, je definována rozš́ı̌renou Butcherovou
tabulkou 8.1. Metoda DP54 je typu FSAL, nebot’ k7 = f(tn+1, yn+1). Proto se v každém
úspěšném kroku metody poč́ıtaj́ı jen koeficienty k2, . . . , k7, koeficient k1 byl už vypočten
jako koeficient k7 v předchoźım kroku. Zd̊urazněme, že DP54 metoda se použ́ıvá jako
metoda s lokálńı extrapolaćı, tj. yn+1 = y∗∗n+1.
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1
5

1
5

3
10

3
40

9
40

4
5

44
45

−56
15

32
9

8
9

19 372
6 561

−25 360
2 187

64 448
6 561

−212
729

1 9 017
3 168

−355
33

46 732
5 247

49
176

− 5 103
18 656

1 35
384

0 500
1 113

125
192

−2 187
6 784

11
84

5 179
57 600

0 7 571
16 695

393
640

− 92 097
339 200

187
2 100

1
40

35
384

0 500
1 113

125
192

−2 187
6 784

11
84

0

71
57 600

0 − 71
16 695

71
1 920

− 17 253
339 200

22
525

− 1
40

Tab 8.1. Dormand-Prince (5,4) metoda

Hodnoty přibližného řešeńı pro t ∈ 〈tn, tn+1〉 spočteme dostatečně přesně pomoćı in-
terpolačńıho polynomu H4(t) = yn + τkBq, kde k = (k1, k2, k3, k4, k5, k6, k7),

B =




1 −183
64

37
12 −145

128

0 0 0 0

0 1 500
371 −1 000

159
1 000
371

0 −125
32

125
12 −375

64

0 9 477
3 392 −729

106
25 515
6 784

0 −11
7

11
3 −55

28

0 3
2 −4 5

2




,

q = (q, q2, q3, q4)T , přičemž q = (t− tn)/τ .
Metoda DP54 je rovněž vynikaj́ıćı: je řádu 5, v každém kroku se pravá strana poč́ıtá

jen 6-krát, a to stač́ı jak pro ř́ızeńı délky kroku tak pro výpočet řešeńı v intervalu 〈tn, tn+1〉.
Stabilita. Řeš́ıme-li testovaćı rovnici (8.10) RKmetodou na rovnoměrném děleńı s krokem
τ , dostaneme

yn+1 = Ps(τλ)yn ,

kde Ps je polynom stupně s určený pomoćı konstant bi, aij definuj́ıćıch RK metodu.
Podmı́nka stability (8.11) tedy plat́ı, právě když |Ps(τλ)| < 1, neboli když τλ lež́ı v oblasti
absolutńı stability RA:

τλ ∈ RA = {z ∈ C | |Ps(z)| < 1}.

Explicitńı RK metody maj́ı omezenou oblast absolutńı stability, nebot’ |Ps(z)| → ∞ pro
|z| → ∞. Dá se ukázat, že pro p = s ≤ 4 je Ps(z) =

∑s
i=0 z

i/i!. Proto každá explicitńı s-
stupňová RK metoda řádu p = s ≤ 4 (stručně RKs metoda) má stejnou oblast absolutńı
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stability. Oblasti absolutńı stability RKs metod pro s = 1, 2, 3, 4 a metody DP54 jsou
uvedeny v obrázku 8.4. Intervaly absolutńı stability těchto metod jsou IA = (α, 0), kde

metoda RK1 RK2 RK3 RK4 DP54

α −2 −2 −2,51 −2,79 −3,31

Zd̊urazněme, že z pohledu stability je BS32 metoda ekvivalentńı s RK3 metodou, obě
metody tedy maj́ı stejnou oblast a stejný interval absolutńı stability.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3
-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

RK1
RK2
RK3
RK4
DP54

Obr. 8.4. Oblast absolutńı stability RK metod

8.4. Lineárńı mnohokrokové metody

V této kapitole se budeme zabývat metodami, které poč́ıtaj́ı přibližné řešeńı yn+1

v uzlu tn+1 pomoćı dř́ıve spočtených aproximaćı yn, yn−1, yn−2, . . . a odpov́ıdaj́ıćıch hodnot
f(tn, yn), f(tn−1, yn−1), f(tn−2, yn−2), . . . pravé strany diferenciálńı rovnice. Tyto hodnoty
jsou znovu použity tak, abychom źıskali yn+1 s vysokou přesnost́ı pomoćı jen několika málo
nových vyhodnoceńı funkce f(t, y). Nejznáměǰśımi metodami tohoto typu jsou Adamsovy
metody a metody zpětného derivováńı. Obě skupiny metod patř́ı do obecné tř́ıdy metod
známých jako lineárńı mnohokrokové metody, stručně LMM.
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8.4.1. Obecná lineárńı mnohokroková metoda

LMM je předpis

α0yn+1 + α1yn + · · ·+ αkyn+1−k = τ [β0f(tn+1, yn+1) + β1fn + · · ·+ βkfn+1−k] , (8.23)

ze kterého poč́ıtáme yn+1. Přitom αj a βj jsou č́ıselné koeficienty, které formuli jedno-
značně určuj́ı, a fj je zkrácený zápis pro f(tj, yj). V daľśım budeme předpokládat, že
plat́ı normalizačńı podmı́nka α0 = 1. Jestliže alespoň jeden z koeficient̊u αk nebo βk je
r̊uzný od nuly, metoda je k-kroková.

Pro β0 6= 0 je nová hodnota yn+1 určena implicitně, hovoř́ıme proto o implicitńı metodě,
pro β0 = 0 máme metodu explicitńı. Abychom v implicitńı metodě určili yn+1, muśıme
vyřešit obecně nelineárńı rovnici.

LMM lze použ́ıt, jen když jsou zadány startovaćı hodnoty y0, y1, . . . , yk−1. y0 = η urč́ıme
z počátečńı podmı́nky, zbývaj́ıćı startovaćı hodnoty je však třeba źıskat jinou vhodnou
metodou, yr metodou nejvýše r-krokovou.

Lokálńı diskretizačńı chyba je chyba, která vznikne, když do formule (8.23) dosad́ıme
mı́sto přibližného řešeńı yn+1−j přesné řešeńı y(tn+1−j), tedy

lten =
k∑

j=0

αjy(tn+1−j)− τ
k∑

j=0

βjf(tn+1−j , y(tn+1−j)).

Jestliže

lten = Cp+1τ
p+1y(p+1)(tn) +O(τ p+2),

řekneme, že metoda je řádu p. Člen Cp+1τ
p+1y(p+1)(tn) se nazývá hlavńı člen lokálńı

diskretizačńı chyby, konstanta Cp+1 je tzv. chybová konstanta. LMM je t́ım přesněǰśı, č́ım
je vyšš́ıho řádu. Z několika metod téhož řádu je pak nejpřesněǰśı ta metoda, pro kterou
je velikost chybové konstanty |Cp+1| nejmenš́ı.

D-stabilita. Řekneme, že LMM je stabilńı ve smyslu Dahlquista (stručně D-stabilńı),
jestliže všechny kořeny prvńıho charakteristického polynomu

̺(ξ) = ξk + α1ξ
k−1 + · · ·+ αk−1ξ + αk

lež́ı uvnitř jednotkového kruhu |z| ≤ 1 komplexńı roviny C a pokud některý kořen lež́ı
hranici |z| = 1, pak je jednoduchý.

Význam D-stability lze vysvětlit na rovnici y′ = 0. Jej́ı řešeńı pomoćı LMM vede na
předpis

∑k
j=0 αjyn+1−j = 0. Zvoĺıme-li startovaćı hodnoty yj = εrj, j = 0, 1, . . . , k − 1,

kde ̺(r) = 0 a ε je libovolné č́ıslo, pak yn = εrn pro každé n. Skutečně,

k∑

j=0

αjεr
n+1−j = εrn+1−k

k∑

j=0

αjr
k−j = εrn+1−k̺(r) = 0.

Pro |r| > 1 a ε 6= 0 je limn→∞ |yn| = ∞, což je nepřijatelné: pro ε = 0 je yn = 0 přesné
řešeńı rovnice y′ = 0, avšak pro ε 6= 0, |ε| ≪ 1, tj. již pro nepatrnou poruchu startovaćıch
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hodnot yj, j = 0, 1, . . . , k − 1, dostaneme řešeńı zcela nevyhovuj́ıćı. Dá se ukázat, že
vyloučit muśıme také př́ıpad, kdy |r| = 1 je kořen ̺(ξ) násobnosti větš́ı než 1.

Konvergence.Uvažujme D-stabilńı LMM řádu p ≥ 1. Jestliže startovaćı hodnoty zadáme
s chybou řádu O(τ p), pak globálńı diskretizačńı chyba je rovněž řádu O(τ p).

Precizńı formulaci a d̊ukaz této věty lze naj́ıt např. v [59], [26]. Předpokladem jej́ı
platnosti je dostatečná hladkost pravé strany f , konkrétně je třeba, aby funkce f(t, y)
měla spojité derivace až do řádu p včetně. Pokud f má spojité derivace jen do řádu s ≤ p,
pak lze pro globálńı chybu dokázat pouze řád O(τ s).

Absolutńı stabilita. Řeš́ıme-li testovaćı úlohu (8.10) LMM na rovnoměrném děleńı s kro-
kem τ , dostaneme

k∑

j=0

(αj − τλβj)yn+1−j = 0 . (8.24)

Řešeńı hledejme ve tvaru yn = rn. Po dosazeńı do diferenčńı rovnice (8.24) obdrž́ıme

k∑

j=0

(αj − τλβj)rn+1−j = rn+1−k
k∑

j=0

(αj − τλβj)rk−j = rn+1−kπ(r, τλ) = 0 ,

kde π(ξ, z) =

k∑

j=0

(αj − zβj)ξk−j

je tzv. polynom stability LMM. Jestliže π(r, τλ) = 0, pak yn = rn je řešeńım diferenčńı
rovnice (8.24) a podmı́nka stability yn → 0 pro n→∞ plat́ı, právě když |r| < 1.

Oblast RA absolutńı stability LMM metody definujeme jako množinu takových bod̊u z
komplexńı roviny C, pro které každý kořen ξ polynomu π(ξ, z) lež́ı uvnitř jednotkového
kruhu komplexńı roviny, tj. |ξ| < 1. Podmı́nka absolutńı stability (8.11) tedy plat́ı, když

τλ ∈ RA = {z ∈ C | π(ξ, z) = 0 ⇒ |ξ| < 1}.

8.4.2. Adamsovy metody

Integraćı diferenciálńı rovnice (8.1) od tn do tn+1 dostaneme

y(tn+1)− y(tn) =
∫ tn+1

tn

f(t, y(t)) dt.

Funkci f(t, y(t)) aproximujeme pomoćı interpolačńıho polynomu Pk−1(t) stupně k− 1, tj.

y(tn+1) ≈ y(tn) +

∫ tn+1

tn

Pk−1(t) dt, kde Pk−1(tn+1−j) = f(tn+1−j, y(tn+1−j)).

Když přibližnou rovnost nahrad́ıme rovnost́ı a přesné řešeńı nahrad́ıme řešeńım přibližným,
dostaneme předpis

yn+1 = yn +

∫ tn+1

tn

Pk−1(t) dt, kde Pk−1(tn+1−j) = f(tn+1−j, yn+1−j). (8.25)
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Adams-Bashforthovy metody dostaneme, když v (8.25) zvoĺıme j = 1, 2, . . . , k. Kon-
strukci polynomu Pk−1(t) lze přehledně vyjádřit tabulkou

t tn tn−1 . . . tn+1−k

Pk−1(t) fn fn−1 . . . fn+1−k

Adams-Bashforthovu metodu lze zapsat ve tvaru

yn+1 = yn + τ

k∑

j=1

β∗
k,j fn+1−j .
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Obr. 8.5. Oblast absolutńı stability ABk metod

Stručně ji budeme označovat jako ABk metodu. ABk metoda je explicitńı, k-kroková,
řádu k, D-stabilńı. Pro konstantńı délku kroku, tj. když

tn+1−j = tn+1 − jτ, j = 1, 2, . . . , k,

jsou koeficienty ABk metod pro k = 1, 2, . . . , 6, spolu s chybovými konstantami C∗
k+1

a dolńımi mezemi α∗
k interval̊u absolutńı stability (α∗

k, 0), uvedeny v následuj́ıćı tabulce:
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k β∗
k,1 β∗

k,2 β∗
k,3 β∗

k,4 β∗
k,5 β∗

k,6 C∗
k+1 α∗

k

1 1 1
2

−2
2 3

2
−1

2
5
12

−1
3 23

12
−16

12
5
12

3
8

− 8
11

4 55
24

−59
24

37
24

− 9
24

251
720

− 3
10

5 1 901
720

−2 774
720

2 616
720

−1 274
720

251
720

95
288

− 90
551

6 4 277
1 440

−7 923
1 440

9 982
1 440

−7 298
1 440

2 877
1 440

− 475
1 440

19 087
60 480

− 5
57

Všimněte si, že AB1 metoda je totožná s EE metodou, tj. AB1≡EE.
Adams-Moultonovy metody dostaneme, když v (8.25) zvoĺıme j = 0, 1, . . . , k − 1.
Konstrukci polynomu Pk−1(t) lze přehledně vyjádřit tabulkou

t tn+1 tn . . . tn+2−k

Pk−1(t) fn+1 fn . . . fn+2−k

Adams-Moultonovu metodu lze zapsat ve tvaru

yn+1 = yn + τβk,0 f(tn+1, yn+1) + τ

k−1∑

j=1

βk,j fn+1−j .

Stručně ji budeme označovat jako AMk metodu. AMk metoda je implicitńı, pro k = 1
je jednokroková a pro k > 1 je (k − 1)-kroková, je řádu k a D-stabilńı. Koeficienty AMk
metod pro konstantńı délku kroku a pro k = 1, 2, . . . , 6, spolu s chybovými konstantami
Ck+1 a dolńımi mezemi αk interval̊u absolutńı stability (αk, 0), jsou uvedeny v následuj́ıćı
tabulce:

k βk,0 βk,1 βk,2 βk,3 βk,4 βk,5 Ck+1 αk

1 1 −1
2

−∞
2 1

2
1
2

− 1
12

−∞
3 5

12
8
12

− 1
12

− 1
24

−6
4 9

24
19
24

− 5
24

1
24

− 19
720

−3
5 251

720
646
720

−264
720

106
720

− 19
720

− 3
160

−90
49

6 475
1 440

1 427
1 440

− 798
1 440

482
1 440

− 173
1 440

27
1 440

− 863
60 480

−45
38

Všimněte si, že AM1 metoda je totožná s IE metodou, tj. AM1≡IE, a že AM2 metoda je
totožná s TR metodou, tj. AM2≡TR.
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Obr. 8.6. Oblast absolutńı stability AMk metod

Metody prediktor-korektor. AM metody jsou přesněǰśı a stabilněǰśı než AB metody.
Nevýhodou AM metod je jejich implicitnost. Abychom určili yn+1, muśıme řešit rovnici

yn+1 = ϕ(yn+1) , kde ϕ(z) = yn + τβk,0 f(tn+1, z) + τ

k−1∑

j=1

βk,j fn+1−j .

Použ́ıt můžeme metodu prosté iterace: zvoĺıme počátečńı aproximaci y
(0)
n+1 a postupně

poč́ıtáme y
(s)
n+1 = ϕ(y

(s−1)
n+1 ), s = 1, 2, .... Pro dostatečně malé τ metoda konverguje. Jestliže

počátečńı aproximaci y
(0)
n+1 urč́ıme pomoćı AB metody, provedeme jen několik málo iteraćı

y
(s)
n+1 = ϕ(y

(s−1)
n+1 ) , s = 1, 2, ..., S ,

a nakonec polož́ıme

yn+1 = y
(S)
n+1 , fn+1 = f(tn+1, yn+1) ,

dostaneme metodu prediktor-korektor, kterou schématicky označujeme P(EC)SE. Přitom
P znač́ı předpověd’ počátečńı aproximace AB metodou, C korekci AM metodou a E vy-
hodnoceńı pravé strany f(tn+1, y

(s)
n+1). Zvoĺıme-li jako prediktor metodu ABk a jako korek-

tor metodu AMk, dostaneme metodu, kterou znač́ıme ABk-AMk-P(EC)SE. Jej́ı chybová
konstanta je rovna chybové konstantě Cp+1 korektoru, oblast absolutńı stability se bĺıž́ı
oblasti absolutńı stability korektoru AMk až pro S → ∞. Nejčastěji se použ́ıvá schéma
PECE, kdy se korekce provede jen jednou a pravá strana se poč́ıtá dvakrát. V daľśım se
omeźıme právě na schéma PECE.

Abychom mohli ř́ıdit délku kroku, potřebujeme znát odhad estn lokálńı chyby. Jestliže
y∗n+1 ≡ y

(0)
n+1 spočteme prediktorem ABk a y∗∗n+1 ≡ y

(1)
n+1 korektorem AMk, pak tzv. Milne̊uv
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odhad lokálńı chyby dává

estn =
Ck+1

C∗
k+1 − Ck+1

(y∗∗n+1 − y∗n+1), (8.26)

odvozeńı viz [26]. Nakonec polož́ıme

yn+1 = y∗∗n+1 + estn. (8.27)

Korekce y∗∗n+1 pomoćı odhadu lokálńı chyby estn se nazývá lokálńı extrapolace. Celý krok
označujeme zkratkou ABk-AMk-PECLE, přičemž ṕısmeno L vyznačuje použit́ı lokálńı
extrapolace. Metoda ABk-AMk-PECLE je řádu k + 1, oblast absolutńı stability je větš́ı
než u prediktoru ABk ale menš́ı než u korektoru AMk, viz [26], [2].

Alternativńı odhad lokálńı chyby lze źıskat také tak, že yn+1 spočteme metodou
AM(k+1) a polož́ıme

estn = yn+1 − y∗∗n+1. (8.28)

Výslednou metodu lze označit jako ABk-AM(k+1)-PECE. Odhady (8.27) a (8.28) nejsou
sice totožné, pro malé τ jsou však prakticky nerozlǐsitelné.

Konkrétně pro metodu AB2-AM2-PECLE organizujeme výpočet následovně:

P: AB2: y∗n+1 = yn +
1
2
τ(3fn − fn−1)

E: f ∗
n+1 = f(tn+1, y

∗
n+1)

C: AM2: y∗∗n+1 = yn +
1
2
τ(f ∗

n+1 + fn)

L: estn = −1
6
(y∗∗n+1 − y∗n+1), yn+1 = y∗∗n+1 + estn

E: fn+1 = f(tn+1, yn+1).

V př́ıpadě AB2-AM3-PECE metody nahrad́ıme řádek L řádkem

C: AM3: yn+1 = yn +
1
12
τ(5f ∗

n+1 + 8fn − fn−1), estn = yn+1 − y∗∗n+1.

Startovaćı hodnotu y1 lze źıskat třeba pomoćı EM2 metody.
Na obrázku 8.7 je vyznačena oblast absolutńı stability metod ABk-AM(k+1)-PECE

pro k = 2, 3, . . . , 6: je větš́ı než oblast absolutńı stability prediktoru ABk, viz obrázek 8.5,
avšak menš́ı než oblast absolutńı stability korektoru AM(k+1), viz obrázek 8.6.

Řı́zeńı délky kroku a řádu metody. Kvalitńı programy založené na metodách predik-
tor-korektor měńı jak délku kroku tak řád metody. Tak např́ıklad matlabovský program
ode113 použ́ıvá metody ABk-AM(k+1)-PECE pro k = 1, 2, . . . , 12.

Změna řádu se provád́ı současně se změnou délky kroku. Algoritmy tohoto typu se
označuj́ı jako VSVO (variable step variable order). Základńı myšlenka je jednoduchá.
Předpokládejme, že jsme vypočetli yn+1 metodou ABk-AM(k+1)-PECE s krokem délky τ .
Urč́ıme odhad estkn lokálńı chyby podle (8.27) nebo (8.28). Jestliže |estkn| > ε, jde o neúspěch
a výpočet yn+1 je třeba opakovat, v opačném př́ıpadě pokračujeme výpočtem přibližného
řešeńı yn+2. V každém př́ıpadě je však třeba stanovit novou délku kroku a nový řád. Řád
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Obr. 8.7. Oblast absolutńı stability pro metody ABk-AM(k+1)-PECE, k = 2, 3, . . . , 6

se může změnit nejvýše o jednotku, tj. v metodě ABk-AM(k+1)-PECE mı́sto k může
být nově také k − 1 nebo k + 1. Odhady odpov́ıdaj́ıćıch lokálńıch chyb estk−1

n a estk+1
n

lze źıskat snadno, viz [50]. Nové délky krok̊u τ ∗k−1, τ
∗
k a τ ∗k+1 stanov́ıme podobně jako pro

jednokrokovou metodu,

τ ∗ℓ = θτ(ε/|estℓn|)1/(ℓ+1) pro ℓ = k − 1, k, k + 1 ,

a největš́ı z č́ısel τ ∗k−1, τ
∗
k , τ

∗
k+1 urč́ı jak novou délku kroku tak nový řád. Konkrétně,

je-li největš́ı τ ∗k , k se neměńı a jako novou délku kroku vezmeme τ ∗ = τ ∗k , je-li největš́ı
τ ∗k+1, zvětš́ıme k o jedničku a pokračujeme s krokem délky τ ∗ = τ ∗k+1 a je-li největš́ı τ ∗k−1,
k o jedničku sńıž́ıme a pokračujeme s krokem délky τ ∗ = τ ∗k−1.

Pro krok délky τ ∗ 6= τ je třeba vypoč́ıtat hodnoty f ∗
n+1−j pro t

∗
n+1−j = tn+1 − jτ ∗. To

lze snadno provést interpolaćı pomoćı fn+1, fn, . . . . Podrobný popis strategie VSVO lze
naj́ıt např. v [26], [50].

Start metody neńı žádný problém: začneme metodou AB1-AM2-PECE, počátečńı
délku kroku urč́ıme např. podle (8.22) a algoritmus VSVO se už sám rychle vylad́ı na
správné hodnoty jak délky kroku tak řádu metody.

8.4.3. Metody zpětného derivováńı

Při řešeńı tzv. tuhých problémů, viz kapitola 1.5, je vhodné použ́ıvat metody s ne-
omezenou oblast́ı absolutńı stability. Metody zpětného derivováńı (stručně BDF podle
backward differentiation formulas) tuto vlastnost maj́ı. Pro k-krokovou metodu zpětného
derivováńı použijeme zkrácený zápis BDFk metoda. Dostaneme ji tak, že v rovnici

y′(tn+1) = f(tn+1, y(tn+1))
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nahrad́ıme derivaci y′(tn+1) pomoćı derivace P ′
k(tn+1) interpolačńıho polynomu Pk(t) stup-

ně k procházej́ıćıho body [tn+1, y(tn+1)], [tn, y(tn)], . . . , [tn+1−k, y(tn+1−k)]. Když pak nahra-
d́ıme y(tn+1−j) přibližnými hodnotami yn+1−j, j = 0, 1, . . . , k, dostaneme metodu

P ′
k(tn+1) = f(tn+1, yn+1).

Přehledné vyjádřeńı aproximuj́ıćıho polynomu Pk(t) uvád́ı následuj́ıćı tabulka

t tn+1 tn . . . tn+1−k

Pk(t) yn+1 yn . . . yn+1−k

BDFk metodu zaṕı̌seme ve tvaru

αk,0yn+1 +

k∑

j=1

αk,jyn+1−j = τβk,0f(tn+1, yn+1) .

Metoda BDFk je implicitńı, k-kroková, řádu k a D-stabilńı pro k ≤ 6. Pro konstantńı
délku kroku jsou koeficienty αk,j, βk,0 a chybové konstanty Ck+1 BDFk metod uvedeny
v následuj́ıćı tabulce:

k αk,0 αk,1 αk,2 αk,3 αk,4 αk,5 αk,6 βk,0 Ck+1 αk

1 1 −1 1 −1
2

90◦

2 1 −4
3

1
3

2
3

−2
9

90◦

3 1 −18
11

9
11

− 2
11

6
11

− 3
22

88◦

4 1 −48
25

36
25

−16
25

3
25

12
25

− 12
125

73◦

5 1 −300
137

300
137

−200
137

75
137

− 12
137

60
137

− 10
137

52◦

6 1 −360
147

450
147

−400
147

225
147

− 72
147

10
147

60
147

− 20
343

18◦

Všimněte si, že BDF1 metoda je totožná s IE metodou, tj. BDF1≡IE.
BDFk metody jsou implicitńı, ve srovnáńı s implicitńımi AMk metodami ale maj́ı

značně větš́ı chybové konstanty. Na druhé straně však metody zpětného derivováńı maj́ı
jednu ohromnou přednost, která plně ospravedlňuje jejich použ́ıváńı, a tou je neomezená
oblast RA absolutńı stability. Pro metody BDF1 a BDF2 oblast RA absolutńı stability
obsahuje celou zápornou polorovinu komplexńı roviny C, tj. RA ⊇ {z ∈ C |Re z < 0}.
Takové metody se nazývaj́ı A-stabilńı.

Abychom mohli popsat oblast absolutńı stability zbývaj́ıćıch BDFk metod, zavedeme
si jeden nový pojem. Řekneme, že numerická metoda je A(α)-stabilńı, α ∈ (0, π/2〉, jestliže
jej́ı oblast absolutńı stability RA obsahuje nekonečný kĺın

Wα = {reiϕ ∈ C | r > 0, |ϕ− π| < α}.

BDFk metody jsou (pro k ≤ 6) A(α)-stabilńı, př́ıslušné úhly αk (pro větš́ı názornost ve
stupńıch) jsou uvedeny jako posledńı sloupec výše uvedené tabulky.
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BDFk metody (pro k ≤ 6) jsou dokonce L(α)-stabilńı. L(α) stabilńı metodu přitom
definujeme jako A(α)-stabilńı metodu takovou, že když z ∈ RA, π(ξ, z) = 0, Re(z)→ −∞,
pak ξ → 0. Pro α = π

2
dostáváme L-stabilńı metodu. BDF1 a BDF2 jsou tedy L-stabilńı.

Úhel 18◦ metody BDF6 je př́ılǐs malý a proto se tato metoda obvykle nepouž́ıvá.
V matlabovském programu ode15s jsou implementovány metody zpětného derivováńı
řád̊u 1 až 5. Program ode15s je typu VSVO, tj. voĺı optimálńı délku kroku i řád metody.
Základńı metodou programu ode15s je metoda NDF (podle numerical differentiation for-
mula). NDFk metody jsou modifikace BDFk metod, maj́ı o něco menš́ı chybové konstanty
(o 26% pro k = 1, 2, 3 a o 15% pro k = 4 ) a poněkud menš́ı úhly A(α) stability (o 7% pro
k = 3 a o 10% pro k=4) než odpov́ıdaj́ıćı BDFk metody. Podrobnosti týkaj́ıćı se NDFk
metod lze naj́ıt v [52].

Nelineárńı rovnice pro výpočet yn+1 se řeš́ı pomoćı několika málo krok̊u Newtonovy
metody.

8.5. Tuhé problémy

Tuhý počátečńı problém (v anglicky psané literatuře stiff problem) lze nepř́ımo popsat
pomoćı jeho charakteristických projev̊u. Jinak to nejde, nebot’ přesná definice tuhého
systému neexistuje. Praktická a snadno ověřitelná je

Charakteristika 1. Počátečńı problém je tuhý, když počet krok̊u, který k jeho vyřešeńı
potřebuje metoda s omezenou oblast́ı absolutńı stability, je podstatně věťśı než počet krok̊u,
který k jeho vyřešeńı potřebuje metoda s neomezenou oblastńı absolutńı stability.

Použitelnost této charakteristiky ukážeme v následuj́ıćım

Př́ıklad 8.1
(
y′1
y′2

)
=

(
0 1

−1000 −1001

)(
y1
y2

)
, x ∈ (0, ℓ) ,

(
y1(0)
y2(0)

)
=

(
1
−1

)
. (8.29)

Řešeńı je y1 = −e−t, y2 = e−t. Úlohu (8.29) jsme řešili matlabovským programem ode45

(DP54 metoda řádu 5 s omezenou oblast́ı absolutńı stability) a matlabovským programem
ode15s (BDF metody VSVO řád̊u 1-5 s neomezenými oblastmi absolutńı stability). Oba
programy jsme použili se stejným požadavkem na přesnost: εr = 10−3 a εa = 10−6.
Efektivnost obou metod lze přibližně porovnat podle počtu úspěšně provedených krok̊u
pk a počtu pf vyhodnoceńı pravé strany. V následuj́ıćı tabulce jsou uvedeny hodnoty
pk/pf pro několik délek ℓ intervalu integrace.

ℓ 10−2 10−1 100 101 102

ode45 10/61 22/151 269/1 747 2 953/18 919 30 071/192 475

ode15s 10/24 10/24 12/28 42/88 71/146

Pro malé ℓ = 10−2 se na intervalu 〈0; 10−2〉 řešeńı poměrně rychle měńı. Délku kroku zde
určuje požadavek na přesnost a protože obě metody jsou téhož řádu, potřebuj́ı přibližně
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stejný počet krok̊u. Jak však ℓ vzr̊ustá, délku kroku stále v́ıce zač́ıná ovlivňovat podmı́nka
stability. �

Abychom porozuměli daľśım charakteristikám tuhosti, je vhodné pochopit, co je to

Stabilńı problém. Počátečńı problém y′ = f(t,y),y(a) = η, je stabilńı, když malá změna
dat f , a,η zp̊usob́ı malou změnu řešeńı y. Zabývejme se speciálně stabilitou vzhledem
k počátečńı podmı́nce, konkrétně jak změna počátečńı hodnoty η ovlivńı řešeńı y.

Pro ilustraci prozkoumejme stabilitu lineárńıho počátečńıho problému

y′ = Ay + g(t), y(a) = η, (8.30)

kde A je č́ıselná matice řádu d, která má navzájem r̊uzná vlastńı č́ısla {λj}dj=1. Necht’ u je
řešeńı problému (8.30) a v je řešeńı téže diferenciálńı rovnice, avšak s porušenou počátečńı
podmı́nkou, tj.

u′ = Au+ g, u(a) = η,

v′ = Av + g, v(a) = η + δ.

Pro w = v− u dostaneme problém

w′ = Aw, w(a) = δ,

který popisuje š́ı̌reńı počátečńı poruchy δ. Pak

w(t) =

d∑

j=1

κje
λj(t−a)vj ,

kde vj jsou vlastńı vektory př́ıslušné vlastńım č́ısl̊um λj a κj jsou konstanty, které urč́ıme
z počátečńı podmı́nky:

Vc = δ, kde V = (v1,v2, . . . ,vd), c = (c1, c2, . . . , cd)
T .

Odtud w(t) = VS(t)V−1δ, kde S = diag{eλ1(t−a), eλ2(t−a), . . . , eλn(t−a)}. Můžeme tedy
vyslovit tyto závěry:

1) Jestliže Re(λj) < 0 pro všechna j, pak ‖w(t)‖ → 0 exponenciálně pro t → ∞, tj.
porucha se velmi rychle zmenšuje.

2) Jestliže Re(λj) ≤ 0 pro všechna j, pak ‖w(t)‖ ≤ ‖V‖ · ‖V−1‖ · ‖δ‖, tj. porucha bude
omezená, přitom ‖w(t)‖ → 0 pro δ → o.

3) Jestliže nějaké vlastńı č́ıslo λj má kladnou reálnou složku a počátečńı porucha δ je
taková, že cj 6= 0, pak ‖w(t)‖ → ∞ exponenciálně pro t→∞, tj. porucha se velmi
rychle zvěťsuje.

Problém (8.30) je tedy stabilńı (vzhledem k počátečńı podmı́nce), jestliže všechna vlastńı
č́ısla matice A jsou navzájem r̊uzná a maj́ı nekladnou reálnou složku.
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Toto tvrzeńı lze rozš́ı̌rit a připustit i násobná vlastńı č́ısla se zápornou reálnou složkou:

Problém (8.30) je stabilńı (vzhledem k počátečńı podmı́nce), jestlǐze:

(a) všechna vlastńı č́ısla matice A maj́ı nekladnou reálnou složku,
(b) ryze imaginárńı vlastńı č́ısla jsou navzájem r̊uzná.

Řešeńı úlohy (8.30) lze zapsat ve tvaru

y(t) = yh(t) + p(t), kde yh(t) =
d∑

j=1

cje
λjtvj

je obecné řešeńı přidružené homogenńı rovnice, p je partikulárńı řešeńı a cj jsou konstanty,
které urč́ıme z počátečńıch podmı́nek. Předpokládejme, že Re(λj) < 0, j = 1, 2, . . . , d. Pak
y(t) → p(t) pro t → ∞. Z toho d̊uvodu mluv́ıme o funkci yh jako o přechodovém řešeńı
a o funkci p jako o ustáleném řešeńı.

Označme jako λmax a λmin taková vlastńı č́ısla, pro která

|Re(λmax)| ≥ |Re(λj)| ≥ |Re(λmin)| , j = 1, 2, . . . , d .

Chceme-li určit ustálené řešeńı, muśıme úlohu řešit alespoň do toho bodu, v němž je už
nejpomaleji klesaj́ıćı exponenciála v přechodovém řešeńı zanedbatelná.

Řeš́ıme-li homogenńı úlohu y′ = Ay numericky, pak lze snadno ukázat, že podmı́nka
stability yn → o pro tn = nτ →∞ plat́ı, právě když

{λ1τ, λ2τ, . . . , λdτ} ⊆ RA, (8.31)

kde RA je oblast absolutńı stability uvažované numerické metody.
Podle (8.31) tedy pro délku kroku dostaneme omezeńı τ |Re(λmin)| < |IA|, kde |IA| je

délka intervalu absolutńı stability. Počet Q krok̊u potřebných k uspokojivému vyřešeńı
úlohy (8.30) lze tedy přibližně odhadnou výrazem

Q =
b− a
τ

.
= C
|Re(λmax)|
|Re(λmin)|

, kde C =
|lnε|
|IA|

.

Ve shodě s charakteristikou 1 je proto přirozené považovat pod́ıl

S(A) =
|Re(λmax(A))|
|Re(λmin(A))| ,

nazývaný poloměr tuhosti matice A, za měř́ıtko tuhosti soustavy (8.30). Můžeme proto
vyslovit daľśı

Charakteristiku 2. Problém (8.30) je tuhý, jestlǐze všechna vlastńı č́ısla matice A maj́ı
zápornou reálnou část a poloměr tuhosti S(A) matice A je velký.

Podobná je

Charakteristika 3. Problém (8.30) je tuhý, jestlǐze všechna vlastńı č́ısla matice A maj́ı
zápornou reálnou část a jestlǐze součin spektrálńıho poloměru ̺(A) matice A a délky
intervalu integrace b− a je velký, tj. když ̺(A)(b− a)≫ 1.
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Vrat’me se nyńı k úloze (8.30).

Př́ıklad 8.1 − pokračováńı. Pravá strana diferenciálńı rovnice je

f = Ay, kde A =

(
0 1

−1000 −1001

)

Vlastńı č́ısla matice A jsou λ1 = −1, λ2 = −1000, takže S(A) = ̺(A) = 1000. Pro větš́ı ℓ
je ̺(A)(b− a) = 1000 ℓ≫ 1, tj. jde o tuhý problém. Metoda DP54 má interval absolutńı
stability (−3,31; 0), takže podmı́nka stability (8.31) vyžaduje, aby −3,31 < −1000τ , tj.
τ < 0,00331. Na intervalu délky ℓ je tak třeba nℓ > ℓ/0,00331 krok̊u délky menš́ı než
0,00331, což je v souladu s tabulkou uvedenou v prvńı části př́ıkladu 1.1. Skutečně, na
intervalu〈10; 100〉 délky 90 je třeba alespoň 90/0,00331

.
= 27 190 krok̊u délky 0,00331, ve

skutečnosti program ode45 provedl přibližně stejný počet 30 071 − 2 953 = 27 118 krok̊u
proměnné délky. Protože přesná řešeńı y1 = −e−t a y2 = e−t jsou na intervalu 〈10; 100〉
téměř konstantńı, rovná nule, je zřejmé, že délka kroku je omezena z d̊uvodu stability a ne
z d̊uvodu přesnosti.

Nenechte se zmást t́ım, že nestabilita se projevuje prostřednictv́ım lokálńı chyby, tj.
pomoćı nástroje pro měřeńı přesnosti metody: jestliže délka kroku nesplňuje podmı́nku
stability, dojde v několika málo kroćıch k takovému nárustu lokálńı chyby, že na to zare-
aguje mechanismus automatického ř́ızeńı délky kroku a krok patřičně zkrát́ı. �.

Právě uvedený př́ıklad vystihuje charakteristikou vlastnost tuhých soustav ODR. Tuto
vlastnost sformulujeme jako

Charakteristika 4. Tuhost soustavy ODR se projevuje t́ım, že při jej́ım numerickém
řešeńı délku kroku omezuje sṕı̌se stabilita metody než jej́ı přesnost.

Lineárńı stabilita. Až dosud jsme naše úvahy o stabilitě numerické metody zakládali na
analýze jej́ıho chováńı při řešeńı lineárńı soustavy (8.30) s konstantńı matićı A. Je jistě ro-
zumné požadovat, aby numerická metoda fungovala dobře na speciálńı tř́ıdě rovnic (8.30),
je však třeba mı́t na paměti, že tak dostáváme jen hrubou informaci o možném chováńı
numerické metody při řešeńı problémů složitěǰśıch. Ukažme si nyńı, proč se můžeme
domńıvat, že taková informace má v̊ubec nějakou vypov́ıdaćı hodnotu.

Pro obecný problém u′ = f(t,u), u(tα) = yα, aproximujeme funkci f v bĺızkosti bodu
(tα,yα) funkćı lineárńı v proměnné u,

f(t,u) ≈ f(tα,yα) +
∂f

∂t
(tα,yα)(t− tα) +

∂f

∂y
(tα,yα)(u− yα),

a doufáme, že chováńı numerického řešeńı p̊uvodńıho problému lze v bĺızkosti bodu (tα,yα)
objasnit z chováńı numerického řešeńı aproximuj́ıćıho lineárńıho problému

u′ = Aαu+ gα(t), u(tα) = yα, (8.32)

kde Aα = fy(tα,yα), gα(t) = f(tα,yα) + ft(tα,yα)(t− tα)−Aαyα.
Aproximuj́ıćı problém je téhož typu jako problém (8.30), takže stabilitu numerické

metody můžeme posoudit známým zp̊usobem pomoćı délky kroku a vlastńıch č́ısel kon-
stantńı matice Aα. Jestliže to uděláme, tak vlastně tǐse předpokládáme, že stabilita me-
tody aplikované na aproximuj́ıćı problém je stejná jako stabilita metody aplikované na
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problém obecný. To obecně neńı pravda, přesto však tento př́ıstup může být pro praxi
př́ınosem, nesmı́me ale zapomenout, že př́ıpadná podmı́nka stability omezuj́ıćı délku kroku
má lokálńı charakter, tj. plat́ı jen v okoĺı zvoleného bodu (tα,yα).

Právě uvedený postup odpov́ıdá klasickému postupu, který se použ́ıvá v teorii dife-
renciálńıch rovnic, kdy se stabilita řešeńı nelineárńıho problému zkoumá prostřednictv́ım
stability aproximuj́ıćıho lineárńıho problému. V našem př́ıpadě je třeba analyzovat nav́ıc
ještě stabilitu numerické metody aplikované na aproximuj́ıćı problém. Z teorie obyčejných
diferenciálńıch rovnic je známo, že analýza lineárńı stability je užitečná, je však třeba mı́t
na zřeteli jej́ı omezenou p̊usobnost. Totéž plat́ı t́ım sṕı̌se i pro analýzu lineárńı stability
numerických metod. Dokonaleǰśı nástroje pro posuzováńı stability numerických metod při
řešeńı nelineárńıch problémů vycházej́ı z teorie nelineárńı stability ODR, t́ım se však my
zde zabývat nebudeme, základńı informace k tomuto tématu lze naj́ıt např. v [26].

Př́ıklad 8.2 Uvažujme počátečńı problém

y′ = y2 − y3 , t ∈ (0, 2/δ) , y(0) = δ . (8.33)

Diferenciálńı rovnice má dvě konstantńı řešeńı y = 0 a y = 1: zvoĺıme-li počátečńı
podmı́nku y(0) ≤ 0, pak y(t)→ 0 pro t→∞, zat́ımco pro y(0) > 0 dostaneme y(t)→ 1
pro t → ∞. Zvoĺıme-li δ > 0 velmi malé, pak pravá strana y2 − y3 diferenciálńı rovnice
nabývá malých kladných hodnot, tj. funkce y(t) velmi pomalu roste a na poměrně dlouhém
intervalu z̊ustávaj́ı jej́ı hodnoty bĺızké k 0. Konkrétně pro δ = 10−4 je y(t) < 10−2 ještě pro
t = 9 900, pak y(t) zač́ıná prudce r̊ust a pro t > 10 020 je už y(t) prakticky rovno jedné.

Tuhost úlohy (8.33) posoud́ıme pomoćı lineárńı stability, viz předchoźı odstavec. Apro-
ximuj́ıćı lineárńı problém v bodu (tα, yα) je podle (8.32) tvaru

y′ = Aαy, kde Aα = 2yα − 3y2α.

Spektrálńı poloměr ̺(Aα) = |2yα − 3y2α|. Pro malé yα ≈ 0 je |2yα − 3y2α| ≈ 0, pro
yα ≈ 1 je však |2yα − 3y2α| ≈ 1. Pro tα ∈ 〈0, 9 900〉 je výraz |2yα − 3y2α|tα charakteri-
zuj́ıćı tuhost poměrně malý, nejde zde proto o tuhý problém, takže délka kroku se ř́ıd́ı
předevš́ım přesnost́ı metody. V intervalu (9 900; 10 020) se řešeńı prudce měńı, to me-
chanismus automatického ř́ızeńı délky kroku zachyt́ı a krok zkrát́ı. Důvodem zkráceńı
kroku je zde sṕı̌se prudká změna řešeńı než nar̊ustaj́ıćı tuhost. Poté, co je řešeńı rovno
přibližně jedné, je délka kroku ř́ızena stabilitou. Skutečně, pro tα ∈ 〈10 020, 20 000〉 je
|2yα − 3y2α|(20 000− tα)

.
= 20 000− tα, pro tα = 10 020 dostaneme velké č́ıslo 9 980 signa-

lizuj́ıćı tuhost.
Úlohu (8.33) jsme řešili explicitńı metodou DP54 (matlabovský program ode45) a im-

plicitńı TR metodou (matlabovský program ode23t). Oba programy jsme použili se stej-
nou přesnost́ı (εr = 10−4, εa = 10−7).

DP54 je explicitńı Rungova-Kuttova metoda řádu 5 s intervalem absolutńı stability
(−3,31; 0). Délka kroku proto muśı splňovat podmı́nku stability τ |2y − 3y2| < 3,31, což
pro t > 10 020 znamená volit τ

.
= 3,31. TR metoda je A-stabilńı metoda řádu 2, takže

tato metoda délku kroku z d̊uvodu stability nijak neomezuje.
Vid́ıme, že v intervalu (10 020, 20 000), kde přesné řešeńı je prakticky rovno 1, je TR-

metoda velmi efektivńı, na zdoláńı intervalu (10 020, 20 000) potřebovala jen 8 krok̊u. Zato
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metoda DP54 na tomto intervalu provedla 3 005 krok̊u délky τ
.
= 3,31, takže jej́ı použit́ı

rozhodně vhodné neńı. �
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Obr. 8.8 Př́ıklad 8.2 řešený DP54 metodou, celý výpočet
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Obr. 8.9 Př́ıklad 8.2 řešený DP54 metodou, detail
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Obr. 8.10 Př́ıklad 8.2 řešený TR metodou, celý výpočet
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Obr. 8.11. Př́ıklad 8.2 řešený TR metodou, detail

Výsledky př́ıkladu 8.2 umožňuj́ı vyslovit praktické kritérium, podle něhož lze vcelku
spolehlivě zjistit, zda uvažovaný problém je tuhý.

Charakteristika 5. Jestlǐze numerická metoda s omezenou oblast́ı absolutńı stability,
aplikovaná na počátečńı problém, je nucena v jistém intervalu integrace použ́ıvat krok,
jehož délka je nepřiměřeně malá vzhledem k hladkosti přesného řešeńı v tomto intervalu,
pak to znamená, že problém je v tomto intervalu tuhý.

Velmi zjednodušený postup řešeńı počátečńı úlohy, o ńıž nev́ıme, zda je či neńı tuhá,
je tedy tento: zkuśıme úlohu vyřešit přesnou explicitńı metodou (v MATLABu třeba
programem ode113 založeným na Adamsových formuĺıch řád̊u 1 až 13) a pokud řešeńı
bude trvat př́ılǐs dlouho v d̊usledku volby extrémně krátkých krok̊u, výpočet přeruš́ıme
a zkuśıme program pro řešeńı tuhých úloh (v MATLABu třeba program ode15s založený
na metodách zpětného derivováńı řád̊u 1 až 5). Pokud pravá strana diferenciálńı rovnice
neńı př́ılǐs hladká, je vhodněǰśı použ́ıt metody nižš́ıch řád̊u, třeba explicitńı metodu BS32
(v MATLABu program ode23) a v př́ıpadě neúspěchu A-stabilńı implicitńı metodu, třeba
TR (v MATLABu program ode23t) nebo TR-BDF2 (v MATLABu program ode23tb).

Pokud dopředu v́ıme, že problém je resp. neńı tuhý, neexperimentujeme zbytečně
a př́ımo použijeme program určený pro řešeńı př́ıslušného typu úloh.

Chceme-li efektivně využ́ıt všechny možnosti, které nám dostupné programy nab́ızej́ı,
je třeba se seznámit s jejich vlastnostmi, vybrat správný program a vhodně nastavit
jeho ř́ıdićı parametry (v kolekci programů v MATLABu jsou to např́ıklad parametry
ovlivňuj́ıćı ř́ızeńı délky kroku, výstup výsledk̊u, u implicitńıch metod je třeba určit zp̊usob
výpočtu Jacobiho matice pravé strany f , a jsou ještě daľśı parametry, o nichž se lze poučit
z programové dokumentace).

Metody pro řešeńı tuhých problémů. Pro řešeńı tuhých problémů je třeba použ́ıvat
metody s neomezenou oblast́ı absolutńı stability. V Matlabu jsou to metody NDF a BDF
implementované v programu ode15s, TR metoda implementovaná v programu ode23t

a dvě L-stabilńı metody řádu 2: TR-BDF2 metoda (jde o kombinaci metod TR a BDF2)
implementovaná v programu ode23tb a Rosenbrockova metoda implementovaná v pro-
gramu ode23s, podrobnosti viz [32]. Programy ode15s, ode23t a ode23tb vyžaduj́ı řešeńı
nelineárńıch soustav rovnic tvaru

yn+1 = τγf(tn+1,yn+1) +ψ, (8.34)

kde parametr γ je charakteristická konstanta metody a ψ je vektor nezávislý na yn+1.

214



Např́ıklad pro TR metodu (8.13) je

γ = 1
2
a ψ = yn +

1
2
τ f(tn,yn).

Rovnici (8.34) řeš́ıme zjednodušenou Newtonovou metodou. Počátečńı aproximaci y
(0)
n+1

źıskáme dostatečně přesnou extrapolaćı z hodnot yn,yn−1, . . . . Daľśı aproximace y
(s+1)
n+1

źıskáme řešeńım soustav lineárńıch rovnic

(I− τγJ) (y(s+1)
n+1 − y

(s)
n+1) = τγf(tn+1,y

(s)
n+1) +ψ − y

(s)
n+1 , (8.35)

kde I je jednotková matice a J je Jacobiho matice fy(tn+1−k,yn+1−k) pro nějaké k > 0

(jedná se tedy o zjednodušenou Newtonovu metodu, pokud by J = fy(tn+1,y
(s)
n+1), šlo by

o klasickou Newtonovu metodu). Výpočet organizujeme takto: označ́ıme

G = I− τγJ, ds = y
(s+1)
n+1 − y

(s)
n+1, gs = τγf(tn+1,y

(s)
n+1) +ψ − y

(s)
n+1

a vypočteme nejdř́ıve ds jako řešeńı soustavy lineárńıch rovnicGds = gs a pak dopoč́ıtáme

y
(s+1)
n+1 = y

(s)
n+1 + ds. Je-li př́ırustek ds dostatečně malý, klademe yn+1 = y

(s+1)
n+1 .

Matice soustavy G obsahuje tři členy, které se mohou měnit: τ při změně délky kroku,
γ při změně metody (třeba ve VSVO implementaci metod zpětného derivováńı) a J při
přepoč́ıtáńı Jacobiho matice. Pokud se žádný z těchto člen̊u nezměńı, z̊ustává matice G
stejná. Toho je třeba využ́ıt: pouze při změně G provedeme výpočetně náročný LU rozklad
matice soustavy G = LU, kde L je dolńı trojúhelńıková matice a U horńı trojúhelńıková
matice. V následuj́ıćıch iteraćıch, kdy se matice soustavy G neměńı, provád́ıme výpočetně
nenáročná řešeńı dvou soustav lineárńıch rovnic s trojúhelńıkovou matićı soustavy, tj.
Lδs = gs a pak Uds = δs.

Program, který má pracovat efektivně, muśı mı́t promyšlenou strategii, podle ńıž roz-
hodne, kdy změńı J, což je výpočetně nejnáročněǰśı, a kdy jen τ nebo γ, což znamená nový
LU rozklad matice G. Použ́ıvá se

”
konzervativńı strategie“: přepoč́ıtáńı Jacobiho matice

se provede až tehdy, když Newtonova metoda nekonverguje dostatečně rychle, délku kroku
př́ıpadně metodu změńıme, až když očekávaný zisk takové akce převýš́ı náklady spojené
s LU rozkladem.

Jacobiho matici lze zadat přesně nebo ji lze spoč́ıtat přibližně numericky (Matlab
už́ıvá funkci odenumjac z privátńı knihovny toolboxu matlab\funfun). Pokud je Jacobiho
matice ř́ıdká a uživatel zadá pozice jej́ıch nenulových prvk̊u, výpočet Jacobiho matice
lze značně urychlit. Do daľśıch podrobnost́ı už zacházet nebudeme, zájemce odkazujeme
na skvělou monografii [50] a na matlabovskou dokumentaci [32]. Významným zdrojem
poučeńı je studium kód̊u jednotlivých matlabovských programů, př́ılǐs snadné čteńı to
však neńı.

Program ode23s, založený na implementaci Rosenbrockovy metody, se od zbývaj́ıćıch
programů ode15s, ode23t a ode23tb lǐśı v tom, že se vyhýbá řešeńı nelineárńıch rovnic.
V každém kroku Rosenbrockovy metody je třeba sestavit Jacobiho matici fy(tn,yn) a vek-
tor derivaćı ft(tn,yn) = {∂fi(tn,yn)/∂t}di=1, provést LU rozklad matice I − γτ fy(tn,yn)
a užit́ım tohoto rozkladu vyřešit tři soustavy lineárńıch rovnic, podrobnosti viz [52].

Statistika o činnosti matlabovských programů pro řešeńı ODR. Kvalitńı pro-
gramy uživateli vždy poskytuj́ı informaci o tom, jak úspěšně si při řešeńı konkrétńıho
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problému poč́ınaly. V Matlabu se dodávaj́ı tato č́ısla:

pk počet úspěšných krok̊u
pn počet neúspěšných krok̊u
pf počet vyhodnocených pravých stran f
pj počet sestavených Jacobiho matic J
pr počet LU rozklad̊u J = LU
ps počet řešených soustav lineárńıch rovnic LUds = gs

Pro ilustraci uvád́ıme

Př́ıklad 8.3 Robertson̊uv problém

y′1 = −0,04 y1 + 104 y2y3 , y1(0) = 1 ,

y′2 = 0,04 y1 − 104 y2y3 − 3 · 107 y22 , y2(0) = 0 ,

y′3 = 3 · 107 y22 , y3(0) = 0

popisuje koncentrace tř́ı př́ıměśı v chemické reakci, tj. 0 ≤ y1, y2, y3 ≤ 1, nezávisle
proměnná t je čas, bĺıže viz [50]. Jacobiho matice této soustavy je

J =



−0,04 104 y3 104 y2
0,04 −104 y3 − 6 · 107y2 −104y2
0 6 · 107y2 0


 .

V čase t = 0, tj. pro y1 = 1, y2 = y3 = 0, má Jacobiho matice vlastńı č́ısla {−0,04; 0; 0}.
Z fyzikálńıch úvah plyne, že y1, y2 → 0 a y3 → 1 pro t → ∞. Vlastńı č́ısla Jacobiho
matice pro y1 = y2 = 0, y3 = 1, jsou {−10 000,04; 0; 0}. Při řešeńı na intervalu (0, 1010)
je Robertson̊uv problém tuhý. O tom se lze ostatně snadno přesvědčit experimentálně:
explicitńı metody selhávaj́ı, metody pro řešeńı tuhých problémů zab́ıraj́ı. Numerickým
výpočtem lze zjistit, že již pro t > 0,01 je spektrálńı poloměr ̺(J) > 2 · 103, takže
Robertson̊uv problém lze považovat za tuhý již na nepoměrně kratš́ım intervalu délky
řádově v jednotkách.

Úlohu jsme řešili dvěma matlabovskými programy určenými pro tuhé problémy: pro-
gramem ode23t (TR metoda) a programem ode15s (metody BDFk, k=1,2,. . . ,5). Délku
kroku jsme ř́ıdili pomoćı toleranćı εr = 10−3, εa = 10−6, činnost programu ode15s jsme
omezili tak, aby pracoval jen s BDF metodami řád̊u 1, 2 a 3. Do následuj́ıćı tabulky jsme
zapsali

”
statistiku“ výpočtu, tj. č́ısla pk, pn, pf, pj, pr, ps:

pk pn pf pj pr ps

ode23t 238 74 794 37 188 644

ode15s 245 15 504 11 67 458

Z tabulky plyne, že oba testované programy Robertson̊uv problém úspěšně vyřešily, pro-
gram ode15s se podle statistiky jev́ı jako efektivněǰśı.
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9. Obyčejné diferenciálńı rovnice: okrajové úlohy

Okrajový problém pro soustavu ODR1 spoč́ıvá v určeńı funkce y(x), která v inter-
valu (a, b) splňuje diferenciálńı rovnici

y′(x) = f(x,y(x)) (9.1)

a v koncových bodech intervalu (a, b) vyhovuje okrajové podmı́nce

r(y(a),y(b)) = o. (9.2)

Stejně jako v kapitole 8.1 předpokládáme, že počet rovnic jakož i počet okrajových
podmı́nek je roven d, tedy

y(x) = (y1(x), y2(x), . . . , yd(x))
T , y′(x) = (y′1(x), y

′
2(x), . . . , y

′
d(x))

T ,

f(x,y(x)) = (f1(x,y(x)), f2(x,y(x)), . . . , fd(x,y(x)))
T ,

r(y(a),y(b)) = (r1(y(a),y(b)), r2(y(a),y(b)), . . . , rd(y(a),y(b)))
T .

Ve speciálńım př́ıpadě, když

r(y(a),y(b)) = y(a)− η = o nebo-li y(a) = η, (9.3)

přecháźı problém (9.1)–(9.2) v počátečńı problém (8.4). Pokud je však v podmı́nkách (9.2)
obsažena alespoň jedna složka vektoru y(a) a současně také alespoň jedna složka vektoru
y(b), jde o problém okrajový. Právě t́ımto př́ıpadem se budeme v daľśım zabývat.

Podstatný rozd́ıl mezi počátečńı a okrajovou úlohou spoč́ıvá v tom, že zat́ımco řešeńı
úlohy s počátečńımi podmı́nkami existuje a je jediné pro dosti širokou tř́ıdu diferenciálńıch
rovnic, u okrajové úlohy s velmi jednoduchou diferenciálńı rovnićı je možné, že řešeńı ne-
existuje nebo naopak, že řešeńı je nekonečně mnoho. Tuto skutečnost si ukažme na rovnici

y′ = y, jej́ıž obecné řešeńı je y = Cex.

Odtud plyne, že pro okrajovou podmı́nku

(a) y(0) = y(1) existuje jediné řešeńı y = 0,

(b) e y(0) = y(1) existuje nekonečně mnoho řešeńı y = Cex, C libovolné,

(c) e y(0) = y(1) + 1 řešeńı neexistuje.

V kapitole 9.1 ukážeme, jak řešit okrajový problém pro soustavu ODR1 metodou
střelby. V následuj́ıćıch kapitolách pak poṕı̌seme tři nejznáměǰśı metody řešeńı okrajového
problému pro ODR2: v kapitole 9.2 diferenčńı metodu, v kapitole 9.3 metodu konečných
objemů a v kapitole 9.4 metodu konečných prvk̊u.
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9.1. Metoda střelby

Metoda střelby je založena na numerickém řešeńı počátečńıho problému

y′(x) = f(x,y(x)), y(a) = η, (9.4)

za omezuj́ıćı podmı́nky

r(η,y(b)) = o. (9.5)

Neznámá počátečńı hodnota η je určena implicitně rovnićı (9.5).

Lichoběžńıková metoda. Necht’ a = x0 < x1 < · · · < xN = b je děleńı intervalu 〈a, b〉,
hi = xi+1−xi je délka kroku a h = maxi hi. Přibližné řešeńı yi, i = 0, 1, . . . , N , dostaneme
jako řešeńı soustavy d(N + 1) rovnic

yi+1 = yi +
1
2
hi[f(xi,yi) + f(xi+1,yi+1)], i = 0, 1, . . . , N − 1 ,

r(y0,yN) = 0 .
(9.6)

Soustava (9.6) je obecně nelineárńı. Jej́ı řešeńı se obvykle poč́ıtá pomoćı nějaké varian-
ty Newtonovy metody. Aby nastala konvergence, je třeba dodat dosti dobrou počátečńı
aproximaci y

(0)
i ≈ y(xi), i = 0, 1, . . . , N . Lichoběžńıková metoda je řádu 2, tj. je-li funkce

f dostatečně hladká, pro chybu plat́ı

y(xi)− yi = O(h2),

č́ımž se mı́ńı, že řádu O(h2) je každá složka vektoru y(xi)− yi.
Ve speciálńım př́ıpadě, když f(x,y) je lineárńı v proměnné y a r(u,v) je lineárńı

v obou proměnných u i v, bude soustava rovnic (9.6) lineárńı. Necht’ tedy

y′ = A(x)y + q(x) ,

Bay(a) +Bby(b) = c .
(9.7)

Soustava (9.6) je pak tvaru

[
−I − 1

2
hiA(xi)

]
yi +

[
I− 1

2
hiA(xi+1)

]
yi+1 =

1
2
hi[q(xi) + q(xi+1)] ,

Bay0 +BbyN = c ,

kde I je jednotková matice. Maticový zápis této soustavy je




R0 S0

R1 S1

. . .
. . .

RN−1 SN−1

Ba Bb







y0

y1
...

yN−1

yN




=




v0

v1
...

vN−1

c



, (9.8)
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kde

Ri = −I − 1
2
hiA(xi) , Si = I− 1

2
hiA(xi+1) , vi =

1
2
hi[q(xi) + q(xi+1)] .

Simpsonova metoda. Matlab nab́ıźı pro řešeńı okrajového problému (9.1)–(9.2) pro-
gram bvp4c, který je založen na použit́ı Simpsonovy formule

yi+1 = yi +
1
6
hi[f(xi,yi) + 4f(xi+1/2,yi+1/2) + f(xi+1,yi+1)],

kde xi+1/2 = xi +
1
2
hi, yi+1/2 =

1
2
(yi + yi+1) +

1
8
hi[f(xi,yi)− f(xi+1,yi+1)] ,

(9.9)

Simpsonova formule (9.9) je řádu 4, tj. pro chybu plat́ı

y(xi)− yi = O(h4) .

Daľśı informace o Simpsonově formuli (9.9) lze načerpat v [51], [26] a také v [32].
V př́ıpadě lineárńı úlohy (9.7) řeš́ıme soustavu lineárńıch rovnic (9.8), matice Ri, Si

a vektory vi źıskáme z formule (9.9), v ńıž klademe f(x,y) = A(x)y + q(x). Odvozeńı
vzorc̊u pro Ri, Si a vi ponecháváme čtenáři jako cvičeńı.

9.2. Diferenčńı metoda

Ve zbytku kapitoly 9 se budeme převážně zabývat lineárńı ODR2

− [p(x)u′ ]
′
+ q(x)u = f(x), x ∈ (0, ℓ) . (9.10)

Předpokládejme, že funkce p, p′, q i f jsou spojité, dále že p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0,
a uvažujme nejdř́ıve jednoduché okrajové podmı́nky

u(0) = g0 , (9.11a)

u(ℓ) = gℓ . (9.11b)

Za uvedených předpoklad̊u má úloha (9.10) – (9.11) jediné řešeńı.
Úloha (9.10) – (9.11) může popisovat např́ıklad problém tahu–tlaku prutu, tedy prutu

namáhaného pouze tahem popř́ıpadě tlakem. V tom př́ıpadě je u posunut́ı střednicové
čáry prutu, p = EA, kde E je Young̊uv modul pružnosti a A je plocha pr̊uřezu prutu,
q je měrný odpor podlož́ı, na němž prut spoč́ıvá, f je intenzita zat́ıžeńı a g0 a gℓ jsou
předepsaná posunut́ı koncových bod̊u prutu.

Jinou aplikaćı, popsanou stejnou rovnićı a stejnými okrajovými podmı́nkami, je na-
př́ıklad stacionárńı úloha vedeńı tepla v tyči. Pak u je teplota, p je koeficient tepelné
vodivosti, f − qu je intenzita tepelných zdroj̊u, g0 a gℓ jsou teploty koncových bod̊u tyče.

Úlohu (9.10) – (9.11) lze přeformulovat do tvaru (9.1)–(9.2), stač́ı položit

y =

(
y1
y2

)
=

(
u
pu′

)
, f =

(
y2/p

qy1 − f

)
, r =

(
y1(0)− g0
y1(ℓ)− gℓ

)
, (9.12)

a následně řešit metodou střelby, viz kapitola 9.1. My si ale vysvětĺıme jinou techniku,
známou jako diferenčńı metoda (stručně FDM podle anglického finite difference method).
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FDM je klasická diskretizačńı metoda, zevrubně popsaná a analyzovaná v celé řadě pub-
likaćı, viz např. [29], [59].

Necht’ 0 = x0 < x1 < · · · < xN = ℓ je děleńı intervalu 〈0, ℓ〉 a hi = xi − xi−1 je délka
kroku. Body xi nazýváme uzly a množinu {xi}Ni=0 uzl̊u nazýváme śıt́ı. Pro jednoduchost
se omeźıme na ekvidistantńı děleńı, takže hi = h = ℓ/N a xi = ih, i = 0, 1, . . . , N .

Splněńı rovnice (9.10) budeme vyžadovat pouze ve vnitřńıch uzlech śıtě, tj.

−(pu′)′
∣∣
x=xi

+ qiu(xi) = fi, i = 1, 2, . . . , N − 1 , (9.13)

kde qi = q(xi) a fi = f(xi). Člen −(pu′)′
∣∣
x=xi

nahrad́ıme diferenčńım pod́ılem. Pomoćı
označeńı

xi−1/2 = xi − 1
2
h , xi+1/2 = xi +

1
2
h , pi−1/2 = p(xi−1/2) , pi+1/2 = p(xi+1/2)

lze přibližně položit

−(pu′)′
∣∣
x=xi

.
= −

pu′
∣∣
x=xi+1/2

− pu′
∣∣
x=xi−1/2

h
= −pi+1/2u

′(xi+1/2)− pi−1/2u
′(xi−1/2)

h

.
= −

pi+1/2
u(xi+1)− u(xi)

h
− pi−1/2

u(xi)− u(xi−1)

h
h

.

Užit́ım Taylorova rozvoje snadno ověř́ıme, že tato aproximace je řádu O(h2), tj. že plat́ı

−(pu′)′
∣∣
x=xi

=
−pi−1/2u(xi−1) + (pi−1/2 + pi+1/2)u(xi)− pi+1/2u(xi+1)

h2
+O(h2) . (9.14)

Po zanedbáńı chyby O(h2) tak z (9.14) a (9.13) dostáváme pro přibližné řešeńı ui ≈ u(xi)
soustavu rovnic

−pi−1/2ui−1 + (pi−1/2 + pi+1/2 + h2qi)ui − pi+1/2ui+1

h2
= fi , (9.15)

pro i = 1, 2, . . . , N − 1. Z okrajových podmı́nek máme

u0 = g0 , (9.16a)

uN = gℓ . (9.16b)

To nám umožńı dosadit do prvńı rovnice u0 = g0 a člen −p1/2g0/h2 převést na pravou
stranu. Podobně v posledńı rovnici polož́ıme uN = gℓ a člen −pN−1/2gℓ/h

2 převedeme na
pravou stranu. Matice takto upravené soustavy rovnic (9.15) je tř́ıdiagonálńı, pozitivně
definitńı, diagonálně dominantńı (pro qi > 0 ryze). Tyto vlastnosti zaručuj́ı, že matice
soustavy je regulárńı a soustava rovnic má jediné řešeńı.

Jsou-li funkce p, q a f dostatečně hladké, pak pro chybu plat́ı

u(xi)− ui = O(h2) , (9.17)

přesná formulace a př́ıslušný d̊ukaz viz [59].

220



Okrajové podmı́nky s derivaćı. Okrajové podmı́nky (9.11) se nazývaj́ı Dirichletovy.
V aplikaćıch se objevuj́ı ještě daľśı typy okrajových podmı́nek. Podmı́nky

p(0)u′(0) = α0u(0)− β0, (9.18a)

−p(ℓ)u′(ℓ) = αℓu(ℓ)− βℓ (9.18b)

se nazývaj́ı Newtonovy nebo také Robinovy. Pokud α0 = 0 resp. αℓ = 0, hovoř́ıme o Ne-
umannově okrajové podmı́nce. Aby byla zaručena jednoznačná existence řešeńı, před-
pokládejme α0 ≥ 0, αℓ ≥ 0, a pokud uvažujeme okrajové podmı́nky (9.18a) a (9.18b),
pak předpokládejme nav́ıc bud’to α0 > 0 nebo αℓ > 0 nebo q(x) ≥ q0 > 0 alespoň na části
intervalu (0, ℓ). Pokud α0 = αℓ = 0 a q(x) = 0 v (0, ℓ), pak úloha (9.10) – (9.18) bud’to
nemá řešeńı nebo má nekonečně mnoho řešeńı. Skutečně, integraćı (9.10) a užit́ım (9.18)
dostaneme nutnou podmı́nku existence řešeńı, tzv. podmı́nku rovnováhy

∫ ℓ

0

[f + (pu′)′] dx =

∫ ℓ

0

f dx+ pu′
∣∣x=ℓ

x=0
=

∫ ℓ

0

f dx+ β0 + βℓ = 0 .

Pokud podmı́nka rovnováhy splněna neńı, řešeńı neexistuje. Je-li však podmı́nka rovnová-
hy splněna a u je řešeńı, pak je řešeńım také funkce u+C, kde C je libovolná konstanta.

Interpretujeme-li Newtonovy okrajové podmı́nky v úloze tahu–tlaku prutu, je pu′

normálová śıla, α0, αℓ jsou tuhosti pružin v koncových bodech prutu a β0, βℓ jsou za-
dané śıly p̊usob́ıćı na konćıch prutu. V úloze stacionárńıho vedeńı tepla je pu′ tepelný tok,
α0, αℓ jsou koeficienty přestupu tepla a β0, βℓ jsou zadané tepelné toky na okraj́ıch tyče.
Tepelné toky se často uvažuj́ı ve tvaru β0 = α0u

e
0, βℓ = αℓu

e
ℓ, kde u

e
0 resp. ueℓ je vněǰśı

teplota okolo levého resp. pravého konce tyče.
V př́ıpadě zadané okrajové podmı́nky (9.18a) eventuálně (9.18b) muśıme sestavit

rovnici umožňuj́ıćı výpočet neznámé u0 eventuálně uN . Ukažme si to třeba pro př́ıpad
předepsané okrajové podmı́nky (9.18a).

Pomůžeme si tak, že budeme požadovat, aby rovnice (9.10) platila také v levém
krajńım uzlu x0 = 0, tj. aby rovnice (9.13) byla splněna rovněž pro i = 0.

Člen −(pu′)′
∣∣
x=x0

vyjádř́ıme nejdř́ıve pomoćı jednostranné diference a pak pomoćı

centrálńı diference a vztahu (9.18a), tj.

− (pu′)′
∣∣
x=x0

= −
pu′
∣∣
x=x1/2

− pu′
∣∣
x=x0

1
2
h

+O(h) =

−p1/2u(x1)− u(x0)h
+ α0u(x0)− β0

1
2
h

+O(h) .

Zanedbáme-li chyby, dostaneme rovnici pro neznámou u0

(p1/2 + hα0 +
1
2
h2q0)u0 − p1/2u1
h2

=
1

h
β0 +

1

2
f0 . (9.19a)

V př́ıpadě okrajové podmı́nky (9.18b) postupujeme obdobně, tj. požadujeme splněńı rov-
nice (9.13) také pro i = N , a po úpravách obdrž́ıme rovnici pro neznámou uN

−pN−1/2uN−1 + (pN−1/2 + hαℓ +
1
2
h2qN)uN

h2
=

1

h
βℓ +

1

2
fN . (9.19b)
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Je-li předepsána okrajová podmı́nka (9.18a), zaṕı̌seme jako prvńı rovnici (9.19a), pak
následuj́ı rovnice (9.15) pro i = 1, 2, . . . , N − 1, a je-li předepsána okrajová podmı́nka
(9.18b), připoj́ıme jako posledńı rovnici (9.19b). Jsou-li předepsány Dirichletovy okrajové
podmı́nky, dosad́ıme g0 za u0 resp. gℓ za uN a př́ıslušné členy převedeme na pravou stranu.
Matice výsledné soustavy rovnic je opět tř́ıdiagonálńı, pozitivně definitńı a diagonálně
dominantńı. I když se při odvozeńı rovnic (9.19) dopoušt́ıme chyby řádu O(h), pro chybu
přibližného řešeńı plat́ı zase vztah (9.17).

Rovnice s konvekčńım členem. V aplikaćıch často vzniká potřeba řešit poněkud
obecněǰśı rovnici

− [p(x)u′ − r(x)u]′ + q(x)u = f(x), x ∈ (0, ℓ) . (9.20)

Tato rovnice popisuje např́ıklad transport chemické př́ıměsi v tekutině. V tom př́ıpadě
je u koncentrace př́ıměsi v tekutině, r = ̺v, kde ̺ je hustota tekutiny a v jej́ı rychlost,
p je koeficient difúze a f − qu je intenzita objemového zdroje př́ıměsi. Rovnici (9.20) lze
použ́ıt také k popisu teplotńıho pole v tekutině. Pak u je teplota, r = c̺v, kde c je tepelná
kapacita, ̺ hustota a v rychlost tekutiny, p je tepelná vodivost a f − qu je intenzita
vnitřńıch tepelných zdroj̊u. S přihlédnut́ım k typické fyzikálńı interpretaci ř́ıkáme, že
−(pu′)′ je difúzńı člen, (ru)′ je konvekčńı člen a f − qu je zdrojový člen.

Pokud jde o okrajové podmı́nky, budeme postupovat takto:
”
na vtoku“, tj. bodě x = 0

pro r(0) > 0 resp. v bodě x = ℓ pro r(ℓ) < 0, můžeme předpokládat, že veličinu
u(x) známe, a proto jej́ı hodnotu předeṕı̌seme prostřednictv́ım Dirichletovy okrajové
podmı́nky.

”
Na výtoku“, tj. bodě x = 0 pro r(0) ≤ 0 resp. v bodě x = ℓ pro r(ℓ) ≥ 0,

můžeme zadat jak Dirichletovu tak Newtonovu okrajovou podmı́nku.
V [23] je dokázáno, že rovnice (9.20) doplněná o okrajové podmı́nky má jediné řešeńı

třeba tehdy, když kromě dř́ıvěǰśıch předpoklad̊u nav́ıc plat́ı

r′(x) ≥ 0, α0 − 1
2
r(0) ≥ 0, αℓ +

1
2
r(ℓ) ≥ 0.

Jsou-li na obou okraj́ıch x = 0 i x = ℓ předepsány Dirichletovy okrajové podmı́nky, stač́ı
předpokládat

r′(x) ≥ 0, x ∈ 〈0, ℓ〉. (9.21)

Zadáme-li Newtonovu okrajovou podmı́nku jen na výtoku, pak podmı́nka α0− 1
2
r(0) ≥ 0

resp. αℓ +
1
2
r(ℓ) ≥ 0 zřejmě plat́ı, takže opět stač́ı předpokládat jen (9.21).

Je-li r(0) ≤ 0 a r(ℓ) ≤ 0, pak levý okraj x = 0 je výtok a pravý okraj x = ℓ je vtok.
Je-li r(0) ≤ 0 a r(ℓ) > 0, pak oba okraje představuj́ı výtok. Je-li r(0) > 0, pak podle
(9.21) také r(ℓ) > 0, takže x = 0 je vtok a x = ℓ je výtok. Oba konce nemohou být
vtokem: r(0) > 0 a r(ℓ) < 0 neńı podle (9.21) možné.

V dynamice tekutin se ukazuje, že v nestlačitelné tekutině rychlost v = (v1, v2, v3)
T

splňuje rovnici kontinuity divv = 0. V jedné dimenzi tedy v′ = 0, takže v je konstanta.
Volba konstantńı funkce r tedy představuje fyzikálně opodstatněnou možnost. Podmı́nka
(9.21) je pro konstantńı funkci r triviálně splněna.
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Věnujme se tedy diskretizaci. Konvekčńı člen vyjádř́ıme ve vnitřńıch uzlech pomoćı
centrálńı diference

(ru)′
∣∣
x=xi

=
ru|xi+1/2

− ru|xi−1/2

h
+O(h2) (9.22)

a v koncových uzlech pomoćı jednostranné diference

(ru)′
∣∣
x=x0

=
ru|x1/2

− ru|x0

1
2
h

+O(h),

(ru)′
∣∣
x=xN

=
ru|xN

− ru|xN−1/2

1
2
h

+O(h) .

(9.23)

V (9.22) a (9.23) vyjádř́ıme konvekčńı tok ru ve středech xi+1/2 úseček 〈xi, xi+1〉 inter-
polaćı jako aritmetický pr̊uměr hodnot u v koncových bodech,

ru|xi+1/2
= 1

2
ri+1/2[u(xi) + u(xi+1)] +O(h2), i = 0, 1, . . . , N − 1. (9.24)

Po zanedbáńı chybových člen̊u v (9.22)–(9.24), obdrž́ıme soustavu rovnic, jej́ıž tvar vyjád-
ř́ıme prostřednictv́ım dř́ıve odvozených rovnic (9.15) a (9.19) takto: na levou stranu rov-
nice

(9.19a)

(9.15)

(9.19b)





přidáme člen





[
1
2
r1/2(u0 + u1)− r0u0

]
/h ,

1
2
[ri+1/2(ui + ui+1)− ri−1/2(ui−1 + ui)]/h ,[
rNuN − 1

2
rN−1/2(uN−1 + uN)

]
/h.

(9.25)

Matice takto vzniklé soustavy rovnic je tř́ıdiagonálńı a nesymetrická. Dá se ukázat, že
když

1
2
h|r0| < p1/2,

1
2
h|ri+1/2| < pi+1/2, i = 0, 1, . . . , N − 1, 1

2
h|rN | < pN−1/2, (9.26)

pak je matice soustavy regulárńı. Pro dostatečně jemné děleńı intervalu 〈0, ℓ〉 bude pod-
mı́nka (9.26) jistě splněna. Pro chybu opět plat́ı (9.17).
Dominantńı konvekce. Podmı́nka (9.26) může být značně omezuj́ıćı v př́ıpadě, kdy
konvekčńı koeficient výrazně převažuje nad koeficientem difúzńım, tedy pro |r| ≫ p. Pak
je účelné vyjádřit konvekčńı tok ru ve středech xi+1/2 úseček 〈xi, xi+1〉 takto:

ru|xi+1/2
=





ri+1/2u(xi) +O(h) pro ri+1/2 ≥ 0,

ri+1/2u(xi+1) +O(h) pro ri+1/2 < 0.
(9.27)

Aproximace (9.27) je z fyzikálńıho hlediska přirozená: informaci o řešeńı u v uzlu xi+1/2

čerpáme ze znalosti řešeńı proti
”
proudu“, proti

”
větru“: pro ri+1/2 > 0

”
fouká zleva“,

proto použijeme hodnotu u(xi) v uzlu xi lež́ıćım nalevo od bodu xi+1/2, pro ri+1/2 < 0

”
fouká zprava“ a proto použijeme hodnotu u(xi+1) v uzlu xi+1 lež́ıćım napravo od bodu
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xi+1/2. Jednostrannou aproximaci konvekčńıho toku podle (9.27) nazýváme upwind apro-
ximaćı. Pomoćı označeńı

a+ = max(a, 0), a− = min(a, 0), kde a je libovolné č́ıslo,

lze (9.27) zapsat v kompaktńım tvaru

ru|xi+1/2
= r+i+1/2u(xi) + r−i+1/2u(xi+1) +O(h), i = 0, 1, . . . , N − 1. (9.28)

Po zanedbáńı chybových člen̊u v (9.22), (9.23) a (9.28) obdrž́ıme výslednou soustavu
rovnic, jej́ıž tvar vyjádř́ıme prostřednictv́ım dř́ıve odvozených rovnic (9.15) a (9.19) takto:
na levou stranu rovnice

(9.19a)

(9.15)

(9.19b)





přidáme člen





[(r+1/2 − r0)u0 + r−1/2u1]/h,

[r+i+1/2ui + r−i+1/2ui+1]/h− [r+i−1/2ui−1 + r−i−1/2ui]/h,

[−r+N−1/2uN−1 + (rN − r−N−1/2)uN ]/h .

(9.29)

Matice takto vzniklé soustavy je regulárńı nezávisle na jemnosti děleńı intervalu 〈0, ℓ〉.
Pro chybu však plat́ı jen

u(xi)− ui = O(h) . (9.30)

Pro dosažeńı přesnosti řádu O(h2) je třeba použ́ıvat přesněǰśı upwind aproximaci kon-
vekčńıho toku, třeba

ru|xi+1/2
= r+i+1/2

[
3
2
u(xi)− 1

2
u(xi−1)

]
+ r−i+1/2

[
3
2
u(xi+1)− 1

2
u(xi+2)

]
+O(h2), (9.28’)

i = 0, 1, . . . , N − 1, kde u(x−1) := 2u(x0)− u(x1), u(xN+1) := 2u(xN)− u(xN−1).

Př́ıklad 9.1. Zabývejme se řešeńım modelové úlohy

−εu′′ + u′ = 0 pro x ∈ (0, 1), u(0) = 0, u(1) = 1,

kde ε > 0 je konstanta. Přesné řešeńı

u(x) =
1− ex/ε
1− e1/ε

je rostoućı funkce.
Diskretizaćı konvekčńıho členu pomoćı centrálńı diference (9.252), tj. pomoćı druhého

vztahu v (9.25), dostaneme rovnici

−ε ui+1 − 2ui + ui−1

h2
+
ui+1 − ui−1

2h
= 0 ,

kterou lze při označeńı κ := h/ε zapsat ekvivalentně ve tvaru

−(1 + 1
2
κ)ui−1 + 2ui − (1− 1

2
κ)ui+1 = 0 .
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Pro κ = 2 dostaneme ui = ui−1, takže řešeńı je ui = 0 pro i < N a uN = 1. Pro κ 6= 2
snadným výpočtem ověř́ıme, že diferenčńı rovnici vyhovuje řešeńı

ui = C1 + C2

[
2 + κ

2− κ

]i
,

kde C1 a C2 jsou konstanty, které urč́ıme z okrajových podmı́nek. Pro κ > 2 přibližné
řešeńı ui osciluje okolo C1, což je v rozporu s chováńım přesného řešeńı u, rostoućı po-
sloupnost {ui}Ni=0 dostaneme jen pro |κ| < 2, což je podmı́nka (9.26) pro p = ε, r = 1.

Naši modelovou úlohu vyřeš́ıme také upwind technikou. Konvekčńı člen nahrad́ıme
levostrannou diferenćı podle (9.292) a dostaneme rovnici

−ε ui+1 − 2ui + ui−1

h2
+
ui − ui−1

h
= 0.

Diferenčńı rovnici vyhovuje řešeńı

ui = C1 + C2(1 + κ)i,

které je rostoućı nezávisle na velikosti κ. �
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Obr. 9.1. ε = 1
100 , N = 11, vlevo centrálńı diference, vpravo upwind aproximace

9.3. Metoda konečných objemů

(stručně FVM podle anglického finite volume method) se použ́ıvá předevš́ım pro řešeńı
problémů prouděńı ve v́ıce prostorových proměnných, např. viz [57], [16]. Princip této
metody však lze objasnit i pro jednodimenzionálńı úlohu popsanou diferenciálńı rovnićı
(9.20) a okrajovými podmı́nkami (9.11) a (9.0).

Ke každému uzlu xi přǐrad́ıme konečný objem Bi (stručně buňku) takto: pro vnitřńı
uzly Bi = 〈xi−1/2, xi+1/2〉 , i = 1, 2, . . . , N − 1, a pro koncové uzly B0 = 〈0, x1/2〉,
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BN = 〈xN−1/2, ℓ〉. Zřejmě 〈0, ℓ〉 = ⋃N
i=0Bi. Integraćı rovnice (9.20) přes buňku Bi dosta-

neme bilančńı rovnici
∫

Bi

−[pu′ − ru]′ dx+
∫

Bi

qu dx =

∫

Bi

f dx . (9.31)

Předpokládejme nejdř́ıve, že Bi př́ısluš́ı vnitřńımu uzlu. Pak dostaneme

−[pu′ − ru]x=xi+1/2
x=xi−1/2 +

∫ xi+1/2

xi−1/2

qu dx =

∫ xi+1/2

xi−1/2

f dx . (9.32)

Difúzńı tok aproximujeme pomoćı centrálńı diference,

pi−1/2u
′(xi−1/2) = pi−1/2

u(xi)− u(xi−1)

h
+O(h2), i = 1, 2, . . . , N − 1, (9.33)

a konvekčńı tok aproximujeme pomoćı centrálńı aproximace (9.24) resp. upwind aproxi-
mace (9.28). Integrály v rovnici (9.32) spočteme obdélńıkovou formuĺı,

∫ xi+1/2

xi−1/2

qu dx = hqiu(xi) +O(h3) ,

∫ xi+1/2

xi−1/2

f dx = hfi +O(h3).

Zanedbáme-li chyby, dostaneme aproximaci bilančńı rovnice (9.32) ve tvaru (9.252) resp.
(9.292).

Je-li v koncovém bodě x = 0 resp. x = ℓ předepsána Newtonova okrajová podmı́nka
(9.18a) resp. (9.18b), je třeba uvážit bilančńı rovnici (9.31) také pro buňku B0 resp. BN .
Tak např́ıklad pro buňku B0 máme

−(pu′ − ru)
∣∣x=x1/2

x=x0
+

∫ x1/2

x0

qu dx =

∫ x1/2

x0

f dx .

Difúzńı tok v bodě x1/2 aproximujeme centrálńı diferenćı (9.33), konvekčńı tok v bodě
x1/2 aproximujeme pomoćı (9.24) resp. (9.28), člen p(0)u′(0) vyjádř́ıme pomoćı okrajové
podmı́nky (9.18a) a integrály spočteme levostrannou obdélńıkovou formuĺı,

∫ x1/2

x0

qu dx = 1
2
hq0u(x0) +O(h2) ,

∫ x1/2

x0

f dx = 1
2
hf0 +O(h2) .

Zanedbáme-li chyby, dostaneme rovnici (9.251) resp. (9.291). Rovnici (9.253) resp. (9.293)
odvod́ıme obdobně z bilančńı rovnice (9.31) zapsané pro buňku BN .

Metodou konečných objemů jsme tedy dostali stejné rovnice jako rovnice odvozené me-
todou diferenčńı. Přednosti metody konečných objemů ve srovnáńı s metodou diferenčńı
vyniknou až při řešeńı parciálńıch diferenciálńıch rovnic ve v́ıce prostorových proměnných.

9.4. Metoda konečných prvk̊u

Nejuniverzálněǰśı metodou diskretizace okrajových úloh je metoda konečných prvk̊u
(stručně FEM podle anglického finite element method, česky MKP). V úlohách mechaniky
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pevné fáze je to jednoznačně nejpouž́ıvaněǰśı metoda. I když přednosti MKP lze plně ocenit
teprve u úloh ve dvou a třech prostorových proměnných, podstatu metody lze objasnit
i na jednodimenzionálńı úloze. Z řady publikaćı věnovaných MKP zmiňme např. [18],
[61], [5].

Východiskem pro diskretizaci metodou konečných prvk̊u je slabá formulace okrajové
úlohy. Proto si ted’ ukážeme, jak z klasické formulace (9.20), (9.11), (9.18) formulaci slabou
dostaneme. Nejdř́ıve zavedeme následuj́ıćı

Označeńı. Symbolem C〈0, ℓ〉 budeme značit prostor všech funkćı, které jsou v intervalu
〈0, ℓ〉 spojité, a symbolem Ck〈0, ℓ〉 pak prostor všech funkćı, které jsou v intervalu 〈0, ℓ〉
spojité spolu se svými derivacemi až do řádu k včetně (C podle anglického continuous).

Řı́káme, že bod a je pro funkci f(x) bodem nespojitosti prvńıho druhu, existuje-li
v a konečná limita zprava i zleva [označme tyto limity f(a + 0) resp. f(a − 0)] a je-li
f(a+ 0) 6= f(a− 0).

Funkce f(x) definovaná v intervalu 〈0, ℓ〉 se nazývá po částech spojitá v intervalu 〈0, ℓ〉,
je-li v 〈0, ℓ〉 spojitá s výjimkou konečného počtu bod̊u, v nichž má nespojitost prvńıho
druhu.

Prostor funkćı po částech spojitých v intervalu 〈0, ℓ〉 označ́ıme PC〈0, ℓ〉 (PC podle
anglického piecewise continuous). Symbolem PCk〈0, ℓ〉 znač́ıme prostor funkćı, které jsou
v intervalu 〈0, ℓ〉 spojité spolu se svými derivacemi až do řádu k− 1 včetně, a jejichž k-tá
derivace je v intervalu 〈0, ℓ〉 po částech spojitá.

V daľśım budeme použ́ıvat zejména prostor C1〈0, ℓ〉 funkćı, které jsou v intervalu 〈0, ℓ〉
spojité spolu se svou prvńı derivaćı, a prostor PC1〈0, ℓ〉 funkćı, které jsou v intervalu 〈0, ℓ〉
spojité a maj́ı v něm po částech spojitou prvńı derivaci.

Slabá formulace. Začneme t́ım, že zavedeme pojem testovaćı funkce: funkci v ∈ C1〈0, ℓ〉
nazveme testovaćı, jestliže v = 0 v tom krajńım bodě intervalu 〈0, ℓ〉, v němž je předepsána
Dirichletova okrajová podmı́nka. Pro konkrétnost se omeźıme na okrajové podmı́nky
(9.11a) a (9.18b), takže testovaćı funkce v splňuje v(0) = 0. Násobme rovnici (9.10)

testovaćı funkćı v a integrujme přes 〈0, ℓ〉. Integraćı per-partes členu
∫ ℓ

0
[−(pu′− ru)′]v dx

a následným užit́ım okrajové podmı́nky (9.18b) a vztahu v(0) = 0 obdrž́ıme

∫ ℓ

0

fv dx =

∫ ℓ

0

[−(pu′ − ru)′ + qu] v dx = −(pu′ − ru)v
∣∣x=ℓ

x=0
+

+

∫ ℓ

0

[(pu′ − ru)v′ + quv] dx = [αℓu(ℓ)− βℓ + r(ℓ)u(ℓ) ]v(ℓ) +

∫ ℓ

0

[(pu′ − ru)v′ + quv] dx.

Odvodili jsme tedy, že řešeńı u úlohy (9.10), (9.11a) a (9.18b) muśı splňovat kromě
Dirichletovy okrajové podmı́nky u(0) = g0 také rovnost

∫ ℓ

0

[(pu′ − ru)v′ + quv] dx+ [αℓ + r(ℓ)]u(ℓ)v(ℓ) =

∫ ℓ

0

fv dx+ βℓv(ℓ) (9.34)

pro každou funkci v ∈ C1〈0, ℓ〉, v(0) = 0. Okrajová podmı́nka (9.18b) Newtonova typu,
která se stala součást́ı integrálńı rovnice (9.34) a je tak automaticky splněna, se nazývá
přirozenou okrajovou podmı́nkou. Dirichletovu okrajovou podmı́nku (9.11a), která součást́ı
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rovnice (9.34) neńı a jej́ıž explicitńı splněńı proto muśıme vyžadovat, nazýváme podstatnou
nebo také hlavńı okrajovou podmı́nkou. Rovnice (9.34) je dobře definována i v př́ıpadě,
kdy funkce u a v jsou z prostoru X ≡ PC1〈0, ℓ〉. Testovaćı funkce pak voĺıme z prostoru
V = {v ∈ X| v(0) = 0} testovaćıch funkćı a řešeńı u z množiny W = {v ∈ X| v(0) = g0}
př́ıpustných řešeńı. Dále označ́ıme

a(u, v) =

∫ ℓ

0

[(pu′ − ru)v′ + quv] dx+ [αℓ + r(ℓ)]u(ℓ)v(ℓ),

L(v) =

∫ ℓ

0

fv dx+ βℓv(ℓ).

(9.35)

Pak úlohu

naj́ıt u ∈ W splňuj́ıćı a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V (9.36)

nazýváme slabou formulaćı problému (9.10), (9.11a), (9.18b). Řešeńı úlohy (9.36) nazveme
slabým řešeńım. Slabá formulace je obecněǰśı než formulace klasická, nebot’ klade nižš́ı
nároky na hladkost dat:

klasická formulace: p, r ∈ C1〈0, ℓ〉, q, f ∈ C〈0, ℓ〉 , (9.37a)

slabá formulace: p, r, q, f ∈ PC〈0, ℓ〉 . (9.37b)

Jestliže p, r′, q, f ∈ PC〈0, ℓ〉, p ≥ p0 > 0, q+ 1
2
r′ ≥ 0, αℓ+

1
2
r(ℓ) ≥ 0, pak úloha (9.36) má

jediné slabé řešeńı, viz [23].
Ukázali jsme si, že klasické řešeńı je vždy také řešeńı slabé, viz odvozeńı rovnice (9.34).

Opak obecně neplat́ı, tj. slabé řešeńı nemuśı být řešeńı klasické. Jsou-li však funkce p, r,
q a f dostatečně hladké, konkrétně plat́ı-li podmı́nky (9.37a), pak lze dokázat, že slabé
řešeńı u ∈ C2〈0, ℓ〉 je řešeńı klasické.

Slabá formulace má v úloze tahu–tlaku prutu (kdy r = 0) význam principu virtuálńıch
posunut́ı a samotné testovaćı funkce v ∈ V maj́ı význam virtuálńıch posunut́ı δu př́ıpust-
ných řešeńı u ∈ W . Slabá formulace je tedy zcela přirozená, nebot’ konkrétně pro úlohu
tahu–tlaku prutu popisuje základńı fyzikálńı zákon mechaniky kontinua.

Slabá formulace pro všechny kombinace okrajových podmı́nek. Uved’me si tvar
V , W , a(u, v) a L(v) pro všechny možné kombinace okrajových podmı́nek.

(DD) Okrajové podmı́nky (9.11a), (9.11b)

V = {v ∈ X | v(0) = v(ℓ) = 0}, W = {v ∈ X | v(0) = g0, v(ℓ) = gℓ}, (9.38-DD)

a(u, v) =

∫ ℓ

0

[(pu′ − ru)v′ + quv] dx, L(v) =

∫ ℓ

0

fv dx .

(DN) Okrajové podmı́nky (9.11a), (9.18b)

V = {v ∈ X | v(0) = 0}, W = {v ∈ X | v(0) = g0}, (9.38-DN)

a(u, v) =

∫ ℓ

0

[(pu′ − ru)v′ + quv] dx+ [αℓ + r(ℓ)]u(ℓ)v(ℓ), L(v) =

∫ ℓ

0

fv dx+ βℓv(ℓ) .

228



(ND) Okrajové podmı́nky (9.18a), (9.11b)

V = {v ∈ X | v(ℓ) = 0}, W = {v ∈ X | v(ℓ) = gℓ}, (9.38-ND)

a(u, v) =

∫ ℓ

0

[(pu′ − ru)v′ + quv] dx+ [α0 − r(0)]u(0)v(0), L(v) =

∫ ℓ

0

fv dx+ β0v(0) .

(NN) Okrajové podmı́nky (9.18a), (9.18b)

V = X, W = X, (9.38-NN)

a(u, v) =

∫ ℓ

0

[(pu′ − ru)v′ + quv] dx+ [α0 − r(0)]u(0)v(0) + [αℓ + r(ℓ)]u(ℓ)v(ℓ),

L(v) =

∫ ℓ

0

fv dx+ β0v(0) + βℓv(ℓ) .

Ve všech čtyřech př́ıpadech je zaručena jednoznačná existence slabého řešeńı úlohy (9.36),
pokud p, r′, q, f ∈ PC〈0, ℓ〉, p ≥ p0 > 0, q + 1

2
r′ ≥ 0, α0 − 1

2
r(0) ≥ 0, αℓ +

1
2
r(ℓ) ≥ 0.

V př́ıpadě úlohy (9.38-NN) je třeba nav́ıc předpokládat α0− 1
2
r(0) > 0 nebo αℓ+

1
2
r(ℓ) > 0

nebo q + 1
2
r′ ≥ q0 > 0 alespoň na části 〈0, ℓ〉, viz [23].

Diskretizace užit́ım lineárńıho prvku. Na intervalu 〈0, ℓ〉 zvoĺıme děleńı 0 = x0 <
x1 < · · · < xN = ℓ a na každé úsečce 〈xi−1, xi〉 délky hi = xi − xi−1 hledáme přibližné
řešeńı U(x) ve tvaru lineárńıho polynomu procházej́ıćıho body [xi−1, ui−1] a [xi, ui], takže

U(x) = Ui−1wi−1(x) + Uiwi(x), kde wi−1(x) =
xi − x
hi

, wi(x) =
x− xi−1

hi
.

Funkce U(x) je tedy na celém intervalu 〈0, ℓ〉 spojitou po částech lineárńı funkćı určenou
předpisem

U(x) =

N∑

i=0

Uiwi(x), (9.39)

kde wi(x) se jsou tzv. bázové funkce, lineárńı na každé úsečce 〈xk−1, xk〉 a takové, že

wi(xj) =

{
1 pro i = j,

0 pro i 6= j.

1

0 = x0 x1 xi−1 xi xi+1 xN−1 xN = ℓ

x

y

w0(x) wi(x) wN (x)

Obr. 9.2. Lineárńı Lagrangeovy bázové funkce
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Úsečku 〈xi−1, xi〉, na které je definována lineárńı funkce určená svými hodnotami
Ui−1 resp. Ui v uzlech xi−1 resp. xi, nazýváme Lagrangeovým lineárńım prvkem nebo
také Lagrangeovým lineárńım elementem. Délku největš́ıho d́ılku děleńı {xi}Ni=0 označ́ıme
jako h, tj. h = max1≤i≤N hi. Necht’ Xh je prostor všech spojitých po částech lineárńıch

funkćı tvaru
∑N

i=0Θiwi(x), kde {Θi}Ni=0 jsou libovolná reálná č́ısla. Zřejmě Xh ⊂ X .

Necht’ Vh = V ∩Xh a Wh =W ∩Xh. Pak přibližné řešeńı U , tzv. MKP řešeńı, obdrž́ıme
z diskrétńı slabé formulace

naj́ıt U ∈ Wh splňuj́ıćı ah(U, v) = Lh(v) ∀v ∈ Vh. (9.40)

Přitom index h v ah(U, v) resp. Lh(v) znač́ı, že integrál
∫ ℓ

0
[(pU ′− r)v′ + qUv] dx v a(U, v)

resp.
∫ ℓ

0
fv dx v L(v) poč́ıtáme numericky kvadraturńı formuĺı řádu alespoň jedna.

V daľśım budeme pro konkrétnost uvažovat slabou formulaci (9.38-NN). Označ́ıme-li
Qi(ϕ) přibližně spočtenou hodnotu

∫ xi

xi−1
ϕ dx, je

ah(U, v) =
N∑

i=1

Qi([pU ′ − rU ]v′ + qUv) + [α0 − r(0)]U(x0)v(x0) + [αℓ + r(ℓ)]U(xℓ)v(xℓ),

Lh(v) =
N∑

i=1

Qi(fv) + β0v(x0) + βℓv(xN) . (9.41)

Necht’ v(x) =
∑N

i=0Θiwi(x) ∈ Vh je libovolná testovaćı funkce (tj. Θi = v(xi) je libovolné

č́ıslo) a U(x) =
∑N

j=0∆jwj(x) je MKP řešeńı (tj. ∆j = U(xj)). Pak z (9.40) pro úlohu
(9.38-NN) plyne

0 = ah(U, v)− Lh(v) = ah

(
N∑

j=0

∆jwj ,
N∑

i=0

Θiwi

)
− Lh

(
N∑

i=0

Θiwi

)
=

=
N∑

i=0

Θi

[
N∑

j=0

ah(wj , wi)∆j − Lh(wi)

]
= θT [K∆− F] ,

(9.42)

kde θ = (Θ0,Θ1, . . . ,ΘN)
T , K = {kij}Ni,j=0 pro kij = ah(wj, wi), ∆ = (∆0,∆1, . . . ,∆N)

T

a F = (F0, F1, . . . , FN)
T pro Fi = Lh(wi). Protože θ je libovolný vektor, muśı platit

K∆ = F. (9.43)

MaticeK bývá označována jakomatice tuhosti a vektor F jako vektor zat́ı̌zeńı. Toto po-
jmenováńı pocháźı z prvńıch aplikaćı MKP v pružnosti a stalo se univerzálńım označeńım
pro matici soustavy a pro vektor pravé strany v soustavě rovnic vzniklé diskretizaćı
jakékoliv úlohy MKP.

Soustavu rovnic (9.43) sestav́ıme pomoćı tzv. elementárńıch matic tuhosti Ki a ele-
mentárńıch vektor̊u zat́ı̌zeńı Fi př́ıslušných element̊um 〈xi−1, xi〉, i = 1, 2, . . . , N . Pomoćı
obdélńıkové formule vyjádř́ıme

Qi(pU ′v′) =hipi−1/2
∆i −∆i−1

hi

Θi −Θi−1

hi
= [θi]TKi1∆i,
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kde

θi =

(
Θi−1

Θi

)
, Ki1 =

pi−1/2

hi

(
1 −1
−1 1

)
a ∆i =

(
∆i−1

∆i

)
.

Znovu pomoćı obdélńıkové formule dostaneme

Qi(−r Uv′) =− hiri−1/2
∆i +∆i−1

2

Θi −Θi−1

hi
= [θi]TKi2∆i,

kde

Ki2 = 1
2
ri−1/2

(
1 1
−1 −1

)
.

Dále pomoćı lichoběžńıkové formule obdrž́ıme

Qi(qUv) = 1
2
hi(qi−1Θi−1∆i−1 + qiΘi∆i) = [θi]TKi3∆i,

kde

Ki3 = 1
2
hi

(
qi−1 0
0 qi

)
,

a polož́ımeKi = Ki1+Ki2+Ki3. Nakonec, opět pomoćı lichoběžńıkové formule, dostaneme

Qi(fv) = 1
2
hi(fi−1Θi−1 + fiΘi) = [θi]TFi, kde Fi = 1

2
hi

(
fi−1

fi

)
.

Z rovnice

0 = ah(U, v)− Lh(v) =

=

[
N∑

i=1

Qi([pU ′ − rU ]v′ + qUv) + [α0 − r(x0)]U(x0)v(x0) + [αℓ + r(xN )]U(xN )v(xN)

]
−

[
N∑

i=1

Qi(fv) + β0v(x0) + βℓv(xN)

]
=

=
N∑

i=1

[θi]T [Ki∆i − Fi] + Θ0[(α0 − r0]∆0 − β0] + ΘN [(αℓ + rN)∆N − βℓ]

a z rovnice (9.42) tak dostaneme rovnost

θT [K∆− F] =

N∑

i=1

[θi]T [Ki∆i − Fi]+ (9.44)

Θ0[(α0 − r0)∆0 − β0] + ΘN [(αℓ + rN)∆N − βℓ],

z ńıž plyne postup, jak pomoćı elementárńıch matic Ki = {kirs}2r,s=1, elementárńıch vek-
tor̊u Fi = (F i

1, F
i
2)

T a č́ısel α0, r0, β0, αℓ, rN , βℓ sestavit globálńı matici K a globálńı
vektor F:
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k111+α0−r0 k112 . . . β0+F
1
1

k121 k122+k
2
11 k212 . . . F 1

2 +F
2
1

k221 k222+k
3
11 . . . F 2

2 +F
3
1

...
...

...
...

...
...

. . . kN−1
22 +kN11 kN12 FN−1

2 +FN
1

. . . kN21 kN22 +αℓ+rN FN
2 +βℓ

Tab 9.1: Matice soustavy K a vektor pravé strany F.

stač́ı srovnat členy se stejnými indexy u parametr̊u Θ a ∆ (pro určeńı prvk̊u matice K)
nebo jen u parametru Θ (pro určeńı prvk̊u vektoru F) na levé a na pravé straně rovnice
(9.44). Struktura matice soustavy K a vektoru pravé strany F je patrná z tabulky 2.1.

Pro ekvidistantńı děleńı je výsledná soustava rovnic (9.43) stejná jako soustava rovnic
(9.25), kterou jsme odvodili diferenčńı metodou.

Výpočet prob́ıhá podle následuj́ıćıho algoritmu:

1) Matici K a vektor F vynulujeme.

2) Postupně procháźıme jednotlivé prvky 〈xi−1, xi〉, i = 1, 2, . . . , N , na každém z nich
vypočteme elementárńı matici Ki = {kirs}2r,s=1 a elementárńı vektor Fi = {F i

r}2r=1

a koeficienty kirs resp. F
i
r přičteme k odpov́ıdaj́ıćım prvk̊um matice K resp. vektoru

F v souladu s tabulkou 9.1.

3) Matici K a vektor F modifikujeme podle uvažovaných okrajových podmı́nek:

a) Je-li v levém krajńım bodě předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka (9.11a),
odstrańıme prvńı řádek matice K a prvńı řádek vektoru F, pak od pravé strany
odečteme prvńı sloupec matice K násobený předepsanou hodnotou g0 a nako-
nec vynecháme také prvńı sloupec matice K.

b) Je-li v levém krajńım bodě předepsána Newtonova okrajová podmı́nka (9.18a),
přičteme k prvku v levém horńım rohu matice K č́ıslo α0 − r0 a k prvńımu
prvku vektoru F přičteme č́ıslo β0.

c) Je-li v pravém krajńım bodě předepsána Dirichletova okrajová podmı́nka (9.11b),
odstrańıme posledńı řádek matice K a posledńı řádek vektoru F, pak od pravé
strany odečteme posledńı sloupec matice K násobený předepsanou hodnotou
gℓ a nakonec vynecháme také posledńı sloupec matice K.

d) Je-li v pravém krajńım bodě předepsána Newtonova okrajová podmı́nka (9.18b),
přičteme k prvku v pravém dolńım rohu matice K č́ıslo αℓ+rN a k posledńımu
prvku vektoru F přičteme č́ıslo βℓ.

4) Vyřeš́ıme soustavu lineárńıch rovnicKu = F. Podle zvolených okrajových podmı́nek
tak źıskáme
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u = (u1, u2, . . . , uN−1)
T v př́ıpadě okrajových podmı́nek (9.11a), (9.11b),

u = (u1, u2, . . . , uN)
T v př́ıpadě okrajových podmı́nek (9.11a), (9.18b),

u = (u0, u1, . . . , uN−1)
T v př́ıpadě okrajových podmı́nek (9.18a), (9.11b),

u = (u0, u1, . . . , uN)
T v př́ıpadě okrajových podmı́nek (9.18a), (9.18b).

Pro chybu u− U a jej́ı derivaci plat́ı za předpokladu u ∈ C2〈0, ℓ〉 odhad

u− U = O(h2) , u′ − U ′ = O(h) . (9.45)

Dominantńı konvekce. Upwind aproximaci konvekčńıho členu dostaneme z modifiko-
vané rovnosti (9.40), a sice

naj́ıt U ∈ Wh splňuj́ıćı ah(U, v) + ch(U, v) = Lh(v) ∀v ∈ Vh, (9.40’)

kde člen

ch(U, v) =
N∑

i=1

Qi (δiU
′v′) , δi =

1
2
hi|σir|, (9.46)

reprezentuje tzv. umělou difúzi. Vhodnou volbou koeficient̊u {σi}Ni=1 ovlivňujeme velikost

dodané umělé difúze. Rovnost (9.40’) dostaneme z rovnosti (9.40) tak, že v ńı nahrad́ıme

”
difúzńı člen“

∑N
i=1Q

i(pU ′v′) členem
∑N

i=1Q
i([p+δi]U

′v′), tj. na prvku 〈xi−1, xi〉 přidáme
k difúzi p umělou difúzi δi. Pomoćı obdélńıkové formule dostaneme

Qi
(
1
2
hi|σir|U ′v′

)
= [θi]TKi4∆i, (9.47)

kde

Ki4 = 1
2
|σiri−1/2|

(
1 −1
−1 1

)
. (9.48)

Polož́ıme Ki = Ki1 + Ki2 + Ki3 + Ki4 a soustavu rovnic sestav́ıme podle tabulky 2.1.
Pro ekvidistantńı děleńı a σi = 1, i = 1, 2, . . . , N , dostaneme rovnice (9.29). Ověřte! Pro
chybu v tom př́ıpadě plat́ı pouze

u− U = O(h). (9.49)

Když p, r jsou konstanty, q = f = 0, okrajové podmı́nky jsou Dirichletovy, viz (9.11),
a děleńı je ekvidistantńı, pak pro

σi ≡ σ = cothκ− 1

κ
, kde κ =

rh

2p
, (9.50)

dostaneme přesné řešeńı, viz [13]. Č́ıslo κ je známo jako lokálńı Pecletovo č́ıslo. Snadno
ověř́ıme, že funkce σ(κ) je rostoućı, lim

κ→−∞
σ(κ) = −1, lim

κ→0
σ(κ) = 0, lim

κ→∞
σ(κ) = 1. To

je žádoućı chováńı: pro dominantńı konvekci |σ| → 1, tj. dostaneme čistý upwind, a pro
dominantńı difúzi |σ| → 0, tj. dostaneme standardńı schéma bez umělé difúze.
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Proto lze doporučit univerzálńı volbu

σi = cothκi −
1

κi
, kde κi =

ri−1/2hi
2pi−1/2

, i = 1, 2, . . . , N, (9.51)

která je vhodná pro každou konvekčně-difúzńı úlohu, nezávisle na tom, zda je konvekce
dominantńı či nikoliv.

Př́ıklad 9.3. Uvažujme konvekčně difúzńı úlohu

− u′′ + (r(x)u)′ = x(5− x), x ∈ (0, 5),

u(0) = 0, u′(5) + 100(u(5)− 2) = 0,

přičemž

r(x) =

{
30

0,1
pro

{
x < 2,5,

x ≥ 2,5.

Řešeńı źıskané MKP pro N = 20 je zakresleno na obrázku 9.3. Červená křivka zobrazuje
řešeńı spočtené programem bvp4c s vysokou přesnost́ı, tedy prakticky přesné řešeńı. Zelené
čtverečky zobrazuj́ı numerické řešeńı, vlevo bez umělé difúze, tj. když Ki4 = O, vpravo
s umělou difúźı, viz (9.48), (9.49) a (9.51). Pro Ki4 = O a N > 75 dostaneme numerické
řešeńı bez oscilaćı, jak lze experimentálně ověřit. Kritická hodnota N = 75 je v souladu
s podmı́nkami (9.26) pro p = 1, r = 30 a h = 5/N :

1

2
rh < p, tedy

1

2
30

5

N
< 1, takže N > 75. �

0 1 2 3 4 5
x

-20

-10

0

10

20

30

40

u

0 1 2 3 4 5
x

0

5

10

15

20

25

30

35

40

u

Obr. 9.3. N = 20, vlevo bez umělé difúze, vpravo s umělou difúźı.
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10. Parciálńı diferenciálńı rovnice

Parciálńı diferenciálńı rovnice (stručně PDR) vyjadřuje vztah mezi funkćı několika
proměnných a jej́ımi parciálńımi derivacemi. Parciálńı rovnice a jejich soustavy jsou ma-
tematickým modelem mnoha technických úloh. Četné modely byly vytvořeny již v minu-
lých stalet́ıch, jejich praktické řešeńı však umožnily teprve výkonné poč́ıtače. Prostředky
klasické matematické analýzy se zkoumá existence, jednoznačnost, hladkost a daľśı vlast-
nosti řešeńı v závislosti na koeficientech rovnice, okrajových a počátečńıch podmı́nkách
a na oblasti, ve které má být rovnice splněna. Tuto oblast budeme standardně značit
symbolem Ω. Pro některé jednodušš́ı úlohy lze těmito prostředky naj́ıt i přesné řešeńı,
často ve tvaru nekonečné řady. Převážnou většinu těchto úloh však dovedeme řešit pouze
přibližně, numericky.

Označeńı eliptické, parabolické nebo hyperbolické źıskaly PDR na základě formálńı
podobnosti s rovnicemi kuželoseček. Stacionárńı úlohy jsou na čase nezávislé, úlohy ne-
stacionárńı na čase závisej́ı. K jednoznačnému určeńı řešeńı nestač́ı samotná diferenciálńı
rovnice, je nutno zadat ještě okrajové podmı́nky a u nestacionárńıch úloh také počátečńı
podmı́nky. Ve třech následuj́ıćıch kapitolách uvedeme nejjednodušš́ı rovnice druhého řádu.
Omeźıme se přitom na PDR ve dvou proměnných, tj. ve stacionárńım př́ıpadě jde o úlohu
ve dvou prostorových proměnných x, y a v nestacionárńım př́ıpadě se uvažuj́ı úlohy s je-
dinou prostorovou proměnnou x, druhou proměnnou je čas t.

Diskretizaci v prostorových proměnných provedeme pomoćı diferenčńı metody, metody
konečných objemů a metody konečných prvk̊u. Metoda konečných prvk̊u jednoznačně
dominuje při řešeńı problémů mechaniky pevné fáze, zat́ımco pro prouděńı tekutin se v́ıce
použ́ıvaj́ı programy pracuj́ıćı na bázi metody konečných objemů.

Několik pojmů. Uzávěr množiny M ∈ Rd je sjednoceńım bod̊u množiny M a bod̊u
lež́ıćıch na jej́ı hranici ∂M . Uzávěr M znač́ıme M , tj. M =M ∪ ∂M .

Oblast́ı rozumı́me otevřenou souvislou množinu v Rd.
Necht’ Ω je oblast. Prostor funkćı, které jsou v Ω̄ spojité spolu se svými derivacemi až

do řádu k, znač́ıme Ck(Ω). Prostor C0(Ω) funkćı spojitých v Ω znač́ıme stručně C(Ω).
Řekneme, že funkce u je v Ω po částech spojitá, jestliže Ω je sjednoceńım uzávěr̊u

konečného počtu navzájem disjunktńıch podoblast́ı, tj. Ω =
⋃

Ωi, Ωi ∩ Ωj = ∅ pro i 6= j,
a jestliže u je na každé z podoblast́ı Ωi spojitá a spojitě prodloužitelná až do hranice, tj.
existuje spojitá funkce ui ∈ C(Ωi) s vlastnost́ı ui = ui v Ωi. Prostor po částech spojitých
funkćı znač́ıme PC(Ω). Symbolem PCk(Ω) znač́ıme prostor funkćı, které jsou v oblasti Ω
spojité spolu se všemi svými derivacemi až do řádu k−1 včetně a jejichž k-té derivace jsou
po částech spojité. Tak třeba PC1(Ω) je prostor funkćı, které jsou v Ω spojité a jejichž
prvńı derivace jsou v Ω po částech spojité.

Definici funkce spojité a funkce po částech spojité na hranici lze prostřednictv́ım para-
metrického vyjádřeńı hranice převést na definici funkce spojité a funkce po částech spojité
na úsečce, viz kapitola 9.4. Pokud jde o značeńı, tak třeba PC(Γℓ) je prostor po částech
spojitých funkćı na části Γℓ ⊂ ∂Ω hranice oblasti Ω.
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10.1. Úloha eliptického typu

10.1.1. Formulace úlohy

Bud’ Ω omezená oblast v R2. O hranici Γ = ∂Ω oblasti Ω předpokládejme, že je
sjednoceńım uzávěr̊u dvou navzájem disjunktńıch část́ı Γ1 a Γ2, tj. Γ = Γ1∪Γ2, Γ1∩Γ2 = ∅.
Dále n = (n1, n2)

T necht’ je jednotkový vektor vněǰśı normály hranice a

∂u

∂n
= n · ∇u = n1

∂u

∂x
+ n2

∂u

∂y

je derivace ve směru vněǰśı normály.
Necht’ p(x, y) ≥ p0 > 0, q(x, y) ≥ 0, f(x, y), g(x, y), α(x, y) ≥ 0 a β(x, y) jsou dané

funkce. Naš́ım úkolem je určit funkci u(x, y), která uvnitř Ω vyhovuje diferenciálńı rovnici

− ∂

∂x

(
p(x, y)

∂u

∂x

)
− ∂

∂y

(
p(x, y)

∂u

∂y

)
+ q(x, y)u = f(x, y) v Ω , (10.1)

na hranici Γ1 splňuje Dirichletovu okrajovou podmı́nku

u = g(x, y) na Γ1 , (10.2)

a na hranici Γ2 splňuje Newtonovu okrajovou podmı́nku

−p(x, y)∂u
∂n

= α(x, y)u− β(x, y) na Γ2 . (10.3)

Je-li v (10.3) α = 0, dostaneme Neumannovu okrajovou podmı́nku.
V př́ıpadě, že p je konstanta a q = 0, děĺıme rovnici (10.1) č́ıslem p a vznikne Poisso-

nova rovnice

−∆u = f(x, y) v Ω, (10.4)

kde Laplace̊uv operátor ∆ aplikovaný na funkci u je

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
.

Rovnice ∆u = 0 se nazývá Laplaceva rovnice.

Fyzikálńı význam. Úlohu (10.1) – (10.3) můžeme interpretovat jako stacionárńı vedeńı
tepla v nekonečném hranolu o pr̊uřezu Ω. Pak u je teplota, p tepelná vodivost, −p∇u je
tepelný tok, q je měrný tepelný odpor, f je intenzita vnitřńıch tepelných zdroj̊u, okrajová
podmı́nka (10.2) předepisuje teplotu na povrchu a v okrajové podmı́nce (10.3) je−p ∂u/∂n
tepelný tok ve směru vněǰśı normály, α je koeficient přestupu tepla a β je předepsaný
tepelný tok.

Poissonova rovnice s homogenńı Dirichletovou okrajovou podmı́nkou u = 0 vyjadřuje
např. pr̊uhyb membrány upevněné na okraji a zat́ıžené tlakem úměrným funkci f .

Laplaceova rovnice s Neumannovou okrajovou podmı́nkou popisuje např. potenciálńı
prouděńı: u je potenciál vektoru rychlosti v = (v1, v2)

T , kde v1 = ∂u/∂x, v2 = ∂u/∂y.
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Rovnice 0 = ∆u = divv = 0 je známa jako podmı́nka nestlačitelnosti. Neumannova
okrajová podmı́nka ∂u/∂n = v ·n = β předepisuje normálovou složku rychlosti vn = v ·n.
Pomoćı Gauss-Ostrogradského věty, viz např. [44],

∫

Ω

divv dxdy =

∫

∂Ω

v ·n dS =

∫

∂Ω

∂u

∂n
dS =

∫

∂Ω

β dS = 0,

dostáváme nutnou podmı́nku existence řešeńı. Potenciál u neńı určen jednoznačně: je-li u
řešeńı, je také u+C řešeńı, kde C je libovolná konstanta. Rychlost v však už jednoznačně
určena je.

Existence a jednoznačnost řešeńı. Podmı́nky zaručuj́ıćı existenci a jednoznačnost
klasického řešeńı u ∈ C2(Ω) problému (10.1)–(10.3) jsou komplikované a proto je zde
uvádět nebudeme. V praktických aplikaćıch vystač́ıme s existenćı tzv. slabého řešeńı,
které existuje za podmı́nek v aplikaćıch běžně splněných.

V daľśım budeme předpokládat, že Ω je mnohoúhelńık, p ≥ p0 > 0, q ≥ 0, f jsou po
částech spojité v Ω, g je spojitá na Γ1, α ≥ 0, β jsou po částech spojité na Γ2, a pokud
Γ = Γ2, pak bud’to q ≥ q0 > 0 na části Ω nebo α ≥ α0 > 0 na části Γ2. Za těchto
předpoklad̊u existuje jediné slabé řešeńı u ∈ PC1(Ω) problému (10.1)–(10.3), viz např.
[23]. Je-li Γ = Γ2, q = 0, α = 0 a pokud

∫
Ω
f dxdy +

∫
Γ
β ds = 0, pak má úloha (10.1) –

(10.3) nekonečně mnoho řešeńı: je-li u řešeńı, pak také u+C je řešeńı, kde C je libovolná
konstanta.

Ześıleńım uvedených předpoklad̊u lze doćılit toho, že slabé řešeńı je také řešeńı kla-
sické. Tyto ześılené předpoklady však obvykle odporuj́ı požadavk̊um praktických aplikaćı.

10.1.2. Diferenčńı metoda

Diskretizace okrajové úlohy ve dvou dimenźıch je analogická diskretizaci jednodimen-
zionálńı úlohy, viz kapitola 9.2.

Princip metody. Abychom výklad nezatěžovali detaily nepodstatnými z hlediska nume-
rické metody, začneme řešeńım Dirichletovy úlohy pro Poissonovu rovnici na čtverci, tj.
řeš́ıme rovnici (10.4) s okrajovou podmı́nkou (10.2) pro Γ1 = Γ, když Ω = (0, ℓ) × (0, ℓ)
je čtverec se stranou délky ℓ.

Na Ω vytvoř́ıme pravidelnou čtvercovou śıt’. Diferenčńı metoda se proto také často
nazývá metoda śıt́ı. Zvolme tedy N > 1 celé a definujme krok h = ℓ/N . Označme xi = ih,
i = 0, 1, . . . , N , yj = jh, j = 0, 1, . . . , N . Body [xi, yj], i, j = 0, 1, . . . , N , nazveme uzly
śıtě. Rovnice (10.4) má být splněna ve všech bodech [x, y] uvnitř Ω, muśı tedy být také
splněna ve všech vnitřńıch uzlech, tj.

− ∂
2u(xi, yj)

∂x2
− ∂2u(xi, yj)

∂y2
= f(xi, yj), i, j = 1, 2, . . . , N − 1 . (10.5)

Parciálńı derivace vyjádř́ıme pomoćı centrálńıch diferenćı

− ∂2u(xi, yj)

∂x2
=
−u(xi−1, yj) + 2u(xi, yj)− u(xi+1, yj)

h2
+O(h2) , (10.6a)

− ∂2u(xi, yj)

∂y2
=
−u(xi, yj−1) + 2u(xi, yj)− u(xi, yj+1)

h2
+O(h2) , (10.6b)
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dosad́ıme do rovnice (10.5) a chybové členy O(h2) zanedbáme. Po vynásobeńı h2 dosta-
neme soustavu śıt’ových rovnic

−ui−1,j − ui,j−1 + 4uij − ui,j+1 − ui+1,j = h2fij , i, j = 1, 2, . . . , N − 1 , (10.7)

h h

h

h

xixi−1 xi+1

yj

yj−1

yj+1

xN = ℓ

ℓ = yN

x0

y0 x

y

Obr. 10.1. Śıt’

kde uij je aproximace u(xi, yj) a fij = f(xi, yj). Z okrajové podmı́nky (10.2) dostaneme

uij = gij pro i = 0 nebo i = N nebo j = 0 nebo j = N , (10.8)

přičemž gij = g(xi, yj). Když z (10.8) dosad́ıme do (10.7) a na levé straně ponecháme
pouze členy s neznámými uij, dostaneme soustavu (N−1)2 lineárńıch algebraických rovnic,
kterou můžeme zapsat maticově ve tvaru

Ku = F . (10.9)

Pro N = 4 má soustava rovnic (10.9) následuj́ıćı tvar:




4 −1 0 −1 0 0 0 0 0
−1 4 −1 0 −1 0 0 0 0
0 −1 4 0 0 −1 0 0 0

− 1 0 0 4 −1 0 −1 0 0
0 −1 0 −1 4 −1 0 −1 0
0 0 −1 0 −1 4 0 0 −1
0 0 0 −1 0 0 4 −1 0
0 0 0 0 −1 0 −1 4 −1
0 0 0 0 0 −1 0 −1 4







u11
u12
u13

u21
u22
u23

u31
u32
u33




=




h2f11 + g01 + g10
h2f12 + g02
h2f13 + g03 + g14

h2f21 + g20
h2f22
h2f23 + g24

h2f31 + g41 + g30
h2f32 + g42
h2f33 + g43 + g34
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Pravá strana rovnice odpov́ıdaj́ıćı uzlu, který neńı sousedem hranice, obsahuje pouze
člen h2fij, pro uzly nejbližš́ı vrchol̊um čtverce přibudou dva členy s funkćı g a pro ostatńı
sousedy hranice jeden člen s funkćı g.

Soustavu (10.9) lze napsat v blokovém tvaru




B −I O . . . O O O
−I B −I . . . O O O
O −I B . . . O O O
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
O O O . . . −I B −I
O O O . . . O −I B







u1

u2

u3
...
...
uN−2

uN−1




=




F1

F2

F3
...
...
FN−2

FN−1




(10.10)

kde I je jednotková matice řádu N−1, O je nulová matice řádu N−1 a B je tř́ıdiagonálńı
matice řádu N − 1 tvaru

B =




4 −1 0 . . . 0 0 0
−1 4 −1 . . . 0 0 0
0 −1 4 . . . 0 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . .

...
0 0 0 . . . −1 4 −1
0 0 0 . . . 0 −1 4




.

Vektory ui = (ui1, ui2, . . . , ui,N−1)
T , i = 1, 2, . . . , N − 1, jsou části celkového vektoru u

neznámých, vektory Fi = (Fi1, Fi2, . . . , Fi,N−1)
T , i = 1, 2, . . . , N − 1, jsou části celkového

vektoru F pravých stran.
Pro homogenńı okrajovou podmı́nku g(x, y) = 0 je Fij = h2fij, pro nehomogenńı

okrajovou podmı́nku je v některých rovnićıch př́ıspěvek z hranice, přesně

Fij = h2fij , 2 ≤ i ≤ N − 2, 2 ≤ j ≤ N − 2 ,

F1j = h2f1j + g0j , FN−1,j = h2fN−1,j + gNj , 2 ≤ j ≤ N − 2 ,

Fi1 = h2fi1 + gi0 , Fi,N−1 = h2fi,N−1 + giN , 2 ≤ i ≤ N − 2 ,

F11 = h2f11 + g01 + g10 , F1,N−1 = h2f1,N−1 + g0,N−1 + g1N ,

FN−1,1 = h2fN−1,1 + gN1 + gN−1,0 , FN−1,N−1 = h2fN−1,N−1 + gN,N−1 + gN−1,N .

Matice K soustavy (10.9) má řadu vynikaj́ıćıch vlastnost́ı. Některé z nich jsou patrné
okamžitě: K je symetrická, diagonálně dominantńı, pásová a pětidiagonálńı. Matice K
je pro velké N ř́ıdká, nebot’ počet jej́ıch nenulových prvk̊u je malý: z celkového počtu
(N − 1)4 je jich nenulových jen 5(N − 1)2 − 4(N − 1). Dá se dokázat, že K je pozitivně
definitńı a tedy regulárńı.

Jsou-li funkce f a g dostatečně hladké, pak pro chybu metody plat́ı

u(xi, yj)− uij = O(h2) . (10.11)
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Obdélńıková oblast. Je-li Ω = (0, a)×(0, b) obdélńık a na něm chceme zvolit pravidelnou
śıt’, muśıme ve směru osy y vybrat obecně jiný krok než ve směru osy x. Necht’ tedy N ≥ 1
je počet d́ılk̊u ve směru osy x a M ≥ 1 je počet d́ılk̊u ve směru osy y. Polož́ıme h = a/N ,
k = b/M a definujeme xi = ih, i = 0, 1, . . . , N , a yj = jk, j = 0, 1, . . . ,M . Śıt’ je tvořena
uzly [xi, yj] pro i = 0, 1, . . . , N , j = 0, 1, . . . ,M . Při diskretizaci Poissonovy rovnice (10.4)
postupuje analogicky jako dř́ıve, jen mı́sto (10.6b) použijeme

− ∂2u(xi, yj)

∂y2
=
−u(xi, yj−1) + 2u(xi, yj)− u(xi, yj+1)

k2
+O(k2) , (10.6b’)

a tak mı́sto rovnic (10.7) dostaneme pro i = 1, 2, . . . , N − 1 a j = 1, 2, . . . ,M − 1 rovnice

−ui−1,j + 2uij − ui+1,j

h2
+
−ui,j−1 + 2uij − ui,j+1

k2
= fij . (10.7’)

Je-li řešeńı u dostatečně hladké, pro chybu plat́ı

u(xi, yj)− uij = O(h2 + k2) . (10.11’)

Obecněǰśı rovnice. Při diskretizaci rovnice (10.1) aproximujeme členy −[pux]x a −[puy]y
pomoćı vzorce (9.14). Tak ve vnitřńıch uzlech dostaneme mı́sto (10.7’) rovnici

−pi−1/2,jui−1,j + (pi−1/2,j + pi+1/2,j)uij − pi+1/2,jui+1,j

h2
+ (10.7”)

−pi,j−1/2ui,j−1 + (pi,j−1/2 + pi,j+1/2)uij − pi,j+1/2ui,j+1

k2
+ qijuij = fij .

Přitom index i±1/2 znamená, že za argument x dosad́ıme xi ± 1
2
h, a podobně index j±1/2

znamená, že za y dosad́ıme yj ± 1
2
k.

Je-li řešeńı u dostatečně hladké, pro chybu opět plat́ı (10.11’).

Newtonova okrajová podmı́nka. Při diskretizaci postupujeme obdobně jako v jednodi-
menzionálńım př́ıpadě, viz odvozeńı vztah̊u (9.19). Ukážeme si to na př́ıkladu podmı́nky

−p(a, y)∂u(x, y)
∂x

∣∣∣
x=a

= αe(y)u(a, y)− βe(y) , 0 < y < b , (10.12e)

na východńı (east) straně obdélńıka Ω. Splněńı rovnice (10.5) požadujeme i v uzlech
[xN , yj] na straně x = a. Při diskretizaci −[pux]x(xN , yj), 1 ≤ j ≤ M − 1, postupujeme
zcela analogicky jako v jedné dimenzi, tj.

−[pux]x(xN , yj) =−
pNjux(xN , yj)− pN−1/2,jux(xN−1/2, yj)

1
2
h

+O(h) = (10.13e)

αe
ju(xN , yj)− βe

j + pN−1/2,j
u(xN , yj)− u(xN−1, yj)

h
1
2
h

+O(h) .
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Pomoćı (10.13e) a užit́ım standardńı aproximace členu −[puy]y(xN , yj) dostaneme ve
vnitřńıch uzlech [xN , yj] východńı strany x = a, tj. pro j = 1, 2, . . . ,M − 1, rovnici

−pN−1/2,juN−1,j + (pN−1/2,j + hαe
j)uNj

h2
+

−pN,j−1/2uN,j−1 + (pN,j−1/2 + pN,j+1/2)uNj − pN,j+1/2uN,j+1

2k2
+ (10.14e)

1

2
qNjuNj =

1

2
fNj +

1

h
βe
j .

Předpokládejme, že Newtonova okrajová podmı́nka je předepsána také na severńı (north)
straně straně Ω, tj. že plat́ı

−p(x, b)∂u(x, y)
∂y

∣∣∣
y=b

= αn(x)u(x, b)− βn(x) , 0 < x < a . (10.12n)

Podobně jako při odvozeńı (10.13e) dostaneme

−[puy]y(xi, yM) =
αn
i u(xi, yM)− βn

i + pi,M−1/2
u(xi, yM)− u(xi, yM−1)

k
1
2
k

+O(k) .

(10.13n)

Odtud a užit́ım standardńı aproximace členu −[pux]x(xi, yM) dostaneme pro vnitřńı uzly
horńı strany y = b, tj. pro i = 1, 2, . . . , N − 1, rovnici

−pi−1/2,Mui−1,M + (pi−1/2,M + pi+1/2,M)uiM − pi+1/2,Mui+1,M

2h2
+ (10.14n)

−pi,M−1/2ui,M−1 + (pi,M−1/2 + kαn
i )uiM

k2
+

1

2
qiMuiM =

1

2
fiM +

1

k
βn
i .

Pokud je Newtonova okrajová podmı́nka předepsána současně na východńı i severńı
straně, dostaneme v severovýchodńım rohu [xN , yM ] (pomoćı (10.13e) pro j =M a (10.13n)
pro i = N) rovnici

−pN−1/2,MuN−1,M + (pN−1/2,M + hαe
M)uNM

2h2
+

−pN,M−1/2uN,M−1 + (pN,M−1/2 + kαn
N )uNM

2k2
+ (10.14ne)

1

4
qNMuNM =

1

4
fNM +

1

2h
βe
M +

1

2k
βn
N .

Při diskretizaci Newtonovy okrajové podmı́nky na ostatńıch stranách a v roźıch postu-
pujeme podobně. Je-li řešeńı u dostatečně hladké, pro chybu opět plat́ı (10.11’).

Rovnice s konvekčńım členem je tvaru

− ∂

∂x

(
p(x, y)

∂u

∂x
−r1(x, y)u

)
− ∂

∂y

(
p(x, y)

∂u

∂y
−r2(x, y)u

)
+q(x, y)u = f(x, y). (10.15)
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Necht’ r = (r1, r2)
T . Na části Γ1 = {x ∈ ∂Ω | r · n ≤ 0} hranice předeṕı̌seme Dirichletovu

okrajovou podmı́nku a na zbývaj́ıćı části Γ2 = {x ∈ ∂Ω | r · n > 0} hranice předeṕı̌seme
Newtonovu okrajovou podmı́nku. V dynamice tekutin Γ1 může být vtok, to když r·n < 0,
nebo neprostupná stěna, to když r ·n = 0. Část Γ2 reprezentuje výtok. Abychom zajistili
jednoznačnou existenci řešeńı, předpokládejme, že

divr(x, y) ≡ ∂r1(x, y)

∂x
+
∂r2(x, y)

∂y
≥ 0, (x, y) ∈ Ω. (10.16)

V dynamice tekutin divr(x, y) = 0. Konvekčńı členy (r1u)x a (r2u)y aproximujeme po-
dobně jako v jednorozměrné úloze, viz. kapitola 9.2. Ukažme si to pro konvekčńı člen
(r1u)x. Omeźıme se přitom jen na vnitřńı uzel [xi, yj]. Pomoćı centrálńı diference dosta-
neme

(r1u)x(xi, yj) ≈
(
[r1u](xi+1/2, yj)− [r1u](xi−1/2, yj)

)
/h.

Daľśım krokem je aproximace konvekčńıch tok̊u [r1u](xi+1/2, yj) a [r1u](xi−1/2, yj). Protože
aproximace obou těchto tok̊u je založena na stejných pravidlech, věnujme se podrobně jen
aproximaci [r1u](xi+1/2, yj). Ta záviśı na dvourozměrné analogii podmı́nky (9.26): pokud
plat́ı

1
2
h|[r1]0j | < p1/2,j ,

1
2
h|[r1]i+1/2,j | < pi+1/2,j , i = 0, 1, . . . , N−1, 1

2
h|[r1]Nj | < pN−1/2,j ,

(10.17)

urč́ıme u(xi+1/2, yj) interpolaćı z hodnot u(xi, yj) a u(xi+1, yj), tj.

[r1u](xi+1/2, yj) ≈ 1
2
[r1]i+1/2,j (u(xi, yj) + u(xi+1, yj)) , (10.18)

v opačném př́ıpadě použijeme upwind aproximaci

[r1u](xi+1/2, yj) ≈ [r1]
+
i+1/2,ju(xi, yj) + [r1]

−
i+1/2,ju(xi+1, yj). (10.19)

Konvekčńı člen (r2u)y(xi, yj) aproximujeme obdobně jako člen (r1u)x(xi, yj), při rozhodo-
váńı o typu aproximace konvekčńıho toku [r2u](xi, yj+1/2) se ř́ıd́ıme podmı́nkou

1
2
k|[r2]i0| < pi,1/2,

1
2
k|[r2]i,j+1/2| < pi,j+1/2, j = 0, 1, . . . ,M−1, 1

2
k|[r2]iM | < pi,M−1/2.

(10.20)

Aproximujeme-li konvekčńı členy interpolaćı, pak za předpokladu dostatečné hladkosti
řešeńı u pro chybu plat́ı (10.11’). Jestliže však konvekčńı členy aproximujeme užit́ım
upwind aproximace, řád chyby se o jednotku sńıž́ı, pro chybu plat́ı jen

u(xi, yj)− uij = O(h+ k) .

Pro dosažeńı přesnosti řádu O(h2 + k2) je třeba použ́ıvat přesněǰśı upwind aproximaci
konvekčńıho toku, viz (9.28’).

Dirichletova okrajová podmı́nka. Standardńı postup je tento: je-li v uzlu [xi, yj]
předepsána hodnota řešeńı u(xi, yj) = gij, rovnici pro tento uzel v̊ubec nesestavujeme
a v rovnićıch obsahuj́ıćıch uij polož́ıme uij = gij.
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Podmı́nky uij = gij lze vynutit i jinak. Nejdř́ıve sestav́ıme soustavu rovnic jako kdyby
na části Γ1 hranice byla předepsána Newtonova okrajová podmı́nka (10.3) s α = β = 0.
Následně modifikujeme rovnice př́ıslušné uzl̊um lež́ıćım na Γ1. Předpokládejme, že uzlu
[xi, yj] s předepsanou hodnotou u(xi, yj) = gij př́ısluš́ı r-tá rovnice soustavy Ku = F. Pak
provedeme krr := κkrr, Fr := κkrrgij, kde κ je velké č́ıslo, např. κ = 1020. To zp̊usob́ı, že
mimodiagonálńı koeficienty v r-té rovnici budou oproti velkému diagonálńımu koeficientu
prakticky zanedbatelné, takže r-tá rovnice nabude přibližně tvaru κkrrur

.
= κkrrgij nebo-li

ur
.
= gij, což jsme potřebovali zajistit.

10.1.3. Metoda konečných objemů

Metodu vysvětĺıme pro konvekčně-difúzńı úlohu (10.15), (10.2), (10.3).

Pravidelná śıt’. Uvažujme nejdř́ıve př́ıpad, kdy Ω = (0, a) × (0, b) je obdélńık. Na Ω
zvolme uzly [xi, yj] = [ih, jk], i = 0, 1, . . . , N , j = 0, 1, . . . ,M , kde h = a/N , k = b/M .

Bij BNj

BNM

h h/2

k/2

k

x0 xi−1 xi−1/2 xi xi+1/2 xi+1 xN−1 xN−1/2 xN = a

y0

yj−1

yj−1/2

yj

yj+1/2

yj+1

b = yM

x

y

Obr. 10.2. Vnitřńı buňka Bij, hraničńı buňka BNj a rohová buňka BNM

Obdélńık

Bij =
[
〈xi−1/2, xi+1/2〉 × 〈yj−1/2, yj+1/2〉

]
∩ Ω , i = 0, 1, . . . , N , j = 0, 1, . . . ,M,

nazveme konečným objemem (stručně buňkou), viz Obr. 10.2. Integraćı diferenciálńı rov-
nice (10.15) přes buňku Bij dostaneme bilančńı rovnici

∫

Bij

[−(pux − r1u)x − (puy − r2u)y + qu] dxdy =

∫

Bij

f dxdy . (10.21)
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Uvažujme nejdř́ıve př́ıpad, kdy Bij je vnitřńı buňka, tj. když 0 < i < N a 0 < j < M .
Pak Bij = 〈xi−1/2, xi+1/2〉 × 〈yj−1/2, yj+1/2〉, viz Obr.10.2. Integraćı per-partes obdrž́ıme

−
∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xi+1/2, y) dy +

∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xi−1/2, y) dy−

−
∫ xi+1/2

xi−1/2

[puy − r2u] (x, yj+1/2) dx+

∫ xi+1/2

xi−1/2

[puy − r2u] (x, yj−1/2) dx+ (10.22)

+

∫

Bij

qu dxdy =

∫

Bij

f dxdy .

Ukážeme si, jak provést aproximaci prvńıho členu v (10.22), zbývaj́ıćı jednoduché integrály
se aproximuj́ı podobně. Pomoćı obdélńıkové formule dostaneme

−
∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xi+1/2, y) dy ≈ k[−pi+1/2,jux(xi+1/2, yj) + [r1u](xi+1/2, yj)] ,

derivaci ux(xi+1/2, yj) aproximujeme pomoćı centrálńı diference

ux(xi+1/2, yj) ≈ [u(xi+1, yj)− u(xi, yj)]/h
a [r1u](xi+1/2, yj) aproximujeme stejně jako v diferenčńı metodě, viz (10.17)–(10.19).

Dvojné integrály v (10.22) aproximujeme pomoćı součinové obdélńıkové formule:
∫

Bij

qu dxdy ≈ hkqiju(xi, yj) ,

∫

Bij

f dxdy ≈ hkfij .

Po dosazeńı do (10.22) dospějeme ke stejné rovnici, jakou bychom dostali pomoćı dife-
renčńı metody.

Věnujme se nyńı př́ıpadu, kdy uzel [xi, yj] lež́ı na hranici ∂Ω, tj. když i = 0 nebo
i = N nebo j = 0 nebo j = M . Jestliže uzel [xi, yj] lež́ı na části Γ1 hranice a je v něm
tedy předepsána hodnota u(xi, yj) = g(xi, yj), pak bilančńı rovnici (10.21) pro takový
uzel v̊ubec nesestavujeme. Uvažujme tedy př́ıpad, kdy uzel [xi, yj] je vnitřńım bodem
hranice Γ2. Pro konkrétnost budeme uvažovat vnitřńı uzel východńı strany obdélńıka Ω,
tj. uzel [xN , yj], 0 < j < M , pro který BNj = 〈xN−1/2, xN 〉×〈yj−1/2, yj+1/2〉, viz Obr. 10.2.
Bilančńı rovnici (10.21) uprav́ıme integraćı per-partes,

−
∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xN , y) dy +
∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xN−1/2, y) dy−

−
∫ xN

xN−1/2

[puy − r2u] (x, yj+1/2) dx+

∫ xN

xN−1/2

[puy − r2u] (x, yj−1/2) dx+ (10.23)

+

∫

BNj

qu dxdy =

∫

BNj

f dxdy .

Prvńı integrál v (10.23) uprav́ıme užit́ım Newtonovy okrajové podmı́nky (10.12e),

−
∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xN , y) dy =
∫ yj+1/2

yj−1/2

[αe(y)u(xN , y)− βe(y) + [r1u](xN , y)] dy ,
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a pak použijeme obdélńıkovou formuli, takže

−
∫ yj+1/2

yj−1/2

[pux − r1u] (xN , y) dy ≈ k[(αe
j + [r1]Nj)u(xN , yj)− βe

j ] .

Druhý integrál v (10.23) aproximujeme stejně jako obdobný integrál ve vnitřńı buňce.
Třet́ı integrál v (10.23) aproximujeme užit́ım jednostranné obdélńıkové formule

−
∫ xN

xN−1/2

[puy − r2u] (x, yj+1/2) dx ≈ −1
2
h[puy − r2u](xN , yj+1/2) ,

zbývaj́ıćı aproximace se provedou stejně jako ve vnitřńı buňce. Čtvrtý integrál v (10.23)
aproximujeme obdobně jako třet́ı integrál. Posledńı dva integrály v (10.23) aproximujeme
užit́ım jednostranné součinové obdélńıkové formule

∫

BNj

qu dxdy ≈ 1
2
hkqNju(xN , yj),

∫

BNj

f dxdy ≈ 1
2
hkfNj .

Po dosazeńı do (10.22) opět dojdeme ke stejné rovnici, jakou bychom dostali pomoćı
diferenčńı metody.

Diskretizaci bilančńı rovnice pro rohové konečné objemy lze provést pomoćı dř́ıve
uvedených obrat̊u a proto zde již tuto diskretizaci neuvád́ıme.

Obecněǰśı śıt’ buněk. Mnohoúhelńık Ω vyjádř́ıme jako sjednoceńı konečného počtu
uzavřených trojúhelńık̊u, z nichž každé dva jsou bud’to disjunktńı nebo maj́ı společný
vrchol nebo stranu. Vrcholy trojúhelńık̊u nazveme uzly. Soubor všech trojúhelńık̊u vytvář́ı
tzv. triangulaci oblasti Ω, v metodě konečných objemů označovanou jako primárńı śıt’,
viz Obr. 10.3. Ke každému uzlu Pi přǐrad́ıme buňku Bi. Sestav́ıme ji z přilehlých část́ı
Cijk všech trojúhelńık̊u s vrcholem Pi. Objasněme si to podrobněji.

Obr. 10.3. Duálńı śıt’
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Necht’ Tijk je trojúhelńık s vrcholy Pi, Pj a Pk. Označme Pij střed strany PiPj , Pik

střed strany PiPk a Pijk těžǐstě trojúhelńıka Tijk. Pak do buňky Bi zahrneme čtyřúhelńık
Cijk s vrcholy Pi, Pij , Pijk a Pik, viz Obr. 10.4. Tento postup opakujeme pro všechny
trojúhelńıky Tijk, které obsahuj́ı uzel Pi, a sjednoceńım přilehlých část́ı Cijk dostaneme
buňku Bi. Vnitřńı buňka Bi př́ıslušná vnitřńımu uzlu Pi /∈ ∂Ω je zakreslena na Obr. 10.5,
hraničńı buňka pro Pi ∈ ∂Ω pak na Obr. 10.6. Množina všech buněk se nazývá duálńı śıt’,
viz Obr. 10.3.

Diskretizace vycháźı opět z bilančńı rovnice (10.21). Pomoćı Gauss-Ostrogradského
věty

∫

Bi

divw dxdy =

∫

∂Bi

(w ·n) ds, kde w =

(
pux − r1u
puy − r2u

)
,

dostaneme analog rovnice (10.22),

∫

∂Bi

[
−p ∂u

∂ni
+ (r · ni)u

]
ds+

∫

Bi

qu dxdy =

∫

Bi

f dxdy , (10.22’)

kde r · ni = r1n1 + r2n2 a ni = (ni
1, n

i
2)

T je jednotkový vektor vněǰśı normály hranice ∂Bi

buňky Bi.

Cijk Pijk

Pi

Pij

Pj

Pk

Pik

Obr. 10.4. Cijk = Bi ∩ Tijk

Bi

Pi

∂Bij

Bj

Pj

Pk

∂Bij

Bj

Obr. 10.5. Vnitřńı buňka Bi

Kĺıčová je aproximace křivkového integrálu. Věnujme se nejdř́ıve př́ıpadu, kdy Bi je
vnitřńı buňka. Hranici ∂Bi vyjádř́ıme jako sjednoceńı společných část́ı ∂Bij = ∂Bi ∩ ∂Bj

buňky Bi a sousedńıch buněk Bj , tj. ∂Bi =
⋃

j ∂Bij . Protože
∫
∂Bi

=
∑

j

∫
∂Bij

, stač́ı popsat

aproximaci jen na ∂Bij . To lze provést třeba takto:

∫

∂Bij

[
−p ∂u

∂ni
+ (r · ni)u

]
ds ≈

|∂Bij |
[
p(Pij)

u(Pi)− u(Pj)

|PiPj|
+ (r · n)iju(Pij)

]
,
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kde |∂Bij | je délka ∂Bij , |PiPj| je délka úsečky PiPj,

(r · n)ij = r(Pij) · nij = r1(Pij)n
ij
1 + r2(Pij)n

ij
2 a nij = (nij

1 , n
ij
2 )

T = (Pj − Pi)/|PiPj|

je jednotkový vektor ve směru vektoru
−−→
PiPj . Zbývá aproximovat hodnotu u(Pij) ve středu

úsečky PiPj . Jestliže je dominantńı difúze, třeba když

1
2
|PiPj||(r · n)ij| < p(Pij) ,

zvoĺıme aritmetický pr̊uměr

u(Pij) ≈ 1
2
(u(Pi) + u(Pj)) ,

v opačném př́ıpadě užijeme upwind aproximaci,

u(Pij) ≈
{
u(Pi),

u(Pj),
pokud (r · n)ij

{
≥ 0,

< 0.

Dvojné integrály aproximujeme jako součin obsahu |Bij| buňky Bij a hodnoty integrandu
v bodu Pi, tj.

∫

Bi

qu dxdy ≈ |Bi|q(Pi)u(Pi) ,

∫

Bi

f dxdy ≈ |Bi|f(Pi) .

Bi

PiPj

Pk

Pij

Pik

∂Bi0

Obr. 10.6. Hraničńı buňka Bi

Pro uzel Pi lež́ıćı na hranici Γ1 buňku Bi nepo-
třebujeme a klademe u(Pi) = g(Pi). Pro vnitřńı
uzel Pi hranice Γ2 sestroj́ıme hraničńı buňku,
viz Obr. 10.6. Hranice ∂Bi =

⋃
j ∂Bij ∪ ∂Bi0 je

sjednoceńım společných část́ı ∂Bij = ∂Bi ∩∂Bj

buňky Bi a sousedńıch buněk Bj a dále části
∂Bi0 = ∂Bi ∩ Γ2 hranice buňky Bi lež́ıćı na
hranici Γ2, ∂Bi0 = PiPij ∪ PiPik na Obr. 10.6.

Při aproximaci
∫
∂Bi0

využijeme předepsanou Newtonovu okrajovou podmı́nku (10.3),

∫

∂Bi0

[
−p ∂u

∂ni

+ (r · ni)u

]
ds =

∫

∂Bi0

[αu− β + (r · ni)u] ds ≈

|∂Bi0| [α(Pi)u(Pi)− β(Pi)] + r(Pi) ·
[
|PiPij|ni

ij + |PiPik|ni
ik

]
u(Pi),

kde ni
ij resp. n

i
ik je vektor vněǰśı normály buňky Bi na straně PiPj resp. PiPk. Zbývaj́ıćı

aproximace se provedou stejně jako u vnitřńı buňky.
V́ıce podrobnost́ı o metodě konečných objemů, včetně přesněǰśı varianty upwind aproxi-

mace konvekčńıho členu, lze naj́ıt např. v [23].

247



10.1.4. Metoda konečných prvk̊u

Metodu vysvětĺıme pro konvekčně-difúzńı úlohu (10.15), (10.2), (10.3).

Slabé řešeńı. Stejně jako v kapitole 9.4 úlohu převedeme na tvar vhodný pro nasazeńı
MKP, tj. odvod́ıme slabou formulaci naš́ı úlohy. K tomu účelu násob́ıme rovnici (10.1)
testovaćı funkćı v ∈ C1(Ω) s vlastnost́ı v = 0 na Γ1 a integrujeme přes oblast Ω, tj.
provedeme

−
∫

Ω

[(pux − r1u)x + (puy − r2u)y]v dxdy +
∫

Ω

quv dxdy =

∫

Ω

fv dxdy . (10.24)

Prvńı člen na levé straně uprav́ıme pomoćı Gauss-Ostrogradského věty

∫

Ω

divw dxdy =

∫

∂Ω

(w ·n) ds, kde w =

(
(pux − r1u)v
(puy − r2u)v

)
,

na tvar

−
∫

Ω

[(pux − r1u)x + (puy − r2u)y]v dxdy = −
∫

∂Ω

[(pux − r1u)n1 + (puy − r2u)n2]v ds+

∫

Ω

[(pux − r1u)vx + (puy − r2u)vy] dxdy dxdy .

Křivkový integrál dále uprav́ıme: využijeme toho, že v = 0 na Γ1 a že na Γ2 plat́ı okrajová
podmı́nka (10.3). Tak dostaneme

−
∫

∂Ω

[(pux − r1u)n1 + (puy − r2u)n2]v ds =

∫

Γ2

[
−p ∂u

∂n
+ (r1n1 + r2n2)u

]
v ds =

∫

Γ2

[αu− β + (r ·n)u]v ds .

Dosad́ıme-li z posledńıch dvou rovnost́ı do (10.24) vid́ıme, že řešeńı u úlohy (10.15), (10.2),
(10.3) splňuje rovnici

∫

Ω

[p(uxvx + uyvy)− u(r1vx + r2vy) + quv] dxdy +

∫

Γ2

(α + r ·n)uv] ds =
∫

Ω

fv dxdy +

∫

Γ2

βv ds (10.25)

pro každou funkci v ∈ C1(Ω) s vlastnost́ı v = 0 na Γ1. Rovnice (10.25) má zřejmě smysl
i v př́ıpadě, když funkce u a v jsou jen z prostoru X ≡ PC1(Ω). Testovaćı funkce tedy
voĺıme z prostoru V = {v ∈ X | v = 0 na Γ1} testovaćıch funkćı a řešeńı u z množiny
W = {v ∈ X | v = g na Γ1} př́ıpustných řešeńı. Označ́ıme-li

a(u, v) =

∫

Ω

[ p (∇u ·∇v)− u (r ·∇v) + quv] dxdy +

∫

Γ2

(α + r ·n)uv ds ,

L(v) =

∫

Ω

fv dxdy +

∫

Γ2

βv ds,

(10.26)
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pak úlohu

naj́ıt u ∈ W splňuj́ıćı a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V (10.27)

nazveme slabou formulaćı úlohy (10.15), (10.2), (10.3) a funkci u nazveme slabým řešeńım.

Diskretizace. Omeźıme se na př́ıpad, že Ω je mnohoúhelńık. Ω vyjádř́ıme jako sjednoceńı
konečného počtu uzavřených trojúhelńık̊u Te, z nichž každé dva jsou bud’to disjunktńı nebo
maj́ı společný vrchol nebo společnou stranu, viz Obr. 10.3. Množinu T všech trojúhelńık̊u
nazveme triangulaćı oblasti Ω. Trojúhelńıky budeme značit T1, T2, . . . , TNT

. Vrcholy troj-
úhelńık̊u budeme nazývat uzly, znač́ıme je P1, P2, . . . , PM . Předpokládejme, že společné
body část́ı Γ1 a Γ2 hranice Γ jsou uzly triangulace T. Množinu stran trojúhelńık̊u T ∈ T,
jejichž sjednoceńı je Γ2, označ́ıme jako S. Strany budeme značit S1, S2, . . . , SNS

. Nejdeľśı
stranu trojúhelńık̊u triangulace T označ́ıme jako h.

Funkci, která je v Ω spojitá a která je na každém trojúhelńıku T ∈ T lineárńı, nazveme
spojitou po částech lineárńı funkćı. Každá taková funkce v(x, y) je jednoznačně určena
svými hodnotami v(xi, yi) ve vrcholech Pi ≡ [xi, yi] triangulace T. Prostor všech spojitých
po částech lineárńıch funkćı označ́ıme Xh. Speciálńım př́ıpadem funkćı z Xh jsou bázové
funkce wi(x, y), které jsou v Pi rovny jedné a v ostatńıch uzlech jsou rovny nule, tj.

Pi
x

y
z

Obr. 10.7. Bázová funkce wi(x, y)

wi(Pj) =

{
1
0

pro

{
i = j,
i 6= j.

Každá funkce v ∈ Xh může být pomoćı svých
hodnot v uzlech a pomoćı bázových funkćı
vyjádřena ve tvaru

v(x, y) =
M∑
i=1

v(xi, yi)wi(x, y) .

Dále definujme prostor testovaćıch funkćı

Vh = {v ∈ Xh | v(xi, yi) = 0 ∀Pi ∈ Γ1}
a množinu př́ıpustných řešeńı

Wh = {v ∈ Xh | v(xi, yi) = g(xi, yi) ∀Pi ∈ Γ1}.

Trojúhelńık, na němž je definována lineárńı funkce jednoznačně určená svými hodno-
tami ve vrcholech, se nazývá Lagrange̊uv lineárńı trojúhelńıkový prvek.

Nyńı už máme vše potřebné k dispozici: přibližné řešeńı U , tzv. MKP řešeńı, obdrž́ıme
z diskrétńı slabé formulace

naj́ıt U ∈ Wh splňuj́ıćı ah(U, v) = Lh(v) ∀v ∈ Vh , (10.28)

kde

ah(U, v) =
∑

Te∈T

[
QTe(p (∇U ·∇v))+QTe(−U (r ·∇v))+QTe(qUv)

]
+
∑

Se∈S
QSe((α + r ·n)Uv),

Lh(v) =
∑

Te∈T
QTe(fv)+

∑

Se∈S
QSe(βv). (10.29)
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Přitom symbolem QTe(ϕ) jsme označili kvadraturńı formuli pro výpočet
∫
Te
ϕ dxdy na

trojúhelńıku Te a symbolem QSe(ϕ) formuli pro výpočet
∫
Se
ϕ ds na straně Se. Jako vhodné

kvadraturńı formule lze doporučit:

1) členy p (∇U ·∇v) a U(r ·∇v) integrujeme na trojúhelńıku T formuĺı

QT (ϕ) = |T |ϕ(P0) , (10.30)

kde |T | je plocha trojúhelńıka T , P0 =
1
3
(P1+P2+P3) je těžǐstě T a P1, P2, P3 jsou

vrcholy T ;

2) členy qUv a fv integrujeme na trojúhelńıku T formuĺı

QT (ϕ) = 1
3
|T | [ϕ(P1) + ϕ(P2) + ϕ(P3)] ; (10.31)

3) členy (α + r ·n)Uv a βv integrujeme na straně S lichoběžńıkovou formuĺı

QS(ϕ) = 1
2
|S|[ϕ(P1) + ϕ(P2)] , (10.32)

kde |S| je délka strany S a P1, P2 jsou koncové body S.

Formule (10.30), (10.31) a (10.32) jsou řádu 1, tj. jsou přesné, když ϕ je polynom stupně 1.
Předpokládejme, že uzly jsou oč́ıslovány tak, že P1, P2, . . . , PN lež́ı bud’to uvnitř oblasti

Ω nebo uvnitř hranice Γ2, a že PN+1, PN+2, . . . , PM lež́ı na hranici Γ1. To neńı žádné
omezeńı, nebot’ uzly lze vždy přeč́ıslovat tak, aby byl tento předpoklad splněn. Pak

U(x, y) =

N∑

j=1

∆jwj(x, y) +

M∑

j=N+1

gjwj(x, y) , v(x, y) =

N∑

i=1

Θiwi(x, y) , (10.33)

kde ∆j = U(Pj), gj = g(Pj) a Θi = v(Pi). Dosazeńım do (10.28) obdrž́ıme

0 = ah(U, v)− Lh(v) = ah

(
N∑

j=1

∆jwj +

M∑

j=N+1

gjwj,

N∑

i=1

Θiwi

)
− Lh

(
N∑

i=1

Θiwi

)
=

=
N∑

i=1

Θi

N∑

j=1

ah(wj, wi)∆j −
N∑

i=1

Θi

[
Lh(wi)−

M∑

j=N+1

ah(wj, wi)gj

]
= (10.34)

=θT [K∆− F] ,

kde θ = (Θ1,Θ2, . . . ,ΘN)
T , K = {kij}Ni,j=1 pro kij = ah(wj, wi), ∆ = (∆1,∆2, . . . ,∆N)

T

a F = (F1, F2, . . . , FN)
T pro Fi = Lh(wi) −

∑M
j=N+1 ah(wj, wi)gj . Protože θ je libovolný

vektor, muśı platit

K∆ = F. (10.35)

Matice K je ř́ıdká a při vhodném oč́ıslováńı uzl̊u je pásová. Pro r = o je K pozitivně
definitńı a tedy regulárńı. Pro r 6= o je K nesymetrická, postačuj́ıćı podmı́nkou regularity
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matice K je dostatečně malé h neboli dostatečně jemná triangulace. Vyřešeńım soustavy
lineárńıch rovnic (10.35) źıskáme ∆j = U(Pj), j = 1, 2, . . . , N .

Za předpokladu dostatečné hladkosti slabého řešeńı u pro chybu plat́ı

u− U = O(h2) , ux − Ux = O(h) , uy − Uy = O(h). (10.36)

Algoritmus. Matici K a vektor F sestav́ıme pomoćı elementárńıch matic KTe a ele-
mentárńıch vektor̊u FTe pro Te ∈ T a elementárńıch matic KSe a elementárńıch vek-
tor̊u FSe pro Se ∈ S. Matici K budeme nazývat také globálńı matićı tuhosti a vektor F
globálńım vektorem zat́ıžeńı.

Elementárńı matice a elementárńı vektor na trojúhelńıku. Necht’ ELEM je ta-
bulka typu NT × 3, která v řádku e obsahuje č́ısla vrchol̊u trojúhelńıka Te. Uvažme jeden
konkrétńı trojúhelńık Te triangulace T s vrcholy P e

1 = [xe1, y
e
1], P

e
2 = [xe2, y

e
2] a P

e
3 = [xe3, y

e
3].

Pro uzel P e
r , r = 1, 2, 3, je r lokálńım č́ıslem uzlu na trojúhelńıku Te. Globálńım č́ıslem

uzlu P e
r je č́ıslo i = ELEM(e, r). P e

r a Pi jsou tedy jen r̊uzná označeńı téhož uzlu.
Řešeńı U a testovaćı funkce v je na trojúhelńıku Te tvaru

U(x, y)
∣∣∣
Te

≡ Ue(x, y) = ∆e
1w

e
1(x, y) + ∆e

2w
e
2(x, y) + ∆e

3w
e
3(x, y) ,

v(x, y)
∣∣∣
Te

≡ ve(x, y) = Θe
1w

e
1(x, y) + Θe

2w
e
2(x, y) + Θe

3w
e
3(x, y) ,

(10.37)

kde ∆e
r = U(P e

r ), Θ
e
r = v(P e

r ) a kde

we
r(x, y) = aerx+ bery + cer (10.38)

je bázová funkce př́ıslušná k uzlu P e
r , r = 1, 2, 3. Z (10.37) a (10.38) dostaneme

∇Ue =

(
∂Ue/∂x

∂Ue/∂y

)
= Be∆Te , ∇ve =

(
∂ve/∂x

∂ve/∂y

)
= BeθTe ,

kde Be =

(
ae1 ae2 ae3

be1 be2 be3

)
a ∆Te =



∆e

1

∆e
2

∆e
3


 , θTe =



Θe

1

Θe
2

Θe
3




jsou vektory parametr̊u na trojúhelńıku Te. Koeficienty aer a b
e
r lze snadno spoč́ıtat z rovnic

we
r(P

e
s ) =

{
1

0
pro

{
r = s ,

r 6= s ,
r, s = 1, 2, 3,

nebo-li maticově



xe1 ye1 1

xe2 ye2 1

xe3 ye3 1







ae1 ae2 ae3
be1 be2 be3
ce1 ce2 ce3


 =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 .
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Označ́ıme-li

De =




xe1 ye1 1

xe2 ye2 1

xe3 ye3 1


 , pak Be = [De]−1

[1:2,1:3] ,

tj. matice Be je rovna prvńım dvěma řádk̊um matice inverzńı k matici De.
Necht’ P e

0 = 1
3
(P e

1 + P e
2 + P e

3 ) je těžǐstě trojúhelńıka Te. Užit́ım kvadraturńı formule
(10.30) pak obdrž́ıme

QTe(p (∇U ·∇v)) = |Te|p(P e
0 )
(
BeθTe

)T
Be∆Te = [θTe ]TKTe,1∆Te , (10.39)

kde elementárńı matice

KTe,1 = |Te|pe0 [Be]TBe (10.40)

a

|Te| = 1
2
|det(De)|

je plocha trojúhelńıka Te.
Označ́ıme-li we = (we

1, w
e
2, w

e
3)

T , pak Ue = [we]T∆Te podle (10.37). Protože

−Ue(r ·∇ve) = −[∇ve]T rUe = −[BeθTe ]T r[we]T∆Te = −[θTe ]T [Be]T r[we]T∆Te ,

pomoćı kvadraturńı formule (10.30) dostaneme

QTe(−U (r ·∇v)) = [θTe ]T
[
−|Te|[Be]T r(P e

0 )(
1
3
, 1
3
, 1
3
)
]
∆Te = [θTe ]TKTe,2∆Te , (10.41)

kde elementárńı matice

KTe,2 = −1
3
|Te|[Be]T re0(1, 1, 1) ≡ (se, se, se) pro se = −1

3
|Te|[Be]T re0. (10.42)

Užit́ım kvadraturńı formule (10.31) dostaneme

QTe(qUv) =1
3
|Te|[q(P e

1 )U(P
e
1 )v(P

e
1 ) + q(P e

2 )U(P
e
2 )v(P

e
2 ) + q(P e

3 )U(P
e
3 )v(P

e
1 )] =

1
3
|Te|[q(P e

1 )Θ
e
1∆

e
1 + q(P e

2 )Θ
e
2∆

e
2 + q(P e

3 )Θ
e
3∆

e
3] = [θTe ]TKTe,3∆Te , (10.43)

kde elementárńı matice

KTe,3 = 1
3
|Te|



qe1 0 0

0 qe2 0

0 0 qe3


 . (10.44)

Celkem tak

∑

Te∈T

{
QTe(p (∇U ·∇v))+QTe(−U (r ·∇v))+QTe(qUv)

}
= [θTe ]TKTe∆Te , (10.45)

252



kde

KTe = KTe,1 +KTe,2 +KTe,3 (10.46)

je elementárńı matice na trojúhelńıku Te. Užit́ım kvadraturńı formule (10.31) obdrž́ıme

QTe(fv) =1
3
|Te|[f(P e

1 )v(P
e
1 ) + f(P e

2 )v(P
e
2 ) + f(P e

3 )v(P
e
3 )] =

1
3
|Te|[f(P e

1 )Θ
e
1 + f(P e

2 )Θ
e
2 + f(P e

3 )Θ
e
3] = [θTe ]TFTe , (10.47)

kde

FTe = 1
3
|Te|



f e
1

f e
2

f e
3


 (10.48)

je elementárńı vektor na trojúhelńıku Te.
Elementárńı matice a elementárńı vektor na straně. Necht’ SIDE je tabulka typu
NS × 2, která v řádku e obsahuje č́ısla krajńıch bod̊u strany Se. Uvažme konkrétńı stranu
Se hranice Γ2 s koncovými body P e

1 = [xe1, y
e
1] a P e

2 = [xe2, y
e
2]. Pro uzel P e

r , r = 1, 2,
je r lokálńım č́ıslem uzlu na straně Se. Globálńım č́ıslem uzlu P e

r je č́ıslo i = SIDE(e, r).
P e
r a Pi jsou tedy jen r̊uzná označeńı téhož uzlu.
Řešeńı U a testovaćı funkce v je na straně Se tvaru

U(x, y)
∣∣∣
Se

≡ Ue(x, y) = ∆e
1w

e
1(x, y) + ∆e

2w
e
2(x, y) ,

v(x, y)
∣∣∣
Se

≡ ve(x, y) = Θe
1w

e
1(x, y) + Θe

2w
e
2(x, y) ,

kde ∆e
r = U(P e

r ), Θ
e
r = v(P e

r ) a kde we
r(x, y) je bázová funkce př́ıslušná k uzlu P e

r , r = 1, 2.
Necht’ ne = (ne

1, n
e
2)

T je jednotkový vektor vněǰśı normály na straně Se. Užit́ım formule
(10.32) obdrž́ıme

QSe((α + r ·n)Uv) = 1
2
|Se|{[(α+ r ·ne)Uv](P

e
1 ) + [(α + r ·ne)Uv](P

e
2 )} = (10.49)

1
2
|Se|[Θe

1(α(P
e
1 ) + r(P e

1 ) ·ne]∆
e
1 +Θe

2(α(P
e
2 ) + r(P e

2 ) ·ne)∆
e
2] = [θSe ]TKSe∆Se ,

kde

KSe = 1
2
|Se|

(
αe
1 + re1 ·ne 0

0 αe
2 + re2 ·ne

)
(10.50)

je elementárńı matice na straně Se a

∆Se =

(
∆e

1

∆e
2

)
, θSe =

(
Θe

1

Θe
2

)

jsou vektory parametr̊u na straně Se. Podobně odvod́ıme

QSe(βv) =1
2
|Se|[β(P e

1 )v(P
e
1 ) + β(P e

2 )v(P
e
2 )] =

1
2
|Se|[β(P e

1 )Θ
e
1 + β(P e

2 )Θ
e
2] = [θSe ]TFSe , (10.51)
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kde

FSe = 1
2
|Se|

(
βe
1

βe
2

)
(10.52)

je elementárńı vektor na straně Se.

Sestaveńı soustavy rovnic. Zkombinujeme-li (10.34), (10.29), (10.45), (10.47), (10.49)
a (10.51) vid́ıme, že pro MKP řešeńı U a libovolnou testovaćı funkci v ∈ Vh plat́ı

0 = ah(U, v)− Lh(v) = θ
T [K∆− F] =

=
∑

Te∈T
[θTe ]T

[
KTe∆Te − FTe

]
+
∑

Se∈S
[θSe ]T

[
KSe∆Se − FSe

]
.

Z této rovnosti lze odvodit pravidla pro sestaveńı globálńı maticeK a globálńıho vektoru F
z lokálńıch matic KTe , KSe a lokálńıch vektor̊u FTe , FSe . Postupujeme podle následuj́ıćıho
algoritmu:

1) Matici K řádu N a sloupcový vektor F délky N naplńıme nulami.

2) Pro každý trojúhelńık Te ∈ T sestav́ıme elementárńı matici KTe = {kTe
rs }3r,s=1, viz

(10.46), a elementárńı vektor FTe = {F Te
r }3r=1, viz (10.48).

Pro r, s = 1, 2, 3 polož́ıme i = ELEM(e, r), j = ELEM(e, s) a

pokud





i ≤ N a j ≤ N,

i ≤ N a j > N,

i ≤ N,

provedeme





kij ← kij + kTe
rs ,

Fi ← Fi − kTe
rs g(Pj),

Fi ← Fi + F Te
r .

3) Pro každou stranu Se ∈ S sestav́ıme elementárńı matici KSe = {kSe
rs }2r,s=1, viz

(10.50), a elementárńı vektor FSe = {F Se
r }2r=1, viz (10.52).

Pro r = 1, 2 polož́ıme i = SIDE(e, r) a

pokud i ≤ N, provedeme kii ← kii + kSe
rr , Fi ← Fi + F Se

r .

Dominantńı konvekce. Jednou z možnost́ı, jak se vypořádat s dominantńı konvekćı, je
postup známý jakometoda umělé směrové difúze, zkratka SD (podle anglického Streamline
Diffusion), viz [13]. Vyjdeme z modifikované diskrétńı slabé formulace

naj́ıt U ∈ Wh splňuj́ıćı ah(U, v) + ch(U, v) = Lh(v), ∀v ∈ Vh, (10.28’)

kde

ch(U, v) =
N∑

i=1

QTe (δe (r ·∇U) (r ·∇v)) .
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re0

P e
1

P e
2

P e
3

P e
r

x

y

Obr. 10.8. her = |P e
1P

e
r |

Necht’ |r| =
√
r21 + r22 je délka vektoru r a necht’

her je pr̊uměr trojúhelńıka Te ve směru vektoru re0,
viz Obr. 3.8. Pak

δe =
her
2|r| |σe|.

Parametr σe lze zvolit následovně:

σe = cothκe −
1

κe
, kde κe =

re0h
e
r

2pe0

je lokálńı Pecletovo č́ıslo. Pomoćı obdélńıkové

formule dostaneme

QTe (δe (r ·∇U) (r ·∇v)) = [θTe ]TKe4∆Te , kde Ke4 = δe|Te|[Be]Tere0 [r
e
0]
TBe.

Polož́ıme Ke = Ke1+Ke2+Ke3+Ke4 a sestav́ıme soustavu rovnic podle výše uvedeného
algoritmu.

Rovnost (10.28’) dostaneme z rovnosti (10.28) tak, že v ńı nahrad́ıme
”
difúzńı člen“

QTe(p∇U ·∇v) členem QTe
(
[(pI+ δerr

T )∇U ] ·∇v
)
, kde I je jednotková matice řádu 2.

Matice δerr
T reprezentuje umělou směrovou difúzi.

Pro řešeńı konvekčně-difúzńıch úloh na bázi metody konečných prvk̊u se použ́ıvaj́ı
d̊umyslněǰśı postupy, zejména metoda SUPG (podle anglického Streamline Upwind Petrov-
Galerkin), viz [13], nebo metoda DG-FEM (podle anglického Discontinuous Galerkin
Finite Element Method ), viz [15].

10.2. Úloha parabolického typu

Formulace úlohy. Hledáme funkci u(x, t) definovanou pro x ∈ 〈0, ℓ〉, t ∈ 〈0, T 〉, která
vyhovuje diferenciálńı rovnici

c(x)
∂u

∂t
− ∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
+ q(x)u = f(x, t) , x ∈ (0, ℓ), t ∈ (0, T ) , (10.53)

Dirichletovým okrajovým podmı́nkám

u(0, t) = g0(t) , u(ℓ, t) = gℓ(t), t ∈ (0, T ), (10.54)

nebo Newtonovým okrajovým podmı́nkám

p(0)
∂u(0, t)

∂x
= α0u(0, t)− β0(t),

−p(ℓ)∂u(ℓ, t)
∂x

= αℓu(ℓ, t)− βℓ(t),
t ∈ (0, T ), (10.55)
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a počátečńı podmı́nce

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ (0, ℓ) . (10.56)

Možný je také př́ıpad, kdy je na jednom okraji předepsána Dirichletova podmı́nka a na
druhém podmı́nka Newtonova. Úloha (10.53) – (10.56) popisuje nestacionárńı vedeńı tepla
v tyči délky ℓ, T je doba trváńı děje. Proměnná x je prostorová, t má význam času, u(x, t)
je teplota v bodě x a v čase t, funkce p, q, f , g0, gℓ, β0, βℓ a konstanty α0, αℓ maj́ı stejný
význam jako v kapitole 9, c je objemová tepelná kapacita (tj. tepelná kapacita vztažená
na jednotku objemu), ϕ je teplota tyče v čase t = 0. Tepelné toky se často uvažuj́ı ve
tvaru β0(t) = α0u

e
0(t), βℓ(t) = αℓu

e
ℓ(t), kde u

e
0 resp. u

e
ℓ je teplota okoĺı levého resp. pravého

konce tyče.
Předpokládejme že funkce c, p, q, f , g0, gℓ, β0, βℓ a ϕ jsou dostatečně hladké a že

jsou splněny podmı́nky nezápornosti c ≥ c0 > 0, p ≥ p0 > 0, q ≥ 0, α0 ≥ 0, αℓ ≥ 0.
Aby existovalo klasické řešeńı úlohy (10.53) – (10.56), je třeba pro Dirichletovy okrajové
podmı́nky připojit ještě tzv. podmı́nky souhlasu

ϕ(0) = g0(0) , ϕ(ℓ) = gℓ(0) .

Tyto vztahy, vyjadřuj́ıćı soulad počátečńı podmı́nky a Dirichletovy okrajové podmı́nky,
nebývaj́ı v aplikaćıch obvykle splněny. Také funkce c, p, q, f , g0, gℓ, β0, βℓ bývaj́ı často
jen po částech spojité. V tom př́ıpadě má úloha (10.53) – (10.56) pouze tzv. slabé řešeńı
(jehož přesnou definici zde uvádět nebudeme). Pro praktické účely je slabé řešeńı zcela
vyhovuj́ıćı a numerické metody, které si uvedeme, budou poskytovat přibližné hodnoty
takového slabého řešeńı.

V úloze vedeńı tepla funkce c, p, q, α0, αℓ popisuj́ı vlastnosti materiálu. Jejich závislost
na čase t neńı obvyklá, ale z hlediska algoritmu (pro určeńı přibližného řešeńı), který
je možno aplikovat i na jiné úlohy, je budeme považovat za funkce x i t. Algoritmus to
nikterak nekomplikuje. Závislost funkćı f , g0, gℓ, β0 a βℓ na čase pravděpodobná je. Naopak
zanedbáváme možnou závislost vlastnost́ı materiálu c, p, q, α0, αℓ na teplotě. Kdybychom
tak neučinili, museli bychom řešit nelineárńı úlohu, což je mnohem obt́ıžněǰśı.

Úloha (10.53) – (10.56) je okrajovou úlohou druhého řádu vzhledem k proměnné x
a počátečńı úlohou prvńıho řádu vzhledem k proměnné t. Při jej́ı diskretizaci proto zkom-
binujeme postupy z prvńıch dvou kapitol.

Prostorová diskretizace se provád́ı metodami kapitoly 9. Pro jednoduchost budeme
uvažovat úlohu s Dirichletovými okrajovými podmı́nkami, diferenčńı metodu a rovnoměrné
děleńı intervalu 〈0, ℓ〉 s krokem h = ℓ/N , tj. xi = ih, i = 0, 1, . . . , N . Budeme požadovat,
aby rovnice (10.53) byla splněna ve vnitřńıch uzlech xi, i = 1, 2, . . . , N − 1, tj.

c(xi)
∂u(xi, t)

∂t
−
[
∂

∂x

(
p
∂u

∂x

)]
(xi, t) + q(xi)u(xi, t) = f(xi, t) .

Derivaci podle x vyjádř́ıme pomoćı diference analogicky jako v (9.14), tj.

−
[
∂

∂x

(
p
∂u

∂x

)]
(xi, t) =

1

h2

[
−pi−1/2u(xi−1, t)+

+
[
pi−1/2 + pi+1/2

]
u(xi, t) − pi+1/2u(xi+1, t)

]
+ O(h2) ,
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Zanedbáme-li chybu, dostaneme soustavu rovnic

ciu̇i(t) +
1

h2

[
−pi−1/2ui−1(t) + (pi−1/2 + pi+1/2 + h2qi)ui(t)− (10.57)

− pi+1/2ui+1(t)
]
= fi(t) , i = 1, 2, . . . , N − 1, t ∈ (0, T ) ,

v ńıž ui(t) je aproximace u(xi, t), u̇i(t) =
dui(t)

dt
je aproximace ∂tu(xi, t) a fi(t) = f(xi, t).

Z okrajových podmı́nek (10.54) máme

u0(t) = g0(t) , uN(t) = gℓ(t) , t ∈ (0, T ), (10.58)

což dosad́ıme do (10.57) pro i = 1 a i = N − 1. Z počátečńı podmı́nky obdrž́ıme

ui(0) = ϕ(xi), i = 1, 2, . . . , N − 1 . (10.59)

(10.57) je soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu pro N − 1 hledaných
funkćı ui(t), i = 1, 2, . . . , N − 1, s počátečńımi podmı́nkami (10.59). Původńı úlohu, tj.
určeńı jedné funkce u(x, t), která na obdélńıku 〈0, ℓ〉 × 〈0, T 〉vyhovuje (10.53), (10.54)
a (10.56), jsme nahradili počátečńı úlohou pro soustavu N − 1 obyčejných diferenciálńıch
rovnic s neznámými funkcemi ui(t) definovanými na úsečkách x = xi, i = 1, 2, . . . , N − 1,
t ∈ 〈0, T 〉. Tento postup se nazývá metoda př́ımek (anglicky method of lines, stručně
MOL). Postup, při němž se diskretizace provád́ı jen vzhledem k některým (nezávisle)
proměnným, se nazývá semidiskretizace.

g0(t)

ui−1(t)

ui(t)

ui+1(t)

gℓ(t)

xi−1 xi xi+1x0 xN

T

x

t

Obr. 10.9. Metoda př́ımek

Počátečńı problém (10.57)–(10.59) jsme tedy
źıskali semidiskretizaćı úlohy (10.53), (10.54)
a (10.56) vzhledem k prostorové proměnné x.
Úlohu (10.57) – (10.59) můžeme zapsat maticově
ve tvaru

Cu̇+Ku = F(t), t ∈ (0, T ), u(0) = ϕ , (10.60)

kde C je diagonálńı matice s kladnými prvky na
diagonále, tzv. matice tepelné kapacity,

K je tř́ıdiagonálńı pozitivně definitńı matice známá jako matice tepelné vodivosti, F(t) je

tzv. vektor tepelných zdroj̊u, u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , uN−1(t))
T je vektor neznámých funkćı

a ϕ = (ϕ(x1), ϕ(x2), . . . , ϕ(xN−1))
T je vektor počátečńıch teplot.

Newtonova okrajová podmı́nka. Protože Newtonovy okrajové podmı́nky se v úloze
vedeńı tepla použ́ıvaj́ı nejčastěji, uvedeme si rovnice reprezentuj́ıćı diskterizaci Newto-
novy okrajové podmı́nky vzhledem k proměnné x v levém resp. pravém koncovém bodu
intervalu 〈0, ℓ〉. Bude-li tedy Newtonova okrajová podmı́nka předepsána v bodě x = 0,
zařad́ıme před rovnice (10.57) jako prvńı rovnici

1

2
c0u̇0(t) +

1

h2
[
(p1/2 + hα0 +

1
2
h2q0)u0(t)− p1/2u1(t)

]
=

1

h
β0(t) +

1

2
f0(t), (10.57a)
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a bude-li Newtonova okrajová podmı́nka předepsána v bodě x = ℓ, přidáme za posledńı
z rovnic (10.57) rovnici

1

2
cN u̇N(t)+

1

h2
[
−pN−1/2uN−1(t) + (pN + hαℓ +

1
2
h2qN )uN(t)

]
=

1

h
βℓ(t)+

1

2
fN (t). (10.57b)

Výsledná matice K je opět tř́ıdiagonálńı a symetrická. Jestliže α0 = αℓ = 0 a qi = 0,
i = 0, 1, . . . , N , pak je matice K pozitivně semidefinitńı, ve všech ostatńıch př́ıpadech
je K pozitivně definitńı. Připomeňme: matice A je pozitivně semidefinitńı, jestliže je
symetrická a xTAx ≥ 0 pro každý vektor x.
Časová diskretizace. Prozkoumejme nejdř́ıve charakter počátečńı úlohy (10.60) za zjed-
nodušuj́ıćıch předpoklad̊u. Pro c = p = 1, q = f = 0, u(0, t) = u(ℓ, t) = 0, lze úlohu
(10.60) zapsat ve tvaru

u̇ = Au , t ∈ (0, T ) , u(0) = ϕ , (10.61)

kde

A = − 1

h2




2 −1 0 . . . 0 0

−1 2 −1 . . . 0 0

0 −1 2 . . . 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 −1 2




. (10.62)

Vlastńı č́ısla matice A

λi = −
4N2

ℓ2
sin2 πi

2N
, i = 1, 2, . . . , N − 1,

jsou reálná záporná a maxi |λi| → ∞ pro N → ∞. Problém (10.61) je tedy pro velké N
tuhý. Totéž plat́ı také pro úlohu (10.60), tj. jde o tuhý problém. Vzhledem k (8.31) je proto
vhodné řešit počátečńı problém (10.60) metodou, jej́ıž oblast absolutńı stability obsahuje
celou zápornou reálnou poloosu komplexńı roviny. Metody s touto vlastnost́ı se nazývaj́ı
A0-stabilńı. Patř́ı mezi ně všechny metody doporučené v kapitole 8.5 pro řešeńı tuhých
problémů, zejména tedy implicitńı Eulerova metoda, lichoběžńıková metoda nebo metody
zpětného derivováńı. V Matlabu lze použ́ıt některý z programů ode23s, ode23t, ode23tb
a ode15s. Při řešeńı úloh vedeńı tepla se často použ́ıvá metoda časové diskretizace známá
jako

Theta metoda, kterou v následuj́ıćım textu stručně poṕı̌seme. Necht’ tedy 0 = t0 < t1 <
· · · < tQ = T je děleńı intervalu 〈0, T 〉, τn = tn+1 − tn je délka kroku a un je přibližné
řešeńı v čase tn, tj. u

n
i ≈ ui(tn) ≈ u(xi, tn). Necht’ θ je pevně zvolené č́ıslo z intervalu

〈0, 1〉. Označme tn+θ = tn + θτn. Rovnici (10.60) zaṕı̌seme pro t = tn+θ a dostaneme

Cu̇n+θ +Kun+θ = Fn+θ , (10.63)

kde Fn+θ = F(tn+θ), u
n+θ = u(tn+θ), u̇

n+θ = u̇(tn+θ). Předpokládejme, že u(t) je na
intervalu 〈tn, tn+1〉 lineárńı funkce, tj.

u(t) = un +
t− tn
τn

(un+1 − un) .
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Pak u̇n+θ =
un+1 − un

τn
a un+θ = (1 − θ)un + θun+1. Po dosazeńım do (10.63) a malé

úpravě dostaneme θ-metodu

(C+ τnθK)un+1 = (C− τn(1− θ)K)un + τnF
n+θ . (10.64)

Snadno ověř́ıme, že pro 1
2
≤ θ ≤ 1 je θ-metoda A-stabilńı a tedy také A0-stabilńı, a že pro

0 ≤ θ < 1
2
je oblast absolutńı stability θ-metody omezená a interval absolutńı stability je

interval (−2/(1 − 2θ), 0). Pokud jde o přesnost, θ-metoda je řádu 1 pro θ 6= 1
2
a řádu 2

pro θ = 1
2
. Všimněte si, že z θ-metody dostaneme pro θ = 0 EE metodu, pro θ = 1 IE

metodu a pro θ = 1
2
TR metodu. Metoda (10.64) pro θ = 1

2
je známa jako Crankova-

Nicolsonova metoda. Často se zapisuje v analogickém tvaru

(C+ 1
2
τnK)un+1 = (C− 1

2
τnK)un + 1

2
τn(F

n + Fn+1) . (10.65)

Přesnost i stabilita metody (10.64) pro θ = 1
2
a metody (10.65) je stejná.

Matice C+ τnθK soustavy (10.64) nezáviśı na čase a je pozitivně definitńı. Soustavu
(10.64) je proto účelné řešit pomoćı Choleského rozkladu, který stač́ı provést jen jednou.

Nelineárńı úloha vedeńı tepla vznikne tehdy, když některé z funkćı c, p, q, f, α, β závisej́ı
na teplotě u. Odpov́ıdaj́ıćı počátečńı úlohu

C(u)u̇ = F(t,u)−K(u)u, t ∈ (0, T ) , u(0) = ϕ, (10.60’)

lze v Matlabu vyřešit programem ode23t nebo ode15s. Řešeńı jednodimenzionálńıho
parabolického problému, a to i nelineárńıho, umožňuje matlabovský program pdepe.

Rovnice s konvekčńım členem

c(x)
∂u

∂t
− ∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x
− r(x)u

)
+ q(x)u = f(x, t), x ∈ (0, ℓ), t ∈ (0, T ), (10.53’)

popisuje š́ı̌reńı tepla v tekutině, r = cv, kde v(x) je rychlost prouděńı. Diskretizaci kon-
vekčńıho členu provedeme stejně jako v kapitole 9.2, viz (9.24), (9.28), (9.28’). Pro časovou
diskretizaci úlohy s dominantńı konvekćı lze doporučit metody IE, TR nebo BDF2.

Rovinná úloha. Hledáme funkci u(x, t), x = (x, y), která splňuje diferenciálńı rovnici

cut − (pux − r1u)x − (puy − r2u)y + qu = f, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ),

okrajové podmı́nky

u = g, x ∈ Γ1,

−p∂u
∂n

= αu− β, x ∈ Γ2,



 t ∈ (0, T )

a počátečńı podmı́nku

u
∣∣
t=0

= ϕ, x ∈ Ω.
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Prostorovou diskretizaci provedeme metodou konečných prvk̊u, viz kapitola 10.1.4. Slabá
diskrétńı formulace je tvaru

∑

Te∈T
QTe(cU̇v) + ah(U, v) = Lh(v).

Užit́ım kvadraturńı formule (10.31) dostaneme

QTe(cU̇v) = [θTe ]TCTe∆Te , kde CTe = 1
3
|Te|



ce1 0 0

0 ce2 0

0 0 ce3


 . (10.66)

Globálńı matici C = {cij}Ni,j=1 sestav́ıme z elementárńıch matic CTe . Protože matice CTe

jsou diagonálńı, je také C diagonálńı,
∑

Te∈T
QTe(cU̇v) =

∑

Te∈T
[θTe ]TCTe∆Te) = θTC∆̇.

Matici C vynulujeme. Pak pro každý trojúhelńık Te ∈ T sestav́ıme elementárńı matici
CTe = {cTe

rs}3r,s=1, viz (10.66), a pak pro r = 1, 2, 3 polož́ıme i = ELEM(e, r), a když i ≤ N ,
provedeme cii ← cii + cTe

rr . Neńı těžké ukázat, že

cii = c(xi, yi)|Bi|, i = 1, 2, . . . , N,

kde |Bi| je plocha konečného objemu Bi, viz obrázky 10.5 a 10.6. Časovou diskretizaci
počátečńı úlohy

C∆̇+K∆ = F(t), t ∈ (0, T ), ∆(0) = ϕ , (10.67)

provedeme θ-metodou. V (10.67) přitom: ∆(t) = (∆1(t),∆2(t), . . . ,∆N(t))
T , K a F(t)

viz kapitola 10.1.4, ϕ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕN)
T . Složky Fi(t) vektoru F(t) lze zapsat ve tvaru

Fi(t) = f(xi, yi, t)|Bi|, i = 1, 2, . . . , N ,

10.3. Úloha hyperbolického typu

Formulace úlohy. Hledáme funkci u(x, t) definovanou pro x ∈ 〈0, ℓ〉, t ∈ 〈0, T 〉, která
vyhovuje diferenciálńı rovnici

ρ(x)
∂2u

∂t2
+ c(x)

∂u

∂t
− ∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
+q(x)u = f(x, t), x ∈ (0, ℓ), t ∈ (0, T ), (10.68)

Dirichletovým okrajovým podmı́nkám

u(0, t) = g0(t), u(ℓ, t) = gℓ(t), t ∈ (0, T ), (10.69)

nebo Newtonovým okrajovým podmı́nkám

p(0)
∂u(0, t)

∂x
= α0u(0, t)− β0(t),

−p(ℓ)∂u(ℓ, t)
∂x

= αℓu(ℓ, t)− βℓ(t),
t ∈ (0, T ), (10.70)
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a počátečńım podmı́nkám

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u(x, 0)

∂t
= ψ(x), x ∈ (0, ℓ). (10.71)

Možný je také př́ıpad, kdy na jednom okraji je předepsána Dirichletova podmı́nka a na
druhém Newtonova. Tato úloha vyjadřuje př́ıčné kmitáńı tenké struny (nebo podélné
kmitáńı prutu) délky ℓ. Proměnná x je prostorová, t má význam času, u(x, t) je deformace
(tj. př́ıčná výchylka pro strunu nebo podélné posunut́ı v př́ıpadě prutu) v bodě x a v čase
t, ρ je hustota, c udává tlumeńı (pro c > 0 jsou kmity tlumené, pro c = 0 netlumené),
p charakterizuje tuhost, q odpor okolńıho prostřed́ı a f vněǰśı śıly. Dirichletovy okrajové
podmı́nky předepisuj́ı deformaci, Newtonovy okrajové podmı́nky vnitřńı śıly: α0 resp. αℓ

reprezentuje tuhost pružné podpory a β0 resp. βℓ bodovou vněǰśı śılu. Počátečńı podmı́nky
určuj́ı počátečńı deformaci ϕ a jej́ı počátečńı rychlost ψ.

Předpokládejme, že funkce ρ, c, p, q, f , g0, gℓ, β0, βℓ, ϕ a ψ jsou dostatečně hladké, že
jsou splněny podmı́nky nezápornosti ρ ≥ ρ0 > 0, c ≥ 0, p ≥ p0 > 0, q ≥ 0, α0 ≥ 0, αℓ ≥ 0
a že plat́ı podmı́nky souhlasu

ϕ(0) = g0(0) , ψ(0) = g′0(0) , ϕ(ℓ) = gℓ(0) , ψ(ℓ) = g′ℓ(0) ,

vyjadřuj́ıćı soulad počátečńıch podmı́nek a Dirichletových okrajových podmı́nek. Pak má
úloha (10.68) – (10.71) jediné klasické řešeńı.

Podmı́nky souhlasu v aplikaćıch někdy nebývaj́ı splněny. Také funkce ρ, c, p, q, f , g0, gℓ,
β0, βℓ bývaj́ı často jen po částech spojité. V tom př́ıpadě má úloha (10.53) – (10.56) pouze
tzv. slabé řešeńı (jehož přesnou definici zde ovšem uvádět nebudeme). Pro praktické účely
je slabé řešeńı zcela vyhovuj́ıćı a numerické metody, které si uvedeme, budou poskytovat
přibližné hodnoty takového slabého řešeńı.

Úloha (10.68) – (10.71) je okrajovou úlohou druhého řádu vzhledem k proměnné x
a počátečńı úlohou druhého řádu vzhledem k proměnné t. Při jej́ı diskretizaci proto opět
použijeme postupy z prvńıch dvou kapitol.

Prostorová diskretizace se provede stejně jako u parabolického problému metodou
př́ımek, viz kapitola 10.2. Opět předpokládáme rovnoměrné děleńı a Dirichletovu okrajo-

vou podmı́nku. Pro ui(t) aproximuj́ıćı u(xi, t) při označeńı u̇i(t) =
dui(t)

dt
, üi(t) =

d2ui(t)

dt2
dostaneme soustavu rovnic

ρiüi(t) + ciu̇i(t) +
1

h2

(
−pi−1/2ui−1(t) + [pi−1/2 + pi+1/2 + h2qi]ui(t)− (10.72)

− pi+1/2ui+1(t)
)
= fi(t) , i = 1, 2, . . . , N − 1, t ∈ (0, T ) .

Z okrajových podmı́nek (10.69) máme

u0(t) = g0(t), uN(t) = gℓ(t), t ∈ (0, T ) , (10.73)

což dosad́ıme do (10.72) pro i = 1 a i = N−1. Z počátečńıch podmı́nek (10.71) dostaneme

ui(0) = ϕ(xi), u̇i(0) = ψ(xi), i = 1, 2, . . . , N − 1 . (10.74)
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(10.72) je soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic druhého řádu pro N − 1 hledaných
funkćı ui(t), i = 1, 2, . . . , N − 1, s počátečńımi podmı́nkami (10.74).

Počátečńı úlohu (10.72)–(10.74) můžeme zapsat maticově ve tvaru

Mü+Cu̇+Ku = F(t) , t ∈ (0, T ), u(0) = ϕ, u̇(0) = ψ , (10.75)

kde M je diagonálńı matice s kladnými prvky na diagonále, tzv. matice hmotnosti,
C je diagonálńı matice s nezápornými prvky na diagonále, tzv. matice útlumu, K je
tř́ıdiagonálńı pozitivně definitńı matice, tzv. matice tuhosti, F(t) je tzv. vektor (vněǰśıho)
zat́ı̌zeńı, ϕ = (ϕ(x1), ϕ(x2), . . . , ϕ(xN−1))

T , ψ = (ψ(x1), ψ(x2), . . . , ψ(xN−1))
T jsou vek-

tory počátečńıch hodnot a u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , uN−1(t))
T je vektor neznámých funkćı.

Časová diskretizace. Abychom mohli posoudit tuhost problému (10.75), zaṕı̌seme ho
jako počátečńı problém prvńıho řádu,

Rẇ + Sw = G(t) , t ∈ (0, T ) , w(0) = κ , (10.76)

kde

R =

(
I O
O M

)
, w =

(
u
v

)
, S =

(
O −I
K C

)
, G(t) =

(
o

F(t)

)
, κ =

(
ϕ

ψ

)
,

přičemž v = u̇, I je jednotková matice, O je nulová matice a o je nulový vektor.
Prozkoumejme charakter počátečńı úlohy (10.76) za zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u.

Pro
ρ = p = 1, c = konst, q = f = 0, u(0, t) = u(ℓ, t) = 0, je M = I, K = −A a C = cI, kde
A je definována předpisem (10.62). Rovnice (10.76) se tak zjednoduš́ı, dostaneme

ẇ = Pw, w(0) = κ, kde P =

(
O I
A −cI

)
. (10.77)

Dá se ukázat, že vlastńı č́ısla matice P

λi = −1
2
c±

√
1
4
c2 − ω2

i , kde ωi =
2N

ℓ
sin

πi

2N
, i = 1, 2, . . . , N − 1.

Zřejmě maxi |λi| → ∞ pro N → ∞. Pro c = 0 jsou vlastńı č́ısla ryze imaginárńı a pro
c > 0 maj́ı zápornou reálnou složku. Problém (10.77) je pro velké N tuhý. Protože reálné
složky vlastńıch č́ısel jsou zdola ohraničené, Re(λi) ≥ −c, a velikost imaginárńıch složek
je neomezená, ř́ıkáme, že problém (10.77) je oscilatoricky tuhý. Problém (10.76) se chová
obdobně. Vzhledem k (8.31) je proto vhodné řešit úlohu (10.77) pro c > 0 metodou, jej́ıž
oblast absolutńı stability obsahuje pás Rc = {z ∈ C | − c < Re(z) < 0}.

Pro c = 0 lze odvodit rovnost

[u(t)]Tu(t) + [v(t)]TK−1v(t) = ϕTϕ+ψTK−1ψ, t > 0,

vyjadřuj́ıćı stabilitu počátečńıho problému (10.77) vzhledem k počátečńı podmı́nce. Pro
přibližné řešeńı wn ≈ w(nτ) spočtené lichoběžńıkovou metodou lze odvodit analogickou
rovnost

uT
nun + vT

nK
−1vn = ϕTϕ+ψTK−1ψ, n = 1, 2, . . .
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To je skvělé, lichoběžńıková metoda aplikovaná na řešeńı úlohy (10.77) pro c = 0 vykazuje
stejnou stabilitu jako přesné řešeńı.

Protože lichoběžńıková metoda je A-stabilńı, je vhodnou metodou pro každé c ≥ 0.
Z matlabovských programů lze doporučit programy ode23t a ode23tb, které jsou na
lichoběžńıkové metodě založeny.

Lichoběžńıková metoda aplikovaná na úlohu (10.76) vede na předpis

(R+ 1
2
τnS)w

n+1 = (R− 1
2
τnS)w

n + 1
2
τn(G

n +Gn+1), (10.78)

viz (10.65). Pro efektivńı výpočet složek un+1 a vn+1 vektoru wn+1 je vhodné soustavu
rovnic (10.78) zapsat po složkách, tj.

un+1 − 1
2
τnv

n+1 = un + 1
2
τnv

n,

(M+ 1
2
τnC)vn+1 + 1

2
τnKun+1 = (M− 1

2
τnC)vn − 1

2
τnKun + 1

2
τn(F

n+1 + Fn).

Z prvé rovnice vyjádř́ıme vn+1, viz (10.80), dosad́ıme do druhé rovnice a obdrž́ıme rovnici
pro výpočet un+1:

K̂un+1 = F̂, kde (10.79)

K̂ =
4

τ 2n
M+

2

τn
C+K , F̂ =

(
4

τ 2n
M+

2

τn
C−K

)
un +

4

τn
Mvn + Fn + Fn+1.

Až vypoč́ıtáme un+1, dopoč́ıtáme

vn+1 =
2

τn
(un+1 − un)− vn. (10.80)

Startujeme přitom z počátečńıch hodnot

u0 = ϕ, v0 = ψ. (10.81)

Matice K̂ soustavy (10.79) nezáviśı na čase a je pozitivně definitńı. Soustavu (10.79) je
proto účelné řešit pomoćı Choleského rozkladu, který stač́ı provést jen jednou.

Metoda (10.79)–(10.81) je speciálńım př́ıpadem Newmarkovy metody hojně použ́ıvané
v inženýrské praxi, viz [5].

10.4. Hyperbolická rovnice prvńıho řádu

Formulace úlohy. Hledáme funkci u(x, t) definovanou pro x ∈ 〈0, ℓ〉, t ∈ 〈0, T 〉, která
vyhovuje diferenciálńı rovnici

∂u

∂t
+ a(x, t)

∂u

∂x
= f(x, t) , x ∈ (0, ℓ) , t ∈ (0, T ) , (10.82)

okrajovým podmı́nkám

u(0, t) = g0(t) ,

u(ℓ, t) = gℓ(t) ,
pokud

a(0, t) > 0 ,

a(ℓ, t) < 0 ,
t ∈ (0, T ) , (10.83)
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a počátečńı podmı́nce

u(x, 0) = ϕ(x) . (10.84)

Necht’ Q = 〈0, ℓ〉 × 〈0, T 〉 je obdélńık, v němž hledáme řešeńı, a ∂Q+ ta je část hranice
∂Q obdélńıka Q, na ńıž je předepsána počátečńı nebo okrajová podmı́nka, tj.

∂Q+ = {[x, t] ∈ ∂Q | t= 0 nebo x= 0 (pokud a(0, t)>0) nebo x= ℓ (pokud a(ℓ, t)<0)} .

Pro každý bod P0 = [x0, t0 ] ∈ Q \ ∂Q+ určeme řešeńı x(t) počátečńıho problému

dx(t)

dt
= a(x(t), t) , t < t0 , x(t0) = x0. (10.85)

Křivka x(t) se nazývá charakteristika př́ıslušná bodu [x0, t0]. Předpokládejme, že charak-
teristika prot́ıná ∂Q+ v jediném bodě P ∗

0 = [x∗0, t
∗
0]. Tomuto bodu ř́ıkáme pata charakte-

ristiky. Podle pravidla o derivováńı složené funkce

du(x(t), t)

dt
=
∂u(x(t), t)

∂x

dx(t)

dt
+
∂u(x(t), t)

∂t
=
∂u(x(t), t)

∂t
+ a(x(t), t)

∂u(x(t), t)

∂x
.

Úlohu (10.82)–(10.84) proto můžeme na charakteristice x(t) zapsat ve tvaru

du(x(t), t)

dt
= f(x(t), t), t ∈ (t∗0, t0) , u(x(t∗0), t

∗
0) =





ϕ(x∗0) pro t∗0 = 0 ,

g0(t
∗
0) pro x∗0 = 0 ,

gℓ(t
∗
0) pro x∗0 = ℓ .

(10.86)

Předpokládejme, že funkce a, f , g0, gℓ a ϕ jsou spojité, že funkce a(0, t) i a(ℓ, t)
neměńı znaménko a že okrajová podmı́nka je kompatibilńı s počátečńı podmı́nkou, tj.
plat́ı

ϕ(0) = g0(0) (pokud a(0, 0) > 0) , ϕ(ℓ) = gℓ(0) (pokud a(ℓ, 0) < 0) .

Pak úloha (10.85)–(10.86), a tedy rovněž úloha (10.82)–(10.84), má jediné klasické řešeńı.

P ∗
1 (x

∗
1, t

∗
1)

P1(x1, t1)

P ∗
2 (x

∗
2, t

∗
2)

P2(x2, t2)

∂Q+

∂Q+

ℓ

T

x

t

Obr. 10.10. Charakteristiky

Rovnice (10.82) bývá označována jako
advekčńı rovnice nebo také transportńı
rovnice. Úloha (10.82)–(10.84) popi-
suje třeba š́ı̌reńı př́ıměsi prouděńım, tj.
bez vlivu difúze: u(x, t) je koncentrace
př́ıměsi v tekutině v bodu x a v čase t,
a = ̺v je součin hustoty ̺ tekutiny
a jej́ı rychlosti v, f je zdrojový člen.
Charakteristika x(t) je trajektorie, po
které se částečka př́ıměsi pohybuje.
Pokud bychom připustili také difúzńı
š́ı̌reńı př́ıměsi, dostali bychom kon-
vekčně-difúzńı rovnici
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c(x)
∂u

∂t
+

∂

∂x
(r(x, t)u)− ∂

∂x

(
p(x)

∂u

∂x

)
= f(x, t), x ∈ (0, ℓ) , t ∈ (0, T ),

v ńıž p je koeficient difúze, viz (10.53’). Na rovnici advekce lze proto nahĺıžet jako na limitńı
př́ıpad konvekčně-difúzńı rovnice, v ńıž zanedbáme účinky difúze. Jiná forma advekčńı
rovnice tedy je

c(x)
∂u

∂t
+

∂

∂x
(r(x, t)u) = f(x, t) , x ∈ (0, ℓ) , t ∈ (0, T ). (10.82’)

Jestliže rovnice (10.82’) popisuje přenos tepla advekćı, pak u je teplota, c je objemová
tepelná kapacita (tj. tepelná kapacita vztažená na jednotku objemu), r = cv, kde v je
rychlost prouděńı a f je tepelný zdroj.

Metoda př́ımek. Uvažujme rovnoměrné děleńı intervalu 〈0, ℓ〉, tj. xi = ih, i = 0, 1, . . . , N ,
kde h = ℓ/N . Předpokládejme, že funkce a(x, t) v krajńıch bodech intervalu 〈0, ℓ〉 neměńı
znaménko. Splněńı rovnice (10.82) budeme požadovat ve vnitřńıch uzlech x1, x2, . . . , xN−1

a pro a(0, t) < 0 také v uzlu x0 a pro a(ℓ, t) > 0 také v uzlu xN . V rovnici

∂u(xi, t)

∂t
+ a(xi, t)

∂u(xi, t)

∂x
= f(xi, t)

aproximujeme člen ux(xi, t) ve vnitřńıch uzlech centrálńı diferenćı a v krajńıch uzlech
jednostrannou diferenćı. Pokud třeba a(0, t) > 0, a(ℓ, t) > 0 pro všechna t ∈ 〈0, T 〉,
dostaneme

u̇1(t) + a1(t)[u2(t)− g0(t)]/(2h) = f1(t) ,

u̇i(t) + ai(t)[ui+1(t)− ui−1(t)]/(2h) = fi(t) , i = 2, 3, . . . , N − 1 , (10.87)

u̇N(t) + aN (t)[3uN(t)− 4uN−1(t) + uN−2(t)]/(2h) = fN(t) ,

kde ai(t) = a(xi, t), fi(t) = f(xi, t) a ui(t) je aproximace u(xi, t). Z (10.84) dostaneme
počátečńı podmı́nky

ui(0) = ϕi , i = 1, 2, . . . , N , (10.88)

kde ϕi = ϕ(xi). Počátečńı problém (10.87)–(10.88) řeš́ıme vhodnou numerickou metodou.
K jej́ımu výběru nám poslouž́ı zjednodušený model. Předpokládejme, že a = 1, f = 0
a uvažme periodické okrajové podmı́nky u(0, t) = u(ℓ, t). Pomoćı centrálńıch diferenćı
odvod́ıme

u̇1(t) + [u2(t)− uN(t)]/(2h) = 0 ,

u̇i(t) + [ui+1(t)− ui−1(t)]/(2h) = 0 , i = 2, 3, . . . , N − 1 , (10.87’)

u̇N(t) + [u1(t)− uN−1(t)]/(2h) = 0 .

Počátečńı problém (10.87’)–(10.88) zaṕı̌seme maticově, tj.

u̇ = Au , t ∈ (0, T ) , u(0) = ϕ , (10.89)
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kde u(t) = (u1(t), u2(t), . . . , uN(t))
T , ϕ(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕN(t))

T a

A = − 1

2h




0 1 0 . . . 0 −1
−1 0 1 . . . 0 0

0 −1 0 . . . 0 0
...

. . .
. . .

. . .
...

0 0 0 −1 0 1

1 0 0 −1 0




. (10.90)

Dá se ukázat, že vlastńı č́ısla matice A

λi(A) = I
N

ℓ
sin

2πi

N
, I =

√
−1, i = 1, 2, . . . , N,

lež́ı na imaginárńı ose, maxi |λi| → ∞ pro N →∞, tj. pro velké N je počátečńı problém
(10.89) oscilatoricky tuhý.

Antisymetrická matice A je diagonizovatelná pomoćı unitárńı matice5 vlastńıch vek-
tor̊u, tj. plat́ı VHAV = D, kde D = diag{λ1, λ2, . . . , λN}, viz [55]. Řešeńı počátečńı
úlohy (10.89) lze zapsat ve tvaru u(t) = VS(t)VHϕ, kde S(t) = diag{eλ1t, eλ2t, . . . , eλN t}.
Ověřte! Odtud již snadno obdrž́ıme ‖u(t)‖2 = ‖ϕ‖2 pro každé t > 0. Ověřte! K nume-
rickému řešeńı se proto skvěle hod́ı lichoběžńıková metoda, pro kterou ‖un‖2 = ‖ϕ‖2 pro
každé n = 1, 2, . . . Ověřte!

Problém (10.87)–(10.88) se chová podobně: vlastńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı matice A lež́ı
v záporné komplexńı polorovině v bĺızkosti imaginárńı osy a |λmax − IN/ℓ| → 0 pro
N → ∞. Pro řešeńı počátečńıho problému (10.87)–(10.88) lze kromě lichoběžńıkové
metody doporučit také metody, jejichž oblast absolutńı stability obsahuje obdélńık

Rαβ = {z ∈ C | − α ≤ Re(z) ≤ 0,−β ≤ Im(z) ≤ β}.

Pro metodu BS32 je (α; β)
.
= (1,64 ; 1,73) a pro metodu DP54 je (α; β)

.
= (3,19; 0,99), viz

např. [26]. Délka kroku těchto dvou metod je sice z d̊uvodu stability omezena, toto omezeńı
však neńı nijak dramatické, délka kroku bude řádu O(h). Z matlabovských programů lze
tedy doporučit programy ode23t, ode23 a ode45.

Metoda charakteristik je daľśı vhodnou technikou pro řešeńı úlohy (10.82)–(10.84).
Jej́ı podstatu vysvětĺıme nejdř́ıve pro zjednodušenou úlohu

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0 , x ∈ (0, ℓ) , t ∈ (0, T ) ,

u(0, t) = g0(t), t ∈ (0, T ) ,

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ (0, ℓ) ,

(10.91)

5Čtvercová matice V je unitárńı, jestliže VHV = VVH = I. Přitom VH je matice Hermitovsky
sdružená, tj. transponovaná a komplexně sdružená: když V = {vij}Ni,j=1

a VH = {vHij }Ni,j=1
, pak vHij = v̄ji

je č́ıslo komplexně sdružené s č́ıslem vji.
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kde a > 0 je konstanta. Diferenciálńı rovnici přeṕı̌seme pomoćı charakteristik na tvar

du(x(t), t)

dt
= 0. (10.92)

Zvolme rovnoměrné děleńı intervalu 〈0, ℓ〉 s krokem h = ℓ/N , tj. xi = ih, i = 0, 1, . . . , N ,
a rovnoměrné děleńı intervalu 〈0, T 〉 s krokem τ = T/Q, tj. tn = nτ , n = 0, 1, . . . , Q.
Charakteristika vycházej́ıćı z bodu [xi, tn+1] je př́ımka xi(t) = xi + a(t − tn+1). V čase
t = tn je

xni := xi(tn) = xi − aτ .

Předpokládejme, že aτ ≤ h. Pak pro i = 1, 2, . . . , N bod xni ∈ 〈xi−1, xi〉, zejména tedy
xni ∈ 〈0, ℓ〉, takže u(xni , tn) má smysl. Integraćı rovnice (10.92) od tn do tn+1 obdrž́ıme

∫ tn+1

tn

du(xi(t), t)

dt
dt = u(xi, tn+1)− u(xni , tn) = 0 ,

a odtud

u(xi, tn+1) = u(xni , tn), i = 1, 2, . . . , N. (10.93)

Numerickou metodu dostaneme tak, že u(xni , tn) urč́ıme přibližně interpolaćı, tj. poč́ıtáme

un+1
i = Pk(x

n
i ) , (10.94)

kde Pk(x) je interpolačńı polynom stupně k ≥ 1 splňuj́ıćı interpolačńı podmı́nky

Pk(xi−1) = uni−1 , Pk(xi) = uni , (10.95)

které v př́ıpadě k > 1 doplńıme o daľśıch k−1 vhodně zvolených interpolačńıch podmı́nek.
Pro lineárńı polynom P1 z podmı́nek (10.95) odvod́ıme

P1(x) = uni +
uni − uni−1

h
(x− xi) a odtud P1(x

n
i ) = uni −

aτ

h
(uni − uni−1) .

tn

tn+1

xi−1 xni xi xi+1

x(t)

x

t

Obr. 10.11. Upwind metoda

Dostali jsme tak upwind metodu

un+1
i = uni − aτ

uni − uni−1

h
. (10.96)

Název metody nám připomı́ná, že veličina u
v uzlu xi záviśı jen hodnotách této veličiny v uz-
lech lež́ıćıch

”
proti proudu, proti větru“, pro

a > 0 tedy nalevo od xi. V bodu x0 = 0 užijeme
okrajovou podmı́nku, takže un+1

0 = g0(tn+1).
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Dá se ukázat, že když

ν :=
aτ

h
≤ 1 , (10.97)

pak za předpokladu dostatečné hladkosti přesného řešeńı pro chybu plat́ı

u(xi, tn)− uni = O(τ) , (10.98)

viz [29]. Řı́káme, že metoda (10.96) je upwind metoda řádu jedna. Pro ν = 1 dokonce
uni = u(xi, tn) je přesné! Č́ıslo ν = aτ/h se nazývá Courantovo č́ıslo a podmı́nka (10.97)
se nazývá Courantova-Friedrichsova-Lewyova podmı́nka, stručně CFL podmı́nka.

Metodu řádu dva dostaneme tak, že v (10.94) použijeme interpolačńı polynom druhého
stupně. Když k podmı́nkám (10.95) pro k = 2 přidáme ještě podmı́nku

P2(xi+1) = uni+1 , (10.99)

vypočteme P2(x
n
i ) a dosad́ıme do (10.94), dostaneme Laxovu-Wendroffovu metodu

un+1
i = uni − aτ

uni+1 − uni−1

2h
+

1

2
(aτ)2

uni+1 − 2uni + uni−1

h2
. (10.100)

V bodu x0 užijeme okrajovou podmı́nku, takže un+1
0 = g0(tn+1). Pro aproximaci v uzlu

xN můžeme použ́ıt interpolačńı polynom P2(x), který kromě podmı́nek (10.95) vyžaduje
nav́ıc splněńı podmı́nky P2(xN−2) = unN−2.

Jestliže pro obecný uzel xi přidáme k podmı́nkám (10.95) podmı́nku

P2(xi−2) = uni−2 , (10.101)

vypočteme P2(x
n
i ) a dosad́ıme do (10.94), obdrž́ıme Beamovu-Warmingovu metodu

un+1
i = uni − aτ

3uni − 4uni−1 + uni−2

2h
+

1

2
(aτ)2

uni − 2uni−1 + uni−2

h2
. (10.102)

Jestliže un+1
0 = g0(tn+1) a poč́ıtáme-li un+1

i , i = 1, 2, . . . , N−1, podle (10.100) a un+1
N podle

(10.102), je-li splněna CFL podmı́nka (10.97) a je-li přesné řešeńı u dostatečně hladké,
pro chybu plat́ı

u(xi, tn)− uni = O(τ 2) . (10.103)

Jestliže un+1
0 = g0(tn+1) a poč́ıtáme-li un+1

1 podle (10.100) a un+1
i , i = 2, 3, . . . , N , podle

(10.102), je-li splněna CFL podmı́nka (10.97) a je-li přesné řešeńı u dostatečně hladké,
pro chybu opět plat́ı (10.103).

Věnujme se dále př́ıpadu, kdy konstanta a < 0. Pak okrajová podmı́nka bude přede-
psána vpravo, tj. podmı́nku (10.912) nahrad́ı podmı́nka

u(ℓ, t) = gℓ(t) , t ∈ (0, T ) . (10.91
′

2)

Charakteristika vycházej́ıćı z bodu [xi, tn+1] bude směřovat doprava, takže za předpokladu
platnosti CFL podmı́nky

ν :=
|a|τ
h
≤ 1 (10.104)
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bude xi(tn) ∈ 〈xi, xi+1〉 pro i = 0, 1, . . . , N − 1. Podobně jako dř́ıve odvod́ıme upwind
metodu

un+1
i = uni − aτ

uni+1 − uni
h

. (10.96’)

Laxova-Wendroffova metoda na znaménku a nezáviśı, takže opět plat́ı (10.100). Pro
Beamovu-Warmingovu metodu dostaneme

un+1
i = uni − aτ

−3uni + 4uni+1 − uni+2

2h
+

1

2
(aτ)2

uni − 2uni+1 + uni+2

h2
. (10.102’)

V obecném př́ıpadě a = a(x, t) urč́ıme xni numericky: xni ≈ xi(tn), kde

dxi(t)

dt
= a(xi(t), t) , xi(tn+1) = xi . (10.104)

Pro upwind metodu použijeme EE metodu, takže

xni = xi − ani τ , kde ani = a(xi, tn+1) .

Pro Laxovu-Wendroffovu metodu a Beamovu-Warmingovu použijeme EM2 metodu, tj.

xni = xi − ani τ, kde ani = 1
2
(k1 + k2), k1 = a(xi, tn+1) , k2 = a(xi − τk1, tn) .

Vzorce (10.96), (10.96’), (10.100), (10.102) a (10.102’) se změńı jen v tom, že v nich mı́sto
a ṕı̌seme ani . Délka kroku muśı splňovat CFL podmı́nku

maxi |ani |τ
h

≤ 1. (10.104’)

Jestliže v rovnici (10.911) uvažujeme nenulovou pravou stranu f(x, t), tj. řeš́ıme-li
mı́sto rovnice (10.92) rovnici

du(x(t), t)

dt
= f(x(t), t), (10.92’)

přičteme k pravým stranám formuĺı aproximaci Qn
i (f) integrálu

∫ tn+1

tn
f(xi(t), t) dt. Pro

upwind metodu stač́ı použ́ıt jednostrannou obdélńıkovou formuli

Qn
i (f) = τf(xi, tn+1).

Pro Laxovu-Wendroffovu metodu a Beamovu-Warmingovu metodu užijeme lichoběžńıkovou
formuli

Qn
i (f) =

1
2
τ [f(xi, tn+1) + f(xni , tn)].

Shrnut́ı. Upwind metodu řádu jedna pro rovnici (10.82) zaṕı̌seme ve tvaru

un+1
i = uni − [an+1

i τ ]+
uni − uni−1

h
+ [an+1

i τ ]−
uni+1 − uni

h
+ τfn+1

i , (10.106)
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kde fn+1
i = f(xi, tn+1). Připomeňme, že c+ = max(c, 0) a c− = min(c, 0).

Beamovu-Warmingovu metodu, kterou lze považovat za upwind metodu řádu dva,
zaṕı̌seme ve tvaru

un+1
i = uni−[an+1

i τ ]+
3uni − 4uni−1 + uni−2

2h
+

1

2

(
[an+1

i τ ]+
)2 uni − 2uni−1 + uni−2

h2

−[an+1
i τ ]−

−3uni + 4uni+1 − uni+2

2h
+

1

2

(
[an+1

i τ ]−
)2 uni − 2uni+1 + uni+2

h2

+
1

2
τ [fn+1

i + f(xni , tn)]. (10.107)

Laxova-Wendrofova metoda řádu dva, založená na centrálńıch diferenćıch, je tvaru

un+1
i = uni −ani τ

uni+1 − uni−1

2h
+
1

2
(ani τ)

2u
n
i+1 − 2uni + uni−1

h2
+
1

2
τ [fn+1

i +f(xni , tn)]. � (10.108)

Metoda konečných objemů. Pro diskretizaci rovnice (10.82’) se výborně hod́ı metoda
konečných objemů na časoprostorových objemech Bi = 〈xi−1/2, xi+1/2〉 × 〈tn, tn+1〉 , v́ıce
o tom viz [28].
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http://www.netlib.org/templates.

[5] K. J. Bathe: Finite Elements Procedures, Prentice-Hall, Upper Saddle River, NJ, 1996.
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