1. termin zkousky — MIN101 — podzim 2021 — 6. 1. 2021

Veskeré odpovédi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentarem. (Reéem’ sestavajici
pouze z odpovéd{ budou povazovina za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodw) V prostoru R? jsou dény body A, B, C a O,
A=1[2,1,0l, B=]3,3,2], C=][1,-3,0], O=]0,0,0].
Déle uvazme piimku p prochézejici body A a B a rovinu p, ktera prochazi body A, B a C.

a) Urcete vzdalenost bodu C' od piimky p.

b) Urcete obsah trojihelniku ABC.

c) Urcete rovnici (tj. implicitni popis) roviny p.

d) Urcete objem ¢étyisténu ABCO.

e) Urcete parametricky popis roviny o, kterd je rovnobézné s piimkou p a obsahuje osu z.

2. (5 bodi) V prostoru R? urcete bod A € p a bod B € q tak, Ze piimka prochézejici body
A a B je kolma k primkam p, ¢:

p:[3,5,2] 4+ r(1,0,1), q:[4,-2,1 + s(4,2,2).

3. (5 bodu) Méjme kvadratickou formu f : R* — R danou predpisem
f(zy, 29, 23) = 23 + 275 — 23 — 27,73 + 27973,

a) Urcete matici A této kvadratické formy ve standardni bazi.

b) Najdéte néjakou poldrni bazi  kvadratické formy f a napiSte matici B této formy
v bazi (.

¢) Rozhodnéte, zda je kvadraticka forma f pozitivné ¢i negativné definitni ¢i semidefinitni
nebo indefinitni (nebo ani jedno z predchoziho).

4. (5 bodu) Uvazujme nasledujici piiklad jako Leslicho model rustu.

Pan Kocka chova mysi. M4 je rozdélené do tii skupin podle véku: v prvni skupiné jsou
nejmladsi mysi ve véku do 1 mésice, v druhé skupiné ma mysi ve véku 1-2 mésice a ve teti
skupiné ma mysi ve véku 2-3 mésice. Mysi starsi nez tii mésice prodava farmaceutické firmé
na testovani kosmetiky. Pan Kocka dlouhodobym pozorovanim porodnosti a umrtnosti
zjistil néasledujici udaje. Béhem kazdého mésice zemie polovina ve skupiné nejmladsich
v nejmladsi skupiné maji porodnost % (vzhledem k poc¢tu mysi v této skupiné), ve vékové
skupiné 1-2 mésice maji pétindsobnou porodnost (vzhledem k poétu mysi v této skupiné)
a ve veékové skupiné 2-3 mésice maji dvojnasobnou porodnost (vzhledem k poc¢tu mysi
v této skupiné).

a) Dokazte, ze se chov rozsifuje a urcete k jakému poméru se blizi po¢ty mysi v jednot-
livych vékovych skupinach. (Napovézme, ze v8echny kofeny charakteristického poly-
nomu jsou racionalni.) Déle rozhodnéte, zda je matice Lesliecho modelu primitivni.

b) Pan Kocka plédnuje, Ze by nékteré mysi z vékové skupiny do 1 mésice na konci kazdého
meésice prodaval jako doméci mazlicky. Jakou ¢ast by jich mél prodat, aby jeho chov
byl stabilizovany?



ReSeni a bodovani:

1. [5 bodu] Bodovani: a+b dohromady 2 body; c¢,d,e kazd4 ¢dst 1 bod.

a) Parametricky popis piimky p je A + 'rf@ = [2,1,0] + r(1,2,2). Potfebujeme najit bod R € p
takovy, ze CR L AB; pak je hledand vzdalenost p od C rovna délce ||CR||. Jelikoz bod R je tvaru
R=1[2+71+2r 2r], mdme @ = (1+r,4+ 2r,2r). Podminka kolmosti znamen4

0=(1+rd4+2r2r),(1,2,2))=1+7r)+24d+2r)+2-2r =97 +9,

tj. r = —1. Tedy ||C’*I>E|| = [/(0,2,-2)|| = V4+4 = 2v/2, coz je hledand vzdélenost, [0,5 bodu za
urceni parametrického popisu piimky p + 0,5 bodu za postup + 0,5 bodu za spravny vysledek].

b) Plati Hzﬁ” =/(1,2,2)|| = V1 + 4 + 4 = 3. Bereme-li tisecku AB jako zdkladnu trojihelniku ABC,
pak jeho vyska je 21/2 podle éasti a). Obsah tedy je % = 3v/2, [0,5 bodu].

c) Zameéfeni roviny p je uréeno vektory /@ =(1,2,2) a ﬁ = (—1,—4,0). Normélovy vektor n roviny
p spliuje (n, AB) = 0 a (n, AC) = 0. Vztah (n,(—1,—4,0)) = 0 iikd, ze n = (4,—1,a) pro néjaké
a € R (az na nésobek). Z druhého vztahu (n, (1,2,2)) = ((4,—1,a), (1,2, 2)) = 0 dopocitdme a = —1.
Rovnice roviny p je tedy 4o —y — z + b = 0, kde dosazenim soutadnic napt. bodu A = [2,1,0] € p
dostaneme 4-2—1-1—-1-04b=0, tj. b= —7. Rovina p m4 tedy rovnici 4z —y — 2z — 7 =0, [0,5
bodu za postup + 0,5 bodu za spravny vysledek].

d) Hledany objem V je urceny vztahem
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[0,5 bodu za postup + 0,5 bodu za spravny vysledek].

e) Plati O € o, pficemz zaméfen{ této roviny je urcéené vektorem AL — (1,2,2) a dale smérovym
vektorem osy z, tj. (0,0,1). Hledany parametricky popis tedy je [0,0,0] + ¢(1,2,2) + s(0,0,1), [0,5
bodu].

2. [5 bodu] Ozna¢me v = (a, b, ¢) smérovy vektor v = AB. Vektor v je kolmy na vektory (1,0,1) a (4,2,2),
[0.5b]. Podminky v L (1,0,1) a v L (4,2,2) jsou ekvivalentni rovnicim a + ¢ = 0 a 4a + 2b + 2¢ = 0,
tedy v = t(1,—1,—1) pro vhodné ¢t € R, [1.5b]. Plati A = [3,5,2] + r(1,0,1) (nebot A € p) a B =
[4,—2,1] + s(4,2,2) (nebot B € q). Jelikoz B = A+ ¢(1,—1,—1) (nebot v = AB), dostavdme

3,5,2] +r(1,0,1) + t(1,—1,—1) = [4,—2,1] + s(4, 2, 2),

COZ znamena

7’(1,0, 1) + t(lv 71; 71) - 5(43 23 2) = (17 77; 71)7

[1b]. Maticovy zapis této soustavy rovnic je

1 1 -4 r 1

0 -1 -2 t]=1-7

1 -1 =2 s -1
a jejl feseni je r = 6, t = 3 a s = 2, [1b]. Tedy A = [3,5,2] + 6(1,0,1) = [9,5,8], [0.5b] a B =
[4,-2,1] +2(4,2,2) = [12,2, 5], [0.5b].

3. [5 bodi]

a) Je to matice



b) Upravou na &tverec dostaneme
f(xy, 20, 23) = (21 — x3)% 4+ 2(z2 + %x3)2 - gxg, [1.5D],

. _ _ 1 _ . . . PR s
tj- y1 = 1 — x3, Y2 = T2 + 573 a Y3 = w3 jsou soufadnice v poldrni bazi [ s matici pfechodu
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Béaze (8 je tvotrena sloupci predchozi matice, tj.

B =((1,0,0),(0,1,0),(1,-3,1)), [0.5b]
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¢) Z matice B vidime, ze kvadratickd forma f je indefinitni, [0.5b].
4. [5 bodii]

a) Uvazujeme-li skupiny mys{ v poradi (0-1 mésic, 1-2 mésice, 2-3 mésice), ma tento Lesliecho model
matici
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[1 bod]. Charakteristicky polynom je det(L — AE3), kde E3 je jednotkova matice 3 x 3. Laplacovym
rozvojem podle 3. fadku dostaneme
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[0.5 bodu]. Dominantni vlastni ¢éislo je 2, [0.5 bodu]. (To lze najit Hornerovym schématem, kan-
didati na kladny raciondlni kofen jsou pouze 1, 2 a %) Pottebujeme najit vlastni vektor matice L
piislusny vlastnimu ¢islu 2, coz je vektor (8,2, 1), [0.5 bodu]. Struktura chovu se tedy bliz{ rozdéleni
srar7(8,2,1) = (8/11,2/11,1/11), [0.5 bodu].

Matice L je primitivni, nebot vSechny hodnoty na prvnim fadku i tésné pod diagondlou jsou nenu-
lové; alternativné se lehce ukaze, ze matice L? je pozitivni, [0.5b]. Tedy jakdkoliv pocdteéni vékova
struktura chovu konverguje k pomeéru (8/11,2/11,1/11).

b) Na konci roku zije % z my$i ve skupiné do 1 mésice a oznacime a ¢ast z nich, ktera bude rozdana.
Tim dostaneme Leslieho model s matici
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Jelikoz matice L' ma mit vlastni ¢islo 1, musf byt det(L’ — E3) = 0, [1 bod]. Odtud se spoéitd a = 2,
[0.5 bodu]. (Je tedy tieba rozdat £ z poétu mysf v nejmladsi vékové kategorii zijicich na konci mésice
neboli ¢ z celkového poctu mysi na zacdtku mésice.)



