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28 = 256 = 6 · 41 + 10

38 = (34)2 = (2 · 41− 1)2 ≡ −4 · 41 + 1 (mod 412)

Pak 68 = 28 · 38 ≡ (6 · 41 + 10)(−4 · 41 + 1) ≡
≡ −34 · 41 + 10 ≡ 7 · 41 + 10 (mod 412)

a 640 = (68)5 ≡ (7 · 41 + 10)5 ≡ (105 + 5 · 7 · 41 · 104) =
= 104(10 + 35 · 41) ≡ (−2 · 41− 4)(−6 · 41 + 10) ≡
≡ (4 · 41− 40) = 124 �≡ 1 (mod 412).

Přitom jsme využili toho, že 104 = 6 · 412− 86, tj. 104 ≡ −2 · 41− 4
(mod 412).

Je tedy 6 primitivńım kořenem modulo 412 a protože je to sudé č́ıslo,
je primitivńım kořenem modulo 2 ·412 č́ıslo 1687 = 6+412 (nejmenš́ım
kladným primitivńım kořenem modulo 2 · 412 je přitom č́ıslo 7).

4.6. Kvadratické kongruence a Legendre̊uv symbol. Naš́ım
úkolem bude naj́ıt jednodušš́ı podmı́nku, jak zjistit, jestli je řešitelná
(a př́ıpadně, kolik má řešeńı) kvadratická kongruence

ax2 + bx+ c ≡ 0 (mod m).

Z obecné teorie, uvedené v předchoźıch odstavćıch, je snadné vidět,
že k rozhodnut́ı, je-li tato kongruence řešitelná, stač́ı určit, je-li řešitelná
(binomická) kongruence

x2 ≡ a (mod p), (27)

kde p je liché prvoč́ıslo a a č́ıslo s ńım nesoudělné.
Pro určeńı řešitelnosti kongruence (27) můžeme samozřejmě využ́ıt

Větu 27, jej́ı využit́ı ale často naráž́ı na výpočetńı složitost, proto se
v kvadratickém př́ıpadě snaž́ıme naj́ıt kritérium jednodušš́ı na výpočet.

Př́ıklad. Určete počet řešeńı kongruence x2 ≡ 219 (mod 383).

Řešeńı. Protože 383 je prvoč́ıslo a (2,ϕ(383)) = 2, z Věty 27 plyne,
že daná kongruence je řešitelná (a má 2 řešeńı), právě tehdy, když

219
383
2 = 219191 ≡ 1 (mod 383). Ověřeńı platnosti neńı bez použit́ı

výpočetńı techniky snadné (i když je to pořád ještě
”
na paṕı̌re“ vyč́ıslitelné).

Závěrem této části tuto podmı́nku ověř́ıme s pomoćı Legendreova sym-
bolu daleko snadněji.

Definice. Necht’ je p liché prvoč́ıslo. Legendre̊uv symbol definujeme
předpisem

�
a

p

�
=





1 p � a, a je kvadratický zbytek modulo p,

0 p | a,
−1 p � a, a je kvadratický nezbytek modulo p.
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Př́ıklad. Protože je kongruence x2 ≡ 1 (mod p) řešitelná pro li-
bovolné liché prvoč́ıslo p, je (1/p) = 1.

(−1/5) = 1, protože kongruence x2 ≡ −1 (mod 5) je ekvivalentńı
s kongruenćı x2 ≡ 4 (mod 5), jej́ımiž řešeńımi jsou x ≡ ±2 (mod 5).

Lemma. Necht’ p je liché prvoč́ıslo, a, b ∈ Z libovolná. Pak plat́ı:

1.
�
a
p

�
≡ a

p−1
2 (mod p).

2.
�
ab
p

�
=

�
a
p

��
b
p

�
.

3. a ≡ b (mod p) =⇒
�
a
p

�
=

�
b
p

�
.

Důkaz. ad 1. Pro p | a je tvrzeńı zřejmé; pokud je a kvadratický
zbytek modulo p, pak tvrzeńı plyne z Věty 27. Z téže věty plyne,

že v př́ıpadě kvadratického nezbytku je a
p−1
2 �≡ 1 (mod p). Pak ale,

protože p | ap−1 − 1 = (a
p−1
2 − 1)(a

p−1
2 + 1) nutně p | a p−1

2 + 1, tj.

a
p−1
2 ≡ −1 (mod p).
ad 2. Podle 1. dostáváme

�
ab

p

�
≡ (ab)

p−1
2 = a

p−1
2 · b p−1

2 ≡
�
a

p

��
b

p

�
(mod p).

Protože jsou hodnoty Legendreova symbolu z množiny {−1, 0, 1}, plyne
z kongruence (ab/p) ≡ (a/p)(b/p) (mod p) př́ımo rovnost.

ad 3. Zřejmé z definice. �

Důsledek. 1. V libovolné redukované soustavě zbytk̊u modulo p je
stejný počet kvadratických zbytk̊u a nezbytk̊u.

2. Součin dvou kvadratických zbytk̊u je zbytek, součin dvou nezbytk̊u
je zbytek, součin zbytku a nezbytku je nezbytek.

3. (−1/p) = (−1)
p−1
2 , tj. kongruence x2 ≡ −1 (mod p) je řešitelná

právě tehdy, když p ≡ 1 (mod 4).

Důkaz. ad 1. Kvadratické zbytky źıskáme tak, že všechny prvky
redukované soustavy zbytk̊u umocńıme na druhou. Těchto prvk̊u je
p − 1, přitom druhé mocniny 2 prvk̊u jsou spolu kongruentńı právě
tehdy, když je součet těchto prvk̊u násobkem p. Máme tedy právě p−1

2

kvadratických zbytk̊u, a tedy rovněž p − 1− p−1
2

= p−1
2

kvadratických
nezbytk̊u modulo p. Předpoklad, že p je prvoč́ıslo, je podstatný – pro
složená č́ısla je kvadratických nezbytk̊u v́ıce než zbytk̊u (viz dále část
o Jacobiho symbolu).

ad 2. Tvrzeńı je zřejmé z předchoźıho lemmatu.
ad 3. Zřejmé. �

Již s využit́ım těchto základńıch tvrzeńı o hodnotách Legendre-
ova symbolu jsme schopni dokázat větu o nekonečnosti počtu prvoč́ısel
tvaru 4k + 1.

Tvrzeńı 4.6. Prvoč́ısel tvaru 4k + 1 je nekonečně mnoho.



51

Důkaz. Sporem. Předpokládejme, že p1, p2, . . . , pl jsou všechna pr-
voč́ısla tvaru 4k + 1 a uvažme č́ıslo N = (2p1 · · · pl)2 + 1. Toto č́ıslo je
opět tvaru 4k + 1. Pokud je N prvoč́ıslo, jsme hotovi (protože je jistě
větš́ı než kterékoli z p1, p2, . . . , pl), pokud je složené, muśı existovat
prvoč́ıslo p, děĺıćı N . Zřejmě přitom žádné z prvoč́ısel 2, p1, p2, . . . , pl
neńı dělitelem N , proto stač́ı dokázat, že p je rovněž tvaru 4k + 1.
Protože ale (2p1 · · · pl)2 ≡ −1 (mod p), dostáváme, že (−1/p) = 1, a
to plat́ı právě tehdy, je-li p ≡ 1 (mod 4). �

Nyńı odvod́ıme daľśı pravidla pro výpočet Legendreova symbolu.
Uvažujme množinu S nejmenš́ıch zbytk̊u (v absolutńı hodnotě) mo-

dulo p. Je-li p prvoč́ıslo, a ∈ Z, p � a, pak označ́ıme µp(a) počet
záporných nejmenš́ıch zbytk̊u (v absolutńı hodnotě) č́ısel

1 · a, 2 · a, . . . , p− 1

2
· a,

tj. pro každé z těchto č́ısel urč́ıme, se kterým č́ıslem z množiny S je
kongruentńı a spoč́ıtáme počet záporných z nich.

Poznámka. Obvykle budou p a a zafixované, potom budeme mı́sto
µp(a) psát jen µ.

Př́ıklad. Vypočtěte hodnotu µ pro p = 11, a = 3.

Řešeńı. S = {−5,−4,−3,−2,−1, 1, 2, 3, 4, 5}. Protože 1 ·3 ≡ 3, 2 ·
3 ≡ −5, 3 · 3 ≡ −2, 4 · 3 ≡ 1, 5 · 3 ≡ 4 (mod 11), dostáváme µ = 2.

Lemma (Gaussovo). Je-li p liché prvoč́ıslo, a ∈ Z, p � a, pak
�
a

p

�
= (−1)µ.

Důkaz. Pro každé i ∈ {1, 2, . . . , p−1
2
} urč́ıme mi ∈ {1, 2, . . . , p−1

2
}

tak, že i·a ≡ ±mi (mod p). Snadno se vid́ı, že pokud k, l ∈ {1, 2, . . . , p−1
2
}

jsou r̊uzná, jsou r̊uzné i hodnoty mk,ml (mk = ml =⇒ k · a ≡ ±l · a
(mod p) =⇒ k ≡ ±l (mod p), což nelze jinak, než že k = l).

Proto splývaj́ımnožiny {1, 2, . . . , p−1
2
} a {m1,m2, . . . ,m p−1

2
}. Vynásobeńım

kongruenćı

1 · a ≡ ±m1 (mod p)

2 · a ≡ ±m2 (mod p)

· · · · · ·
p− 1

2
· a ≡ ±m p−1

2
(mod p)

dostáváme
p− 1

2
! · a p−1

2 ≡ (−1)µ · p− 1

2
! (mod p)
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(mezi pravými stranami je jich právě µ záporných). Po vyděleńı obou

stran č́ıslem ((p−1)/2)! dostáváme d́ıky vztahu (a/p) ≡ a
p−1
2 (mod p)

požadované tvrzeńı. �
S využit́ım Gaussova lemmatu dokážeme hlavńı větu této části, tzv.

zákon kvadratické reciprocity.

Věta 32. Necht’ p, q jsou lichá prvoč́ısla. Pak

1.
�−1

p

�
= (−1)

p−1
2

2.
�
2
p

�
= (−1)

p2−1
8

3.
�
q
p

�
=

�
p
q

�
· (−1)

p−1
2

q−1
2

Důkaz. Věta se v tomto tvaru uvád́ı zejména proto, že pomoćı
těchto tř́ı vztah̊u a základńıch pravidel pro úpravy Legendreova sym-
bolu jsme schopni vypoč́ıtat hodnotu (a/p) pro libovolné celé č́ıslo
a. Prvńı část tvrzeńı již máme dokázánu, v daľśım nejprve odvod́ıme
mezivýsledek, který využijeme k d̊ukazu zbylých část́ı. Poznamenejme
rovněž, že v literatuře existuje mnoho r̊uzných d̊ukaz̊u této věty (v roce
2010 uváděl F. Lemmermeyer 233 d̊ukaz̊u), obvykle ovšem využ́ıvaj́ıćıch
(zejména u těch stručněǰśıch z nich) hlubš́ıch znalost́ı z algebraické te-
orie č́ısel.

Necht’ je dále a ∈ Z, p � a, k ∈ N a necht’ [x] (resp. �x�) znač́ı celou
(resp. necelou) část reálného č́ısla x. Pak

�
2ak

p

�
=

�
2

�
ak

p

�
+ 2

�
ak

p

��
= 2

�
ak

p

�
+

�
2

�
ak

p

��
.

Tento výraz je lichý právě tehdy, když je �ak
p
� > 1

2
, tj. právě tehdy,

je-li nejmenš́ı zbytek (v absolutńı hodnotě) č́ısla ak modulo p záporný
(zde by měl pozorný čtenář zaznamenat návrat od výpočt̊u zdánlivě
nesouvisej́ıćıch výraz̊u k podmı́nkám souvisej́ıćım s Legendreovým sym-
bolem).

Proto je �
a

p

�
= (−1)µ = (−1)

� p−1
2

k=1 [ 2ak
p

].

Je-li nav́ıc a liché, je a+ p č́ıslo sudé a dostáváme
�
2a

p

�
=

�
2a+ 2p

p

�
=

�
4a+p

2

p

�
=

�
2

p

�2

·
�a+p

2

p

�
=

= (−1)
� p−1

2
k=1 [

(a+p)k
p

] = (−1)
� p−1

2
k=1 [ak

p
] · (−1)

� p−1
2

k=1 k.

Celkem tak dostáváme (pro liché a)
�
2

p

�
·
�
a

p

�
= (−1)

� p−1
2

k=1 [ak
p
] · (−1)

p2−1
8 , (28)

což pro a = 1 dává požadované tvrzeńı z bodu 2.
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Podle již dokázané části 2 a ze vztahu (28) dostáváme pro lichá
č́ısla a

�
a

p

�
= (−1)

� p−1
2

k=1 [ak
p
].

Uvažme nyńı pro daná prvoč́ısla p �= q množinu

T = {q ·x; x ∈ Z, 1 ≤ x ≤ (p−1)/2}×{p·y; y ∈ Z, 1 ≤ y ≤ (q−1)/2}.

Zřejmě je |T | = p−1
2

· q−1
2

a ukážeme, že rovněž

(−1)|T | = (−1)
� p−1

2
k=1 [ pk

q
] · (−1)

� p−1
2

k=1 [ qk
p
], (29)

č́ımž budeme vzhledem k předchoźımu hotovi.
Protože pro žádná x, y z př́ıpustného rozsahu nemůže nastat rovnost

qx = py, můžeme množinu T rozložit na dvě disjunktńı podmnožiny
T1 a T2 tak, že T1 = T ∩ {[u, v]; u, v ∈ Z, u < v}, T2 = T \ T1. Zřejmě
je T1 počet dvojic [qx, py], kde x < p

q
y. Protože p

q
y ≤ p

q
· q−1

2
< p

2
, je

[p
q
y] ≤ p−1

2
. Pro pevné y tedy v T1 lež́ı právě ty dvojice [qx, py], pro

které 1 ≤ x ≤ [p
q
y], a tedy |T1| =

�(q−1)/2
y=1 [p

q
y]. Analogicky |T2| =

�(p−1)/2
x=1 [ q

p
x].

Proto
�
p
q

�
= (−1)|T1| a

�
q
p

�
= (−1)|T2| a zákon kvadratické reciprocity

je dokázán. �

Důsledek. 1. −1 je kvadratický zbytek pro prvoč́ısla p splňuj́ıćı
p ≡ 1 (mod 4) a nezbytek pro prvoč́ısla splňuj́ıćı p ≡ 3 (mod 4).

2. 2 je kvadratický zbytek pro prvoč́ısla p splňuj́ıćı p ≡ ±1 (mod 8)
a nezbytek pro prvoč́ısla splňuj́ıćı p ≡ ±3 (mod 8).

3. Je-li p ≡ 1 (mod 4) nebo q ≡ 1 (mod 4), je (p/q) = (q/p), jinak
(tj. p ≡ q ≡ 3 (mod 4)) je (p/q) = −(q/p).

Př́ıklad. Určete
�
79
101

�
.
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Řešeńı.
�
79

101

�
=

�
101

79

�
nebot’ 101 dává po děleńı 4 zbytek 1

=

�
22

79

�

=

�
2

79

�
·
�
11

79

�

=

�
11

79

�
nebot’ 79 dává po děleńı 8 zbytek -1

= (−1)

�
79

11

�
nebot’ 11 i 79 dávaj́ı po děleńı 4 zbytek 3

= (−1)

�
2

11

�
= 1 nebot’ 11 dává pod děleńı 8 zbytek 3

4.7. Jacobiho symbol. Vyč́ısleńı Legendreova symbolu (jak jsme
viděli i v předchoźım př́ıkladu) umožňuje použ́ıvat zákon kvadratické
reciprocity jen na prvoč́ısla a nut́ı nás tak provádět faktorizaci č́ısel
na prvoč́ısla, což je výpočetně velmi náročná operace. Toto lze obej́ıt
rozš́ı̌reńım definice Legendreova symbolu na tzv. Jacobiho symbol s po-
dobnými vlastnostmi.

Definice. Necht’ a ∈ Z, b ∈ N, 2 � b. Necht’ b = p1p2 · · · pk je roz-
klad b na (lichá) prvoč́ısla (výjimečně neseskupujeme stejná prvoč́ısla
do mocniny, ale vypisujeme každé zvlášt’, např. 135 = 3·3·3·5). Symbol

�
a

b

�
=

�
a

p1

�
·
�
a

p2

�
· · ·

�
a

pk

�

se nazývá Jacobiho symbol.

Dále ukážeme, že Jacobiho symbol má podobné vlastnosti jako
Legendre̊uv symbol (s jednou podstatnou odchylkou). Neplat́ı totiž
obecně, že z (a/b) = 1 plyne řešitelnost kongruence x2 ≡ a (mod b).

Př́ıklad.
�
2

15

�
=

�
2

3

�
·
�
2

5

�
= (−1) · (−1) = 1

a přitom kongruence

x2 ≡ 2 (mod 15)

neńı řešitelná (neńı totiž řešitelná kongruence x2 ≡ 2 (mod 3) a neńı
ani řešitelná kongruence x2 ≡ 2 (mod 5)).
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Tvrzeńı 4.7. Necht’ b, b� ∈ N jsou lichá, a, a1, a2 ∈ Z libovolná.
Pak plat́ı:

1. a1 ≡ a2 (mod b) =⇒
�
a1
b

�
=

�
a2
b

�
,

2.
�
a1a2
b

�
=

�
a1
b

��
a2
b

�
,

3.
�

a
bb�
�
=

�
a
b

��
a
b�
�
.

Lemma. Bud’te a, b ∈ N lichá. Pak plat́ı

1. ab−1
2

≡ a−1
2

+ b−1
2

(mod 2),

2. a2b2−1
8

≡ a2−1
8

+ b2−1
8

(mod 2).

Důsledek. Pro a1, . . . , am ∈ N lichá plat́ı

1.
�m

k=1
ak−1
2

≡
�m

k=1 ak−1

2
(mod 2),

2.
�m

k=1

a2k−1

8
≡

�m
k=1 a

2
k−1

8
(mod 2).

Věta 33. Necht’ a, b ∈ N jsou lichá. Pak

1.
�−1

a

�
= (−1)

a−1
2 ,

2.
�
2
a

�
= (−1)

a2−1
8 ,

3.
�
a
b

��
b
a

�
= (−1)

a−1
2

b−1
2 .

Důkaz. Snadný. �

4.8. Aplikace Legendreova a Jacobiho symbolu. Primárńı
motivaćı k zavedeńı Jacobiho symbolu byla potřeba vyč́ısleńı Legen-
dreova symbolu (a tedy rozhodnut́ı o řešitelnosti kvadratických kongru-
enćı) bez nutnosti rozkladu č́ısel na prvoč́ısla. Ukažme si proto př́ıklad
takového výpočtu.

Př́ıklad. Rozhodněte o řešitelnosti kongruence x2 ≡ 219 (mod 383).
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Řešeńı. 383 je prvoč́ıslo, proto bude kongruence řešitelná, bude-li
Legendre̊uv symbol (219/383) = 1.
�
219

383

�
= −

�
383

219

�
(Jacobi) 383 i 219 dávaj́ı po děleńı 4 zbytek 3

= −
�
164

219

�

= −
�
41

219

�
164 = 22 · 41

= −
�
219

41

�
(Jacobi) nebot’ 41 dává po děleńı 4 zbytek 1

= −
�
14

41

�

= −
�
2

41

��
7

41

�

= −
�
7

41

�
nebot’ 41 dává pod děleńı 8 zbytek 1

= −
�
41

7

�
nebot’ 41 dává pod děleńı 4 zbytek 1

= −
�−1

7

�
= 1 nebot’ 7 dává po děleńı 4 zbytek 3.

Daľśı aplikaćı je v jistém smyslu opačná otázka: Pro která prvoč́ısla
je dané č́ıslo a kvadratickým zbytkem? (tuto otázku již umı́me od-
povědět např. pro a = 2). Prvńım krokem je zodpovězeńı této otázky
pro prvoč́ısla.

Věta 34. Necht’ q je liché prvoč́ıslo.

• je-li q ≡ 1 (mod 4), pak je q kvadratický zbytek modulo ta
prvoč́ısla p, která splňuj́ı p ≡ r (mod q), kde r je kvadratický
zbytek modulo q.

• je-li q ≡ 3 (mod 4), pak je q kvadratický zbytek modulo ta
prvoč́ısla p, která splňuj́ı p ≡ ±b2 (mod 4q), kde b je liché a
nesoudělné s q.

Důkaz. Prvńı tvrzeńı plyne triviálně ze zákona kvadratické reci-

procity. Necht’ tedy q ≡ 3 (mod 4), tj. (q/p) = (−1)
p−1
2 (p/q). Necht’

nejprve p ≡ +b2 (mod 4q), kde b je liché. Pak p ≡ b2 ≡ 1 (mod 4) a

p ≡ b2 (mod q). Tedy (−1)
p−1
2 = 1 a (p/q) = 1, odkud (q/p) = 1. Je-li

nyńı p ≡ −b2 (mod 4q), pak obdobně p ≡ −b2 ≡ 3 (mod 4) a p ≡ −b2

(mod q). Tedy (−1)
p−1
2 = −1 a (p/q) = −1, odkud opět (q/p) = 1.
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Obráceně, mějme (q/p) = 1. Máme dvě možnosti – bud’ (−1)
p−1
2 =

1 a (p/q) = 1, nebo (−1)
p−1
2 = −1 a (p/q) = −1. V prvńım př́ıpadě

je p ≡ 1 (mod 4) a existuje b tak, že p ≡ b2 (mod q) (lze přitom
předpokládat, že b liché). Pak ale b2 ≡ 1 ≡ p (mod 4) a celkem p ≡ b2

(mod 4q). V druhém př́ıpadě je p ≡ 3 (mod 4) a existuje b liché tak,
že p ≡ −b2 (mod q). Tedy −b2 ≡ 3 ≡ p (mod 4) a celkem p ≡ −b2

(mod 4q). �
Př́ıklad. Určete modulo která prvoč́ısla je

a) 3
b) -3
c) 6

kvadratickým zbytkem.

Následuj́ıćı tvrzeńı ukazuje, že pokud je modul kvadratické kongru-
ence prvoč́ıslo splňuj́ıćı p ≡ 3 (mod 4), pak umı́me nejen rozhodnout
o řešitelnosti kongruenci, ale rovněž popsat všechna řešeńı.

Tvrzeńı 4.8. Necht’ p ≡ 3 (mod 4), a ∈ Z splňuj́ı (a/p) = 1. Pak
má kongruence x2 ≡ a (mod p) řešeńı

x ≡ ±a
p+1
4 (mod p).

Důkaz. Ověř́ıme snadno zkouškou
�
a

p+1
4

�2 ≡ a
p+1
2 ≡ a ·

�
a

p

�
≡ a (mod p).

�

Pro dokresleńı obrazu o kvadratických zbytćıch a nezbytćıch for-
mulujeme ještě jedno tvrzeńı (pro nepř́ılǐs obt́ıžný d̊ukaz euklidovského
typu viz [3]).

Věta 35. Necht’ a ∈ N neńı druhou mocninou. Pak existuje ne-
konečně mnoho prvoč́ısel, pro která je a kvadratickým nezbytkem.


