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2% =256 = 6-41 + 10
F=03BY=(2-41-12=-4-41+1 (mod 41
Pak 6% =2%.3% = (6-41 +10)(—4-41+1) =
=-34-41+10=7-41+10 (mod 41%)
a 6% = (6%)° = (7-41 +10)° = (10° + 5-7-41 - 10%) =
=10%(10+35-41) = (—2-41 —4)(—6-41 + 10) =
=(4-41—-40) =124 #1 (mod 41?).

Pfitom jsme vyuzili toho, Ze 10* = 6-41% — 86, tj. 10* = —2-41 —4
(mod 412).

Je tedy 6 primitivnim kofenem modulo 412 a protoZe je to sudé éislo,
je primitivnim kofenem modulo 2-41? ¢fslo 1687 = 6 +41? (nejmensim
kladnym primitivnim kofenem modulo 2 - 412 je ptitom &islo 7).

4.6. Kvadratické kongruence a Legendretv symbol. Nasim
ukolem bude najit jednodussi podminku, jak zjistit, jestli je fesSitelna
(a pripadné, kolik mé feseni) kvadraticka kongruence

ar? +br+c=0 (mod m).

7 obecné teorie, uvedené v predchozich odstavcich, je snadné vidét,
ze k rozhodnuti, je-li tato kongruence tesitelnd, staci urcit, je-li fesitelna
(binomicka) kongruence

7> =a (mod p), (27)
kde p je liché prvocislo a a ¢islo s nim nesoudélné.

Pro uréeni tesitelnosti kongruence (27) muzeme samoziejmé vyuzit
Vétu 27, jeji vyuziti ale casto nardzi na vypocetni slozitost, proto se
v kvadratickém pripadé snazime najit kritérium jednodussi na vypocet.

PRIKLAD. Urcete pocet feSeni kongruence z2 = 219 (mod 383).

RESENI. Protoze 383 je prvocislo a (2, ¢(383)) = 2, z Véty 27 plyne,
ze dand kongruence je fesitelnd (a md 2 feSenf), prave tehdy, kdyz
2197 # 1 (mod 383). Ovéreni platnosti neni bez pouziti
vypocetni techniky snadné (i kdyz je to pofad jesté ,na papite” vycislitelné).
Zavérem této casti tuto podminku ovérime s pomoci Legendreova sym-
bolu daleko snadnéji.

DEFINICE. Necht je p liché prvocislo. Legendretiv symbol definujeme
predpisem

1 pfta, a je kvadraticky zbytek modulo p,

a
p

—1 pta, a je kvadraticky nezbytek modulo p.
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PRIKLAD. ProtoZe je kongruence x? =

bovolné liché prvocislo p, je (1/p) = 1.
(—1/5) = 1, protoze kongruence x? = —1 (mod 5) je ekvivalentni
s kongruenci z? = 4 (mod 5), jejimiz fesenimi jsou z = £2 (mod 5).

NGChfp je liché prvocislo, a,b € Z libovolnda. Pak plati:
p—1
1.
p

=az (mod p).

2. (5) =66
3.

(mod p) fesitelnd pro li-

DUKAZ. ad 1. Pro p | a je tvrzen{ ziejmé; pokud je a kvadraticky
zbytek modulo p, pak tvrzeni plyne z Vety 27. 7 téze véty plyne,
ze v pripadé kvadratického nezbytku Je o'z # 1 (mod p). Pak ale,

protoze p | et — 1 = ("7 — 1)(a"z +1)nutnep|a2 + 1, tj.
p—1

az = -1 (mod p).
ad 2. Podle 1. dostavame

O L

Protoze jsou hodnoty Legendreova symbolu z mnoziny {—1, 0, 1}, plyne
z kongruence (ab/p) = (a/p)(b/p) (mod p) pfimo rovnost.
ad 3. Zrejmé z definice. O

. Z
DUSLEDEK. 1. V libovolné redukované soustavé zbytki modulg}%je

,_) ~ /' 24716’; stejny pocet kvadratickyjch zbytki a nezbytki.

(a)- B}

= 1= -
W%Ly&%

2. Soucin dvou kvadratickiyjch zbytku je zbytek, soucin dvou nezbytku
je zbytek, soucin zbytku a nezbytku je nezbytek.

pravé tehdy, kdyz p =1 (mod 4).

p=+

a | #]t2]x ;
SDVAD

3. (—=1/p) = (—l)pz;l, tj. kongruence x> = —1 (mod p) je Fesitelnd lev W{V&Lu&} 6
%%

DUKAZ. ad 1. Kvadratické zbytky ziskdme tak, Ze vsechny prvky
redukované soustavy zbytku umocnime na druhou. Téchto prvku je
p — 1, pritom druhé mocniny 2 prvku jsou spolu kongruentni prave
tehdy, kdyz je_soucet téchto prvki nasobkem p. Mame tedy prave pgl
kvadratickych zbytku, a tedy rovnéz p — 1 — ’%1 = 7%1 kvadratickych
nezbytku modulo p. Predpoklad, ze p je prvocislo, je podstatny — pro
slozend ¢isla je kvadratickych nezbytku vice nez zbytku (viz déle édst

medd 7 fle)

Au. .Z? 35,6
a‘z b (ﬁwo{p)

»

'o a>- & bléj/“’éj

o Jacobiho symbolu). c)a= *é/’“"”{f)

ad 2. Tvrzeni je zfejmé z predchoziho lemmatu.
ad 3. Ziejmé. O

Jiz s vyuzitim téchto zdkladnich tvrzeni o hodnotach Legendre-
ova symbolu jsme schopni dokazat vétu o nekonecnosti poctu prvocisel
tvaru 4k + 1.

TVRZENT 4.6. Pruvocisel tvaru 4k + 1 je nekoneéné mnoho.
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DUKAZ. Sporem. Piedpokladejme, Ze p1, ps, . .., p; jsou vSechna pr-
vocisla tvaru 4k + 1 a uvazme ¢islo N = (2py - -+ p;)? + 1. Toto ¢islo je
opét tvaru 4k + 1. Pokud je N prvocislo, jsme hotovi (protoze je jisté
vétsi nez kterékoli z py, pe,...,p), pokud je slozené, musi existovat
prvocislo p, délici N. Ziejmé pritom zadné z prvocisel 2, pi, pa, ..., m
neni délitelem N, proto staci dokdzat, ze p je rovnéz tvaru 4k + 1.
Protoze ale (2p;---p)*> = —1 (mod p), dostdvdme, ze (—1/p) = 1, a
to plati pravé tehdy, je-li p =1 (mod 4). O

Nyn{ odvodime dalsf pravidla pro vypocet Legendreova symbolu. &=
Uvazujme mnozinu S nejmensich zbytku (v absolutni hodnoté) mo- 4 2 ] Pt _ 3
dulo p. Je-li p prvocislo, a € Z, p {1 a, pak oznatime pu,(a) pocet

zapornych nejmensich zbytku (v absolutni hodnoté) ¢isel 4;747 2'47 %a
n o)
—1
1-a,2-a,...,p - a, 3 o 94
2 T T
tj. pro kazdé z téchto ¢isel uréime, se kterym céislem z mnoziny S je 3 ~4 7
kongruentni a spoc¢itame pocet zapornych z nich.
g p p porny fggb%&g,gj 213/{)

PozNAMKA. Obvykle budou p a a zafixované, potom budeme misto
pp(a) psat jen p.
PRIKLAD. Vypoctéte hodnotu i pro p = 11, a = 3.

RESENT. S = {—5, —4,-3,-2,-1,1,2,3,4,5}. Protoze 1.3 = 3, 2- “pla)
=-53-3=-2,4-3=1,5-3=4 (mod 11), dostavame p = 2. } (-.7}

LEMMA (Gaussovo). Je-li p liché prvocislo, a € Z, p 1 a, pak P,. [5»}_. ~4

()= e

pfl} ‘3/”) M’V‘V

DUKAZ. Pro kazdé i € {1,2,..., 2} uréime m; € {1,2,. = 2PN

tak, zei-a = £my (mod D). Snadno se vidi, ze pokud k, [ € {1, 2 ,
jsou ruzna, jsou ruzné i hodnoty my, my; (mk m = k-a= j:l ‘a
(mod p) = k = £l (mod p), coz nelze jinak, nez ze k = [).

) o—— — e ’ /
Proto splyvaji mnoziny {1,2, ..., ”Tl} a{my,ma, ... mp-1}. Vynasobenim
2
kongruenci
l-a=[#m; (mod p)
2-a =|Hmy (mod p)
p—1
5 0= bt (mod p)

{”’ mz,,,,’w‘)ana §7Z/ j

dostavame




P 8 G fae piime oeiuul: b)) (F)- M} ?, /") (%) /7/
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>ﬂpfljz Lz

i p=ot =ty Y A A P
020 B 2 prrts)  pd 21, u 2 lht), - 2ltnt) ) ayie)=bi] o pL
§=412r ) =43 ?/)é anid 2 zz »(flwf] ? ]

(mezi pravymi stranami je jich pravé p zapornych). Po Vydelem obou

p—1
stran ¢islem ((p—1)/2)! dostdvame diky vztahu (a/p) = a N (mod p)
pozadovane tvrzend. O

ar( F” Mf C& /g S vyuzitim Gaussova lemmatu dokazeme hlavni vétu této c¢asti, tzv.
_ g 0‘“"‘3”‘ M&M) zakon kvadratické reciprocity.

VETA 32. Necht p,q jsou lichd prvocisla. Pak
a44 1 () = (—1)%
u p(o[:l %’JAO "
8

2. ()= e
M/LD F(IT\L Gawraw\/—- 5. (1) = () S bvadvidils) MC‘P"OOM&R/ {‘; /.- /// 4',-/

DUKAZ. Véta se v tomto tvaru uvadi zejména proto, Ze pomoci
téchto ti1 vztahu a zakladnich pravidel pro upravy Legendreova sym-
bolu jsme schopni vypoécitat hodnotu (a/p) pro libovolné celé éislo
a. Prvni ¢ast tvrzeni jiz mame dokazanu, v dalsim nejprve odvodime
mezivysledek, ktery vyuzijeme k dukazu zbylych ¢asti. Poznamenejme
rovnéz, ze v literatute existuje mnoho ruznych dukazu této véty (v roce
2010 uvédél F Lemmermeyer 233 dﬁkazﬁ) obvykle ovéem VyuZivajiciCh

N

orie ¢fsel. :[{J + x>
Necht je ddle a € Z, pta, k € N a necht [z] (resp. (x)) znaci celou
(resp. necelou) ¢ést redlného cisla x. Pak (@4 [ )(]é Z] J<x>¢ 4

T EEeR ] B

. . e/ =2 X
/M l a=53 Tento vyraz je lichy pravé tehdy, kdyz je (%‘“) 1, tj. pravé tehdy, zeZ [?'J'K] [ [ j
. 3 = ~> 41 je-li nejmensi zbytek (v absolutni hodnoté) ¢isla ak modulo p zaporny
(zde by mél pozorny ¢tenar zaznamenat navrat od vypoctu zdanlive
32 (M) nesouv1sejlclch vyrazu k podminkam souv1seJ1(:1m s Legendreovym sym-
- bolem).

Proto je

(2) i(_ uf 1)zk . [2‘““1 q,_

b L
Je-li navic a liché, je a +p ClSlO sudé % dostavame e

pro. r P2 (%) (2a+2p / “*”)

p p

[e2X]<)%
/ _ ( 1)Zk 1 [( +p)k] _(_ Zk,1 [ak] P
/7r .- % Celkem tak dostavame (pro liché a)

5= bl P2l ( é@} - (2) | <_) R v W (28)

4 coZ proa=1 1 dava pozadované tvp;e bodu 2. 2,

> (%)= (7)? 2 ez )%



(F)=+1)
(%)=(-1)

(§1GF0)

53

Podle jiz dokdzané ¢ésti 2 a ze vztahu (28) dostavame pro lichd
c¢isla a

p—1
a T2 jak
— | = (_1)Zk:1 [7]
(p)

Uvazme nyni pro dand prvocisla p # ¢ mnozinu

T'={qxzcZ 1<z<(p—1)2}x{py;ycZ 1<y<(q—1)/2}.

Zejmé je |T| = 2+ - 1 a ukdzeme, Ze rovnéz
2
[ﬁj {])/ ! 4
7 p= ‘35 T
7 oA n /] ¥=1
£ e%: |T| Z?_%l[pfk] ZP_Q;I[ﬂ] o gy =2 e L
(ﬁ 1) = (—1) = (—1) k=11lgq . (—1) k=11lp I e v Ty " 1
dvod'loe ("r"'f"ﬁ)
1%*é[%‘*r] /_T T
[@y' P‘J] %X % P; o 1exe[$2]=3 ._w

&

P‘Z

?

2

¢imz budeme vzhledem k predchozimu hotovi.

Protoze pro zadna x, y z pripustného rozsahu nemuze nastat rovnost
gr = py, muzeme mnozinu 1" rozlozit na dvé disjunktni podmnoziny
Ty a Ty tak, ze Ty = T N {[u,v]; u,v € Z,u < v}, Ty =T\ T). Ziejmé
je Ty pocet dvojic [gx, py], kde = < §y. Protoze §y < § . % <L je

< p%l. Pro pevné y tedy v 13 lezi pravé ty dvojice lqz, py], pro
L4 = > —1)/2 .
které 1 < Sedy T = 9 02[2y). Analogicky [Ty =
Y al. —
' Pr(?to/ ) = (="Ml a (2) = (=1)I"2l a zdkon kvadratické reciprocity
je dokazan. O

/\’U

DUSLEDEK. 1. —1 je kvadraticky zbytek pro prvocisla p spliugici
p=1 (mod 4) a nezbytek pro prvocisla splrugici p =3 (mod 4).
2. 2 je kvadraticky zbytek pro prvoéisla p spliugici p = £1 (mod 8)
a nezbytek pro prvocisla spliujici p = £3 (mod 8).
3. Je-lip=1 (mod 4) nebo ¢ =1 (mod 4), je (p/q) = (q/p), jinak
(. p=q=3 (mod 4)) je (p/q) =(Ja/p).
79

PRIKLAD. Urcete (&).
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e recldal RESENT.
101
XQE% (ﬁod,lM)/L (%) =+<%) nebot 101 ddvd po déleni 4 zbytek 1

D / (2) Mot 222139

Py gt (3
r §<> to=-118) > (21

11
< nebot 79 ddvd po déleni 8 zbytek -1

79
= (—-1) (ﬁ) nebot 11 1 79 ddvaji po déleni 4 zbytek 3
2 % 4 ~ ’
=(—1) (ﬁ) =1 nebot 11 davd pod déleni 8 zbytek 3
]
-4

4.7. Jacobiho symbol. Vy¢isleni Legendreova symbolu (jak jsme
videli i v pfedchozim piikladu) umoznuje pouzivat zakon kvadratické
reciprocity jen na prvocisla a nuti nas tak provadét faktorizaci cisel
na prvocisla, coz je vypocetné velmi narocna operace. Toto l1ze obejit
rozsitenim definice Legendreova symbolu na tzv. Jacobiho symbol s po-

dobnymi vlastnostmi. b newyl b?/'L Prméf){o

DEFINICE. Necht a € Z, b € N, 2+ b. Necht b = pips - - - pi. je roz-
klad b na (lichd) prvocisla (vyjimecné neseskupujeme stejnd prvocisla
do mocniny, ale vypisujeme kazdé zv14st, napt. 135 = 3-3-3-5). Symbol

()= G) GG

se nazyva Jacobiho symbol.

Legendreuv symbol (s jednou podstatnou odchylkou). Neplati totiz

Déle ukazeme, ze Jacobiho symbol ma podobné vlastnosti jako [q/ ) 4
AN e -
obecné, Ze z (a/b) = 1 plyne Tesitelnost kongruence 2 = a (mod b). b ] %

PRIKLAD.

<£):<g>.(z):(_1).(_l):1 ’Czia/é/ A/RV

15 3
a pritom kongruence

r?=2 (mod 15) ['%): A

nen{ fesitelnd (neni totiz fesitelnd kongruence 22 = 2 (mod 3) a nenf
ani fesitelnd kongruence x*> = 2 (mod 5)).

(3)--
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TVRZENT 4.7. Necht b,V € N jsou lichd, a,a,,as € Z libovolnd.
Pak plati:

LEMMA. Bud'te a,b € N lichd. Pak plati

ab—1 — a—1 b—1
1. 222 :TQ+T2(mOd 2),
2. el = ol 4 ol (mod 2).

DUSLEDEK. Pro ai,...,a, € N lichd plati

o st = il (64 2),

oyt = Ml (164 2).

~

NS

VETA 33. Nechf a,b € N jsou lichd. Pak

) - (12, ot dat
— (=15 e <
- :“’*T{ (/or'l']g, (%}‘ /él///fj ©

o =
R

5
—
ISHISIESHIN)
— —
~
Q|
SN—"
|
—
|
[a—
N—
)
V]

DUKAZ. Snadny. O

4.8. Aplikace Legendreova a Jacobiho symbolu. Primarni
motivaci k zavedeni Jacobiho symbolu byla potieba vy¢isleni Legen-
dreova symbolu (a tedy rozhodnuti o Fesitelnosti kvadratickych kongru-
enci) bez nutnosti rozkladu ¢isel na prvocisla. Ukazme si proto piiklad
takového vypoctu.

PRIKLAD. Rozhodnéte o fesitelnosti kongruence 2 = 219 (mod 383).
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RESEN{. 383 je prvocislo, proto bude kongruence fesitelnd, bude-li
Legendreuv symbol (219/383) = 1.

219 3337 ook snbl
(@> =— (E)Z (Jacobi) 383 i 219 ddvaji po délent 4 zbytek 3
(=~ (L. (2
219 214 U
41
__(E> 164 = 2% - 41
219 . ; L S
= — (I) (Jacobi) nebot 41 ddvd po déleni 4 zbytek 1
(14
\41
_ (2 (T~
—o\41)\41
7 ; L g
= _ (H) nebot 41 davd pod déleni 8 zbytek 1
41 ) Ve / ~ /
= — (7) nebot 41 davd pod délent 4 zbytek 1
—1 , L g
= — (7) = nebot 7 ddvd po déleni 4 zbytek 3.
RS <. </ — 11 %
l/NonﬂK /DD/JMJ M‘VW/IL , L W&/ v 1 {MQ:}/
@ JL A M\Z W Dalsi aplikaci je v jistém smyslu opacna otazka: Pro kterd prvocisla
ool f 2 je dané cislo a kvadratickym zbytkem? (tuto otdzku jiz umime od-
an 7 povédét napt. pro a = 2). Prvnim krokem je zodpovézeni této otazky
(f) = pro prvocisla.

@ llese) & /z'WA VETA 34. Necht q je liché prvocislo.
@\43% o] / e je-li ¢ = 1 (mod 4), pak je q kvadraticky zbytek modulo ta

i
9 prvoéisla p, kterd spliuji p = r (mod q), kde r je kvadraticky
Xf%fll — X ?5j zbytek modulo q.
2, . e je-li ¢ = 3 (mod 4), pak je q kvadraticky zbytek modulo ta
X &hl)/ Wv‘ll’}l? prvocisla p, kterd spliugi p = +b* (mod 4q), kde b je liché a
nesoudélné s q.

woef Y - e
2 | #1423 t 3 DUKAZ. Prvni tvrzeni plyne trividlné ze zdkona kvadratické reci-
LMy Y QT 3 procity. Nechf tedy ¢ = 3 (mod 4), tj. (¢/p) = (—1)%(p/q). Necht

nejprve p = +b? (mod 4q), kde b je liché. Pak p = b* = 1 (mod 4) a
@ 6'19/“0 a) p =0b? (mod q). Tedy (—1)1'7_1 =1la(p/q) =1, odkud (¢/p) = 1. Je-li

pro blnal nyni p = —b* (mod 4q), pak obdobné p = —b* =3 (mod 4) a p = —b*
MQ (mod q). Tedy (—1)%1 =—1a(p/q) = —1, odkud opét (¢/p) = 1.

o W3
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Obrécené, méjme (q/p) = 1. Mame dvé moznosti — bud (—1)"z - =
1 a(p/q) =1, nebo (—1)207_1 = —1a (p/q) = —1. V prvnim piipade
je p = 1 (mod 4) a existuje b tak, ze p = b* (mod ¢) (lze pritom
piedpoklddat, ze b liché). Pak ale b> = 1 = p (mod 4) a celkem p = b?
(mod 4¢g). V druhém piipadé je p = 3 (mod 4) a existuje b liché tak,
7e p = —b? (mod q). Tedy —b*> = 3 = p (mod 4) a celkem p = —b2
(mod 4q). P'/
///1 r 7) 4

PRIKLAD Urcete modulo kterd prvocisla je -1 J e //0)
) 3 (1% 4=(3)- (L)) & /,, 169 2 p= 1/4/
b) -3
c) 6 [§,-4 /7/ -
kvadratickym zbytkem

Nésledujici tvrzeni ukazuje, ze pokud je modul kvadratické kongru-
ence prvocislo spliujici p = 3 (mod 4), pak umime nejen rozhodnout
o tesitelnosti kongruenci, ale rovnéz popsat vSechna feseni.

TVRZEN{ 4.8. Necht’@,a € Z spliuji (a/p) = 1. Pak
md kongruence > = a (mod p) Fesend

x=ta"T (mod p).

DUKAZ. Ovéiime Sm_—

+
(a%)QEa%Ea N =q (mod p)
o “Fa —4/\(;; zq'z -

Pro dokresleni obrazu o kvadratickych zbytcich a nezbytcich for-
mulujeme jesté jedno tvrzeni (pro nepfilis obtizny dikaz euklidovského
typu viz [3]).

VETA 35. Necht a € N neni druhou mocninou. Pak existuje ne-
konecné mnoho prvocisel, pro kterd je a kvadratickym nezbytkem.



