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7 druhé kongruence dostavame, ze x = —3 + 81t, kde t € Z. Dosa-
zenim do tfeti kongruence soustavy (23) dostaneme

3481t =—-4 (mod 11),

tedy 81t = —1 (mod 11), tj. 4t = 32 (mod 11), odkud t =8 (mod 11),
a proto t = —3+ 11s, kde s € Z. Dosazenim x = —3+81(—3 + 11s) =
—3 —3-81+11-81s do prvni kongruence soustavy (23) dostaneme

—3—-3-81+11-81s=3 (mod 4),

tedy
14+1-14+(-1)-1s=3 (mod 4),
tj. —s =1 (mod 4) a proto s = —1 + 4r, kde r € Z. Je tedy

x = —3-3-81+11-81(—1+4+4r) = —3—14-81+4-11-81r = —1137+3564r,

neboli z = —1137 (mod 3564), coz je také feseni zadané kongruence.
U
N
0'% o M/LNW 4.3. Kongruence vyssich stupiti. Vratme se k obecnéjsimu piipadu,
_ ~

™, , WO kdy na obou stranach kongruence stoji mnohocleny téze proménné x
s celociselnymi koeficienty. Snadno muzeme tuto kongruenci odec¢tenim
},"-’&5 ' upravit na tvar

F(z) =0 (mod m), (24)

kde F'(z) je mnohoclen s celo¢iselnymi koeficienty a m € N. Véta 20
nam poskytuje sice pracnou, ale univerzalni metodu feseni této kongru-
ence. PTi feSeni kongruence (24) totiz staci zjistit, pro ktera celd ¢isla
a,0 < a < m,plati F(a) =0 (mod m). Nevyhodou této metody je jeji
pracnost, ktera se zvysuje se zvétsujici se hodnotou m. Je-li m slozené,
m =pi'...p¥, kde py, ..., pg jsou ruznd prvocisla, a je-li navic k > 1,
muzeme nahradit kongruenci (24) soustavou kongruenci

F(x)=0 (mod pi') — F(\L)EO[MOi?A)/\))(?_ {4@
: ) o
Fl)=0 (mod ), =S - . VEETIN

kterda ma stejnou mnozinu feseni, a fesit kazdou kongruenci této sou-
stavy zvlast. Tim ziskdme obecné nékolik soustav kongruenci (19),
které uz umime tesit. Vyhoda této metody spociva v tom, ze moduly
kongruenci soustavy (25) jsou mensi nez modul puvodni kongruence

(24).

PRIKLAD. Reste kongruenci #° 4+ 1 =0 (mod 11).
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RESENT. Oznaéme F(z) = 2° + 1. Pak plati F(0) =1, (1) =2 a
dale plati

F(2)=33=0 (mod 11),
F(3)=3+1=9-9-34+1=(-2)?-3+1=12+1=2 (mod 11),
FA)=4#+1=2"+1=1+1=2 (mod 11),

kde jsme vyuzili Fermatovu vétu 16, podle které 21 = 1 (mod 11).
Podobné dale

5)=5"+1=16"+1=4""4+1=1+1=2 (mod 11),
)=6"+1=(-5)°"+1=-16°+1=—-4""4+1=0 (mod 11),
N=7+1=(-4°+1=-2"4+1=-1+1=0 (mod 11),
8) =8 +1=2°-2"11=32+1=0 (mod 11),
9)=9"+1=3"+1=1+1=2 (mod 11),
10)=10°+1=(-1)°+1=0 (mod 11),

a tedy TeSenim kongruence x° + 1 = 0 (mod 11) jsou pravé vSechna
x, vyhovujici nékteré z kongruenci x = 2 (mod 11), x = 6 (mod 11),
x =7 (mod 11), z =8 (mod 11), z = 10 (mod 11). O

PRIKLAD. Reste kongruenci 2° — 3z +5 =0 (mod 105).

RESENI. Kdybychom postupovali obdobné jako difve pro m = 105,
museli bychom spoéitat pro F(z) = x® — 3z + 5 sto pét hodnot F(0),
F(1), ..., F(104). Proto radéji rozlozime 105 = 3 -5 -7 a budeme fesit
kongruence F(z) = 0 postupné pro moduly 3, 5, 7. Plati F/(0) = 5,
F(1)=3,F(2)=7,F3)=23, F(-1)=7, F(—=2) =3, F(-3) = —13
(pro snadnéjsi vypocéty jsme pocitali napiiklad F(—1) misto F(6) —
vyuzijeme toho, ze F'(6) = F'(—1) (mod 7) podle predchoziho Tvrzeni
a podobné). Kongruence F(z) = 0 (mod 3) ma tedy feseni z = 1
(mod 3); kongruence F'(z) = 0 (mod 5) ma feseni z = 0 (mod 5);
fesenim kongruence F'(x) = 0 (mod 7) jsou x € Z spliujici x = 2
(mod 7) nebo # = —1 (mod 7). Zbyva tedy vyfesit dvé soustavy kon-
gruenci:

r=1 (mod 3), r= 1 (mod 3),
r=0 (mod5), a x= 0 (mod?5),
r=2 (mod?7) r=-1 (mod7).

Protoze prvni dvé kongruence jsou u obou soustav stejné, budeme se
nejprve zabyvat jimi. Ze druhé kongruence dostavame x = 5t prot € Z,
dosazenim do prvni

5t=1 (mod 3),
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tedy —t = 1 (mod 3), odkud ¢ = —1 + 3s pro s € Z, odkud =z =
—5 + 15s. Dosadme nejprve do tieti kongruence prvni soustavy:

—5415s=2 (mod 7),
odkud s =0 (mod 7), tj. s = 7r pro r € Z a proto x = —5+ 105r. Do-
sadime-li x = —5+ 15s do treti kongruence druhé soustavy, dostaneme
-5+ 15s=—-1 (mod 7),

odkud s = 4 (mod 7), tj. s =4+ 7r pror € Z, a proto x = —5 +
15(4 4+ 7r) = 55 + 105r. Celkem jsou tedy fesenim dané kongruence
F(z) =0 (mod 105) vSechna celd ¢isla x, splnujici x = —5 (mod 105)
nebo z = 55 (mod 105). O

Postup pro teseni kongruenci, kde modulem je mocnina prvocisla,
udava dukaz nasledujici véty.

‘F(\(\’ED ( ﬂﬂ VETA 24 (Henselovo lemma). Necht p je prvocislo, f(z) € Z[z], a €
F Z je takové, zZe p | f(a),p t f'(a). Pak plati: pro kazdé n € N md

soustava }3(3(2) ";)({)7 r=a (mod p) 2? p m‘]ﬂk/ol(“’
P f(z)=0 (mod p") (26)

pravé jedno resent modulo p".

Ltz olp) o , y B
DukAz. Indukci vzhledem k n. Piipad n = 1 je ziejmy. Necht dale
XZa (P) n > 1 a véta plati pro ns 1. Je-li x fesenim (26) pro n, je feSenim (26) NCWtUn/, %
wd A P \/ ipron—1. Liboxﬂﬁé fekéili (26) pro n je tedy tvaru [I'I I da | 7 ) P
Plena)zolp")  w=corth g Kekez
Je tieba zjistit, zda f(c,—1 + k- p" ') =0 (mod p"). Vime, ze p"~! |

flcn_1 + k- p" 1) a uzijme binomickou vétu pro f(z) = a,z™ + -

alsc?m,(m’@f,é..gf)ie 26 (aﬁ?/c?& ofp”'] /\x
Cn—1 p =(c! .M (mod p —_— \ 1

Plati tedy ohotoayo 39X ”"/f "N pw 022 X \
n—1\ — n—1 ) ’7 <(ﬁMj(
fenat k-p" ) = flen) k0" S (ent)iisy 4 4 4L

o 2@l bt ' Sarel, e o roum e
flen1 +k -p"*;) =0 (modp") <= Lin-Yoirun il é"%’ "[5(0,‘{("’]

1116((14_,)4’ b- ”’J"‘( vw))f f(en—1) @ "3 C@ d (%

-Je) FiEr-r), (mod p) UW{)J@[X’@

‘( (&4)P Protoze ¢,_1 = a (mod p), dostaneme 1 en— 1) = ( ) §é 0 (mod p),
tedy (f (Cn— 1) p) = 1. Uzitim Véty 21 o feSitelnosti linedrnich kon- (]g(k )= Jlf( ]
gruenci dostavame, ze existuje pravé jedno teseni k& (modulo p) této
kongruence a protoze ¢,—1 bylo podle mdukcmho predpokladu jediné ({ /K
feSenf modulo p" !, je éfslo ¢, 1 +k-p"~! jedinym Fesenim (26) modulo )('147

!
p". ({@h]
(s _ )& Q X, 4 _‘Z"..m

SVQC f‘o‘d 4)= K a/JZ Xoprg = Xy — ‘1 2
BEa=R- %=3,%=5¢ xz,gﬁj_/ﬁf 3 4413

{/\~’39547

nk‘



33

/z Ql'/x ‘11(34—7
PRIKLAD. Reste kongruenci #* 4+ 7z +4 = 0 (mod 27). ¥ 7/,1} 413+ 3»2'013)
)(Z'J, ’}x#’);O(l ) RESENI. Resme nejprve tuto kongruenci modulo é/(napr ofiosa— FD?W ?

% = zenim) — snadno zjistime, ze feSeni je z = 1 (mod 3).“Zapisme feSeni é_
K'¥ X+ 4 =0 (3) ve tvaru x = 1 4 3t, kde t € Z a feSme kongruenci modulo 9. égf

Klo“l’l z* +7r+4=0 (mod9) n yu‘J'fl)O(l V‘OCL]?
‘{l‘) 1 : 7 (1+3)*"+7(1+3t)+4=0 (mod 9) /> J’h( ?471(,)&
7 =14 1+4-3t+74+7-3t+4=0 (mod?9)
< fsg/l){é} 6 SLZQJO : § 33t =—12 (mod 9) v éap{(/ C)‘)
t @l 4 5 J’{ } 11t = -4 (mod 3)
-D/21) '0/3/ 50/17 t=1 (mod 3)

Zapsanim t = 1 4 3s, kdeseZdostanemea:—4+95apo dosazeni
2 5 ;,9 3.2 (4+98)' +7(4+9s) +4=0 (mod27)
[‘7*35):?* ‘171354' 4* +4-4%.954+28 +635+4=0 (mod 27
256 9s + 635 = 288 (mod 27) [: §=3%

)
)
2565 +7s = —32 (mod 3)
4+ 2s=1 (mod 3)
s=2 (mod 3) "’0{*3" re Z—
L, ) Celkem dostavame feseni z = 4 4+ 9s = 4+ 9(2 + 3r) = 22 + 27r,
0N s kde r € Z, neboli z = 22 (mod 27). O

Reseni obecnych kongruenci vysstho stupné jsme tedy prevedli na
feseni kongruenci modulo prvocislo. Ukazuje se, Ze zde je nejvétsi , kamen
urazu“, protoze pro tyto kongruence zadny obecny postup (s vyjimkou
postupu podle Véty 20, tj. vyzkouseni véech moznosti) nenf znam. Uve-
deme alespon nékolik obecnych tvrzeni ohledné teSitelnosti a poctu
feseni takovych kongruenci a v dalsich ¢astech skript podrobné;jsi vysledky
v nékterych specialnich piipadech.

VXéZ 4.4. Kongruence s prvociselnym modulem.

P,_X (W} VETA 25. Bud p prvocislo, f(x) € Z[z]. Libovolnd kongruence
K= f(z) =0 (mod p) je ekvivalentni s kongruenci stupné nejuyse p — 1.

DUKAZ. Protoze pro libovolné a € Z plati p | a? —a (dusledek Malé
Fermatovy véty), jsou fesenim kongruence 2 —x = 0 (mod p) vSechna
celd ¢isla. Vydélime-li polynom f(xz) se zbytkem polynomem z? — z,
dostaneme ql /4] = }"(q) (wadf p}

f(@) = q(x) - (a? —z) +r(z) st r(x)<
pro vhodné f(x),r(x) € Z, kde stupen r(x) je mensi nez stupen délitele
tedy nez p. Dostavame tak, ze kongruence r(x) = 0 (mod p) je ekvi-
valentni kongruenci f(x) = 0 (mod p) a je pritom stupné nejvyse
p— 1. Il

Kaa"‘//zo (?/ 4 /2.
I) x’zx.(3) = 6(7 1 =x541

3 N+1=2 £,
)(#0{;//[‘7} 28 + 1= =25
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?T: )QE4 (g)
= VETA 26. Bud p prvocislo, f(x) € Zlx]. Md-li kongruence f(x) =0
o A 1763(/\/ (mod p) vice nez st(f) resent, pak jsou viechny koeficienty polynomu f

x':*/[\ +g (g) ndsobkem p.

-hT DUKAZ. V jazyce algebry jde vlastné o pocet kofenti nenulového
(D"/ 9?‘7‘ U polynomu nad (koneénym) télesem Z,, kterych je nejvyse st(f). O
g . _,M DUSLEDEK. (Jing dikaz Wilsonovy véty) Pro kazdé prvocislo p
XOI" 1 XV) JW \ plati

SJ~‘¢=W (p—1)!=-1 (mod p).

va“ odfﬁ(u’\—‘ W'I DUKAZ. Pro p = 2 je tvrzenl ziejmé, ddle uvazujme jen licha
U) N ‘{ (x,) prvocisla p. Resergg;’ kongruence

. (m—l)(m§2)-~-(x—(p—1))—1)50 (mod p)
ann %= Xo je podle Malé Fermatovy véty libovolné a € Z, které neni nasobkem
(”): (X~ Yo (N)Hz(a@) p, tj. kongruence ma p — 1 feSeni. Pritom je ale jeji stupen mensi nez
. (06) ( Y— 1, proto jsou pomchozi véty vSechny koeficienty polynomu na
({ l’d = (x ”") ﬂff evé strané kongruence nasobkem p, specidlné absolutni ¢len, kterym je
))kézéna. U

. i ‘\J(Ks EO(&) (p— 1)! 4+ 1. Tim je Wilsonova xgtaf ‘*4;0//)

(-A)e2). . (-pr)+d =@-1)/41 = o
kongruence a primitivni kofeny. V této césti

(X,‘ - Koﬁo ZW 4.5. Binomic

~

WK)EO(qJ)
é&l\c Yo/

(Mn/-a ‘C()()

el 5 D/])

se zamétime na feSeni specialnich typu polynomidlnich kongruenci vyssiho

;_> ﬁ(p(\) =0 ( 6)} stupneé, tzv. binomickych kongruenci. Jde o analogii binomickych rov-
nic, kdy polynomem f(x) je dvojclen z™ — a. Snadno se ukaze, ze se

AL ‘L £ P- y/ muzeme omezit na pripad, kdy je a nesoudélné s modulem kongruence
— v opa¢ném piipadé totiz vzdy muzeme pomoci ekvivalentnich uprav

n HUQ MO{/P kongruenci na tento pfipad prevést nebo rozhodnout, ze kongruence
neni fesitelna.

(Jq ) ]xh)
P # / %}' y < :
> PRIKLAD. Reste kongruenci

1

{ou wlco!% P 2> =18 (mod 63).
:z)%/bﬁzud {  Reseni. Protoze je (18,63) = 9, musf platit 9 | o2 t. 3 | «.

/ Polozime-li x = 3z, z1 € Z, dostdavame ekvivalentni kongruenci z{ =
/\(M WK?U% P (mod 7), ktera jiz spliuje omezeni na nesoudélnost modulu a pravé
strany kongruence. Podle Véty 26 vime, Ze ma nejvyse 2 feSeni a snadno

se vidi, Ze jimi jsou zy = £3 (mod 7), tj. x1 = £3, £10, £17, £24, +31,
+38, £45,+52, £59 (mod 63). Resenimi puvodni kongruence jsou tedy
x=3-x1 (mod 63), tj. z = £9,+12, 430 (mod 63).

PRIKLAD. Reste kongruenci

= (mod 18).

RESENI. Protoze je (3,18) = 3, nutné 3 | . Uzijeme-li, podobné

jako vyse, substituci x = 3 - x1, dostavame kongruenci
2728 =3 (mod 18),

ktera ziejmé nemd FeSeni, protoze (27,18) 1 3.

)



