Predikatova logika




Uvod

Nestaci zkoumat vlastnosti jediného
objektu

Potrebujeme se ptat, zda danou vlastnost
ma z dané mnoziny

B alespon jeden prvek

B kazdy prvek

Pfiklady vyroku, které nelze formalizovat
vyrokovou logikou

B Kazde prvocislo je liché

B Existuje divka, ktera je chytra a zaroven krasna
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Kvantifikatory

Univerzalni kvantifikator Vv
B kazdy, vSechny, ...
B vXxeN: (x+1)eN

[0 pro vSechna pfrirozena Cisla x plati...
Existencni kvantifikator 3
B existuje, néktery, ...
B dxeN: (x-100)eN

[0 existuje prirozené Cislo x takove, ze...
Zesileny existencni kvantifikator 3!
B existuje prave jeden, jediny, ...
B J!xeN: (x-1)¢N

0 existuje jediné prirozené Cislo x, pro které...
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Formalni jazyk predikatove logiky

O Individudlni jména (konstanty)
B oznacuji konkrétni objekt
m a, b, ..
O Individualni proménné
B neoznaduji konkrétni objekt, maji sv(j defini¢ni obor
® X,V Z ..
O Funkcni symboly
B pfifazuji prvkdm defini¢éniho oboru jiné prvky
m f,g, h, ..
O Predikatoveé symboly
B oznacuji vlastnosti a vztahy
= P ,QR,..
O Logické spojky
B AV, =&
O Kvanitifikatory
VY, 3
O Zavorky
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Arita (Cetnost)

= pocet operandu/parametru/argumentu

Podle poctu operandu rozliSujeme
operatory na

B nularni

unarni

binarni

ternarni

+,-,%,/, A, v,=,& jsou binarni operatory
B jejich arita je 2, maji 2 operandy)

v ,— jsou unarni operatory

B jejich arita je 1, maji 1 operand
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Term

ferm oznacuje prvek definicniho
oboru

Kazda konstanta je term
Kazda individualni proménna je term

Je-li f funkcni symbol arity na t,, t,,
... t, jsou termy, pak f(t,, t5, ... t) je
rovnez term

Nic jineho neni term
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Formule predikatoveho kalkulu

O Vysledkem formule bude logicka hodnota
(pravda/nepravda)

O Je-li P predikatovy symbol arity ma t, t,, ... t, jsou
termy, pak P(t;, t,, ... t,) je (atomicka) predikatova
formule.

O Jsou-li a, B predikatove formule, pak i (—a), (asB),
(avB), (a=B), (a=Pp) jsou predikatove formule

O Je-li a predikatova formule a x individualni proménna,
pak i (VYX)a, (3x)a jsou predikatove formule
O Nic jiného neni predikatova formule

Teoretické zaklady informatiky. ZS 2008/09 7



Priklad jazyka predikatove logiky

=
=

O

Pracujeme s mnozinou lidi

Konstanty (konkrétni lidé)

®m p = Pavel, r = Radka

Funkcni symboly

B 0o(x) = otec Clovéka x

B m(x) = matka Clovéka x

Predikatové symboly

B k(x) = x umi hrat na kytaru

B v(x,y)=xmarady

Pfiklady formalizovanych predikatovych vyrokd
Pavel ma rad Radku: v(p, r)

Pavllv otec umi hrat na kytaru: k(o(p))

Pavlova matka ma rada Radcina otce: v(m(p), o(r))
Radka ma rada kazdého, kdo umi hrat na kytaru: (Vx)(k(x)=%(r,x))
VSichni maji radi Pavla: (vx)v(x,p)

Existuje Clovék, ktery ma rad vsSechny, ktefi umi hrat na kytaru:
(Ix)(Vy)(k(y)=v(X,y))
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Volny a vazany vyskyt promenné

[0 Def: Rekneme, ze vyskyt promeénné x je vazany,
nachazi-li se promenna X v néjaké podformuli ¢ formule
tvaru (Vx)e nebo (EIX)(p

Def.: Podformule ¢ redchozi definice se nazyva obor
(platnostl) kvantlfl atoru

Vyskyt promenné je tedy vazany, je-li v oboru platnosti
nejakého kvantifikatoru

Def.: Vyskyt promennég, ktery neni vazany, se nazyva
volny

Jedna promeénna muZe mit ve formuli jak volny, tak
vazany vyskyt!

Def.: Formule, ktera neobsahuje volné promenng, se
nazyva uzavfiena.

Def.: Forumule, ktera neni uzavrena, se nazyva
otevrena.

MC 1 REEIN 0 EER A R
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Seémantika predikatove logiky

Téz hovorime o realizaci PL

Dosud definovane objekty (termy,
formule...) popisovaly pouze syntaxi

Semantika svazuje jazyk s objekty realneho
sveta

Definujeme univerzum, tedy mnozinu
objektu, jejichz vlastnosti zkoumame

Funkcni symboly odpovidaji zobrazenim na
univerzu

Predikatove symboly popisuji vlastnosti a
vztahy prvku univerza

Teoretické zaklady informatiky. ZS 2008/09 10



Ohodnoceni proménnych

Def.: Libovolné zobrazeni z mnoziny
vsech promennych do univerza
nazveme ohodnoceni promennych.

B Ohodnoceni proménnych tedy kazdeé
promenné priradi prvek univerza
(=hodnotu)

Ohodnoceni promeénné x prvkem m

znacime

B e(x)=m

B e(x/m)
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Hodnota termu

Term je definovan induktivng, tedy i jeho
nodnota bude definovana induktivne

Hodnotu termu t pri ohodnoceni
broménnych e znacime t[e]

t[e] = e(x), je-li t proménna x

tle] = f(tl[e], .., t.[e]), kde f je n-arni
funkCni symbol apllkovany na termy t,... t..
Priklad: Hodnota termu x+y bude pri
ohodnoceni promennych e(x)=1, e(y) = 2
rovna e(x)+e(y)=1+2=3.
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Pravdivost atomicke formule

O

O

Vime, ze atomicka predlkatova formule vzmka aplikaci
n- arnlho predikatového symbolu na n termu

V konkrétni realizaci predikatove logiky pak dokazeme

urcCit, zda je konkrétni predikat pravdivy ci nikoliv

B Predikdty svym zpusobem odpovidaji tomu, co byly
vyroky ve vyrokove logice

Unarni predikat je tedy pravdivy prave tehdy, kdyz

prvek, jenz je hodnotou termu, ktery je argumentem

daného predikatoveho symbolu, ma pozadovanou
vliastnost.

Predikat vyssi arity je pak pravdivy prave tehdy, kdyz
hodnoty vstupnlch termu spInUJl vlastnosti (vztahy)
pozadovane pri definici vyznamu predikatu.
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Pravdivost formule 1.

O Formule je definovana induktivne, tedy i pravdivost formule
bude definovana induktivne:

O Jsou-li o,p formule, x je proménna, pak

(—a) je pravdiva pravé tehdy, kdyz je a nepravdiva a naopak

(anB) je pravdiva prave tehdy, kdyz jsou obé formule a,f

soucasne pravdive

Analogicky ostatni spojky: (avp), (a=PB), (a<=P)

O Viz pravdivostni tabulky ve vyrokoveé logice

(Vx)a je pravdiva tehdy, jestlize je formule a pravdiva pfi

libovolnem ohodnoceni promenne x

O Tedy za x si mUZzeme dosadit libovolny prvek univerza a
formule o musi byt pravdiva

(3x)a je pravdiva tehdy, jestlize existuje takové ohodnoceni

promenne X, pri nemz je formule o pravdiva.

O Tedy staci, abychom nasli jediny prvek univerza, ktery pfri
dosazeni za x zpusobi pravdivost formule o
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Pravdivost formule II.

O Pravdivost uzavrené formule je urcena jednoznacné v
zavislosti na realizaci jazyka

O Pravdivost formule tedy zavisi pouze na ohodnoceni
volnych proménnych

O Def.: Formule se nazyva logicky platna (téz
tautologie), jestlize je pravdiva pfri libovolné realizaci
jazyka PL

O Def.: Formule se nazyva logicky neplatna (téz
kontradikce), jestlize neni pravdiva pri zadné realizaci
jazyka PL

O Def.: Formule se nazyva splnitelna, jestlize existuje
alespon jedna realizace, v niz je pravdiva.
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Priklady tautologii PL

OO0 O

O O

Vsechny tautologie vyrokove logiky jsou i tautologiemi
v predikatové logice

—(VX)P(X) < (3Ix)=P(x)

—(IX)P(X) < (VX)=P(x)

B Pravidla pro negovani predikatovych formuli
(VX)(VY)P(X,y) < (VY)(VX)P(X,Y)

(3x)(3Y)P(x,y) < (Fy)(3FX)P(X,y)

®m Na poradi tychZ kvantifikdtort nezalezi

B Na poradi riznych kvantifikdtord zalezi

Nelze rozhodnout konecnym algoritmem, zda je dana
formule tautologie

B Protoze univerzum muze byt nekone¢na mnoZina
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Negace predikatovych formuli

Pravidla pro negovani logickych spojek
zustavaji v platnosti

—(a A b) & (—-a v =b)

—(avb) < (—anan-=b)

—(a=Db) & (a A -b)

—(ae=b) e ((an=b)v(ba=a))

Nova pravidla pro negovani kvantifikatoru
B —(YX)P(X) & (3x)=P(x)

B —(IX)P(xX) & (vX)=P(x)
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Priklady negaci

Negujte formuli (vXx)(P(x)AQ(X%))

Reseni: —(VX)(P(xX)AQ(X)) < (3x) =(P(x)AQ(X)) <
(IX)(=P(X)v=Q(X))

Negujte formuli (Ix)P(x) = (Vy)Q(y)

Redeni: (3X)P(x)Aa=(vy)Q(Y) < (IX)POIA(TY)=Q(Y)
Negujte formuli: (Ve)(38)(P(e)=Q(3))

Redeni: —(Ve)(38)(P(e)=Q(8)) < (Fe)(¥8)—(P(e)=Q(5))
& (Fe)(¥)(P(e)A=Q(3))

Vyslovte negace nasledujicich prislovi:

B Kdo jinému jamu kopa, sam do ni pada.

B Komu neni rady, tomu neni pomoci.

B Kdo o kom pred tebou, ten o tobé za tebou

| CCEOR CEEAD CEENCEEN
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Existencni a univerzalni uzaver
predikatove formule

O Def.: Necht o je oteviend formule PL a x;, X, ... X,
jsou vsechny jeji volne promenne. Pak formuli

§3X1)(3Xz)---(3Xn)0€ nazveme existencni uzaver
ormule o

gle)(sz)...(vXn)a nazveme univerzalni uzaver
ormule o

[0 Vlastnosti existencniho a univerzalniho uzaveéeru:

Existencni i univerzalni uzavery jsou uzavrené
formule PL

Formule je splnitelna, je-li spinitelny jeji existencni
uzaver

Formule je kontradikci, neni-li spinitelny jeji
existencni uzaver

Formule je tautologii, je-li jeji univerzalni uzaver
tautologil.
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Typickeé ulohy predikatove logiky

0 Najdete takove ohodnoceni promennych, pro néez je
(otevrena) formule pravdiva

® UniverzumU = {1,2,3,4}

P(X,y) = (X<y)

Q(x) = ,x je sudé"

(vx)(P(x,9) = Q(x))

(vx)(Q(x) = (Fy)P(y,x))

(3y)P(q,y) A (3X)P(x,q)

O Rozhodnete, zda je v danem modelu dana (uzavrena)
formule pravdlva Ci nikoliv

® UniverzumU = {1,2,3,4,5,6}

P(x,y) = (X]y) (x déll’ y beze zbytku)
(vx)(3y)P(X,y)

(vx)(3y)P(y,x)

Teoretické zaklady informatiky. ZS 2008/09 20



Splnitelna mnozina formuli

Smerujeme k budovani deduktivni soustavy
predikatove logiky

Def.: Mnozina formuli F se nazyva
splnitelna prave tehdy, kdyz existuje
takova realizace jazyka PL, v niz jsou
vsechny formule pravdive

Def.: Tato realizace se nazyva model
mnoziny formuli

Jestlize k dané mnoziné formuli F
neexistuje model, pak se mnozina F nazyva
nesplnitelna mnozina formuli.
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Priklad splnitelné mnoziny formuli

(vx)(P(x)=Q(x)), P(a), (3X)=Q(X)

Priklad modelu uvedené mnoziny formuli

B Univerzum jsou cela cCisla

B P(x) znadi ,x je délitelné deseti"

B Q(x) znaci ,x je sude"

m a=10

Neni to tautologie, nebot realizace, v niz by
Q(x) znacilo délitelnost tremi, neni
modelem uvedené mnoziny formuli
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Sémanticky dusledek

Def.:Rekneme, ze formule a je
sémanticky dlsledek mnoziny formuli F,
pokud kazdy model mnoziny formuli F je
tez modelem formule o

B Tedy pokud v kazdeé realizaci, v niz jsou
ravdivé vsechny formule z S, je pravdiva i
ormule o

Sémanticky dusledek se téz nazyva

tautologicky dusledek, nebo rikdame, ze

formule oo sémanticky (tautologicky)

vyplyva z mnoziny formuli S.

Sémanticky dusledek zna¢ime S | o
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Vlastnosti sémantickych dusledku

Jestlize aeS, pak S| a
Je-liRcSaR}a, pakiSha

B Doplnénim pfedpokladu zustavaji dosud
odvozena tvrzeni platna

fautologie semanticky vyplyva z
kazdé (i prazdné) mnoziny formuli

Z nesplnitelné mnoziny formuli
semanticky vyplyva libovolna formule
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Logicka ekvivalence formuli

Dvé predlkatove formule a,p se

nazyvaji logicky ekvivalentni prave

tehdy, kdyz maji stejné modely.

B Tedy kazdy model jedné z formuli je i
modelem druhé formule

a,B jsou logicky ekvivalentni prave

tehdy, kdyz formule o< je

tautologie.

B Nelze konecnym algoritmem rozhodnout,
zda jsou dve formule logicky ekvivalentni
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Deduktivni soustava PL

Analogie deduktivni soustavy vyrokove

logiky

Problém spravnosti usudku

B Tedy problém rozhodnout, zda z dané mnoziny
predpokladl sémanticky vyplyva dany zavér

Usudek je formalné definovan analogicky

jako ve vyrokove logice

B Misto vyrokovych formuli pouzivame predikatoveée
formule

0 Vyrokové formule jsou jejich podmnozinou
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Odvozovaci pravidla PL

Pravidlo odlouceni (modus ponens)
m A (A=B) | B

Pravidlo generalizace

B P | (vX)P(x)

Pravidlo specializace

B (VX)P(x) | P(a)

Princip nepfimého dukazu

B A—B,-B |-A

Pridani existencniho kvantifikatoru
B P(a) | (3x)P(x)
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Priklady Gsudku v PL I.

AristotelUv sylogismus

B Kazdy Clovék je smrtelny

B Aristoteles je Clovek

B Zaver: Aristoteles je smrtelny

Overeni spravnosti

B C(x) = x je ¢lovék, S(x) = x je smrtelny, a =
Aristoteles

B (vVx)(C(x)=5(x)), C(a) | S(a)

B Dukaz pouzitim pravidla specializace a pravidla
modus ponens
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Priklady Usudku v PL II.

O Predpoklady:
B Kdo Ize, ten krade.
B Kdo krade, ten zabiji.
B Kdo zabiji, ten skonci na Sibenici.
B Pepicek neskoncil na Sibenici
0 Zaver:
B Pepicek je pravdomluvny
0 Formalizace: =
B (VX)(L(x)=K(X)), (VX)(K(X)=Z(x)), (VX)(Z(x)=5(X)),
-S(p) | —L(p)

m Dukaz pouzitim pravidla specializace, obmén
implikaci, tranzitivity implikace a pravidla modus
ponens
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Priklady Usudku v PL III.

O Predpoklady
B Jestlize nikdo nevykradl banku, vsichni jsou chudi.
B Viktor je bohaty
0 Zaver
m Viktor vykradl banku
O Formalizace
B (vx)-KB(x) = (¥y)CH(y)), =CH(v) } KB(v)
B Obmeéna implikace: (3y)-CH(y) = (3x)KB(x)

[0 Jestlize existuje nekdo, kdo neni chudy, pak musi
existovat nekdo, kdo vykradl banku

B Z niceho vsak neplyne, ze ten, kdo vykradl banku, je
tentyz Clovek, jako ten, ktery neni chudy.
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Omezeni poctu spojek

Diky praV|dIum pro negovani
<vant|f|katoru muzeme omezit polet
«vantifikatoru na jeden (libovolny)

Pro vybudovani predikatove logiky
nam tedy staci implikace, negace a
univerzalni kvantifikator

B Nebo implikace, negace a existencni
kvantifikator

B Nebo Shefferova/Piercova spojka a
univerzalni/existencni kvantifikator
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Typy matematickych vét

Dva typy matematickych véet

B Obecna matematicka véta: (Vx)V(x)

B Existencni veta: (Ix)V(x)

V(x) je psana jako implikace P(x) =
Z(x), nebo ekvivalence P(x) & Z(x)
B P je predpoklad (premisa)

B Z je zaver (konkluze)

Teoretické zaklady informatiky. ZS 2008/09 32



Metody matematickych dukazu

Dukazy obecnych vét

B PFimy dukaz

B Nepfimy dukaz

®m Dukaz sporem

B Dukaz matematickou indukci

Dukazy existencnich vét
m Konstrukéni dukaz

B Ryze existenéni dukaz
o
B Dukaz sporem
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PFimy dukaz

Jediny formalné uznatelny dukaz

m Ostatni metody je ale vzdy mozno prevest na
primy dukaz

Posloupnost tvrzeni T4, T,, ... T,,, kde Ti je

budto

B predpoklad P(x)

B axiom

B zaver odvozovaciho pravidla

BT =2(X)

Posloupnost formuli, ktere ze sebe logicky

vyplyvaji
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PFimy dukaz - priklad

Dokazte, ze na mnoziné prirozenych Cisel
plati (VX)((x=2)=(6x + 3 > 13)
Vyjdeme z predpokladu, ze x = 2 a
postupne dojdeme k zaveru, ze 6x+3>13
m x=2

6x = 12

6x +1>12 + 1

6x + 1 = 13

6x + 3 > 13
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Neptimy dukaz

Nepiimy dukaz je ptimé dokazani
obmeény implikace

Priklad: Dokazte, ze pro vsechna cela
cisla plati: je-li n2 liche, pak i n je
liche.

B (vn)(L(n?)=L(n))

B Obmeéna: (Vn)(S(n)=5(n?))

B Coz je snadné dokazat
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Dukaz sporem

Predpokladame neplatnost
dokazovaného tvrzeni a poté primym
dukazem (tj. nezpochybnitelnymi
implikacemi) dojdeme k evidentni
kontradikci.

Dokazovana véeta tudiz musi (za
bredpokladu bezespornosti teorie)
dlatit
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Dukaz sporem - priklad

Dokazte, ze pro vSechna cela Cisla plati: je-
li n2 liche, pak i n je liche.

B (vn)(L(n%)=L(n))

Vyslovime negaci dokazovaného tvrzeni

B (3In)(L(n2)AS(Nn))

Protoze ale S(n) = n = 2k, keN =

n2 = (2k)2 = 2*2*k2 = S(n?)

Dostavame tedy spor

B L(n%?) A S(n?)

Negace vety nvemﬁie platit, musi tedy platit
dokazovana veta

Teoretické zaklady informatiky. ZS 2008/09 38



Dukaz matematickou indukci

PouZiva se pfi dukazu tvrzeni

platného pro vSechna prirozena cCisla

prve
[im

['vrzeni dokazeme pro prvni prvek
Dokazeme, ze plati-li pro néjaky

K, plati i pro jeho naslednika

padem vime, ze plati pro vSechny

prvky
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Matematicka indukce - priklad

O Dokazte, ze pro vSechna prirozena cisla plati
1+2+...+n = n(n+1)/2

0 Dokazeme platnost pron = 1:

1=1%2/2 =1

O Dokazeme, ze plati-li tvrzeni pro keN, plati i pro k+1

1+2+...+k = k(k+1)/2 = 1+2+...+k+(k+1) =
(k+1)(k+2)/2

Upravujeme vyraz na prave strané implikace
1+2+...+k+(k+1) = (k+1)(k+2)/2

k(k+1)/2 + (k+1) = (k+1)(k+2)/2
k/2 + 1 = (k+2)/2

k+2=k+2

Implikace je tedy pravdiva

O Uvedené tvrzeni plati pro vSechna prirozena cisla
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Konstrukéni dukaz

Mame-li dokazat existenci urciteho objektu,
zkonstruujeme jej

Priklad: Dokazte, ze existuje pravouhly
trojuhelnik s celoCiselnymi delkami stran.

Dukaz:

B Na zakladé Pythagorovy véty muZzeme vétu
preformulovat jako 3a,b,c € N: a2 + b2 = ¢2

B Pak snadno ukazeme, zeproa=3,b=4ac-=
5 uvedené tvrzeni plati
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Ryze existenéni dukaz

[0 Dokazeme existenci pozadovaneho objektu, aniz
bychom jej museli konstruovat

O Pr|klad Je dan b|Iy Ctverec 10x10cm a v ném je 101
bodu obarveno na cerveno Dokazte, ze pri libovolném
obarveni téchto bodu existuje trOJuheInlk s obsahem
1cm? ktery obsahuje alespon dva Cervené body.

O Dukaz: Obsah &tverce je 100cm2, obsah trojuhelnika
je 1cm2. Do Ctverce lze vepsat prave 100
trojuhelnikd. Kdyby v kazdém z nich byl 1 &erveny
bod, museli bychom 101. bod umistit do trojuhelnika,
kde uZ jeden Cerveny bod je.

O Pouzili jsme tzv. DirichletUv princip
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