Netradicni varianty
vyrokove logiky
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Netradicni logiky



Mlhava (fuzzy) logika

Pravdivostni hodnota vyroku je Cislo z intervalu <0,1>.
Vyrokové spojky lze zavést anologicky k prislusSnym mnozinovym
operacim.
Vzdy je: p(TA) =1 - p(A)
V standardni fuzzy logice:
P(A A B) = min(p(A), p(B))
P(A v B) = max(p(A), p(B))
V soucinové (pravdépodobnostni) fuzzy logice:
P(A A B)=p(A) - p(B))
P(A Vv B) = p(A) + p(B)) - p(A) - p(B)
V Lukasiewiczové fuzzy logice:
P(A A B) = min(1, p(A) + p(B))
P(A v B) = max(0, p(A) + p(B) - 1)
Ostatni fuzzy logické spojky jsou definovany tak, aby platily
prislusné tautologické formule, které je prevadéji do
Booleovy algebry.
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-||”H| Priklad
,<Je-li ridic mlady a ridi rychle auto, je riziko
nehody velké”
M: 19 1let=0,9 25 let= 0,540 let = 0,1
A: Mercedes = 0,9 Oktavia = 0,5 Punto= 0,1
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-|||\H| Intucionisticke
(konstruktivistické) logiky

Pravdivé je jenom to, co Ize efektivhe
zkonstruhovat

Neuznavaji platnost odvozovaciho
pravidla — (= (A)) — A

Netradicni logiky



Predikatova logika
1. radu

Predikatova logika



-||HH| Jednoduche usudky,
kde VL nestaci

VSechny opice maji rady banany
Judy je opice
= Judy ma rada banany
Z hlediska VL jsou to jednoduchéeé vyroky

p,q,razp, qnevyplyvar
Vsichni studenti jsou chytri
Karel neni chytry

— Karel neni student
Jake je zde platne usudkove schema?

Predikatova logika
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l“” Usudkove schéma

Schéma pripomina platna schémata VL.:

p—qpl=q ¢ p—q —-ql=-p
Ale ve VL nemuzeme (roz)analyzovat tyto jednoduché vyroky.
Zkusme je preformulovat:

Kazde individuum, je-li Cpice, pak ma rado —anany
udy je individuum s vilastnosti byt Cpice

= Judy je individuum s vlastnosti mit rado “anany

Vx [O(x)— B(x)], OJ) |= B(J), kde x je individuova

promenna, O, B predikatové symboly, J funkcni symbol

Jde opét o schéma: Za O, B, J muzeme dosadit jiné
vlastnosti Ci jiné individuum, napr. po rade Clovek, smrtelny,
Karel. O, B, J jsou zde pouze symboly zastupujici vlastnosti
a ndividua

Predikatova logika 8



Formalni jazyk PL1
Abeceda

Logicke symboly

iIndividuove promenne: x, y, z, ...
Symboly pro spojky: —, A, v, —,<>
Symboly pro kvantifikatory: Vv, 3

Specialni symboly

Predikatove: P", Q7, ... n — arita = pocet

argumentu

Funkcni: 7, g", h", ... SEPes

Pomocne symboly: zavorky (, ), ...

Predikatova logika



-um” Formalni jazyk PL1
Gramatika

termy:.
kazdy symbol promenneé x, y, ... je term
jsou-li t,,...,t, (n > 0) termy a je-li f n-arni funkcni
symbol, pak vyraz f(t,,...,t,) je term;
pro n = 0 se jedna o individuovou konstantu
(znaCime a, b, c, ...)

jen vyrazy dle i. a ii. jsou termy

Predikatova logika 10



-um” Formalni jazyk PL1
Gramatika

atomicke formule:
je-li P n-arni predikatovy symbol a jsou-li £;,...,t,
termy, pak vyraz P(t,,...,t,) je atomicka formule
formule:
kazda atomicka formule je formule
je-li vyraz A formule, pak —A je formule

jsou-li vyrazy A a B formule, pak vyrazy
(A v B), (AAB), (A—B), (A< B)jsou formule

je-li x proménna a A formule, pak vyrazy
Vx A a dx A jsou formule

Predikatova logika 11



"HH| Formalni jazyk PL1
1. rad
Jediné proménné, které muzeme pouzivat s
kvantifikatory, jsou individuové promenne
Nemuzeme kvantifikovat pres proménné viastnosti
Ci funkci
Priklad: Leibnizova definice rovnosti.
Maji-li dve individua vsechny vilastnosti stejne, pak je to
jedno a totez individuum
VP [P(x)=Py)] — (x=y)

jazyk 2. radu, kvantifikujeme pres vlastnosti

Predikatova logika 12



Priklad: jazyk aritmetiky

Ma tyto (specialni) funkcni symboly:
nularni symbol: 0 (konstanta nula) —
konstanta je nularni funkcni symbol
unarni symbol: s (funkce naslednik)
binarni symboly: + a x (funkce séitani a nasobeni)
Prikladem termu jsou (pouzivame infixni notaci pro + a x):
0, s(x), s(s(x)), (x + y) x s(s(0)), atd.

Formulemi jsou napr. vyrazy
(= je zde specialni predikatovy symbol):

s(0) = (0 x x) + s(0)

Predikatova logika 13



vx 3y P(x, y, f) A =3x Q(y, x)

e N\

vazane, volné volna, vazana
Formule s cistymi promennymi: pouze volne vyskyty
nebo pouze vazane, ale kazdy kvantifikator ma
své promenne. Napr. x ve druhem konjunktu je
jiné nez v prvnim, tak procC jej nazyvat stejne?
vx 3y P(x, y, t) A =3z Q(u, z)

Volné, vazane promenne

Predikatova logika 14



Formuli obsahujici jen vazané promenne
nazyvame uzavrena formule (téz veta,
sentence)

Formuli obsahujici alespon jednu volnou
promennou nazyvame otevrena

Uzavrené, otevrené formule

Predikatova logika 15



..|HH| Sémantika PL1

P(x) — vy Q(x, y)
— je tato formule pravdiva?

Nesmyslna otazka, vzdyt nevime, co znamenaji
symboly P, Q. Jsou to jen symboly, za které
muzeme dosadit jakykoli predikat.

P(x) — P(x)

— je tato formule pravdiva?

ANQ, je, a to vzdy, za vsech okolnosti.

Predikatova logika
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..|HH| Sémantika PL1

Vx P(x, f(x)) musime se dohodnout, jak
dx P(x, f(x)) budeme tyto formule chapat

O ¢em mluvi proménné:
zvolime universum, jakakoli neprazdna mnozina U

Co oznacuje symbol P; je binarni, ma dva argumenty,
tedy musi oznacovat nejakou
binarni relaci Rc U x U

Co oznacuje symbol f; je unarni, ma jeden argument,

tedy musi oznacovat nejakou funkci F < U x U, znaCime
F:U-> U

Predikatova logika 17



..|HH| Sémantika PL1

A: Vx P(x, f(x)) musime se dohodnout, jak

B: Ix P(x, f(x)) budeme tyto formule chapat
Necht U = N (mnozina pfirozenych Cisel)
Necht P oznacuje relaci <
(t}. mnozinu dvojic takovych, ze prvni Clen je ostfe mensSi
nez druhy: {(0,1), (0,2), ...,(1,2), ...})
Necht f oznaduje funkci druha mocnina x2, tedy mnozinu
dvojic, kde druhy Clen je druha mnozina prvniho:
{{0,0), (1,1), (2,4), ...(5,25), ...}

Nyni muzeme teprve vyhodnotit pravdivostni hodnotu
formuli A, B

Predikatova logika 18



A: Vx P(x, f(x))

B: Ix P(x, f(x)) Vyhodnocujeme ,zevnitr:

Nejprve vyhodnotime term f(x). Kazdy term oznacuje prvek
universa. Ktery? Zalezi na valuaci e promenné x. Necht
e(x) =0, pak fix) = x2=0.

e(x) =1, pak f(x) = x¢ =1,
e(x) = 2, pak f(x) = x2= 4, atd.

Nyni vyhodnocenim P(x , f(x)) musime dostat pravdivostni
hodnotu: e(x) = 0, 0 neni < 0 Nepravda
e(x) =1, 1 neni < 1 Nepravda, e(x) = 2, 2 je <4 Pravda

Séemantika PL1

Predikatova logika 19



..|HH| Sémantika PL1

A: Vx P(x, f(x))

B: 3x P(x, f(x))

Formule P(x, f(x)) je pro nektere valuace e
promenneé x v dané interpretaci Pravdiva, pro
jiné nepravdiva

Vyznam Vx (3x): formule musi byt pravdiva pro
vsechny (nékteré) valuace x

Formule A: Nepravdiva v nasi interpretaci |: |# A

Formule B: Pravdiva v nasi interpretaci |: |=, B

Predikatova logika 20



Formalne je interpretace dvojice (U, I), kde U je
neprazdna mnozina zvana univerzum, | je
zobrazeni ktere:

Kazde konstante prirazuje prvek univerza.

Kazdemu n-arnimu funkCnimu symbolu
prirazuje funkci n promennych na univerzu s
hodnotami z univerza.

Kazdemu n-arnimu predikatu prirazuje n-arni
relaci na univerzu, tvorenou vsemi n-ticemi
prvku univerza, pro které je dany predikat
pravdivy.

Interpretace

Predikatova logika
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Formule A je splnitelna v interpretaci |, jestlize existuje
aspon jedno ohodnoceni e volnych proménnych ze
vznikne pravdivy vyrok.

Formule A je pravdiva v interpretaci |, jestlize pro
vSechna mozna ohodnoceni e volnych promennych
vznikne pravdivy vyrok.

Formule A je splnitelna, jestlize existuje interpretace |, ve
ktere je splnitelna. Takovou interpretaci nazyvame model
formule A.

Formule A je tautologii je-li pravdiva v kazdé interpretaci.
Formule A je kontradikci, jestlize nema model, tedy

Splnitelnost formuli, model

A II Y a1
y VAL
Predikatova logika 22
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I
“” Sémanticka dedukce

Uzavrena formule (véta) ¢ je semantickym
dusledkem (téz tautologickym dusledkem )
mnoziny uzavrenych formuli S prave tehdy, kdyz
kazdy model S je take modelem ¢.

To vsak je obvykle obtizné overit.

Predikatova logika 23



Syntaxe predikatove logiky

Logicka spojka

Pravidlo pro zavedeni

Pravidlo pro vylouceni

-

=Y. =y = -0
princip nepiimého ditkazu

OV —-0—=>T,——0 =0
princip vylouceni tietiho a
princip dvoji negace

{0. v} > {orvy. ¥y A Q]
definice konjunkce

¢ AY > {Q. Y}
definice konjunkce

¢ —=>{PV VY.V Voj
definice disjunkce

{fovv. o > oo v —u} >d

princip ditkazu rozborem
pripadii

Po->Vvi—->0=2vy
definice implikace

0.0y} >V
pravidlo modus ponens

Pravidlo pro zavedeni

Pravidlo pro vylouceni

Kvalifikator

—_

0(x) =>7x 0(x)

7x @o(x) = 0o(x)

pa—
—

o(a) — 3x o(x)

{3x 0(x). o(¥) > W} > W

Predikatova logika




Pro predikatovou logiku 1. radu plati rovnez veta
o uplnosti.

Prirozena dedukce je bezrozporna (vse co se
da logicky odvodit je i seémantickym dusledkem).
Prirozena dedukce je uplna. Vse co je
sémantickym dusledkem Ize odvodit i logicky.
Dukaz tohoto tvrzeni vSak neni snadny.

Pro predikatove logiky vyssich radu jiz nelze
vytvorit uplny a bezesporny syntakticky
odvozovaci system.

Uplnost predikatové logiky

Predikatova logika 25



REZOLUCE V PREDIKATOVE
LOGICE




Rozdil v sémantickém odvozovani
mezi vyrokovou a predikatovou
logikou

Kazdy jazyk predikatove logiky ma
nekonecné mnoho moznych interpretaci (uz
jenom universum lze stanovit nekonecné
mnoha zpusoby). Tim se liSi od jazyka
vyrokove logiky, ktery ma vzdy jen konecny
pocet interpretaci — ohodnoceni TRUE —
FALSE vyrokovych promennych (jazyk
vyrokove logiky pracujici s n vyrokovymi
symboly ma ruznych 2" interpretaci, je tedy
mozné, i kdyz casové narocne, overit
pravdlvost vsech interpretaci )

Syntakticky pristup je u predikatove
logiky jediny mozny




.||HH| Rezoluéni princip
v predikatove logice

Chceme-li zjistit zda klauzule ¢ je
dusledkem zloglckym a tedy i
sémantickym) mnozmy kKlauzuli S,
vytvorime mnozinu S’ =S U {7¢} a
ZJlstlme zda je splnitelna, Ci nikoliv. Je-li
S’ splnitelna ¢ neni disledkem S. Je-|i
nesplnitelna, je ¢ dusledkem S.

Formule mnoziny S i formuli ¢
prevedeme na mnozinu klausuli




I ”
“ Skolemizace

Podle norského matematika Thorlafa
Skolema (1887-1963)

Nahradime formuli
dx P(x) formuli P(a), kde a je konstanta.

vx1, ..., vxn 3y ¢(y, x1, ... ,xn)
nahradime formuli
vx1, ..., vxn ¢(f(x1, ... ,xn), x1, ... ,xn), kde

f je novy funkcni symbol arity n.
Je-li n = 0 uzijeme konstantni symbol.




Prevod na mnozinu klauzuli

Prejmenuji se proménné tak, aby kazdy kvantifikator
oznacoval rGznou proménnoul.
vx P(x) v ¥x Q(x, a) zménime Vx Yy P(x)vQ(x, a).
Spojky =, & vyjadfime pouze pomoci 7, v, A
a=>B=avB;asB=(ravB)A(aVv p); ....
Zaradime negace ~ dovnitf az pred atomické formule
pomoci tautologickych ekvivalenci
TIX A S VXA, Vxa=3aAx a; (a v B) ETa A B
“(aAB)=Tav B a = a.
Zaradime disjunkce Vv co nejhloubgji uzitim tautolickych
ekvivalenci

av(PAy)=(avp)A(avy)

aVv (VxB)=vx(aVvB),avVv(IxP)=3Ix (aVvPp).
Premistime univerzalni kvantifikatory uzitim tautologické
ekvivalence (Vx a) A (Vx B) = vx (a A B).




Rezolucni princip
v predikatove logice

°ro mnozinu klauzuli hledam dvojice
Klauzuli s komplementarnim parem
iteralu.

V pripade potreby mohu provezt
substituci:

Rezolventa klausuli {P(x, y, z), 7Q(x, y)} a
{-P(a, b, z), "R(a)} ziskana substituci x/a,
y/b je {7Q(a, b), "R(a)}.




Rezolucni princip
v predikatove logice

Podari-li se odvodit prazdnou klauzuli,
byla mnozina formuli S U {7¢}
nesplnitelna a ¢ je syntaktickym (i
sémantickym) dusledkem S.

Pokud se vypocet rezolvent zastavi a
prazdna klauzule nebyla odvozena, je
mnozina formuli S U {7¢} splnitelna a ¢
neni syntaktickym (ani semantickym)
dusledkem S.

Pokud se vypocet nezastavi, nevim nic.




T priag

Kazdy holiC na ostrove holi kohokoliv,
kdo se neholi sam.

Zadny holi¢ na ostrové neholi kohokoliv,
kdo se holi sam.

Dusledek: Na ostrove nejsou zadni holici.




T priag

Univerzum: VsSichni lidé na ostrove.

41}

B(x) — unarni predikat: ,Clovek je holic”.
S(X, y) — binarni predikat “osoba x holi
osobu y”.
Predpoklady:

vx (B(x) = Vy (7S(y, y) = S(x, y))

vx (B(x) = Vy (S(y, y) = 7S(x, y))
Dusledek: 73x B(x).




T priag

Potrebuji zjistit, zda je nesplnitelna
mnozina fomuli
{vx (B(x) = vy (7S(y, y) = S(Xx, y)),
vx (B(x) = Vy (S(y, y) = 7S(x, y)),
dx B(x)}.




T priag

Prevedeni prvniho predpokladu na klauzule:

VX (B(x) = Vy (7S(y, y) = S(X, y)) = VX
(7B(x) v vy ((S(y, y) V S(x, ¥))) E  vxVy(7B(x) v S(y,
y) VvV S(X,Y));

Prevedeni druhého predpokladu na klauzule
vx (B(x) = Vy (S(y, y) = °S(x, y)) = Vz
(7B(z) = Vu (7S(u, u) Vv 7S(z, u)) = VzVu
(7B(z) v 7S(u, u) v 7S(z, u)).

Skolemizace dusledku
B(a)

Potrebuji overit nesplnitelnost mnoziny klauzuli
S U {7¢} = {{7B(x), S(y, ¥), S(x, y)}, {"B(2),

~S(u, u), ~S(z, uj, (B(a)}}




M priag

—-B(x), S0y, ), S(x,¥) —58(2), =51, 1), =22, 1)

Sy, y)., Sla. ») (2, 1), =2 (@, i)

Sla, @), S(a, @) —ela, @), =i, a)
'\ /

=]

Nas usudek je spravny




Vo (P(x)V Q(x))
xr—-P(x)
rQ(x)

xVy P(z,y)
Ve Vy (-Plx,y) vV Q(x.y))
rVyQ(z,y)

(3z P(z)) = Qla)

Predikatova logika 38



Vysledek: a) Usudek je spravny: Mnozina klausuli S {P(x)vVQ(x),-P(a),-Q(y)}
je nesplnitelna, nebot F € R?(S).
b) Usudek je spravny: Mnozina klausuli S = {P(a,y), = P(z, z2)VQ(z, 2), =Q(t, f(t))}

je nesplnitelna, nebot F € R%(S).
c¢) Usudek je spravny: Mnozina klausuli S {=P(z)VvQ(a), P(b),-Q(a)} je
nesplnitelna, nebot F € R2(S).
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3.3.5 Priklad. Rezoluéni metodou ovérte spravnost tisudku:
P(b)= Vi(a)
(Ve Vi(z)) Vv (Vx=V(x))
P(b)
Ve V(x)
kde P je unarni predikatovy symbol, V' je unarni predikatovy symbol a a, b
jsou konstantni symboly.

Vysledek: a) Usudek je spravny: Mnozina klausuli S {-P(b)vV(a),V(z)V
v =V(y), P(b). -V (‘b:)} je nesplnitelna, nel ot F € R? (S).
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