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C. OPTIKA

Maxwellovy rovnice v elektroneutrálńım nemagnetickém mediu:

∇ ·E = − 1

ε0
∇ ·P Gauss

∇ ·B = 0 (Gauss)

∇×E = −∂B
∂t

Faraday

∇× B

µ0

= ε0
∂E

∂t
+
∂P

∂t
+ Jfree. Ampere

1.Mawellovy rovnice. Uvažujte Maxwellovy rovnice v prostřed́ı s polarizaćı P a volným proudem Jfree.

• Ukažte, že vlnová rovnice je d̊usledkem platnosti Faradayova a Ampérova zákona (s využit́ım
zákona Gaussova).

[

∆E−µ0ε0
∂2E
∂t2

=µ0
∂Jfree

∂t
+µ0

∂2P
∂t2

− 1
ε0∇(∇·P)

]

• Rovinná vlna. Ukažte, že E(r,t)=E0cos(kr−ωt) je řešeńım vakuové vlnové rovnice. Z Gaussova
zákona v př́ıpadě izotropńıho dielektrika (∇·P=0) ukažte, že E0⊥k a z Faradayova zákona
dopoč́ıtejte B(r,t)=B0cos(kr−ωt).

[

B0=
1
ωk×E0,E⊥B⊥k⊥E

]

• Susceptibilita. Pro speciálńı př́ıpad izotropńıho dielektrika (Jfree=0, ∇·P=0) řešte vlnovou rovnici
s využit́ım předpokladu E,P≈exp(i(kr−ωt)).

[

P0(ω)=ε0χ(ω)E0(ω):k=(ω/c)
√
1+χ

]

• Index lomu. Zaveďte (komplexńı) index lomu n+iκ prostřednictv́ım vlnočtu k=nω/c a zjistěte
dopad jeho reálné a imaginárńı části na š́ı̌ŕıćı se rovinnou vlnu E=E0exp(i(ωt−kx)).

[E=E0exp(−2πκ/λ0)cos(ωt−2πnx/λ0)]

1.1 Dielektrická funkce. Nalezněte vzájemné transformačńı vztahy mezi relativńı permitivitou εr+iεi=
χ(ω)+1 a indexem lomu n+iκ.

[

εr+iεi=(n+iκ)2 :εr=n
2−κ2,εi=2nκ,n2=

|ε|+Reε
2 ,k2=

|ε|−Reε
2

]

1.2* Debye̊uv rozklad. Uvažujte rozklad

u =

[

u0 +
λ

i
u1 +

(

λ

i

)2

u2 + . . .

]

exp

(

i

λ
ψ

)

,

kde forma zavedeńı malého parametru λ reflektuje představu rychle se měńıćı fáze oproti mnohem
pomaleji se měńıćı amplitudě; všechny složky uj v rozvoji amplitudy i fázový člen ψ (nazývaný
často eikonál) záviśı na souřadnićıch i čase. Dosaďte uvedený rozvoj do vakuové vlnové rovnice
a źıskejte rovnice jednotlivých aproximaćı (podle řádu λ). Ukažte, že vlnovou rovnici lze t́ımto
zp̊usobem vyřešit řád po řádu.

[

λ−2 : (∇ψ)2−c2ψ̇2=0 rovnice eikonálu,λ−1 :∇(I0∇ψ)−c2(I0ψ̇)̇=0 rovnice pro přenos intenzity I0=|u0|2
]

2.Materiálová prostřed́ı.

2.1 Plazmová frekvence

[]
2.2 Drudeho model pro kovy.

[]
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2.1 Lorentz̊uv model pro dielektrika. Pro pohyb elektron̊u o náboji −e v látce předpokládejte model
tlumeného oscilátoru (Ft=−meγẋ) ř́ızeného elastickou silou F=−Kx a buzeného lokálńım elek-
trickým polem; pro jednoduchost předpokládejte, že lokálńı pole je př́ımo rovno dopadaj́ıćı svě-
telné vlně E0exp(i(ωt−kr)). Sestavte pohybovou rovnici pro elektron a nalezněte amplitudu jeho
kmit̊u za předpokladu, že x=x0exp(i(ωt−kr)).

[

x0=− e
me

E0

ω2
0−ω2+iγω

,ω2
0=K/me

]

3. Fermat̊uv princip postuluje, že mezi dvěma pevně zadanými body se světlo š́ı̌ŕı tak, aby celková doba
jeho š́ı̌reńı byla minimálńı.

• Optická dráha δ je v homogenńım prostřed́ı definována jakou součin indexu lomu n tohoto prostřed́ı
a vzdálenosti d, kteou v něm světlo urazilo (ne nutně př́ımočaře), δ=nd. Při přechodu mezi
prostřed́ımi je optická dráha aditivńı, δ=δ1+δ2+... Ukažte, že Fermat̊uv princip je ekvivalentńı
požadavku minimálńı optické dráhy během š́ı̌reńı světla.

[

ti=
di
c/ni

]

• Ukažte, že v homogenńım prostřed́ı se Fermat̊uv princip (pro optickou dráhu) redukuje na podmı́nku
př́ımočarého světla.

[n=konst]
• Z Fermatova principu pro optickou dráhu vyvoďte pro lom paprsku na rovinném rozhrańı dvou
homogenńıch prostřed́ı (n, n′) Snell̊uv zákon. Úhly paprsk̊u (α, α′) určujte vzhledem k normále
k rozhrańı. Nalezněte paraxiálńı aproximaci (α,α′→0) Snellova zákona.

[nsinα=n′sinα′, nα=̇n′α′]
• Ukažte, že při vhodně zvolené znaménkové konvenci pro odražené světlo (n′<0, α′<0) lze ze
Snellova zákona odvodit též zákon odrazu. [α′=−α]

3.1∗ Huygens̊uv-Fresnel̊uv princip. Ukažte, že pro monochromatický bodový zdroj o vlnové délce λ je možné
velikost pole generovaného ve zvoleném bodě spoč́ıtat prostřednictv́ım bodových př́ıspěvk̊u pocházej́ıćıch
z libovolné zvolené vlnoplochy, podmı́nkou postupu že však je projeveńı tzv. faktoru sklonu K(χ),
závisej́ıćıho na úhlu χ, pod kterým vlnoplochu pozorujeme; hodnotu faktoru sklonu odvoďte pro zjed-
nodušený př́ıpad χ=0.

[K(0)=i/λ]

4.Maticový formalizmus. Uvažujte osově souměrný optický systém, ve kterém paprsek v prostřed́ı o
indexu lomu n poṕı̌sete pomoćı jeho vzdálenosti h od optické osy a směrem š́ı̌reńı s. Vektor s rozložte do
složek podél optické osy (sz) a kolmo k optické ose (sx) a předpokládejte |s|=n. Při výpočtech dodržujte
standardńı znaménkové konvence.

• Ukažte, že v paraxiálńı aproximaci je možné závislost koncového stavu paprsku

(

h′

s′x

)

na stavu

počátečńım

(

h
sx

)

vyjádřit maticově: pro š́ı̌reńı o osový interval délky d v homogenńım prostřed́ı

o indexu lomu n a pro lom na rozhrańı o poloměru křivosti r mezi prostřed́ımi o indexech lomu n
a n′ př́ıslušné matice nalezněte.

[

T=

(

1 d/n
0 1

)

, R=

(

1 0
−ϕ 1

)

,ϕ=−(n−n′)/r je mohutnost lomivého rozhrańı

]

• V daném mı́stě podél optické osy představuje

(

h
sx

)

obecný paprsek. Navrhněte speciálńı volbu

parametr̊u pro význačné typy světelných svazk̊u.
[(

konst
sx

)

ohnisko,

(

h
konst

)

rovnoběžný svazek,

(

konst
konst

)

konkrétńı paprsek

]

• Uvažujte obecný optický systém popsaný matićı M=

(

a b
c d

)

obklopený prostřed́ımi o indexech

lomu n a n′. Nalezněte podmı́nku, za které bude systém pracovat jako zobrazuj́ıćı (převádět
bodové předměty na bodové obrazy). Využijte skutečnosti, že detT=detR=1.
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[

h′ nezáviśı na sx: c=−an
′

t′
−dnt −b

nn′

tt′
,T′MT=

(

β 0
c 1/β

)

, β je zvětšeńı

]

4.1 Čočka. Nalezněte matici Φ tlusté čočky (tloušťka t, index lomu nL, poloměry křivosti stěn r, r′), odděluj́ıćı
prostřed́ı s indexem lomu n a n′ a jej́ı speciálńı př́ıpady: tlustou čočku ponořenou do prostřed́ı, tenkou
čočku a tenkou čočku ponořenou do prostřed́ı. Nalezněte ohniskové vzdálenosti tenké čočky a určete
polohu hlavńıch rovin v tlusté čočce, maj́ı-li pro jej́ı ohniskové vzdálenosti platit formálně stejné výrazy
jako u čočky tenké.

[

Φ=

(

1−ϕ1t/nl t/nl

−ϕ 1−ϕ2t/nl

)

,ϕ=ϕ1+ϕ2−ϕ1ϕ2t/nl,f=−n/ϕ,f ′=n′/ϕ

]

4.2 Lupa. Nalezněte zvětšeńı poskytované lupou o mohutnosti ϕlupa při pozorováńı neakomodovaným okem.
Jak se toto zvětšeńı změńı, když akomodaci připust́ıme (lupu přilož́ıme těsně k oku o mohutnosti ϕoko)?

[βneakomod=d/flupa,βakomod=βneakomod+1]

4.3 Mikroskop. Mikroskop je optická soustava dvou spojných čoček - objektivu s mohutnost́ı ϕob a okuláru
s mohutnost́ı ϕok, která pracuje jako dvoustupňová lupa: nejprve je objektivem vytvořen skutečný
obraz v ohniskové rovině okuláru, který je následně př́ımo pozorován okulárem coby lupou. Dı́ky tomu
lze v mikroskopu pozorovat neakomodovaným okem. Nalezněte zvětšeńı βmik mikroskopu, jako parametr
použijte tubusovou vzdálenost ∆ (mezi obrazovým ohniskem objektivu a předmětovým ohniskem okuláru).

[

βmik=βobβok=
∆

fob

d

fok
, d je konvenčńı zraková vzdálenost

]

4.4 Dalekohled. Uvažujte dvě tenké čočky o mohutnostech ϕob, ϕok oddělené vzduchovou mezerou tloušťky
l. Pomoćı maticového formalizmu nalezněte podmı́nku, za které bude systém pracovat jako hvězdářský
dalekohled (čili zobrazovat rovnoběžné svazky na rovnoběžné svazky) a určete zvětšeńı β takového
dalekohledu. Předpokládejte, že objektiv je spojka, okulár může být spojka (Kepler), nebo rozptylka
(Galilei). Zkonstruujte chod paprsk̊u oběma typy hvězdářského dalekohledu.

[l=fob+fok,β=fob/fok]

4.5∗ Optický zoom. Objektiv s proměnnou ohniskovou vzdálenost́ı (transfokátor) se v nejjednodušš́ı kon-
figuraci skládá ze tř́ı skupin o mohutnostech ϕ1, ϕ2, ϕ3, které se všechny mohou nezávisle pohybovat
podél optické osy objektivu. Nalezněte vztahy pro polohy jednotlivých člen̊u objektivu v závislosti
na požadované celkové mohutnosti objektivu za dodržeńı podmı́nky, že transfokace (změna ohniskové
vzdálenosti objektivu) nemá vliv na zaostřeńı objektivu.

[]

5. Fresnelovy vztahy. Uvažujte rovinné rozhrańı mezi dvěma homogenńımi prostřed́ımi o indexech lomu
(po řadě) n1 a n2. Odrazivosti takového rozhrańı pro světlo polarizované v rovině dopadu (p) a kolmo
na ni (s) jsou

rp =
n1 cos θt − n2 cos θi
n1 cos θt + n2 cos θi

rs =
n1 cos θi − n2 cos θt
n1 cos θi + n2 cos θt

,

přičemž úhel dopadu θi a lomu θt jsou svázány Snellovým zákonem n1sinθi=n2sinθt. Pomoćı rs, rp se
zjist́ı amplitudy odražených vln, Ers=rsE0, Erp=rpE0, kde E0 je amplituda dopadaj́ıćı vlny. Odražené
intenzity světla se zjist́ı pomoćı Rp=|rp|2, Rs=|rs|2 jako Irp=RpI0, Irs=RsI0, kde I0=|E0|2 je světelná
intenzita dopadaj́ıćı vlny.

• Nalezněte kritický úhel dopadu θc, pro nějž (a nad ńımž) docháźı k totálńımu odrazu světla od
rozhrańı.

[

sinθc=
n2
n1 ,(n1≥n2)

]

• Pro neabsorbuj́ıćı prostřed́ı nalezněte Brewster̊uv úhel dopadu θB, kdy je odražené světlo zcela
polarizováno.

[

tanθB=
n2
n1

→Rp=0
]

• Nalezněte koeficient odrazivosti R v př́ıpadě (skoro) kolmého dopadu světla na rozhrańı a z
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podmı́nky R+T=1 také koeficient propustnosti T . Ukažte, že źıskané vztahy nezáviśı na po-
larizaci dopadaj́ıćıho světla ani na pořad́ı prostřed́ı.

[

R=
(n1−n2)

2

(n1+n2)
2 ,T=

4n1n2
(n1+n2)

2

]

6. Interference. Uvažujte planparalelńı desku tloušťky d a indexu lomu n′, vnořenou do prostřed́ı o
indexu lomu n. Předpokládejte, že na desku dopadá světlo intenzity I0 pod obecným úhlem dopadu a že
na stěnách desky docháźı k násobným odraz̊um. Pro jednoduchost na obou rozhrańıch předpokládejte
koeficient odrazu R a koeficient propustnosti T .

• ukažte, že paprsky vystupuj́ıćı z desky jsou rovnoběžné s dopadaj́ıćım paprskem nezávisle na úhlu
dopadu světla

• určete intenzity několika prvńıch prošlých i odražených paprsk̊u
[]

6.1 V rámci konkrétńıho výpočtu dále předpokládejte skleněnou destičku (n′=1.5) ponořenou do vzduchu
(n=1) a skoro kolmý dopad světla. S použit́ım př́ıslušně zjednodušených Fresnelových vztah̊u vypočtěte
celkovou prošlou (It) a odraženou (Ir) intenzitu světla včetně násobných odraz̊u a ověřte, že jejich součet
je roven I0.

[

It=
2nn′

n2+n′2
I0

]

6.2 Řešte stejný př́ıklad interferenčně: předpokládejte, že deska je nav́ıc tenká a započtěte i fázové členy.
[]

7. Difrakce.

7.0 Young̊uv experiment. Uvažujte nepr̊uhledný terč́ık se dvěma úzkými rovnoběžnými šterbinami, vzdálenými
d. Na terč́ık kolmo dopadá rovinná monochromatická vlna (z dalekého monochromatického bodového
zdroje). Určete rozložeńı světla na st́ıńıtku rovnoběžném s terč́ıkem ve vzdálenosti l po směru letu světla;
úlohu řešte jako 1D př́ıklad.

7.1 Fraunhoferova difrakce. Předpokládejte difrakci na rovinném terč́ıku s obecným otvorem Σ. Zdrojem
světla je bodový monochromatický zářič S, centrovaný před terč́ıkem ve vzdálenosti a a difrakci pozoru-
jeme v bodě P (ξ,η) na rovinném st́ıńıtku rovnoběžném s terč́ıkem ve vzdálenosti b za ńım po směru letu
světla. Za zjednodušuj́ıćıho předpokladu konstantńı intenzity světla na terč́ıku je difrakčńı př́ıspěvek
ψ(P ) v bodě P , plynoućı z Huygensova-Fresnelova principu, roven

ψ(P ) = A

∫∫

Q∈Σ

K(χ)

SQ ·QP exp
(

i[ωt− k(SQ+QP )]
)

dΣ,

kde K(χ)=i/λ je faktor sklonu a A je amplituda zdroje.

• Nalezněte vyjádřeńı difrakčńıho integrálu v lineárńı aproximaci terč́ıkových souřadnic Q(x,y);
vzdálenosti QP aproximujte konstantńı vzdálenost́ı r0≡Q0P ke středu Q0 otvoru terč́ıku.

[

ψ(P )=̇AD

∫∫

Q∈Σ

exp

(

ik
xξ+yη

r0

)

dΣ, AD=
i

λab
exp

(

i[ωt−k(a+r0)]
)

]

7.1 S využit́ım Fraunhoferova integrálu vypočtěte difrakci na centrovaném obdélńıkovém otvoru o velikosti
p×q. Určete polohy maxim a š́ı̌rku centrálńıho maxima.

[

ψ(ξ,η)=ADpq sinc

(

kpξ

2r0

)

sinc

(

kqη

2r0

)

, Ipq=ψψ
∗

]

7.2 S využit́ım Fraunhoferova integrálu spočtěte Young̊uv experiment realističtěji jako difrakci na centrované
dvojici totožných obdélńıkových otvor̊u o velikosti p×q, vzdálených od sebe o d>p podél osy x.

[

I(ξ,η)=4Ipqcos
2(kdξ/2r0)

]

7.4 Mř́ı̌zkový faktor. Demonstrujte, že při difrakci na pravidelně se opakuj́ıćıch otvorech stejného tvaru
se výsledná intenzita ve Fraunhoferově přibĺıžeńı dá poč́ıtat jako součin difrakce na jednom z otvor̊u
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(otvorový faktor) a funkce závisej́ıćı na rozložeńı otvor̊u na terč́ıku (mř́ıžkový faktor). Pro jednoduchost
vyjděte z předchoźıho př́ıkladu a uvažujte M ekvidistantně vzdálených obdélńıkových otvor̊u o velikosti
p×q.



I(ξ,η)=Ipq

∣

∣

∣

∣

∣

M
∑

m=1

exp(−ikdmξ/r0)

∣

∣

∣

∣

∣

2

=Ipq

(

sin(kdMξ/2r0)

sin(kdξ/2r0)

)2





7.3 Difrakce na kruhovém otvoru. Přejděte na terč́ıku a st́ıńıtku do polárńıch souřadnic a vypočtěte difrakci
na centrovaném kruhovém otvoru o poloměru R.

[

I(ρ)=|ADπR
2|2

(

2J1(kRρ/r0)

kRρ/r0

)2

, ρ2=ξ2+η2

]

8. Aplikace.

8.1 Podle Gullstrandova–Le Grandova modelu oka má rohovka tloušťku 0.55 mm a index lomu 1.3771.
Určete dobu, za kterou projde rohovkou tam a zpět (po odrazu od zadńı stěny) signál a) ultrazvuku
(v=̇1500 m/s), b) světelný.

[]

8.2 Dvojlom. Předpokládejte planparalelńı desku vyrobenou z křemene, indexy lomu řádného a mimořádného
paprsku v křemeni jsou po řadě no=1.544 a ne=1.553. Uvažujte kolmo dopadaj́ıćı světlo a vypočtěte
fázový rozd́ıl řádného a mimořádného paprsku při pr̊uchodu deskou tloušťky L a

• určete nejmenš́ı tloušťku desky, při které se bude chovat jako čtvrtvlnná (zp̊usob́ı fázový rozd́ıl
π/2 mezi řádným a mimořádným paprskem a tedy změńı dopadaj́ıćı lineárńı polarizaci světla
na kruhovou) a jako p̊ulvlnná (zp̊usob́ı fázový rozd́ıl π a změńı orientaci lineárně polarizovaného
světla na kolmou)

• zjistěte, jaké tloušťky desky jsou k dispozcici, má-li p̊ulvnná destička mı́t tloušťku kolem 1 mm.
[]

8.2∗ Antireflexńı vrstva. Předpokládejte tlustou planparalelńı desku o indexu lomu n1, na které je nanesena
tenká vrstva materiálu o indexu lomu n2. Pro světlo dopadaj́ıćı kolmo ze strany tenké vrstvy určete
celkovou intenzitu It prošlého světla deskou; uvažujte násobné odrazy pouze uvnitř tenké vrstvy, fázové
členy však zanedbejte. Určete n2, které množstv́ı prošlého světla maximalizuje a porovnejte źıskanou
hodnotu s př́ıkladem 6.1 samotné desky.

[

It
I0

=
16n21n2

(n1+1)3(n1+n22)
,n2=

√
n1, pro n1=1.5:

0.94

0.92

]
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