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1. 1D řet́ızek identických atomů interaguj́ıćıch elasticky vždy pouze s nejbližš́ımi
sousedy lze aproximovat sadou stejných malých závaž́ı o hmotnosti m, spojených
lineárně identickými nehmotnými pružinami o tuhosti k. Rovnovážná vzdálenost
sousedńıch závaž́ı nechť je a, výchylky x[j] jednotlivých závaž́ı uvažujte od jejich rovnovážných poloh.
Předpokládejte pohyb pouze ve směru pružin (t́ıhové p̊usobeńı zanedbejte).

• Předpokládejte periodické okrajové podmı́nky (délka opakuj́ıćıho se motivu řet́ızku je Na) a speci-
fikujte jejich vliv na předpokládaný tvar řešeńı x[j]=τ j .

[

τ=exp(ikna),kn=
2πn
l

]

• Pro studovaný periodický řet́ızek řešte pohybové rovnice využit́ım ansatzu x[j]=τ j ; nalezněte
disperzńı relaci pro vlnu v tomto řet́ızku.

[

xn[j]∝exp(i[ωnt+knaj]); ω2
n=4ω2

0 sin
2 kna

2

]

• Spočtěte grupovou a fázovou rychlost š́ı̌reńı vln v uvažovaném periodickém řet́ızku.
[vf=aω0sinc(ka/2),vg=aω0cos(ka/2)]
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1.1 Nalezněte všechny větve disperzńı relace pro 1D řet́ızek stř́ıdaj́ıćıch se atomů o
dvou r̊uzných hmotnostech m a M ; tuhost všech vazeb uvažujte k, vzdálenost
sousedńıch atomů stejné hmotnosti nechť je a. Pro výchylky x[j], X[j] v
subřet́ızćıch atomů stejné hmotnosti předpokládejte řešeńı ve tvaru x[j],X[j]∝exp(i[ωt+kaj]).

[
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,µ= mM
m+M

]

1.2∗ Bloch̊uv teorém. Ukažte, že frekvence kmit̊u nekonečného homogenńıho řet́ızku se shoduj́ı s vlastńımi
hodnotami τ translačńı matice T ,
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Ukažte, že p̊usobeńım translačńı matce na vektor výchylek jednotlivých atomů se posuneme o jednu
pozici podél řet́ızku. Nalezněte matice, které zp̊usob́ı posun podél řet́ızku o dvě pozice, a o jednu pozici
opačným směrem. Ukažte, že pro vlastńı vektory dynamické matice (a tedy i pro výchylky podél řet́ızku)
plat́ı x[j]∝τ j .

2. Vlnová rovnice. Uvažujte nekonečný řet́ızek stejných malých závaž́ı o hmotnosti m, spojených lineárně
identickými nehmotnými pružinami o tuhosti k. Rovnovážná vzdálenost sousedńıch závaž́ı nechť je a, a
předpokládejte pohyb pouze ve směru pružin. Pole výchylek jednotlivých závaž́ı z jejich rovnovážných
poloh popǐste spojitou veličinou u(x), čili u[j]≡u(x[j])=0 procháźı-li závaž́ı rovnovážnou polohou.

• Sestavte pohybové rovnice pro i-té závaž́ı a ukažte, že za předpokladu a→0 tyto pohybové rovnice
přecháźı v rovnici vlnovou.

[

müi=k(ui−1−2ui+ui+1),ü−v2u′′=0,v2=ka2/m
]

2.1 Ukažte, že f(ωt±kx) může být řešeńım vlnové rovnice pro libovolné f .
[pokud v≡vf ]

2.2 Helmholtzova rovnice. Ukažte, že ve stacionárńım př́ıpadě u(x,t)=
∑

iUi(x)exp(iωit) se vlnová rovnice
redukuje na Helmholtzovy rovnice ∆Ui+k2iUi=0.
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[

ω2
i =vf |k|2

]

3. Aplikace

3.1 Tı́hové vlny na hluboké vodě maj́ı disperzńı relaci ω=
√
gk, kde g je t́ıhové zrychleńı. Spočtěte fázovou

a grupovou rychlost š́ı̌reńı t́ıhových vln a tyto rychlosti vzájemně porovnejte.
[

vf=
√

g/k,vg=
√

g/k/2;vg<vf

]

3.2 Kapilárńı vlny maj́ı disperzńı relaci ω=σk3/̺, kde σ je povrchové napět́ı kapaliny a ̺ jej́ı hustota.
Spočtěte fázovou a grupovou rychlost š́ı̌reńı kapilárńıch vln a tyto rychlosti vzájemně porovnejte.

[

vf=σk2/̺,vg=3σk2/̺;vg>vf
]
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