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1. GvoD

Usporadani atomu v pevné latce ma velmi dutlezité dusledky pro jeji
vlastnosti. V zasadé existuje bud 1. nahodné, nepravidelné usporadani
atomt - pak hovofime o amorfnich nebo skelnych fazich, anebo 2.
pravidelné, periodicky se opakujici usporadani v pripadé krystalti. Treti,
ponékud exotickou moznosti, je usporadani kvazikrystalickeé.

Kovy se vyskytuji prevazné v krystalické formé a kazdému typu mfizky,
ve které krystalizuji, lze priradit (alespon kvalitativne), urcité vlastnosti.
Napriklad fcc kovy jsou dobfe plastické v celém oboru teplot, bcc kovy
vykazuji krehce-tvarny prechod, hcp polykrystalické kovy jsou casto kirehkeé
a deformuji se dvojcaténim.

Kazdy realny krystal obsahuje nemalé mnozstvi poruch. Jejich
vlastnosti a koncentrace také vyrazné ovlivnuji vlastnosti daného materialu.
V tomto textu vSak budeme uvazovat pouze dokonalé krystaly.

Prestoze vzdalenosti mezi atomy v krystalové mfizce se pohybuji okolo
2x10-10 m, nékteré projevy krystalické povahy materialtl jsou pozorovatelné i
mezi svymi sténami, coz souvisi s mechanismy rastu krystalu. Jsou to uhly
mezi nizkoindexovymi rovinami dané krystalové mrizky.

V prvni kapitole jsou v maximalni struc¢nosti zopakovany nékteré
zakladni pojmy z krystalografie na prikladu krystalu ve dvou dimenzich. Ve
druhé kapitole je uvazovany prostor rozSifen o treti rozmér. Dale jsou
podrobnéji popsany 3 nejcastéji se vyskytujici krystalové struktury:
krychlova plosné centrovana (fcc), krychlova prostorové centrovana (bcc) a
hexagonalni tésné usporadana (hcp). Na zavér jsou probrany dva nastroje
nezbytné pro studium krystalové stavby materialt: stereograficka projekce a
reciproky prostor.

VSechny technické terminy maji v zavorce uveden svUj anglicky
ekvivalent.

Tato skripta vznikla ve spolupraci s prof. Jean-Pierrem Michelem na
Ecole des Mines v Nancy.



2. KRYSTAL VE 2 DIMENZICH

Velmi strucné zde uvedeme zakladni pojmy krystalografie, z duvodu
nazornosti na prikladech ve 2D.

2.1 Mrizka, baze

Krystal (crystal) se tradicné chape jako periodicky usporadana
struktura. Tato definice je wupfesnéna v 1. priloze. Nejprve budeme
charakterizovat periodickou strukturu na obr. 2.1.
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Obrazek 2.1: Krystal ve 2D.

Tento krystal Ize vytvorit kombinaci krystalové mrizky (crystal lattice) a
baze (basis, obr. 2.2).

Obrazek 2.2: a) krystal ve 2D

b) krystalova mrfizka s translac¢nimi vektory a a b
c) baze

e Mrizka (obr. 2.2b) je mnozina mfizkovych uzlll (node) ziskana translaci
zakladni bunky (unit cell o nasobek translaénich vektoru (translation
vectors) a a b.

e Baze (obr. 2.2¢) je usporadani atomut v okoli kazdého uzlového bodu,
které ma svoji vlastni symetrii nezavislou na symetrii mrizky.



Poznamky:

1. Mrizka zlUistava stejna, at zvolime jeji pocatek v kterémkoli bodé (obr.
2.3a, b). Usporadani atomtl v okoli uzlového bodu se zméni, avSak celkovy
pocet atomu kazdého druhu v zakladni bunce ztGstava stejny.

2. Vektory a a b jsou také nazyvany zakladni mrizkové vektory, vektory
translac¢ni identity apod.

Obrazek 2.3: Dva zptsoby volby krystalové mfizky.

2.2 Definice

e Translacni vektory: a a b

e Mrizkovy uzel:
Uzel u, v je bod definovany vektorem

S =ua +vb,
kde u a v jsou cela ¢isla.

e Krystalograficky smér (crystallographic direction):
Krystalograficky smér [u v| je mnozina primek prochazejicich uzlovymi
body, rovnobéznych s pfimkou, ktera protina pocatek a uzel u,v.
Indexy u,v se voli jako nejmensi mozna cela ¢isla, napf. misto oznaceni
[4 2] se pouziva [2 1].

e Parametr sméru [u v]:
Vzdalenost mezi sousednimi uzly u,v.

e Primitivni bunka (elementary cell):
Bunka s nejmensi moznou plochou, jejimz opakovanim lze vytvorit
danou mrfizku.

e Slozena bunka (multiple cell):

Necht vektory a a b definuji primitivni bunku. Za translac¢ni vektory
lze vybrat vektory a'a b' pro které plati:
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Ziskana bunka se nazyva slozena anebo nasobna bunka radu p, je-li jeji
plocha p-nasobek plochy primitivni bunky. Slozené bunky by se nemély
pouzivat pro definici baze.

Cviceni 1. (spravna feSeni vSech cviceni jsou uvedena na konci skript)
a) Jakého radu je slozena bunka na obr. 2.47?
b) Které bunky na obr. 2.5 jsou primitivni a které slozené?
c) Které ctverce na obr. 2.6 lze pouzit jako zakladni bunky?

d) Obrazek 2.6:

e Z kolika malych atomu je slozena baze tohoto krystalu?
e A z kolika velkych?

e Jsou znazornéné bunky primitivni?
e) Obrazek 2.7:

Urcete typ 2D mrizky a zvolte primitivni bunku a motiv. Je-li to vhodné,
zvolte navic i nékterou nasobnou bunku a urcete jeji rad.
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Obrazek 2.4
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d)

Obrazek 2.7 a), b) Akbarova hrobka, Agra. c), d) Humayunova hrobka,
Delhi.



3. KRYSTAL VE TRECH DIMENZiCH (3D)

3.1 Mfizka (Obrazky 3.1 a 3.2)
Definice:

e Translac¢ni vektory: a, B, c

e Uzlové body:

Uzlovy bod u,v,w se nachazi na konci vektoru
§ =ua +vb +wd
Pf.: bod A na obr. 3.1b je uzlovy bod 1,2,3.

e Krystalograficky smeér:
Krystalograficky smér [u v w] je mnozina pfimek prochazejicich

uzlovymi body, rovnobéznych s pfimkou, ktera protina pocatek a uzel
u,v,w. Indexy u,v,w se voli jako nejmensi mozna cela ¢isla a nazyvaji se

Millerovy indexy.
Pt.: pfimka OA udava smeér [1 2 3].

e Parametr sméru [u v wj:
Vzdalenost mezi sousednimi uzly u,v,w.

e Primitivni bunka:
Rovnobéznostén definovany translacnimi vektory a, b, ¢, jehoz objem

Vp = | (4, b, ¢)]|je minimalni.
Pr.: OABCDEFG (obr. 3.1 a).

e Slozena bunka:
Bunka definovana transla¢nimi vektory a', b', ¢', které jsou linearni

kombinaci transla¢nich vektort primitivni bunky a, b, ¢. Jeji objem
V' = p.Vp definuje fad nasobnosti bunky p.
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Obrizek 3.1 a: Trojrozmérna mfizka s translaénimi vektory a, b a ¢.
Primitivni bunka: rovnobéznostén OABCDEFG.



Obrazek 3.1 b: Trojrozmérna mfizka. Bod A je mftizkovy uzel 1,2,3. Smér OA
reprezentuje krystalograficky smeér [1 2 3]. Parametr sméru [1 2 3] je roven
vzdalenosti OA.

Krystalografické roviny (crystallographic planes):
Rovina prochazejici tfremi uzlovymi body nelezicimi na stejné primce
se nazyva krystalograficka rovina. Takova rovina protina zvolené
krystalografické osy v bodech P, Q a R (obr. 3.2).

—_—

Vektor 0P muzeme napsat jako: OP = = ; obdobné OTj =— aOR=

| T
~ ol
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Tato rovina je definovana trojici Millerovych indext (h k {), kde h, k a ¢

se voli jako trojice nejmensich nesoudélnych celych cisel.

Zapis (h k ) oznacuje celou mnozinu rovin, které jsou vzajemné

rovnobézné a prochazeji vSemi uzlovymi body mfizky.

Obrazek 3.2: Definice Millerovych indexd (h k () pro krystalografickou
rovinu.
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Poznamky:

1. zaporné indexy se oznacuji horizontalni ¢arou nad ¢islem: napft. index
minus jedna se zapisuje 1.

2. Krystalograficky smeér se od vektoru 1iSi tim, ze nema definovanou velikost
ani pusobisté. Casto nezalezi ani na jeho orientaci.

Cviceni 2: Uvazujme mifizku krychlovou prostou. Do primitivni bunky
zakreslete tyto roviny: (100), (110), (111), (211), (21 0), (220).

Vzdalenost mezi sousednimi rovinami patficimi do mnoziny rovin (h k {)
se nazyva mezirovinna vzdalenost (interplanar distance).

Roviny, které se protinaji v jedné primce, se nazyvaji zonalni roviny;
primka, ktera jim je spolec¢na je osa zony (zone axis, obr. 3.3).

“
A [uvw]

Obrazek 3.3: Osa zony [u v w].

3.2 Bravaisovy mfizky (Bravais lattices)

Omezme se nyni jen na takové krystaly, které maji jako bazi jediny
atom. Auguste BRAVAIS ukazal, ze v tom pripadé existuje 14 zpusobu, jak
vytvorit prostorovou periodickou mrtizku (obr. 3.4). Tyto mfizky se nazyvaji
Bravaisovy a vzajemné se liSi operacemi symetrie, které se u nich vyskytuji.
Bravais zvolil takové zakladni mrizky, které nejlépe znazornuji své symetrie;
nékteré z nich jsou proto primitivni a nékteré slozené. Pro primitivni bunky
plati, Zze na jednu bunku pripada jeden mrfizovy bod. Téchto 14 mrizek je
odvozeno ze 7 zakladnich polyedri, které jsou také oznacovany jako 7
krystalografickych soustav a které jsou charakterizovany translacnimi
vektory a uhly mezi nimi - viz. tabulka 3.1.
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Soustava Charakteristika Volné parametry
miizky
Krychlova a=b=c a
(cubic) a=pB=y=90°
Tetragonalni a=b#c a, c
(tetragonal) a=pB=y=90°
Ortorombicka a#zb#c a, b, c
(orthorhombic) a=pB=vy=90°
Romboedricka a=b=c a, o
(rhombohedral) a=p=y#90°
Monoklinicka a#b#c a, b, c,
(monoclinic) oa=y=90°#p
a#b#c
Triklinicka a# B #y a, b,c,a,fB,y
(triclinic)
a=b#c
Hexagonalni a=p= 90°y=120° a, c
(hexagonal)

Tabulka 3.1: Charakteristiky 7 krystalografickych soustav.
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krychlova prosta (sc) krychlova prostorové  krychlova plosné
centrovana (bcc) centrovana (fcc)

ortorombicka ortor. bazalné ortor. prostorove ortor. plosné
prosta centrovana centrovana centrovana

monoklinicka monok. bazalné romboedricka
prosta centrovana

triklinicka hexagonalni

Obrazek 3.4: 14 Bravaisovych mrizek.
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3.3 Operace symetrie (elements of symmetry)

Béhem operace symetrie se zméni polohy jednotlivych atomu tak, ze
krystalova struktura zustava nezmeénéna. Rozeznavame jednak operaci
mrizkové translace, jednak operace, které ponechavaji alespon jeden bod na
svém misté a nazyvaji se proto bodové operace symetrie. Jsou celkem 4:

1. rovina zrcadleni (mirror plane): Krystal rozdélime pomyslnou rovinou na
dvé casti. Pokud jedna cast krystalu je zrcadlovym obrazem druhé, jedna
se o rovinu symetrie (nebo rovinu zrcadleni).

2. osa rotace (rotation axis): Pokud rotace krystalu o uhel 2n/n nezméni
polohu mfizkovych uzlli, jedna se o osu rotace radu n (nebo n-¢cetnou
osu). U periodickych struktur je mozné nalézt osy rotace radu 2, 3,4 a 6
(obr. 3.5). Naopak, osy rotace fradu 5 (obr. 3.6) ani radu vyssSich nez 6 u
periodickych struktur existovat nemohou.

3. stfed symetrie (center of symmetry): symetrie vzhledem k jednomu bodu.

4. osa rotace-inverze (rotation-inversion axis): symetrie po rotaci a
nasledujici projekci pres stred symetrie.

V dalSich ¢astech budeme pracovat pouze s dvémi prvnimi operacemi
symetrie.

Obrazek 3.5: Osy rotace fadu 2, 3, 4 a 6 a symboly, které se pouzivaji k
jejich oznaceni. Osy rotace prochazeji stfedem kazdého geometrického
obrazce a jsou kolmé k roviné papiru (priklad ve 2D).

Obrazek 3.6: Predpokladejme, Ze existuje pétiCetna osa rotace a v jeji
blizkosti se nachazi mrizkovy uzel. Tento uzel po rotaci postupné o thel 27/5
se nachazi na vrcholech pravidelného pétithelniku. Pokud chceme nyni
vytvorit periodickou strukturu, musime byt schopni pokryt pétiuhelniky
rovinu papiru. Protoze to neni mozné, viz. obrazek, dosahli jsme sporu s
plvodnim pfedpokladem (ptiklad ve 2D).
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Poznamka: Nékdy se uvadi, ze pétiCetna osa rotace nemuize v prfirodé
existovat, to je ovSem pravda jen v pripadé periodickych struktur. Osa rotace
radu 5 se vyskytuje se u kvazikrystald, stejné jako osy rotace fadu 10, 12 a
dalsich (priloha 1). Organické molekuly mohou mit osy rotace jakéhokoli
radu, protoze to jsou individualni objekty. Nékteré dosud nepotvrzené teorie
také predpokladaji, ze kapaliny jsou slozeny z malych atomovych
(molekulovych) klastrii s péticetnou symetrii.

3.4 Baze

Baze se sklada z atomu, ionti nebo molekul a mtze byt invariantni k
vlastnim operacim symetrie. Matematicky jsou mozné krystalové mfizky
popsany pomoci teorie grup. Pokud zkombinujeme 14 Bravaisovych mrfizek
(14 translacnich grup) s moznymi bazemi s vlastnimi symetriemi (32
bodovych grup), dostaneme 230 tzv. prostorovych grup (space groups) a tedy
230 moznosti, jak usporadat periodicky atomy pevné latky v 3D.

Priklad: Diamant krystaluje v mfizce fcc. Baze je tvofena dvéma atomy o
polohach 0,0,0 a %,%,%, tedy vzdalenych o 1/4 télesové uhlopricky (obr.
3.7).

Obrazek 3.7: Diamantova struktura (diamond structure): baze (a) slozena ze
2 atomu aplikovana na mfizku fcc (b). Diamantovou strukturu si takeé
muzeme pfedstavit jako 2 mfizky fcc posunuté o 1/4 télesové uhlopficky (c).

Poznamky:

1. Materialovi védci maji ve zvyku zvolit pocatek mrizky ve stfedu jednoho z
atomu. I kdyz je tento zplsob nazorny, nedovoluje nékdy nalézt vSechny
existujici operace symetrie a krystalografové se mu proto vyhybaji. Tito proto
voli za pocatek néjaky stred symetrie, pokud u studované mrizky existuje (viz
mezinarodni krystalografické tabulky). Napriklad u diamantové mfizky je
stfredem symetrie bod uprostfed 2 atomu tvoficich bazi (tedy bod ¥%,%s,Ys,
pokud za pocatek zvolime jeden z atom11). Krystalografiim tento bod vyhovuje
jako pocatek mrizky lépe.

2. Termin "mrizka" je v ceStiné chapan bud v uzsim smyslu jako jedna ze 14
Bravaisovych mfizek, nebo v SirSim smyslu jako jakakoli periodicka
struktura, tj. jakakoli ze 230 prostorovych grup (oba pfistupy jsou zhruba
stejné casté). Podle autortt davajicich pfednost prvnimu pfistupu neni
termin "diamantova mfizka" spravny; fcc mrizku kombinovanou s bazi dvou
atoml nazyvaji diamantovou strukturou. Podobné, hcp struktura je tvofena
hexagonalni prostou mfizkou a bazi o dvou atomech.
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4. KRYSTALOVA STRUKTURA KOVU
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Tabulka 4.1: Krystalografické struktury prvkua (c.f.c.

* polymorfni prvky, laska
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4.1 Mfizka krychlova prostorové centrovana
(Body centered cubic, bcc)

4.1.1 Primitivni a sloZena bunka

Primitivni bunka je romboedricka, s jednim wuzlovym bodem
pfipadajicim na bunku (obr. 4.1). Tato bunka je pro pouziti méné vhodna
nez krychlova prostorové centrovana slozena bunka (fadu 2). Souradnice
uzlovych bodt jsou 0,0,0 a Yz,Y%2,%.

Obrazek 4.1 Krychlova prostorové centrovana bunka a jeji primitivni
romboedricka bunka.

Cviceni 4: Naleznéte charakteristiky primitivni bunky (parametr
translacéniho vektoru a' a thel o), kdyz vite, ze hrana krychle slozené bunky
ma délku a (a nazyvame mrizkovy parametr, lattice parameter).

4.1.2 Operace symetrie

Zrcadlové roviny:

e 3 roviny {001}: (100), (010) a (001),

e 6 rovin {011}: (110), (110), (101), (T01), (011) a (0T 1).
Roviny {111} nejsou u krychlové soustavy zrcadlovymi rovinami!

Osy rotace:
e 3 o0sy<001>radu 4,
e 4o0sy<111>rtadu 3,
e 60s<011>radu 2.

4.1.3 Koeficient zaplnéni (packing fraction)

Pokud nahradime atomy pevnymi koulemi, které se vzajemné dotykaji,
muzeme u kazdé mrfizky vypocitat pomér objemu vyplnénymi materialem
kouli k celkovému objemu. Tento pomér se nazyva koeficient zaplnéni c. Pro
mrtizku bcc:

2. 4 R’
3

C =
a3

Protoze plati aJ3 = 4R (obr. 4.3), c = 0.68.
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Obrazek 4.3 Model mfizky bcc vytvofené nedeformovatelnymi dotykajicimi
se koulemi.

4.1.4 Vzdalenosti mezi atomy
Kazdy atom ma tyto sousedy (uvazujme pro jednoduchost bazi tvofenou
jen jednim atomem):

e 8 nejbliz§ich sousedt (first neighbours) ve vzdalenosti a73 , 0

souradnicich %2,%,%, -Y2,%,%, atd. Pocet nejbliz§ich sousedt1 se
nazyva koordinacni ¢islo (coordination number);
e 6 druhych sousedu ve vzdalenosti a;

e 12 tfetich sousedul ve vzdalenosti av2 (obr. 4.2).

Obrazek 4.2 Nejblizsi, druzi a tfeti nejbliz§i sousedé mrizky bcc.

4.1.5 Mezirovinna vzdalenost
Pro mrizku krychlovou prostou je mezirovinna vzdalenost roviny (hk#):

a

s = Jh? + k2 + ¢

Bcce mrizka neni primitivni a uprostred krychlové bunky se nachazi mrizkovy
bod. Proto je nutné se vzorcem v pfipadé bcc i fcc mrizky zachazet opatrneé.
Napf. roviny {001} u bcc maji poloviéni mezirovinnou vzdalenost nez udava
vzorec, protoze diky atomu ve stredu krychle existuje vlozena
krystalograficka rovina mezi stény krychle. Naopak, vlozena rovina typu
{011} diky stfedovému atomu nevznika a pro doi: tedy uvedeny vzorec plati.
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4.1.6 Ekvivalentni sméry (equivalent directions)

Smeéry, které se odvodi od zvoleného sméru [u v w| operacemi symetrie,
jsou smeéry ekvivalentni k sméru [u v w|. U krychlové soustavy maji
translacni vektory stejnou velikost a jsou vzajemné kolmé, je mozné je
jakkoli zaménovat. Proto i jakakoli permutace sméru [u v w| je smérem
ekvivalentnim k [u v w|. VSechny ekvivalentni smeéry zapisujeme pomoci
ostrych zavorek <u v w>. Jestli u, v a w jsou nenulové a vzajemné razné,
existuje 48 ekvivalentnich smért (24 pokud neuvazujeme orientaci). Smér
<u v 0> ma 24 (nebo 12 bez rozliSovani orientace) ekvivalentnich smeéru,
stejné jako smeér <u u w>.

4.1.7 Ekvivalentni roviny (equivalent planes)

Obdobneé, roviny odvozené od roviny (h k {) riznymi operacemi symetrie
jsou roviny ekvivalentni k pltivodni roviné. Spolecné se zapisuji notaci se
slozenymi zavorkami {h k {}.

Priklad:
<0 0 1> oznacuje smeéry jakékoli orientace, rovnobézné s libovolnym ze tfi
zakladnich transla¢nich vektoru.

[0 1 O] smér rovnobézny s vektorem b a stejné orientace jako b. [0 1 0] je
smeér opacné orientace.

{O O 1} jsou vSechny roviny rovnobézné s libovolnymi dvéma zakladnimi
translac¢nimi vektory.

(O 1 0) je rovina rovnobézna s vektory a a ¢, jeji normala je orientovana do

stejného poloprostoru jako vektor b.

Cviceni 5:
Najdéte vSechny ekvivalentni roviny {1 2 3}.

4.1.6. Uhly mezi rovinami a sméry

Uhly mezi nizkoindexovymi sméry krychlové soustavy jsou uvedené v
tabulce 4.2. VSechny kombinace mezi riiznymi permutacemi smérti <u v w>
a <u' v' w'> jsou zapocteny, s vyuzitim rovnice pro vypocet iuhlu mezi dvéma
vektory (p-q je skalarni soucin vektort1 p a q).

-4 = [pld|cosa
U krychlové soustavy (obecné to vSak neplati !) ma normala k roviné (h

k ) stejné indexy jako rovina: [h k (]. Tabulka 4.2 tedy muze byt pouzita i
pro uhly mezi rovinami.

uvw | u'v'w uhly mezi dvéma rovinami nebo sméry
100 100 0° 90°
110 45° 90°
111 54° 44
210 26° 34' 63° 26' 90°
211 35° 16’ 65° 54
221 48°11' 70° 32'
311 25° 14’ 72° 27




19

110 110 0° 60° 90°
111 35° 16 90°
210 18° 26' 50° 46' 71° 34
211 30° 1 54° 44! 73° 13’ 90°
221 19° 28’ 45° 76° 22' 90°
311 31° 29 64° 47 90°

111 111 0° 70° 32'
210 39° 14 75° 2
211 19° 28’ 61° 52 90°
221 15° 48 54° 44’ 78° 54'
311 29° 30' 58° 30' 79° 58'

210 210 0° 36° 52 53° 8' 66° 25' 78° 28 90°
211 24° 6' 43° 51" 56° 47 79° 29' 90°
221 26° 34 41° 49' 53° 24 63° 26' 72° 39 90°
311 19° 17 47° 36 66° 8' 82° 15

211 211 0° 33° 33’ 48° 11 60° 70° 32' 80° 24'
221 17° 43’ 35° 16 47° 7 65° 54' 74° 12' 82° 12'
311 10° 0O 42° 24 60° 30' 75° 45' 90°

221 221 0° 27° 16 38° 57" 63° 37" 83° 37" 90°
311 25° 15 45° 17 59° 50' 72° 27 84° 14

311 311 0° 35° 6 50° 29' 62° 58' 84° 58'

Tabulka 4.2 Uhly mezi rovinami nebo sméry v krychlové soustavé.

o~

4.2 Mfizka krychlova plosné uspofadana
(Face centered cubic, fcc)

4.2.1 Primitivni bunka

Primitivni bunka je romboedricka (obr. 4.4). VétSinou je vyhodnéjsi
pracovat se slozenou bunkou radu 4, ktera je krychlova s atomy v rozich
krychle a ve stredech jejich stén.

Obrazek 4.4 Krychlova a primitivni romboedricka bunka mfizky fcc.

Cviceni 6: Naleznéte charakteristiky primitivni bunky (parametr
translacniho vektoru a' a uhel a) pomoci mrizkového parametru slozené
krychlové bunky.
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Kazdy atom ma tyto sousedy (uvazujme pro jednoduchost bazi tvorenou

jen jednim atomem):

e 12 nejblizSich sousedu ve vzdalenosti a72 , 0 souradnicich %2,%,0, -

¥2,%2,0, atd.,

e 6 druhych nejblizSich sousedu ve vzdalenosti a,

e 24 tfetich nejblizSich sousedu ve vzdalenosti a\/g .

4.2.3 Koeficient zaplnéni

Spolecné s hcp strukturou ma tato mrizka nejvySsi mozny koeficient
zaplnéni, rovny 0.74 (oveéfte vypocltem, viz také priloha 4). Obé struktury
jsou proto nazyvané kompaktni struktury (compact structures).

o~

4.2.4 Mrizka fcc jako vrstveni tésné uspofadanych rovin
Idealni vyplnéni jedné vrstvy pevnymi koulemi je takové, pri kterém se
kazda koule dotyka 6 sousedll (obr. 4.5a) — tato rovina se nazyva tésné

usporadana nebo kompaktni a v
mrizce fcc ma indexy {111}. Mrizka
fcc vznikne vrstvenim takovych
rovin podle sekvence ABCABC...
(obr. 4.5).

Obrazek 4.5 Vrstveni kompaktnich
rovin u struktur hcp a fcc.

a) Prvni tésné usporadana vrstva.
Takto jsou atomy seskupeny v
roviné {111} mrizky fcc a v bazalni
roviné {0001} hexagonalni tésné
usporadané struktury (viz. pristi
kapitola). Kompaktni smeéry (Sipky
na obrazku) jsou <011> fcc nebo
<112 0> hcp.

b) Koule druhé vrstvy maji své
stfedy nad otvory v prvni vrstvé. A:
pozice atomu prvni vrstvy, B: pozice
atomu druhé vrstvy.

c) Treti vrstva muize byt umisténa
na dvou ruznych pozicich. 1) Koule
jsou umistény nad koulemi prvni
vrstvy A. Kompaktni vrstvy tedy
tvofi sekvenci ABABAB... coz ve
vysledku odpovida hcp strukture. 2)
Koule mohou byt umistény nad
otvor spolec¢ny prvni i druhé vrstve,
do pozice C, sekvence stfidani
kompaktnich vrstev je ABCABC... a
vysledkem je mrfizka fcc.
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4.2.5 Podobnost s bcc

VSechny mrizky krychlové soustavy maji stejné uhly mezi
krystalografickymi smeéry a rovinami, stejny vzorec pro vypocet mezirovinné
vzdalenosti a stejné zrcadlové roviny a rotacni osy.

Poznamka: I kdyz model pouzivajici pevné koule dokaze vysvétlit nektera
pozorovani a je snadno pochopitelny, c¢tenar by nemél zapominat, ZzZe
usporadani atomu v pevné latce je dano vzajemnou interakci mezi atomy a je
tedy urcovano zakony kvantové mechaniky. V pripadé pevnych kouli napft.
koule 3. vrstvy nijak neciti polohu 1. vrstvy a 3. vrstva muze byt se stejnou
pravdépodobnosti na pozici A i C. U realnych krystall se jen vyjimecné
muzeme setkat s nahodnym vrstvenim kompaktnich vrstev, za takovych
podminek (teplota, tlak), kdy hcp i fcc struktury jsou stejné energeticky
vyhodné.

4.3 Hexagonalni tésné usporadana struktura
(Hexagonal close packed, hcp)

4.3.1 Mrizka

Podobné jako krychlova prosta mrtizka, ani hexagonalni prosta mrizka
se v prirodé témér nevyskytuje. Hexagonalni tésné usporadana struktura je
kombinaci hexagonalni mfizky (obr. 3.4) s bazi dvou atomu v kazdém
mrizkovém bodé. Primitivni bunka je rovnobéznostén s lichobé&Zznikovou
zakladnou a uhlem mezi stranami lichobéznika 120° (obr. 4.6). Atomy baze
se nachazeji na pozicich 0,0,0 a % ,%

b

E .

Obrazek 4.6 Mrizka hexagonalni tésné usporadana. a) Stridani kompaktnich
vrstev ABABA..., b) primitivni bunka.
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4.3.2 Pomeér c/a
Velikosti translaénich vektorl a a ¢ nejsou nezavislé. Ovérte vypoctem,

ze pomeér c/a je roven ,/8/3 = 1.633 pro pripad dotykajicich se pevnych
kouli.

U realnych krystali se tento pomér od této hodnoty vice ¢i méné lisi
(tabulka 4.3).

prvek Be Ti Zr Mg Co Zn Cd

c/a 1.568 | 1.587 | 1.593 | 1.623 | 1.633 | 1.856 | 1.886

Tabulka 4.3 Hodnoty poméru c/a pro hcp kovy.

4.3.3 Vzdalenosti mezi atomy
o Ukazte, ze pocet nejblizSich sousedt mutize byt 12:
o 6 z nich ve vzdalenosti a (sousedé v kompaktni roving)

2 C2

o 6 ve vzdalenosti a +—.
3 4

e Diskutujte vzdalenosti sousednich atomu pro c/a vétsi, mensi a rovno
J8/3.

e Proc/arovno ,/8/3 ma hcp struktura idealni koeficient zaplnéni
0.74.

4.3.4 Operace symetrie
Hexagonalni soustava obsahuje tyto operace symetrie:
osa symetrie fadu 6: [001],
rovina zrcadleni: (001),
6 os fadu 2 lezicich v roviné (001),
6 rovin zrcadleni kolmych na osy fadu 2 s osou zoény [001].

4.3.5 Zapis pomoci 4 indexu
a) Pro¢ pouzivat 4 osy v trojrozmérném prostoru?

Pokud zvolime translac¢ni vektory a, ba ¢ tak, jako na obr. 4.7, roviny
I, IT a III maji tyto Millerovy indexy:
rovinaI= (110
rovina II = (100)
rovina III = (010).

Tyto roviny jsou ekvivalentni, tj. krystalograficky identicke, avSak
oznaceni roviny I nelze ziskat permutaci indext roviny II nebo III. Tzn. pokud
provedeme operace symetrie, rotaci okolo osy radu 6 [001], indexy stejnych
krystalografickych rovin se nebudou ménit symetricky. Ctenaf zvykly
pracovat s krychlovou mfizkou je pfi pohledu na indexy rovin I a II nachylny
se domnivat, ze tyto dvé roviny nejsou ekvivalentni. Pri praci s hexagonalni
mrizkou v notaci se 3 indexy je tedy nutné si pamatovat, ze ekvivalentni
smeéry a roviny nemuseji mit indexy vzniklé jen obménou cislic a znamének.
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Z opacného pohledu, ackoliv roviny (110) a (1 TO) nejsou ekvivalentni, jejich
zapis se lisi jen v jednom znaménku. U mnoha krystalovych soustav tuto
nevyhodu nelze obejit, u hexagonalni soustavy vSak existuje moznost, jak
dosahnout toho, aby krystalograficky identické smeéry a roviny meély indexy
vzniklé vzajemnou permutaci. Dosahne se toho zavedenim ctvrtého

transla¢niho vektoru d, definovaného jako (obr. 4.8):

Obrazek 4.7: Nevyhoda popisu hexagonalni mfizky pomoci 3 Millerovych
indexu.

AVAVA

Obrazek 4.8: Definice translaéniho vektoru d.

b) indexace rovin

Novy index i je pfidan na treti misto mezi indexy h, k a {: (h ki £). Podle
obrazku 4.8 a 4.9 je mozné vypocitat hodnotu indexu i ze znamych hodnot h
a k. Index i definujeme jako:
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Vektory SP a gj jsou rovnobézneé:
SP x ?d =0

(@—@)x(@—@F 0

[ )

odkud je mozné odvodit, Ze:

| i=-(htk) |

Rovinu PQR tedy oznacujeme (h k {) v zapisu se tfemi indexy a (h k h+ k ()
v zapisu se Ctyfmi indexy.

Dtikaz, ze zapis se Ctyimi indexy vede k symetrii mezi indexy pfi
provedeni operace symetrie - rotace kolem osy C - je uveden v pfiloze 3.

A —>

C
R
d
0 Q b
2 S

Obrazek 4.9: Ctvrty index i roviny PQR je definovan priisec¢ikem roviny a osy
d: 0S=d /i.

Cviceni 7: Uzijte zapis se Ctyfmi indexy pro oznaceni rovin I, Il a III z
obrazku 4.7.

c) indexace sméru

Vektor ua +vb + wé definuje krystalograficky smeér [u v w]. Jeho smér
ani velikost nezménime, pokud k nému pficteme p-nasobek nulového

vektoru & + b + d :
ud +vb+wé = (u+p)a + (vtp)b + pd + wc
Pro tento smér tedy miizeme pouzit zapis se 4 indexy [u+p, v+p, p, w|, kde p

muze byt libovolné. Je zvykem volit p tak, aby, stejné jako v pripadé
krystalografickych rovin, byl soucet prvnich tfi indext nulovy:
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p=—%(U+V)

Prechod ze zapisu se 3 indexy [u v w| k notaci ve ¢tyfech indexech se tedy
provede nasledujicim zptusobem:

[uvw]—>%[2u—v,—u+2v,u+v,3w]

Poznamka: AZ na vyjimky, u hexagonalni soustavy neplati, Ze normala k
roviné (h k () je rovnhobéZzna se smérem o stejnych indexech [h k (] (at
pouzivame zapis se 3 nebo 4 indexy). Zminéné vyjimky jsou osa ¢ a sméry
obsazené v bazalni rovine.

Cviceni 8: 1. UrcCete indexy sméru a, 15, ¢, I, I alll vobr. 4.10 v zapisu se
4 indexy. 2. Stejny ukol, pokud I, II a III povazujeme za vektory.

Obrazek 4.10
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5. RECIPROKY PROSTOR (RP)

Reciproky prostor (reciprocal space) je myslenkova konstrukce nutna k
pochopeni a feSeni problému spojenych s difrakci krystali a nékterych
dalSich problému ve fyzice pevnych latek (napf. vodivost elektricka a tepelna,
pasova teorie pevnych latek atd.). Vektory spojujici difrakéni body bodového
difrakéniho obrazce mohou byt povazovany za vektory v reciprokém
prostoru. Vice detailtt naleznete v pfiloze 3.

5.1 Translaéni vektory

Translaéni vektory RP A, B, C jsou definovany pomoci translacnich
vektorl a objemu primitivni bunky Vp z pfimého prostoru (PP):

ax

o)
(ond]

;‘;:bxc, B X , C
VD VD VD

Poznamka: Uvedena definice se pouziva v krystalografii. Ve fyzice pevnych
latek se definice translacnich vektord RP odvozuje s vyuzitim Fourierovy
bxc Uziti nebo

transformace, coz vede k pfidani faktoru 2m: A=2n
D

vynechani faktoru 2n je jen otazkou konvence - neméni vlastnosti
reciprokého prostoru, pouze ho 2n krat zvétsuje.

5. 2 Vlastnosti

5.2.1 Smér vektoru v RP
A je vzdy kolmé k b a ¢ (podobné, B je vidy kolmé k a a ¢ a C je vady
kolmé k 4 a b). Pokud jsou 4, b a & ortogonalni (mfizky krychlové,
tetragonalni a ortorombické), A je navic rovnobézné s a (podobné pro B a
é). V obecném pfipadé ovéem A s 4 rovnobézné byt nemusi.

5.2.2 Skalarni a vektorovy soucin
Pro analyzu difrakénich obrazcu jsou vyuzitelné tyto dvé vlastnosti:

a) Skalarni soucin vektoru z RP a vektoru z PP.
e translacni vektory:

Protoze V, = 5(‘5 x 6) =b(@axc)= E(ﬁ X B), alternativni  definice translacnich
vektoru reciprokého prostoru je:

A-a=1, A-b=0, A-¢=0
B-b=1, B-a=0, B-¢=0
C-¢=1 C-a=0 C-b=0

-
-

e obecné vektory:
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(ué+v5+w6)(hA+kB+£é): uh + vk + w/
b) Vektorovy soucin dvou vektort z RP:

(h,A +Xk,B+,C)x(h,A+k,B+7,C)

= (k1£2 _k2£1)5+(h2£1 _h1£2)6+(h1k2 _hzkl)E
Vysledkem je vektor o slozkach:

kila - kol1
hot; - hilo
hiko - hok:

z primého prostoru (= slozky jsou stejné jako bychom =ziskali nasobenim
dvou vektortl z primého prostoru).

Poznamky:

1. rozmér vektora z RP je [m-1].

2. Pokud pracujete s hexagonalni mfizkou a ji odpovidajicimu RP, pracujte
vzdy s notaci se tfemi indexy a k notaci se 4 indexy pfejdéte az pro finalni
vysledek.

5.2.3 Reciproky prostor reciprokého prostoru
Reciprokym prostorem k reciprokému prostoru je pfimy prostor.

5.2.4 Rovina (h k {) z PP a vektor [h k (] z RP
Rovina (h k () v PP obsahuje tyto dva vektory:

b_a)_ (c_b (viz obr. 3.2)
kK h) |7 k

Normala n,,, k této roviné je rovnobézna s vektorovym soucinem téchto 2

_ (b _d) (¢ b
o | (E‘EHZ‘EJ

bxc ¢cxa axb
+ +
k¢ /h hk

vektorti:

Ny ”

Vynasobenim faktorem hkl/Vp ziskame:

fi,, || hb\;<c+kc\>;a+£ \;( —hA+kB+/C=N,,
D D D
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Normala n,,, k roviné (h k {) z PP je tedy rovnobézna s vektorem [h k (] z RP.
Obdobné¢, normala k roviné (u v w) z RP je vektor [u v w| z PP.

5.2.5 Velikost vektoru [h k {] v PP
Uvazujme nékolik rovnobéznych rovin (h k {), obr. 5.1, a zvolme, Ze:
rovina O prochazi pocatkem

a

~

rovina 1 prochazi body

K K

W o

E )
. . a c
rovina 2 prochazi body QE , 2—, 2; , atd.

NIT <ol

Mezirovinna vzdalenost dnk¢ mezi sousednimi rovinami je tedy rovna

pramétu vektoru % (nebo vektoru E Ci %) do normaly roviny n,,, (obr. 5.1).

Podle 5.2.4, 1i,,, je rovnobézna s vektorem N, = hA+kB+/(C z RP:

=z

hA+kB+/C 1

a.
b N [N

hk?

dhkf, =

=gl Bol!
=z

Velikost vektoru [h k {] v RP je tedy roven prevracené hodnoté mezirovinné
vzdalenosti dnke rovin (h k €), ¢imz jsme nalezli vzorec z kapitoly 4.1.5.

hk?

—>
b

->
C

Obrazek 5.1 Mezirovinna vzdalenost rovin (h k ).

5.3 Aplikace

Ke konstrukci RP je nejjednodussi vyuzit translacni vektory primitivni
bunky v PP. Pokud pouzijeme vektory nasobné bunky, napf. a[l O O], a[0 1
O] a a[0 O 1] pro mrizku fcc, dostaneme body v RP, které ve skutecnosti
neexistuji (které by nevznikly pfi pouziti primitivni bunky) a je treba je
odhalit a vyloucit.

5.3.1 RP mtizky bcc
Reciproka mfizka k mfizce bcc ma translaéni vektory A, B a C s témito
vlastnostmi:
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Je mozné dokazat, ze v RP neexistuji mfizkové body, u nichz je soucet
indexu lichy ((1 0 0), (1 1 1), ...). Reciproka mfizka k mfizce bcc je tedy

mrizka fcc s mfizkovym parametrem 2 (obr. 5.2).
a
O/ C}/ G/ /)

)
S
)
N/
)

-
A

Q > Q Q

Obrazek 5.2 Reciproka miizka k mfizce bcc.

5.3.2 RP mfizky fcc
Reciproka mrtizka k mftizce fcc je mrizka bcc s mrizkovym parametrem

2 (obr. 5.3). Jsou tedy vylouceny mitizkové body s indexy, které kombinuji
a
suda a licha ¢isla, napt. (1 00), (2 10), ...
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Obrazek 5.3 Reciproka mfizka k mfizce fcc.

5.3.3 RP hcp struktury

Transla¢ni vektory A a B mezi sebou sviraji tthel 60° a jsou kolmé k C,
ktery je navic rovnobézny s C.
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6. STEREOGRAFICKA PROJEKCE

Stereograficka projekce (stereographic projection) je jedna z moznych
projekci ze 3D do 2D. Tato projekce byla znama a pouzivana astronomy a
kartografy jiz v antickém Recku. Je nezbytnym nastrojem také v
krystalografii, ve fyzice pevnych latek a v metalurgii, kde se pouziva se nejen
pfi praci s monokrystaly, ale také pro grafické znazornéni textury.
V krystalografii je pouzivana jako zpusob zobrazeni smérti a rovin ve dvou
dimenzich. Tato projekce zachovava uhly mezi sméry a rovinami; tyto uhly
mohou byt zméreny pomoci Wulffovy site.

6.1 Princip

6.1.1 Stereograficka projekce krystalografického sméru

Princip stereografické projekce je znazornén na obrazku 6.1. Zvolme si
kouli se stfedem O a prumérem R (R je standardné volen 10 cm).
Krystalograficky smér, ktery chceme znazornit, je polopfimka majici pocatek
v 0 a protinajici kouli v bodé D. Rovinou stereografické projekce rozumime
rovinu P (Seda rovina na obr. 6.1) prochazejici sttedem O a kolmou na
prumeér koule AA'. Bod A se nachazi na opac¢né polokouli nez bod D. Prfimka

AD protina P v bodé d, ktery se nazyva stereograficka projekce sméru 0D.

N N

N" '
N
Obrazek 6.1 a) Princip stereografické projekce krystalografického sméru.
b) Rovina projekce P.

Necht 0D' je smér, kde D' se nachazi na opac¢né polokouli nez smér D.

Stereograficka projekce sméru 0D' je bod d', prusecik pfimky A'D' s rovinou
P. Body A a A' se nazyvaji stredy promitani. Projekce d a d' se znazornuji
kiizkem (x) v pfipadé€, ze zobrazeny smeér smeéfuje z O nad rovinu projekce a
krouzkem (o) v opacném pripade.

V praxi je lépe vyhnout se spolecnému zobrazovani smért smeéfujicich
nad a pod rovinu projekce, protoze se tim komplikuje citelnost projekce.

Pokud je to mozné, tedy pokud orientace sméru 0D' neni dtlezita, radéji

pracujeme se smérem opacnym k O—D', tedy smérem -0D' (obr. 6.2).
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V nasleduyjicich pasazich uz budeme uvazovat pouze sméry smeérujici nad
rovinu P, tedy majici jako stfed promitani bod A.

Obrazek 6.2 Projekce obou orientaci stejného sméru.

Priklad: Pokud je u krychlové mrizky 0A' = [001] , pracujeme jen se smeéry [h
k £], které maji £ > O.

6.1.2 Stereograficka orientace krystalografické roviny
Predstavme si rovinu C prochazejici O a promitnéme vSechny pruseciky
této roviny s horni polokouli do P. Priimétem je ¢ast kruznice (obr. 6.3).

N N

Nl

Obrazek 6.3 Stereograficka projekce roviny C je ¢ast kruznice (c).
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6.2 Wulffova sit (Wulff net)

Pro kvantitativni pouzivani stereografické projekce WULFF navrhl sit,
ktera umoznuje prevést vzdalenosti mezi body na projekci na uhly mezi
odpovidajicimi smeéry.

Sit obsahuje projekce dvou systému rovin. Tzv. poledniky (mi, mo ...),
jsou pruméty rovin ze zény NN' (obr. 6.4 a 6.5). Uhel mezi promitnutymi
rovinami je vzdy 2°.

Navic Wulff do své sité zakreslil vSechny smeéry svirajici thel od 2°
postupné s krokem 2° s pfimkou ON. Mnozina projekci vSech sméru
svirajicich s ON uhel n/2-B (B je nasobek 2 mensi nez 180) tvori ¢ast kruznice
EE'. Krivky EE' jsou tedy projekcemi kuzeli s osou ON, kde vrcholovy thel
2pB je nasobek 4 (obr. 6.4b). Nazyvaji se rovnobézky; rovnik je rovnobézka
prochazejici stredem stereografické projekce.

N

N N

Obrazek 6.4 Wulffova sit: a) konstrukce polednikt; Mi, M2 jsou roviny
prochazejici 0, mi, m2 jejich stereografické projekce. b) Konstrukce
rovnobeézek.
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6.3 Priklady pouziti

Nyni na nékolika prikladech ukazeme pouziti stereografické projekce
pro méreni thla a pro geometrické konstrukce.

6.3.1 Uhel mezi dvéma sméry uréenymi jejich projekcemi

Jsou dany projekce d: a d2 dvou smért 0D: a 0D,. Ukolem je zjistit thel
mezi obéma smeéry.

Na Wulffovu sit umistime prisvitku a na ni vyneseme obé projekce d: a
d>. Otacime prusvitku kolem stfedu projekce O az do okamziku, kdy se d; a
d2 nachazeji na stejném poledniku. Uhel aomezi di a d2 odeéteme pfimo na

Wulffoveé siti. Tento thel je stejny jako Uthel mezi primkami 0D: a 0D> (obr.
6.6).

prlsvitka N

Obrazek 6.6 Urceni ihlu a mezi pfimkami OD; a OD2 uréenymi jejich
stereografickymi projekcemi d: a do.

Cviceni 9: Pomoci Wulffovy sité urcete tthel mezi projekcemi d; (+30°, +40°)
a da (+70°, +20°).

6.3.2 Normala roviny definované dvéma pfimkami

Jsou dany projekce di a d2. Hledame projekci d3 normaly OD3 k roviné,
v niz lezi primky OD; a ODo.

Tak jako v predchozim pfipadé, natoc¢ime prusvitku tak, aby obé
projekce d: a d2 lezely na stejném poledniku. Od tohoto poledniku odecteme
90° na rovniku. Tak najdeme projekci bodu dz, ktery svira tithel 90°se vSemi
smeéry na poledniku. Polednik je tedy projekci roviny obsahujici OD; a 0D a
ds je normala k této roviné (obr. 6.7). Stejné jako v predchozim pripadé,
rotace prusvitky neméni tthel mezi d: a do.
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prlsvitka N

Obr 6.7 Konstrukce normaly ds k roviné prochazejici 0D; a 0Ds.

Cvicéeni 10

Zmeérte uhel mezi dvéma danymi rovinami.

Zakreslete roviny pulici ihly mezi dvéma danymi sméry.

Zakreslete smeér svirajici stejny thel se tfemi danymi smeéry.

Zakreslete smér symetricky k danému smeéru vzhledem k dané ose
symetrie.

Zakreslete symetricky smér k danému smeéru vzhledem k dané roviné
symetrie.

6. Zakreslete smeér, ktery vznikne rotaci o thel ¢ daného sméru okolo

dané osy.

PO

o

6.4 Standardni projekce krychlové mfizky

Stereograficka projekce se Casto vynasi tak, aby jeji rovina byla kolma
na nékterou osu symetrie mrizky.
o Standardni projekce (O O 1) — obrazek 6.8a
o Standardni projekce (1 1 O) — obrazek 6.8b
o Standardni projekce (1 1 1) — obrazek 6.8c
U krychlové mrizky plati, Ze normala k roviné (h k f) je rovhobézna se
smérem [h k {]. Uvedené projekce lze tedy pouzit pro znazornéni smeéru i
rovin.

6.4.1 Standardni stereograficky trojuhelnik

Uvazime-li prvky symetrie krychlové soustavy, je mozné se v urcitych
aplikacich omezit jen na smeéry obsazené v tzv. standardnim trojuhelniku
(standard stereographic triangle) daném vrcholy <O 0 1>, <0 1 1>a <1 1 1>,
ktery vymezuje 1/48 prostorového uhlu (obr. 6.9). Tento trojuhelnik
obsahuje pravé jeden ekvivalentni krystalograficky smeér k libovolnému
smeéru [u v wj.
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Obrazek 6.8b Stereograficka projekce krychlové mrizky se stredem [110].
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[111]

[001] [011]

Obrazek 6.9 Standardni stereograficky trojuhelnik pro krychlovou soustavu.
Kazdy takovy trojuhelnik obsahuje pravé 1 ekvivalentni smér <u v w>; napf.
trojuhelnik na obrazku obsahuje smeér [T23] a zadny dalsi smér typu
<12 3>.

Poznamka:

Stereograficka projekce je shodna pro vSechny mfizkové varianty krychloveé
soustavy, tj. fcc, bcc nebo sc mrizky, nebot jsou pro né shodné translacni
vektory.

6.5 Standardni projekce hexagonalni mfizky

U hexagonalni mfizky neplati, ze normala k roviné ma stejné Millerovy
indexy jako sama rovina. Stereograficka projekce krystalografickych smért
hexagonalni mrizky (viz obr. 6.10) tedy neni shodna se stereografickou
projekci normal k rovinam.
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Obrazek 6.10 Stereograficka projekce krystalografickych smeérd pro
hexagonalni mfizku se stfedem [0001]. Zakladni stereograficky trojuhelnik je
vybarven Sedé€; jedna se o ¢ast prostoru, ktera obsahuje pravé 1 ekvivalentni

smeér k libovolnému smeéru [uv u+v wj.



41

SHRNUTI

1. Prvky krystalizuji nejcastéji s bcc mrizkou (krychlova prostorove
centrovana), fcc mrizkou (krychlova ploSné centrovana) nebo ve strukture
hcp (hexagonalni tésné usporadana).

- bee neni kompaktni mrizka (c = 0.68)

- fecc je kompaktni mrizka (c = 0.74) vytvorena stridanim tésneé
usporadanych rovin {111} podle sekvence ABCABC... V kazdé této roviné

existuji tfi tésneé usporadané smeéry <110>.

- hep je kompaktni struktura vytvorena stridanim tésné usporadanych
rovin (0001) podle sekvence ABABAB...

2. Pro zapis krystalografickych sméra a rovin pouzivame Millerovy indexy.

3. Transla¢ni vektory reciprokého prostoru jsou definovany takto:

CcX

B= c=2
\£& Vo Vo

(ond}
ol
[0
(ond}

X

A=

Pro libovolnou mrfizku plati, ze vektor [h k {] z RP je kolmy na rovinu
(h k €) z PP a mezirovinna vzdalenost dnke je rovna prevracené hodnoteé jeho
velikosti.

Reciprokou mrfizkou k fcc mfizce je bcc mrizka s parametrem a/2.

Reciprokou mfizkou k bcc mrizce je fcc mrizka s parametrem a/2.

4. Stereograficka projekce je projekci 3D -> 2D, ktera zachovava uhly mezi
smeéry a rovinami.

SP krystalografického sméru je bod.
SP krystalografické roviny je ¢ast kruznice.
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PRILOHA 1 - KVAZIKRYSTALY

Je priroda omezena vytvaret bud amorfni anebo periodické struktury,
anebo existuje néjaka moznost, jak usporadat atomy na dlouhou vzdalenost
podle urcitych pravidel, avSak neperiodicky? Jinymi slovy: existuje fad bez
periodicity? Leonardo Pisano - Fibonacci odpovédél na tuto otazku jiz v r.
1202 kdyz nalezl prvni kvaziperiodickou fadu. Ze se takové uspofadani muze
skutecné v prirodé vyskytovat bylo dokazano az v r. 1984 nalezenim prvniho
kvazikrystalického materialu.

Fibonacciho kralici:

Problém, ktery Fibonacciho dovedl k objevu kvaziperiodické rady, se
tykal rozmnozovani kralikti v idealizovanych podminkach. Krali¢i populace
se déli na dospélé pary kraliki D a mladé pary kralicki M. Za urcitou
casovou periodu se mladi kralici stanou dospélymi a dospélému paru se
narodi mlady par; uskutecnuje se tedy transformace M—D a D—M+D.
Kralici jsou v tomto modelu nesmrtelni a stale plodni. Obrazek Al.1 ukazuje
prvnich nékolik period rozmnozovani krali¢iho stada.

M
D
D
M
& D p
. M
& M—D b B{ 11\)/I
E_— N M—D D 1\61
le L M B[ D
v—ploplp Sy b M
celkem 1 1 2 3 5 8 13
dospéli 1 1 2 3 5 8
mladi 1 1 2 3 5

Obrazek Al.1 Rozmnozovani nesmrtelnych kralikt podle Fibonacciho.

Rada 1,1,2,3,5,8,13,21,34... (kazdy dalsi clen fady je souctem dvou
predchozich ¢lend) je slavnou Fibonacciho fadou; nas vSak v tuto chvili
zajima sekvence DMDDMDMDDMDDM... ktera neni periodicka, ale neni ani
nahodna. Je to kvaziperiodicka fada, pro kterou muzeme najit presna
pravidla. Napriklad, pomér poctu dospélych para k poctu mladych part
D/M pro velké pocty period konverguje k iracionalnimu ¢islu t= 1.618...
(toto ¢islo bylo ve stfedovéku a renesanci uzivano v umeéni i architekture;
jedna se o tzv. zlaty rez). Uvedena rada je prikladem kvaziperiodické
struktury v jedné dimenzi. Pokud bychom zkonstruovali kvaziperiodickou
strukturu ve 2D nebo 3D, mohli bychom u ni nalézt osy rotace radu 5, 10 a
jinych, zakazanych u periodickych struktur.

Konstrukce kvaziperiodickych struktur s vyuzitim hyperprostoru
Krystalografové vétSinou odmitaji péstovat kraliky a konstruuji

kvaziperiodické struktury s vyuzitim projekce z mysleného hyperprostoru do

realného prostoru. Priklad na obr. Al.2 ukazuje periodickou mrizku s 1
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atomem v kazdém mfizkovém bodé v hyperprostoru o 2 dimenzich (budeme
ji nazyvat hypermfizka). Realny jednodimenzionalni prostor protina
hyperprostor podél pfimky E|. V realném svété muZzeme pozorovat pouze
atomy, které jsou dostatecné "blizko", feknéme blize osy E| nez je jejich
polomér. Velikost atomu je schematizovana kratkymi tseckami. V realném
svété tedy pozorujeme atomy, mezi kterymi je bud kratsi vzdalenost (S), nebo
delsi vzdalenost (L, obr. Al.2a). Uhel mezi E| a translacnimi vektory €
urcuje, jestli je stridani S a L periodické nebo kvaziperiodickeé.

Obrazek Al.2 Projekce z hyperprostoru 2D do 1D.

E| je vektor ve 2D: EH =ue€, +ve,. Na obr. A1.2b se znazornéné smeéry

E| charakterizuji pomérem u/v.
Pokud je u/v racionalni Cislo, u a v lze vyjadrit celymi Cisly. Vyjdeme-li z
pocatku podél E|, po urazeni vzdalenosti d = |ué1 +V62| dosahneme mista,

kde E| prochazi presné hypermfizkovym bodem. Vzdalenost d nazyvame
mrizovy parametr (v realném prostoru); vSechny atomy mezi pocatkem a
uzlovym bodem ue€, + vé, tvori bazi.

Naopak, pokud u/v je iracionalni cCislo (napf. zminéné 1), E| prochazi
pouze jedinym uzlovym bodem hypermrfizky - pocatkem, sekvence S a L se
nikdy neopakuje a tato rada je kvaziperiodicka. Kvaziperiodicka 1D osa tedy
muze byt povazovana za projekci periodické 2D hypermfizky.

Typy kvazikrystala
Do dneSniho dne bylo nalezeno pfes 100 rtiznych kvazikrystalickych
materialti, které mohou byt rozdéleny podle poctu kvaziperiodickych os:

e "Fibonacciho kvazikrystaly" které maji dvé periodické osy a jednu
kvaziperiodickou osu; takovy krystal tedy mtizeme povazovat za strukturu
periodickou ve 4D;

e kvazikrystaly s 1 periodickou osou a 2 kvaziperiodickymi osami, pro
jejichz konstrukci potfebujeme S periodickych os;

e "dokonalé kvazikrystaly" se 3 kvaziperiodickymi osami; jejich sméry a
roviny se popisuji pomoci 6 periodickych os a tedy 6 Millerovych indext.
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Ikosahedralni kvazikrystaly

Patfi mezi dokonalé kvazikrystaly. Ikosahedron je jednim z 5 tzv.
Platonskych polyedri (= pravidelnych mnohostént tvofenych sténami ze
stejnych mnohouhelnikt, obr. A1.3).

Ikosahedron a dodekahedron maji stejné operace symetrie, zejména 6
rotacnich os radu 5. Je zajimavé, ze iracionalni Cislo, které potrebujeme pro
projekci z 6D hyperprostoru do 3D je t nalezené Fibonaccim, nebot t 1ze také
spocitat jako 2cos(n/5), kde je skryta pétiCetna symetrie.

tetrahedron

Obrazek A1l.3 Pét Platonskych téles zkonstruovanych z pravidelnych
mnohouhelniki. Dodekahedron a ikosahedron nemohou byt primitivni
bunkou pro periodické krystaly (podobné jako pétithelnik ve 2D).

Icosahedralni mono-kvazikrystal muze mit vnéjsi tvar icosahedronu
nebo dodekahedronu (obr. Al.4).

Obrazek Al.4 a) Mono-kvazikrystal ve tvaru dodekahedronu. b) Difrakéni
elektronovy obrazec odhaluje zdanlivou osu symetrie 10 (ve skutec¢nosti jde o
péticetnou osu symetrie).

Poznamky:

1) "Symetrie feSeni je minimalné stejného fadu, jako symetrie reSeného
problému" postuloval P. Curie. Krystalova osa rotace fadu n tedy mutize vést
k difrakénimu obrazci se symetrii 2n.

2) Po objevu kvazikrystali zménila The International Union of
Crystallography definici terminu 'krystal" a zacala rozliSovat mezi
periodickymi a neperiodickymi krystaly.



45

Tradicni definice: "Krystal je periodicka struktura."
Definice pfijata v r. 1992: "Krystal je pevna latka, ktera vytvari bodovou
difrakci." Acta Crystallographica A48 (1992), 922-946, strana 928.

3) Vnéj§i tvar monokrystali nemusi byt stejny jako tvar jeho primitivni
bunky; totéz plati pro operace symetrie. Napriklad pfirodni fcc nebo bcc
monokrystaly maji obCas také tvar ikosahedronu.

PRILOHA 2 - SYMETRIE INpEfo A ZAPIS SE 4 INDEXY
U HEXAGONALNI TESNE USPORADANE MRIZKY

Ovérme, ze pfi rotaci okolo osy ¢ o +60° (operace symetrie v
hexagonalni soustavé) se indexy obecné roviny (h, k, h +k, E) meéni také
symetricky.

Budeme predpokladat, ze transla¢ni vektory (é, B,E, a) jsou pevné a
provedeme prvni rotaci krystal okolo osy c. Zvolena rovina po této rotaci

protina osu —d ve stejné vzdalenosti, v jaké pfed rotaci protinala osu & ; osu
a ve stejné vzdalenosti, jakou pfed rotaci protinala osu -b, atd. (obr. A2.1).
Osy (15 a a) se obdobné transformovaly na osy (-a a —B) a zapis indexa
roviny je tedy (E, h+k, h, ﬁ). Mtizeme pokracovat v rotacich o 60° a
dostaneme posloupnost:

hkh+k () (1)
(k, h+k, b, ¢) 2)
(h+k, h k, ¢) (3)
hk h+k, () (4)
(k,h+k,h, () (5)

/
(h+k bk ¢) (6

Je vidét, ze prvni 3 indexy roviny v pfipadech 1, 3 a 5 pouze cyklicky
permutuji. U rotaci 2, 4 a 6 je navic tfeba zmeénit znaménka.

Obrazek A2.1 4 translacni vektory u mrizky hcp.
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Stejny postup vede u krystalografickych smérti k posloupnosti:

l[gu_v,—u+2v,u+v,3w (1)
3
%[—u+2v,u+v,2u—v,3w (2)
l[u+v,2u—v,—u+2v,3W] (3)
3
%[2u—v,—u+2v,u+v,3w] (4)

%[— u+2v, u—+V, 2u-v, SW] ()

%[u+v, 2u—-v,—u+2v, 3w] (6).

PRILOHA 3 - FYZIKALNI DEFINICE RECIPROKEHO PROSTORU

Ve fyzice je reciproky prostor definovan pomoci Fourierova rozvoje.
Predpokladejme néjakou periodickou funkci s periodou a v jedné dimenzi (x).
Pokud by funkci byla prosta sinusovka, muzeme ji zapsat jako:

f(x) =S, sin(2knx /a); k je pfirozené &islo

Pokud je funkce jakkoli divoka nicméné periodicka, lze ji aproximovat
Fourierovym rozvojem, tj. souctem konec¢ného poctu funkci sinus a kosinus:

f(x)=f, + Z [C, cos(2knx /a)+ S, sin(2knx /a)]

V argumentu funkeci sin nebo cos je ¢len
2knx/a = gx
kde q = 2kn/a je bod reciproké mrfizky, rozmér m-l. Faktor 2n se tedy

objevuje kvuli podmince periodic¢nosti funkci sin a cos. Ve tfech rozmérech
maji fyzikoveé v oblibé pouzivat zhustény zapis s vyuzitim komplexnich cisel:

f(f)=> fe¥
g
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PRILOHA 4 - POUZITi RECIPROKEHO PROSTORU
PRO INDEXACI DIFRAKTOGRAMU
ZISKANEHO TRANSMISNI ELEKTRONOVOU MIKROSKOPII

Skalarni souéin g.B =0
Kazdy difrakéni vektor g= h k £ muze byt povazovan za vektor z RP.
Skutecné; g je kolmeé k roviné (h k {) z PP a obecné kazda normala k jakékoli

krystalografické roviné (h k £) z PP je rovnobézna se smérem z RP o stejnych
indexech.

g =hA+kB+(C
. i d
Smér proslého svazku elektroni B (nebo BD: beam direction) je

rovnobézny s néjakym krystalografickym smérem v PP.

B = ua + vb + wc

g .B = 0 nebot
(ud + vb + wd) - (hA + kB + ¢C) = uh + vk + w/

ovSem [u v w] je smérem lezicim v roviné (h k {), z ¢eho plyne
uh +vk + wl =0

Tento vysledek je platny pro jakoukoli krystalovou mrtizku. To znamena, ze
vektorovy soucin libovolnych dvou vektort z difrakéniho obrazce (vektory v

RP) je vektor v PP (viz také 5.2.2. b) rovnobézny s B.

Poznamky:
1) Pro vektor g se nékdy pouzivaji hranaté zavorky [ | (g je vektor),
nékdy kulaté zavorky () (v PP g oznacuje rovinu (h k (), na které doslo k

difrakci), nejcast€ji se vSak indexy pisSi bez zavorek.

2) Uvedené vypocty plati pouze v aproximaci, kdy Ewaldova koule muize
byt nahrazena rovinou, tedy kdyz vlnova délka elektront je vyrazné mensi
nez mrizovy parametr. To je v transmisni elektronové mikroskopii zaruceno.
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PRILOHA 5 - DOKONALE VYPLNENI PROSTORU KOULEMI

V literature vcetné téchto skript se uvadi, ze idealni zaplnéni prostoru
tuhymi koulemi splnuji struktury fcc a hcp. Tuto domnénku vyslovil uz
Johannes Kepler. Ve skutecnosti dlouho neexistoval vSeobecné akceptovany
diikaz tohoto tvrzeni; jednalo se o jeden z nejznaméjSich nevyfeSenych
geometrickych problému, ktery odolaval dukazu 400 let. V r. 1998 byl
predlozen T. Halesem velmi komplikovany diikaz Keplerovy domnénky, ktery
ovSem nebyl plné ovéren. Hales v r. 2003 zahajil velky projekt ovéreni
Keplerovy domnénky pomoci masivnich numerickych vypocti v projektu
"Flyspeck". V roce 2008 predlozil opraveny dtikaz, v roce 2014 oznamil
definitivni potvrzeni dtikazu a ukonceni projektu Flyspeck. Clanek prosly
recenzi byl publikovan v ¢asopise Forum of Mathematics, Pi.

Cipra, B. "Packing Challenge Mastered at Last", Science 281, 1267, 1998
Hales, T. et al. "A formal proof of the Kepler conjecture", Forum of
Mathematics, Pi 5 (2017), e2.
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Reseni cvideni z textu:

Cviceni 1.
a) 3
b) primitivni bunky: B, C, D, I, J; slozené bunky G, H (ftadu 2); A, E, F
nemohou slouzit jako zakladni bunka
c) vSechny
d) 4, 1, ano
e) hexagonalni, ¢tvercova, hexagonalni, ¢tvercova.

Cvicéeni 2. Reseni viz obrazek

----------- —> PR S R S =
(100)
4 4
D | [ — | ) —>

Cviceni 3. Ve 2D existuje 5 Bravaisovych mfizek.
Cvideni 4. &'= %(1 11), a = 70° 32'

Cviceni 5.

1| (123) | (123) 5 | (132) | (132) 9 | (213) | (213)
2 | (123) | (123) 6 | (132) | (132) 10 | (213) | (213)
3 | (123) | (123) 7 | (132) | (132) 11| (213) | (213)
4 | (123) | (123) 8 | (132) | (132) 12 | (213) | (213)
13| (231) | (237) 17| 312) [ (312) 21| (321 | (327)
14| (231) | (2371) 18 | (312) | 312) 22 | (321) | (3271)
15 | (231) | (231) 19| (312) | (312) 23 | (321) | (321)
16 | (231) | (231) 20 | (312) | (312) 24 | (321) | (3271)

Cviéeni 6: &'= %(1 10), o = 60°
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Cviceni 7: rovinal = (1 TOO)
rovina Il = (IOTO)
rovina III = (01 TO)
Jsou to tfi ekvivalentni roviny typu {1 TOO}.

Cviceni 8: Nejprve je nutné oindexovat sméry v zapisu se tfemi indexy a pak
prejit k zapisu se 4 indexy:

smérI:1/2€1+B+6=%[122]—>[122]=[01T2]

smérl: [1 2 1 3]
smérIIl: [1 1 0 1]
sméra:[2 1 1 O]
smér b: [1 2 1 O]
smeér ¢: [0 00 1]
1 1 = 1 - .
vektor I: 5[1 2 2] = 6[03 3 6] = 5[0 1 1 2] (u vektoru musime zachovat

jeho velikost)
vektor II: %[1 2 13]

vektor III: % [1 1 01]

Cviceni 9: 40°.



