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Predmluva

Tento udebni text vznikal a stdle jesté vznika! béhem mého piednaseni predméti
F7600 ,, Fyzika hvézdnych atmosfér” a F8601 ,, Modelovadni hvézdnych atmosfér”
v Brn& na Ustavu teoretické fyziky a astrofyziky Pfirodovédecké fakulty Masary-
kovy Univerzity. ProtoZe jeSté neexistuje jeho konecnd verze, vyskytuji se v nékte-
rych ¢astech textu pouze heslovité pozndmky, které budou asem piepracoviny do
souvislého textu. Rovnéz ve velké vétSiné chybéji v textu obrazky. Text do zna¢né
miry vychézi z druhého vydéani dnes uz klasické ucebnice ,, Stellar Atmospheres”
Dimitriho Mihalase (1978) a z jejiho tfetitho vydani (Hubeny and Mihalas, 2014),
které vyslo ve spoluprici s Ivanem Hubenym a pod novym ndzvem ,, Theory of
Stellar Atmospheres”. Jsou vyuzity 1 jiné zdkladni ucebnice, napiiklad ,, Radia-
tive Processes in Astrophysics” (Rybicki and Lightman, 1979), ,,Atomic Phyics
and Spectroscopy” (Pradhan and Nahar, 2011), ,, Polarization in Spectral Lines”
(Landi Degl’Innocenti and Landolfi, 2004) a i dals{ literatura.

Zakladnim cilem tohoto textu je poskytnout ¢tenafiim tivod do studia vzajem-
ného pusobeni hmoty a zafen{ a tim i vlivu zafeni na hmotu ve vesmiru. Text je
rozdélen do dvou zakladnich Casti, prvni (Interakce hmoty se zafenim) se zabyva
piimou interakci hmoty a zédfeni a druhd (Modely hvézdnych atmosfér) stavbou
hvézdnych atmosfér a hvézdnych vétri. Zde je uvedena pouze prvni st textu.

V prvni Casti je podrobné rozebran vliv hmoty na zareni, ktery je popsan rov-
nici prenosu zafenf{ a jejim formalnim feSenim. Velka pozornost je vénovéna vlivu
zafeni na mikroskopicky stav hmoty a obsazeni energetickych hladin atom, které
nemusi odpovidat termodynamické rovnovaze (tzv. NLTE fyzika). Druha ¢ast se
zabyva kromé zakladnich zdkont stavby hvézdnych atmosfér zejména vlivem za-
feni na globdlni vlastnosti hmoty, konkrétné na teplotu (pfenos energie) a dyna-
miku (pfenos hybnosti) prostredi.

'Datum posledni aktualizace celého textu je $edé pretisténo pres jednotlivé stranky.
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Kapitola 1
Uvod

Svétlo je 1 pres neddvnou detekci gravitaénich vin prakticky jedinym prostfedkem
ke studiu vzdalenych astronomickych objektt. Proto teorie prenosu zafeni v astro-
nomii patif mezi jeji nejdileZitéjsi soucdsti. Svétlo vychazejici z astronomickych
objektd je témito objekty formovano a prendsi k ndm informaci o téchto objek-
tech. Na své cest¢ k ndm je vSak méni pfi prichodu riznymi prostiedimi, ktera
mu stoji v cesté, mezihvézdnym, mezigalaktickym a nakonec i1 atmosférou nasi
Zemé. Kromé toho svétlo ovliviiuje i hmotu, kterou prochdzi. Jeho absorpci do-
chézi k excitaci a ionizaci prostiedi, jeho energie miiZe zpusobit ohiev prostredi
a jeho hybnost je schopna urychlit hmotu. Studium vseho tohoto vzajemného pii-
sobeni je komplikovéano faktem, Ze v astronomii a astrofyzice jsme prevazné od-
kdzani na pozorovani. Moznost provadét experimenty je dost omezend, i kdyz
v posledni dobé dochézi k rozvoji oboru zvaného laboratorni astrofyzika.

Hvézdnd atmosféra je oblast prechodu mezi hvézdou a mezihvézdnym pro-
sttedim. Tato oblast obsahuje ve srovnani se samotnou hvézdou jen zanedbatel-
nou &4st jeji hmoty (asi 1071°), je to v podstat& pouze “horni okrajovd podminka”
pro studium hvézdné struktury a vyvoje. Je to vSak oblast, kterd je pro studium
hvézd nesmirné dualezitd. Veskeré zareni, které z hvézd dopadd na Zemi, musi
projit hvézdnou atmosférou. Jelikoz zafeni s hmotou interaguje, je hvézdnd at-
mosféra oblasti formovdni vystupujiciho zéfeni a tim i hvézdného spektra. Je to
jedind ¢ast hvézdy, kterou na Zemi vidime.

Meérieni zafeni dopadajiciho z hvézd je podstatou ¢innosti astronomickych ob-
servatoii na Zemi 1 okolo ni. Méfi se bud’ zareni pro dané intervaly vlnovych
délek vymezené filtry v riznych oborech zateni (napt. U, B, V, R, I, J, K, L, ...)
nebo podrobné profily spektrdlnich Car pres celé energetické spektrum. Tyto Cary
jsou Casto rébusem skryvajicim fadu cennych informaci. Pravé pro rozlusténi to-
hoto rébusu bylo nutné sdhnout po presnéj$im fyzikalnim popisu hvézdnych atmo-
sfér. Mlizeme fici, Ze vyznamnym podnétem pro rozvoj teorie hvézdnych atmosfér
bylo vyvinuti novych detektorii a spektrografti s vysokou rozliSovaci schopnosti.



1. UVOD

Z vystupujiciho zéreni pak zjiSt' ujeme vlastnosti hvézd.

Podrobnd znalost fyziky hvézdnych atmosfér je pro velikou Cast astronomic-
kych vyzkuml vyznamna. Napiiklad hvézdné nitro je skryto pod atmosférou.
Proto veskeré znalosti, které o nitru a procesech v ném probihajicich ziskdme, za-
viseji do znacné miry na tom, jak pochopime vrstvy nad nim. Tam patfi i hvézdna
atmosféra. Vliv hvézdnych atmosfér v§ak sahd i mimo hvézdy. Z hvézdnych at-
mosfér vychdzi zéreni, které ionizuje mezihvézdnou hmotu, proto znalost fyziky
hvézdnych atmosfér ovliviiuje i poznani mezihvézdné hmoty. Kromé ionizujictho
zafeni unikd z hvézdnych atmosfér i hmota. Tomuto produ hmoty se fika hvézdny
vitr. Ten ma pfimy vliv na vyvoj hvézdy i na slozeni mezihvézdného postiedi. Za-
feni a ztrata hmoty prvnich hvézd ve vesmiru (hvézd Populace III) je dilezita pro
jejich vyvoj a pro pochopeni vyvoje vesmiru v jeho poc€étcich, nebot’ tyto hvézdy
byly vyznamnym zdrojem ionizujiciho zarfeni a konec jejich Zivota vybuchem su-
pernov obohatil mezihvézdné prostfedi o prvky t€Zsi nez vodik a helium.

Zareni vystupujici z galaxii je vlastné tvofeno zafenim ohromného mnoZstvi
hvézd. Dominantni postaveni maji hmotné horké hvézdy, které z celych galaxii
zaf{ nejvice. NaSe schopnost predpovédét zareni vystupujici z hvézd pfimo ovliv-
nuje predpovédi zafeni vystupujiho z galaxii.

Fyzika hvézdnych atmosfér je také provdzédna s jinymi fyzikdlnimi discipli-
nami, vyuZziva jejich metody a vysledky.

Nejdulezitéjsi soucasti fyziky hvézdnych atmosfér je teorie prenosu zafeni,
kterda kromé vlivu hmoty na zafeni zahrnuje i vliv zafeni na hmotu. Vzhledem
k tomu, Ze zafeni je jednou z nejdilezitéjSich soucasti vesmiru, je pochopeni pro-
cest spojenych s jeho pfenosem fundamentdlni znalosti potfebnou v celé rfadé
astrofyzikdlnich oborti. Astrofyzikalni pienos zafeni zahrnuje pfenos zafeni pro
energie prakticky z celého energetického spektra zareni (v, rentgenovské, UV, vi-
ditelné, infraCervené, radiové).

Prenos zéreni ve hvézdnych nitrech a v oblastech mezi hvézdnymi nitry a
povrchem hvézd miize byt popsan zjednodusenou formou pomoci diftize zareni,
coZ je aproximace platnd pro velké hustoty hmoty s velmi kratkou stfedni volnou
drahou fotond. Naopak v mezihvézdném prostiedi a v planetarnich mlhovinach se
jedna o prenos zéareni v prihledném (opticky tenkém) prostfedi. Piipad pienosu
hybnosti mezi zdfenim a hmotou, ktery dava zdklad hvézdnému vétru, nachazi
analogické pouZiti pro toky hmoty v akre¢nich discich, aktivnich galaktickych
jadrech a kvazarech.

Dalsi vyznamnou fyzikalni disciplinou popisu hvézdnych atmosfér je hydro-
dynamika a jeji obecnéj$i varianta zahrnujici 1 makroskopické efekty elektromag-
netického pole — magnetohydrodynamika. Vliv zdfeni na hydrodynamické rovnice
pak studuje z4fiva hydrodynamika. Vyznamné je i studium konvekce v obédlkach
chladnych hvézd a vlivu hvézdné rotace na profily spektralnich Car. Pro strukturu
hvézdné atmosféry a jeji tepelnou rovnovahu ma vyznam termodynamika.
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1. UVOD

Atomy interagujici se zafenim a i vzdjemné interakce Castic studuje atomova
fyzika, zejména teorie srazkovych procest z kvantové fyziky. Astrofyzikalni pro-
sttedi poskytuje moznost studovat atomy v podminkéch, které na Zemi lze jen
tézko vytvorit. Historickym piikladem je objev helia, které bylo diive zjiSténo
ve slune¢nim spektru a az poté bylo nalezeno i na Zemi. Naopak podobny objev
nebulia se nakonec ukdzal jako nespravny, pozorované ¢ary v planetarnich mlho-
vindch se podafilo vysvétlit jako zakazané prechody jiZ znamych prvka.

Hvézdné atmosféry predstavuji idedlni laboratof pro studium profilti spekt-
rdlnich Car, dopplerovské rozsiteni miizeme studovat nejlépe v astrofyzikalnim
prostiedi. Podobné je to u Starkova rozsiteni, kde vysoké hustoty v atmosférach
bilych trpaslikil vytvareji podminky na Zemi nerealizovatelné. Hvézdné atmosféry
a 1 jind prostiedi jsou reprezentanty termodynamicky nerovnovazného rozdéleni
obsazeni energetickych hladin atomt. Projevuji se v nich i efekty parcidlni redis-
tribuce zdreni pfi rozptylovych procesech. V nékterych piipadech jsou pozoro-
vany atomdrni prechody, které sice teorie atomu predpovida, ale na Zemi nejsou
experimentdlné ovéfitelné.

Znalosti téchto fyzikalnich disciplin usnadnuji pochopeni déji ve hvézdnych
atmosférach.



Cast I

Interakce hmoty se zarenim
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Kapitola 2
Popis zareni

V této kapitole zavedeme zdkladni fyzikélni veliCiny popisujici pole zafeni, coz
je fundamentédlni pojem nejen pro studium hvézdnych atmosfér, ale i pro celou
astrofyziku.

Svétlo je elektromagnetické vinéni. K jeho popisu mizZeme pouZzit nékolik
zpusobu. V astrofyzice se nejvice pouZivd fenomenologicky makroskopicky popis
pomoci intenzity zafeni. Tento popis je pfijatelny, pokud charakteristicky rozmér
systému je mnohem vétsi nez vinova délka zareni (prikladem miZe slouZzit svétlo
prochézejici kliCovou dirkou, Rybicki and Lightman, 1979). Kineticky popis vyu-
Ziva k popisu rozdelovaci funkci fotont. Popis pomoci vektori elektrického nebo
magnetického pole dovoluje brat v tvahu vlnové vlastnosti svétla, coZ umoZziiuje
studovat polarizované zafeni a pfipadnou foton-fotonovou interakci.

2.1 Specificka intenzita

Vyjadiime mnozstvi energie 0€ prenasené zarenim Sificim se ve sméru n o frek-
vencich z intervalu (v; v + dv) skrz orientovany plo$ny element d.S do prostoro-
vého thlu dw za €as dt (viz obr. 2.1). MnoZstvi energie je ddno vztahem

0 =I(r,n,v,t) (n-dS) dw dv dt. (2.1)

Veli¢ina I (7, n, v, t) je specifickd intenzita zdreni o frekvenci v v misté r a Case
t $ificiho se smérem n do elementu prostorového thlu dw. Jeji rozmér je [I] =
erg-cm~2-sr~ - Hz ' -5, Uhel mezi normalou k elementu plochy d.S a smérem
Sifeni zareni n se obvykle znaci §. Platin - dS = dS cos¥é.

Specificka intenzita nezavisi na vzdalenosti od zdroje zafeni. Diikaz je patrny
z obrazku 2.2. V misté r je prochdzejici energie ddna vztahem (2.1), v misté 7/
vztahem 0&" = I'(7',n,v,t) dS’ cos @ dw’ dv dt. Vzdalenost mezi v’ a7 je d =
|7 — 7/|. Misto 7’ je vidét z mista 7 pod dhlem dw = (dS’/d?) cos @', podobny

11



2. POPIS ZARENI

y/4 >

ds

Obrazek 2.1: Zavedeni specifické intenzity zéfeni I(r,n,v,t). Zafeni se §ifi ve
sméru n do prostorového thlu dw skrz elementdrni orientovanou plosku d.S,
kterd svird se smérem $iteni thel 6.

vztah plati i pro 7. misto r je vidét z mista 7’ pod thlem dw’ = (dS/d?) cos 6.
Z podminky zachovéni energie 0" = 0€ dostaneme rovnost [ = [’.

Specificka intenzita zafeni (a i jeji momenty, které budeme zavadét dale v této
kapitole) se nékdy zavadi jako funkce vlnové délky \. Z porovnani odpovidajici
alternativni definice 6€ = I(r,n,\,t)(n - dS)dw dA dt s definici (2.1) dosta-
vame

I(r,n, A\ t)d\ =1I(r,n,v,t)dv (2.2)
Intenzity I(v) a I(\) se tedy lisi o faktor dv/d\. Odpovidajicim zpGsobem se 1is{
1jejich rozmér.

Cisela hustota fotont

Vyrazem fx(7, n, v, t) dw dv vyjadiime pocet fotonid v misté r o frekvenci (v; v+
dv) pohybujicich se ve sméru n do tGhlu dw, veliina fx(r, n, v, t) je Ciselnd
hustota fotonii. Pies plosku d.S za ¢as dt projde fx(cdt)(n - dS)(dw dv) fotond
(pohybuji se rychlosti svétla c). ProSlou energii dostaneme vyndsobenim energii
fotonu (hv),

0 = (hv)fn(cdt)(n - dS)(dw dv). (2.3)

Odtud porovnanim s (2.1) dostaneme vztah mezi specifickou intenzitiou / a Cisel-
nou hustotou fotont fy,

chvin = 1. (2.4)

12
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Obrézek 2.2: Ozafovéani elementii plochy dS a dS’ pro diikaz neménnosti spe-
cifické intenzity podél paprsku. Obrdzek z Hubeny and Mihalas (2014, str. 64)
(zkopirovano 2).

Ciselnd hustota fotont fy je definovdna v souradnicovém prostoru.

2.2 Rozdélovaci funkce zareni

Ve statistické mechanice miZeme zavést rozdélovaci funkci fotond ve fazovém
prostoru. Vektorova hybnost jednotlivého fotonu je

p=""n 2.5)

Rozdélovaci funkci fotonii ve fizovém prostoru oznacime f, (r, p, t). Potom
fo(r,p,t) dr d°p

oznacuje pocet fotonti daného spinu « v elementarnim objemu fazového prostoru
d3pd3r v Case t. JelikoZ fotony patif mezi bosony, jejich spin je roven 1 a pro-
Jjekce spinu do sméru Sifeni zareni m, = —1,0,1. Vzhledem k nulové klidové
hmotnosti fotonti nema hodnota m, = 0 fyzikalni smysl, vyznamné jsou jen pro-
Jekce ve sméru a proti sméru §ifeni zafeni. Tyto dvé projekce odpovidaji polarizaci
fotonu, hodnota my = —1 pravotocivé, hodnota m, = 1 levotocivé (viz naptiklad
Landi Degl’Innocenti and Landolfi, 2004, Appendix A3).

Celkovou energii fotond v elementu fazového prostoru mizeme vyjadfit po-

13
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moci rozdélovaci funkce fotont jako (viz také Shu, 1991, str. 5)

2
0E =Y " hvfa(r,p,t) dr &°p. (2.6)

a=1
Paprsek fotonti leticich ve sméru n pres elementarni plosku d.S rychlosti ¢ zau-
jima elementdrni objem d3r = (n - dS)(cdt). S vyuZitim (2.5) vyjadiime jeste
objemovy element impulsového prostoru
dBp=p’dpdw = (h?’l/z/c?’) dw dv
a dosadime za d3p d3r do (2.6),

2
hiv?
0 =Y —5fa(r.p,1) (n+ dS) dw dv(cd?), 2.7)
a=1
Porovnanim s definici specifické intenzity (2.1) dostaneme vztah mezi rozdélovaci
funkci fotoni f,, fotont a specifickou intenzitou zafeni /,

2

h4 3
I(r,n,v,t) Z o(r,p,1). (2.8)

Hustotu fotond se spinem « v jednotkovém objemu fazového prostoru n,, dosta-
neme jako soucin rozdélovaci funkce fotonu ve fazovém prostoru f, a objemu
elementdrni buiiky fazového prostoru h3 (objem nejmensi buiiky fiazového pro-
storu vyplyva z relaci neurcitosti, AzAp, > h),

N = K3, (2.9)

Ziskame tak vztah mezi koncentraci fotonli ve faizovém prostoru a specifickou
intenzitou zareni

2 3

I(r,n,v,t) Z Cl; (r,p,t) (2.10)
a=1

Rozdélovaci funkce zdreni ve fazovém prostoru fr bude souctem f, pfes vSechny
spiny,

2
fe(r,p,t) d*rd®p =) fa(r,p,t) d*r d’p. (2.11)

Pro nepolarizované zéreni je f; = f2, proto

fr(r,p,t) = 2fa(r, P, 1). (2.12)

Rozdé€lovaci funkce zéfeni fg je relativisticky invariantni veliina (viz naptiklad
Hubeny and Mihalas, 2014, Appendix B).

14
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2.3 Stredni intenzita

Stiedni intenzitu zdreni J zavedeme jako primérnou hodnotu specifické intenzity
I pres vSechny prostorové uhly

1
J(r,v,t) = Ej{[(r,n, v,1) dw (2.13)
Je to skaldrni veli¢ina a jeji rozmér je [J] = erg - cm ™2 -s7' - Hz ™,

Ciselna hustota fotont frekvence v v daném misté fy (viz 2.3) vyndsobend
energii fotonu hv integrovand pies vSechny sméry Sifeni zareni vyjadiuje mo-
nochromatickou hustotu zdrivé energie

Exr(r,v,t) = hl/]{fN(r,n, v,t)dw. (2.14)

S vyuzZitim vztahu (2.4) dostaneme vztah mezi monochromatickou hustotou zarivé
energie a stiedni intenzitou zafent,

1 4
Er(r,v,t) = - f](r,n, v t)dw = —~ J(r,v,t). (2.15)
c c
Rozmér monochromatické hustoty zafivé energie je [Er] = erg - cm™ - Hz ',
Integraci Eg(r, v, t) ptes frekvence dostaneme celkovou hustotu zdFivé energie
dr [ 4
Ealrt) = —”/ Jrv, ) d = 2 5 1) (2.16)
c Jo c

s rozmérem [Eg] = erg - cm ™3,

2.4 Tok

Uvazujme fotony prochazejici prochazejici pres plosku dS v misté r (viz obrazek
2.1). Bude nés zajimat jejich &isty poet za jednotku Casu. Cisty poet znamend,
Ze fotony letici proti sobé se odeCtou. Necht” N(r,v,t) je zde Cisty poCet fotond
o frekvenci v prochdzejici pres plosku dS v misté r za jednotku Casu. Ten mii-

s Y7

Zeme pomoci ¢iselné hustoty fotond fy napsat jako

N (r,v,t) = <ffN (r,n,v, t)cndw) - dS. (2.17)

Kazdy z fotonti md energii hv. Veli¢ina N hv pak vyjadiuje Cisty tok zafivé energie
o frekvenci v pres plosku dS,

N (r,v,t) hv = (c/wj{fN (r,n,v, t)ndw) -dS = F (r,v,t)-dS. (2.18)
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Veli¢inu v zdvorce jsme oznaCili F a nazveme ji monochromatickym zdarivym
tokem. Je to vektorovd velicina. Skaldrni soucin F - dS pak vyjadiuje Cisty tok
energie pres libovolné orientovanou plosku dS. S vyuZzitim vztahu (2.4) miZeme
monochromaticky zafivy tok vyjadfit pomoci specifické intenzity zafeni / jako

F(r,v,t) = j{I(r,n, v, t)ndw. (2.19)

Rozmér toku je [F] = erg - cm™2 - s~! - Hz !, Integraci pres viechny frekvence

ziskame celkovy zdrivy tok

S(r,t) / F(r,v,t) (2.20)

s rozmérem [§] = erg - cm 2 - 571,

2.5 Tenzor tlaku zareni

Zavedeme druhy moment intenzity, tenzor tlaku zdrent,

c

1
Pr(r,v,t) = — j{](r,n, v,t)nndw, (2.21)

kde nnn znamena dyadicky soucin vektora!. Rozmér tenzoru tlaku zéfent je [Pr] =
erg-cm™3 - Hz ™!, Je to symetricky tenzor (protoZe je dyadicky, ma 6 nezavislych
sloZek) a plati FPg;; = Pgj;- Jeho fyzikalni vyznam zjistime nejlépe tak, ze vy-
jadiime pocet fotonl frekvence v pohybujicich se ve sméru n; a prochazejicich
pies jednotkovou plosku za jednotku Casu. Tento pocet je fn (7, 12, v, t)cn,;. Kazdy
z foton ma ve sméru n; impuls hvn;/c. Potom veli¢ina

Pror.) = f (st movtiens) (22 o)
je tok impulsu fotont ve sméru n; zplisobeny zafenim o frekvenci v prochdzejicim
pres jednotkovou ploSku orientovanou kolmo k n;, coZ odpovida definici tlaku
v libovolném mechanickém kontinuu. Kvili této analogii s mechanikou kontinua
se tenzor tlaku zafeni nékdy nazyva také tenzorem napéti zdreni.

ProtoZe pro slozky jednotkového vektoru n plati n2 4+ n? + n? = 1, stopa
tenzoru tlaku zafeni odpovidd monochromatické zativé energii (2.15)

1
TrPr =) Frii=-— ]{I(r, n,v,t)dw = Ex(r,v,t), (2.23)
- C

'N&kdy se také pouzivd nazvu vnéjsi nebo tenzorovy soudin a oznadeni 1 ® n.
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V pripadé izotropniho zdreni je tenzor Pr diagondlni s Pri; = FProy = Frss.
Veli¢inu %TrPR (Tr znadi stopu tenzoru) miZeme ztotoZnit se skalarnim tlakem
zdreni, ktery ozna¢ime pgr. Mezi skalarnim tlakem zéfeni a zafivou energii plati
v izotropnim prostfedi vztah

1
Pr = §ER' (2.24)

Pomér tenzoru tlaku zafeni (2.21) a hustoty energie zareni (2.15)

PR(T7 v, t)

Fr(r, 0, 1) (2.25)

f(r,v,t) =

nazveme Eddingtonovym tenzorem. VyuZijeme jej pozdé€ji pri feSeni momento-
vych rovnic pfenosu zafeni.

2.6 Momenty specifické intenzity

Zékladni veli¢inou makroskopického popisu zafeni je specifickd intenzita zareni /
(viz 2.1). Integraci této veliiny pfes vSechny sméry jsme zavedli stfedni intenzitu
zéafeni J (2.13) dmérnou zéafivé energii Fr (2.15), integraci specifické intenzity
vyndsobené vektorem sméru $ifeni zafeni n jsme zavedli tok F (2.19), integraci
specifické intenzity vyndsobené vnéjsim soucinem dvou vektorti sméru $ifeni za-
feni nn jsme zavedli tenzor tlaku zafeni Py (2.21). Timto postupem jsme zavedli
momenty specifické intenzity zdreni. Stfedni intenzita je moment nultého fadu
(fik4 se ji 1 nulty moment), tok je moment prvniho fadu (prvni moemnt — vektor)
a tenzor tlaku zafeni je moment druhého fddu (druhy moment). Je moZzné zavést i
momenty vysSich fadd, av§ak nepouzivaji se prili$ Casto.

Pro veliCiny energie, toku a tlaku zafeni vychazejici z definice momentu spe-
cifické intenzity miZzeme souhrnné psat

1 1

o I(r,n,v,t)dw = ECER(’I", v, t)
1 1

E ](T7 n,v, t)’n dw = EI(’I"7 v, t) (226)
1 1

— ¢ I(r,n,v,t)nndw = —cPg(r,v,t)

47 4

Momenty specifické intenzity zafeni jsou jednak propojeny s veli¢inami popisuji-
cimi zéfivou energii, tlak a tok zarivé energie, také ovSem vstupuji do momento-
vych rovnic pfenosu zafeni, které uvedeme pozdéji (v kapitole 3.6).
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0 |Z

Obrazek 2.3: Schematicky ndkres planparalelni atmosféry. Obrazek z Kubat
(2010, obrazek 1) (zkopirovdno 4).

2.7 Neékteré specialni pripady popisu zareni

Pro popis pienosu zafeni mizeme pochopitelné pouzivat libolné souradné sou-
stavy. Byva vSak vyhodné vyuzit takovou soustavu, v niZ rovnice neziskaji prili§
slozity tvar. Nejcastéji se pouziva kartézsky soutadny systém, Casty je i popis ve
sférickych soufadnicich, pfipadné nékdy i v cylindrickych soufadnicich.

2.7.1 Planparalelni atmosféra

Planparalelni aproximace znamend, Ze fyzikdlni veliiny zaviseji pouze na jedné
soutadnici kartézského systému. Byva zvykem za tuto soufadnici zvolit z. Zafeni
se ale uvazuje prichdzejici z celého prostoru. Smér Sifeni zareni svird s osou z
thel 0, ktery muze nabyvat hodnot v intervalu (0; 7). Jeho kosinus

[ = cosf (2.27)

se Casto pouziva k popisu sméru Sifeni zafeni misto thlu samotného. Diky symet-
rii dané zavislosti pouze na jedné souradnici je tfeba uvazovat pouze rizné smeéry
podle thlu #. Zafeni nezavisi na azimutu ¢, ktery se méfi v roviné (x,y) a na-
byva hodnot v intervalu (0; 27). Zavislost specifické intenzity a jejich momentd
na poloze se zméni nasledujicim zplisobem:

I(r,n,uvt) — I(zpuv,t)

J(r,v,t) —  J(zut) (2.28)
F(rvt) —  F(zut) ’
Pr(r,v,t) — Pr(z,v,t)

NapiSeme si postupné vztahy pro vySe uvedené momenty specifické intenzity
zafeni v planparalelnim jednorozmérném pribliZzeni. Element prostorového thlu
je dan vztahem dw = sinf#dfd¢ = —dude. Ve vztahu pro stfedni intenzitu
(2.13) nahradime integrél pres prostorovy thel ¢ dew integrdly pies jednotlivé
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tihly, OQW d¢ [ df, prom&nnou § zam&nime za . a vztah piepiSeme

1

2 1 1
J(z,v,t) = E/o dgzﬁ/l dpl(z, p,v,t) = 5 /1 dpl(z, p, v, t) (2.29)

Pro vyjadrfeni vyssich momentl budeme potfebovat jednotkovy vektor ve sméru
Sifenf zéfeni n = (n,,n,,n.), jehoZ slozky jsou

Ny = \/ 1 — p?cos ¢ (2.30a)
ny, =+/1—p?sin¢ (2.30b)

— (2.30¢)

Dosazenim do rovnice (2.19) dostaneme pro slozky vektoru toku v planparalelnim
pribliZzeni

FmF =0 (2.31a)
27 1 1
Fewt)= [ do [ i) =2 [ duud(pn
0 -1 -1
(2.31b)

Vidime, Ze jedind nenulova sloZka vektoru toku zafeni je ve sméru osy z. Tato
slozka vektoru toku vydélend 47 se nazyva Eddingtonuy tok a oznaluje se H,

1 1
H(z,vt)= E}—Z(Z’ v,t) = 5/ dppd (z, p, v, t). (2.32)

Pro slozky tenzoru tlaku zafeni v planparalelni geometrii z definice (2.21) a s vy-
uzitim (2.30) vyplyva

e (Kt 0 0
Pr(z, v, t) = — 0 K(z,v,t) 0
° 0 0 K(z,v,t)
o 3K (z,v,t) — J(z,v,t) 0 0
T 0 3K(z,v,t) — J(z,mt) 0], (2.33)
¢ 0 0 0

kde stfedni intenzita zafeni .J(z, v, t) je dana vztahem (2.29), K(z,v,t) se nékdy
nazyva K-integrdl a je dan vztahem

1 2 1 1 1
K(z,v,t) = —/ dc;S/ dppPI(z, p,v,t) = 5/ dpp®I(z, v, t). (2.34)
0 1 _

4 1

19



2. POPIS ZARENI

Zavedeme-li (srovnej s 2.23)
4
pR(Zayat) = _K<Z7V7t)7 (235)
c

muzeme s vyuzitim definice hustoty zarivé energie Fx (2.15) psat

pr(z, v, t) 0 0
Pr(z,v,t) = 0 pr(z, v, t) 0
0 0 pr(z, v, t)
1 3pr(z,v,t) — Er(z, 1, 1) 0 0
— = 0 3pr(z, v, t) — Er(z,v,t) 0. (2.36)
2 0 0 0

Divergence tenzoru tlaku Pg mé jedinou nenulovou sloZku ve sméru osy z,

_ dpr(z,v,t)

Po) —
(V- Pg), p

_ (2.37)

Pokud je zafeni izotropni, nezéavisi specifickd intenzita zéfeni I na sméru (tedy
na u) a ze vztahi (2.29) a (2.34) dostaneme

J t

K@mﬂ:l%LL (2.38)
¢imz se tenzor (2.33) zjednodusi na diagondlni,

i (K(z0t) 0 0
Pr(z,v,t) = — 0 K(z,v,t) 0

¢ 0 0 K(z,v,t)

J(z,v,t) 0 0
1 4 b Y
=§1 J(zvt) 0 . (2.39)
¢ 0 0 J(z,v,1)

Tenzor tlaku miizeme v tomto piipadé nahradit jedinou veli¢inou, skaldrnim tla-
kem zafeni pr(z, v, t), zavedeném vztahem (2.35).
Opacnym extrémem je maximdlni anizotropie zdreni popsand vztahem

Iz, p,v,t) = 1(z,v,t)0(pn — 1), (2.40)

coZ popisuje zareni Sitici se pouze jednim smérem. Potom jsou si vSechny mo-
menty rovny a ze vztahti (2.29) a (2.34) dostaneme

J(z,v,t) = K(z,v,1). (2.41)
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Tenzor tlaku (2.33) prejde na jednoduchy tvar

4 (00 0 b (0000
Pr(z,v,t) = — [0 0 0 ~=loo0o o0 . (242)
0 0 00

¢ K(z,v,t) ¢ J(z,v,t)

Takovéto silné anizotropni zareni je napriklad zareni od vzdalené hvézdy, kdy tuto
hvézdu miZeme povazovat za bodovy zdroj.

Eddingtonuv faktor

Pro planparalelni pripad miZeme misto Eddingtonova tenzoru (2.25) pouZit ska-
larni veli¢inu

K(z,v,t)

ek (2.43)

fK<za v, t) =
kterou nazveme Eddingtonuy ¢initel (faktor). Pro izotropni zéfeni je
I
3 7
pro extrémné anizotropni zafeni (2.40) je
5 =1

Eddingtontiv Cinitel se Casto pouZzivd v iteracnich metodach feSeni rovnice pre-
nosu zafeni. ProtoZe se béhem iteracniho procesu méni, oznacujeme ho Casto jako
proménny Eddingtonuy Cinitel. S praktickym pouZitim proménného Eddingto-
nova Cinitele se setkime pozdé&ji (v kapitole 7.5.2).

2.7.2 Sféricky symetricka atmosféra

Jako sférickych souradnic se vyuziva radidlni vzdélenosti r, polarniho dhlu 6 a
azimutu ¢. Sféricky symetrickd aproximace vyuziva k popisu prostorové zavis-
losti fyzikalnich veliCin soufadnici r, coZ je vzddlenost od stfedu symetrie. Na
ostatnich dvou souradnicich (6 a ¢) fyzikélni veli€iny nezaviseji. Ve sférické sy-
metrické atmosfére thel 6 popisuje thel mezi smérem Sifeni zafeni a radidlnim
smeérem. Podobné jako v planparalelni atmosféie se ¢asto pouZziva jeho kosinus,
I = cosf.

Vztahy pro stfedni intenzitu zafeni J (2.29), tok F = (Fy, Fy, F;) (2.31)
a tenzor tlaku zafeni Pg (2.33, soufadnici  odpovidd posledni fadek a posledni
sloupec) jsou stejné jako v planparalelnim ptipadé.
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L

Zum
Beobachrer

Obrazek 2.4: Zareni z hvézdy. Z Unsold (1955, str. 2), R v obrazku je R, v textu
(zkopirovano 6).

Pro radidln{ sloZku divergence libovolného tenzoru T ve sférickych soufadni-
cich plati (napf. Mihalas and Weibel-Mihalas, 1984, rovnice A3.91a)

i@ (r*T,,) N 1 0(sinfT,p) 1 0T, 1

(V-T), = r2  Or rsin @ ol + rsinf 0¢ r (Too +Too)

Divergence tenzoru tlaku ve sméru r ma ve sférické geometrii pfi sférické symetrii
tvar

_ dpr(r,v,t) N 3pr(r,v,t) — Ex(r,v,t)

(V-Pr), = O " (2.44)

Ostatni vztahy uvedené v predchdzejici kapitole plati i pro sféricky symetricky
piipad po zdméné z — r.

2.7.3 Zareni ze vzdalené hvézdy

Vyznam toku pro pozorovani hvézd. Spoctéme nyni celkovou intenzitu za-
feni vychazejici z hvézdy smérem ke vzdilenému pozorovateli. Pfidrzime se po-
stupu uvedeného v knize Unsoéld (1955, str. 2). Vzdaleny pozorovatel vidi kulovou
hvézdu o poloméru R, jako disk. Zafeni vychazi z hvézdy smérem k pozorovateli
pod dhly 6 zavisejicimi na vzdélenosti od stfedu disku. Z obrazku 2.4 vyplyva,
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2. POPIS ZARENI

Ze vzdalenost 7 od stiedu polomér pozorovaného disku mizeme svazat s hvézd-
nym polomérem vztahem r = R, sin 6. Element plochy pozorovaného hvézdného
disku mizeme vyjadrit jako

dS =rdrd¢ = R*sinf cosddf do, (2.45)
kde ¢ € (0;2m) a 0 € (0;7/2). Z povrchu hvézdy odchdzi zdfeni o specifické
intenzité I (R.,v, 0, ¢). Zavedeme stfedni specifickou intenzitu (R, v) pfichd-

zejici z hvézdného disku k pozorovateli. Integraci odchézejici specifické intenzity
na povrchu hvézdy R, ptes cely pozorovany disk dostaneme

21 g
TR I(R,,v) = / / I(R,,v,0,$)R%sin 0 cos 0 df d¢. (2.46)
0 0

Porovnanim s defini¢énim vztahem pro tok (2.19) zjistime, Ze vztah (2.46) je stejny
jako vztah pro ¢ast toku zafeni F, ktery ziskdme integraci pouze pies paprsky
sméfujici k pozorovateli,

2T g
:/ / I(r,n,v)sinf cos 6 db do.
o Jo

Budeme-li predpokladat, Ze na povrch hvézdy nedopada Zadné zateni, bude tok

2m
/ / (r,n,v)sinf cosdf d¢

nulovy a integraci ptes uhel 6 v rovnici (2.46) miZeme formdlné rozsifit na cely

interval (—7; 7). Dostaneme

I(R,,v) / / I(R.,v,0,¢)cosfOsinfdf de (2.47)

Vyraz na pravé strané rovnice je definicni vztah pro tok. Zareni prichédzejici ze
vzdélené hvézdy (z bodového zdroje zafeni) lze vyjadrit veli¢inou

F(R.,v) -

F(R.,v) = = I[(R.,v). (2.48)

T
Pokud hvézdu vidime jako bodovy zdroj (coz je piipad vzdalenych objektl), po-
zorované zareni je popsano radidlni slozkou toku na povrchu hvézdy vydéleného
m. Veli¢ina
1
F=-F (2.49)
s

se nazyva astrofyzikdlni tok.
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2. POPIS ZARENI

2.8 Elektromagneticky popis zareni

V elektromagnetickém popisu zaieni se vyuziva vektor intenzity elektrického pole
E. 7 Maxwellovych rovnic eketromagnetického pole 1ze odvodit vlnovou rovnici
pro E (viz Hubeny and Mihalas, 2014, rovnice 3.27),

1 0°E

2
Sap ~ VE=0. (2.50)

Stejnou rovnici miZeme napsat i pro vektor intenzity magnetického pole H, ale
pro elektromagneticky popis zareni se vétSinou pouzivd E. Vektory E a H jsou
navzdjem kolmé a oba jsou kolmé i ke sméru §ifeni zafeni n. Resenf rovnice (2.50)
ve tvaru monochromatické rovinné viny $ifici se v misté r rychlosti ¢ miZzeme
napsat jako

E(r,t) = Eqgcos (k-r — wt), (2.51)

kde E je amplituda vektoru eletrického pole, k = (27/)\) n je vlnovy vektor a
w = 27mv je kruhové frekvence.

Vztah k makroskopickému popisu Pro ¢asovou stfedni hodnotu hustoty ener-
gie elektromagnetického pole (Fgy) monochromatické viny plati (viz Hubeny
and Mihalas, 2014, rovnice 3.40)

1 E?

(Egn) = o (Egcos®(wt)) = 8—7‘;, (2.52)
kde Ey = |Ey|. Specifickou intenzitu rovinné monochromatické vlny muzeme
zapsat jako

I(v) =1(1)d (v —1p)d (n —ny) . (2.53)

Dosazenim do (2.15) dostaneme monochromatickou energii této rovinné viny

[(Vo)'

ER(I/()) = (254)

Z rovnosti energii (2.52) a (2.54) plyne vztah mezi specifickou intenzitou zéreni a
amplitudou intenzity elektromagnetického pole

C
I =—F2 2.55
8 0 ( )

Tento vztah davéd do souvislosti popis zdfeni pomoci elektromagnetického pole
s makroskopickym popisem.
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2. POPIS ZARENI

2.8.1 Siteni rovinné monochromatické viny, mikroskopicka po-
larizace
Zvolime-li smér Sifeni ve sméru osy z, budou slozky vektoru E = (E,, E,,0) a
feSeni miiZzeme zapsat ve tvaru
E.(z,t) = Eycos (kz — wt + ¢1)
E,(z,t) = Eycos (kz — wt + ¢2)
kde E; a Es tvofi slozky vektoru Ey, Eq = (E; cos ¢1, E; cos ¢, 0). Zafixujeme-

li rovinu kmitd elektrického vektoru (napriklad z = 0), rovnice (2.56) prejde na
tvar

(2.56)

E,(t) = Ex cos (wt — )

E,(t) = Eycos (wt — ¢») (2.57)

Pfi pohybu elektromagnetické viny se v takto zavedené roviné (z,y) vektor E
otac¢i a jeho konec opisuje elipsu, kterou byva zvykem nazyvat polarizacni elip-
sou.

Zavedeme veli¢iny kombinujici amplitudu a fazi slozek elektrického vektoru
(podrobné;jsi diskusi 1ze nalézt napiiklad v Landi Degl’Innocenti, 2014, kapitola
2.5)

Pr =B} + B3
Py=FE} - E;
Py = 2EE5 cos (¢ — ¢9)
Py =2E,Essin (¢ — ¢9)

(2.58)

s jejichz pomoci mlZeme popsat vlastnosti polarizacni elipsy. VeliCiny (2.58)
nejsou nezavislé, plati mezi nimi vztah

P? = P2+ P} + P2 (2.59)

Pomoci veli€in (2.58) miZeme také popsat mikroskopickou polarizaci zéieni. Pro
Py =Py =0je By = Eya ¢, — ¢ = £7/2 a zéfeni je kruhové polarizovdno,

FE opisuje kruZnici, kterd se pro P,y = P otaci doprava a pro P, = —P; do-
leva. V pfipadé Py = 0 je bud’ jedna z E; a E; nulovd nebo ¢y — ¢y = n7
(n = —1,0,1), zareni je linedrné polarizovdno, E kmitd podél ¢éry, jejiz sklon

« vzhledem k ose z je uren hodnotami Py a Py (Py/FPy = tan2a). Pokud
nejsou splnény uvedené specidlni podminky, jednd se o obecny ptipad, kdy E
opisuje elipsu a hovorime o eliptické polarizaci zateni. Alternativné miizeme rov-
nice (2.57) prepsat v komplexnim formalismu

E,(t) = Re (E @) = Re (&e7")

. ) 2.60
B,(t) = Re (B @) — Re (£;6) (260
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kde
81 = Eleid)l,
. (2.61)
82 = EQ@HZ)Q.
Pak veliCiny (2.58) miizeme vyjadfit jako
Pr=&E& + &
Py =E&& — &7
QT (2.62)

Py =E&+&E
Py =i(E1& — &E)

2.8.2 Statisticky popis, makroskopicka polarizace

TV Vv

Rovinnd monochromatickd vlna je abstraktni pojem. Realisti¢téjsi popis dosta-
neme, budeme-li zafeni povazovat za statistickou superpozici vinovych balikd,
z nichz kazdy je Casové a prostorové omezeny. Tim dostaneme kvazimonochro-
matickou vlnu. Pokud navic nebudou mit jednotlivé baliky stejné polarizacni vlast-
nosti, bude se i polarizacni elipsa ménit statisticky s Casem. Definici veliin (2.58)
zobecnime pomoci stiednich hodnot (makroskopickd polarizace)

P = (E} + E3) = (E1E1) + (E9°E)
Pq = (E} — E3) = (Er&r) — (£7&) (2.63)
Py= (2E1Bycos(1— ¢o)) =  (E1&) + (E7°E1) '

Py = <2E1E2 sin (¢1 - ¢2)> = i(<5f52> - <52*51 )

Odvozeni téchto vztaht za pouziti Fourierovy transformace 1ze nalézt v knize
Landi Degl’Innocenti (2014, kapitola 2.6).

Lze ukazat (Landi Degl’Innocenti and Landolfi, 2004, kapitola 1.4), Ze na
rozdil od vztahu (2.59) platictho pro mikroskopickou polarizaci plati pro makro-
skopickou polarizaci nerovnost

P} > P+ P} + P} (2.64)
Specidlni pripad
PQ y— PU - PV =0

znamenad, Ze obé slozky vektoru E maji stejnou stiedni hodnotu amplitudy (Fp =
0) a ndhodny fazovy posun (FPy = Py = 0). Jinymi slovy jsou kmity vektoru E
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reference
direction

NS
OO~

Obrazek 2.5: Schematickd reprezentace Stokesovych parametrt ), U, V. Obrazek
z Landi Degl’Innocenti and Landolfi (2004, obr. 1.8) (zkopirovano 8).

podél os z a y stejné a nekorelované. Takové zatfeni nazyvame nepolarizovanym.
Veli¢ina

\P3+P3+ P

P, (2.65)

p

se nazyva stuperi polarizace. Pro nepolarizované zareni je p = 0. Pokud ve vztahu
(2.64) plati rovnost, je p = 1 a zafeni je uplné polarizované. Pro 0 < p < 1 je
zafeni Cdstecné polarizované. S vyuzitim (2.55) zavedeme veliCiny popisujici
makroskopickou polarizaci zareni

[Ek’P[
= kP,
@ N (2.66)
UEkPU
VE]{?PV

kde k = ¢/(8m). Veli¢iny I, Q, U,V jsou Stokesovy parametry, které pouzivime
k makroskopickému popisu polarizovaného zareni. Veliiny pro popis polarizova-
ného zéreni zavedl Stokes (1852), avSak oznacil je A, B, C, D.Znaceni I,Q, U,V
bylo zavedeno pozdéji, pouziva ho Chandrasekhar (1947, 1950) 1 Walker (1954).
Pouzivala se i jind znaceni, napiiklad P, @, R, S (Walker, 1904) nebo I, M,C, S
(Perrin, 1942).
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Velicina [ ve vztahu (2.66) je specificka intenzita zafeni, kterd byla zavedena
v kapitole 2.1. Zavedeme idedlni polarizacni filtry vybirajici pouze linedrné pola-
rizované zafeni nebo kruhové polarizované zareni (pravotoCivé nebo levotocCivé).
PouZijeme oznaceni Iyo pro zédreni linedrné polarizované ve sméru osy v, Igpo Ve
smeru osy « I450 a I1350 pro zareni linedrné polarizované v navzdjem kolmych di-
agondlnich smérech mezi osami z a y, I, pro kladné kruhové polarizoané zareni
a I 5 pro zaporn€ kruhové polarizované zareni. Pak mizeme veli¢iny I, Q, U,V ze
vztahu (2.66) interpretovat s jejich pomoci (viz obrazek 2.5),

I = Ipe + Igge = Iuso + I1350 = 1oy + 15

Q - [Oo — [900 (2 67)
U = Iy5o — 1350 .
V - ]@ - I@.

Veli¢ina / uddva soucet intenzit v navzdjem kolmych smérech linearni polarizace
nebo soucet intenzit opacnych kruhovych polarizaci, méfi nepolarizované zéreni.
Veli¢ina () udava rozdil intenzit ve smérech x a y, méfi linearni polarizaci. Veli-
¢ina U udava rozdil intenzit v diagonélnich smérech, rovnéZ méfi linedrni polari-
zaci. Veli¢ina V' udéva rozdil intenzit ziskanych idedlnimi kruhové polarizaénimi

o

filtry, méfi tedy kruhovou polarizaci.

28



Kapitola 3

Prenos zareni

V kapitole 2.1 jsme zminili neménnost specifické intenzity podél sméru Sifeni
zareni. Pfenos zéafeni ve vakuu znamena tedy zachovani zareni, Zzadné fotony ne-
vznikaji ani nemizi. Jind situace nastane, pokud zafeni cestou potkd hmotu. Pfi
vzajemném pusobeni hmoty a zafeni dochazi k pfeméné zarivé energie na vnitini
nebo kinetickou energii a naopak, k pfeméné vnitini a kinetické energie na zafi-
vou energii. V této kapitole rozebereme zdkladni typy interakci a zformulujeme
rovnici pfenosu zareni.

3.1 Absorpce, emise a rozptyl zareni hmotou

Interakci zdreni s hmotou miizeme popsat pomoci srdzek fotonti s atomy nebo
molekulami. Béhem téchto interakei miZe dojit k absorpci fotonu, emisi fotonu
nebo k jeho rozptylu. Kvantové mechanicky popis téchto tif zdkladnich procest se
ponékud 1isi od toho, co pod témito procesy rozumime v astrofyzice (viz Mihalas,
1978, section 2.1).

Ve fyzice chipeme absorpci fotonu jako kvantové mechanicky proces prvniho
radu, ktery zptisobi jeden ze tii atomdrnich prechodi: (i) preskok elektronu na
vyS$si energetickou hladinu atomu, (ii) oddé€leni elektronu od atomu do kontinua,
kde ma elektron konecnou kinetickou energii, (iii) zvyseni kinetické energie vol-
ného elektronu pohybujiciho se v poli atomu. Podobné emise fotonu je kvantové
mechanicky proces prvniho fadu, ktery je zptisoben jednim ze tfi atomarnich pre-
chodi: (i) spontdnnim pfechodem elektronu do stavu atomu s nizsi energii, (ii)
rekombinaci elektronu z kontinua do vdzaného stavu, (iii) pfevodem casti kine-
tické energie volného elektronu v poli atomu do zareni. Rozptyl fotonu je potom
kvantové mechanicky proces vyssiho fddu s definovanym centrem rozptylu.

Naopak v astrofyzice je pojem pravé absorpce (true absorption) fotonu cha-
pan jako pfeménu jeho energie na tepelnou energii. Toto nastdva, kdyZz (i) foton
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Zde chybi obrdzek

Obrazek 3.1: Tlustrace absorpce, emise a rozptylu ve spektralnich cardch

ionizuje atom, (ii) foton je absorbovéan elektronem pohybujicim se v poli atomu
(volné-volna absorpce), (iii) atom je fotoexcitovan bez nasledné emise (foton je
srazZkové zniCen — termalizovan). Tento proces pravé absorpce se lisi od od roz-
ptylu, kdy je atom misto srdzkové deexcitace deexcitovédn zarive. Tomuto procesu
se pak tika rozptyl zatfeni v Care (line scattering), 1 kdyZ to neni rozptyl v kvan-
tové mechanickém smyslu. Podobnym rozptylovym procesem (absorpce zafeni
nasledovand emisi) je rozptyl na vazanych elektronech (Rayleightiv nebo Rama-
ndv). Dal$im rozptylovym procesem je napiiklad rozptyl na volnych elektronech
(Thomsondv nebo Comptontiv). Tento rozptyl je rozptylem i v kvantovémecha-
nickém smyslu.

K absorpénim procestim existuji opacné procesy, kdy se foton uvoliiuje (emisni
procesy), (i) foton vznika pfi rekombinaci elektronu, (ii) foton je vyzaren elek-
tronem pohybujicim se v poli atomu (volné-volnd emise zndma tézZ jako brzdné
zareni), (ii1) foton je vyzaren na ukor termdlni energie prostredi (tepelnéd emise).

Pti tomto (astrofyzikalnim) popisu vznika fada nejasné klasifikovatelnych pro-
cest, naptiklad v mnohohladinovém atomu, kdy je absorpce fotonu nasledovana
kombinaci nékolika emisnich procest, z nichZ nékteré mohou byt srazkové a jiné
zarivé. Tyto procesy pak popisujeme soustavou rovnic kinetické (statistické) rov-
novahy.

Kromé uvedenych procesti mize dochazet i k jinym procesiim, pfi nichZ je
vyzarovano nebo pohlcovano zéteni, naptiklad urychlovéani nabitych Castic v cou-
lombickém poli jiné nabité Castice (nejen elektronu), k zafeni pohybujicich se na-
bitych Castic bud’ nerelativisticky (cyklotronové zareni) nebo relativisticky (syn-
chrotronové) zafeni (vice viz Rybicki and Lightman, 1979).

V popisu prenosu zdreni pomoci jeho intenzity charakterizujeme interakci z4-
feni s hmotou pomoci makroskopickych velicin.

3.1.1 Absorp¢ni koeficient

Pro popis procesi, kdy je béhem interakce zafeni s hmotou zafeni pohlceno, za-
vedeme makroskopicky absorpéni koeficient x(r,n,v,t). Pro tuto veli¢inu se
nékdy (Casto) pouzivaji i jiné nazvy, jako napfiklad extinkcni koeficient, extinkce
nebo opacita. Ziteni o intenzité I(r,n, v, t) ve frekvenénim intervalu dv se Sifi
podél paprsku ve sméru n do prostorového thlu dw. Dopadd kolmo na plosku
dS objemového elementu délky ds. Pfi prichodu timto elementem je za ¢as dt
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pohlcena energie ¢ F, ktera je dand vztahem
OF = x(r,n,v,t)I(r,n,v,t)dS dsdw dv dt. (3.1)

V tomto koeficientu jsou formdlné zahrnuty vSechny mozZné absorpcni i rozpty-
lové procesy. Podrobnéji se jimi budeme zabyvat v kapitole 5. Rozmér absorpc-
niho koeficientu [x] = cm™!. Pfevracenend hodnota absorpéniho koeficientu (1/)
je stiedni volnd drdaha fotonu. Ve statickém prostfedi miiZeme Casto povazovat
absorpcni koeficient za izotropni.

Casto se pouZivé i hmotnostni absorpéni koeficient (mass absorption coeffi-
cient), ktery zde oznalime s,

x(r,n,v,t)

x(r,n,v,t) = o)

5 (3.2)
coZ je v podstaté ucinny prifez na jednotku hmotnosti. Jeho rozmér je [s»] =
cm?g . Casto se mu iiké opacita, coZ je vzhledem k definici opacity (3.1) matouci
1 vzhledem k tomu, Ze znaceni neni vZdy jednotné (pouZivaji se symboly Yy, x, >
i k). Jeho vyhodou je fakt, Ze nezavisi na hustoté prostiedi. Proto i v prostfedi,
kde se hustota méni fddové (napiiklad hvézdna atmosféra), se »(r,n, v, t) jako
funkce » méni jen mélo.

3.1.2 Emisni koeficient

Pro popis emise zavedeme makroskopicky emisni koeficient n(r,n, v, t). Pro tuto
veli¢inu se také pouZziva ndzev emisivita. Z. objemového elementu ohranic¢eného
ploskou dS a délkou ds vychazi béhem doby dt zafeni ve frekvenénim intervalu
dv, které se $ifi podél paprsku ve sméru n do prostorového thlu dww. Vyzéarena
energie je ddna vztahem

OF =n(r,n,v,t)dSdsdwdrvdt (3.3)

V tomto koeficientu jsou formdlné€ zahrnuty vSechny mozné emisni procesy, jak
termalni, tak i rozptylové. Podrobnéji se jimi budeme zabyvat v kapitole 5. Roz-
mér emisniho koeficientu je [] = erg - cm™ - sr~! - s7! - Hz '

3.2 Rovnice prenosu zareni

vvvvvv

astronomickych rovnic. Odvodime ji na zdkladé tivah o energetické rovnovaze
v objemovém elementu dsdS. Necht' na plosku d.S dopadd za ¢as dt¢ kolmo z4-
fivé energie z frekvenéniho intervalu dv ve sméru n z prostorového thlu dw (viz
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ds Hr + Ar,n, v, 1 + Af)

deny

Obrazek 3.2: Odvozeni rovnice prenosu zdreni. Z (Mihalas, 1978, obr. 2-1, str. 31)
(zkopirovano 10).

obrazek 3.2). Tato energie je dana vztahem (2.1), 6€ = I(r,n,v,t) dS dw dv dt.
Po prichodu elementdrni vzdélenosti ds se tato energie zméni na 68 = I(r +
Ar,n,v,t + At)dS dwdrv dt. Na elementarni vzdalenosti ds je absorbovédna
energie dand vztahem (3.1), 6&, = x(r,n, v, t)I(r,n,v,t) dS dsdw dv dt a emi-
tovdna energie dand vztahem (3.3), & = n(r,n,v,t)dS dsdw dv dt. Pro tyto
energie plati

6E' — 6 = =6, + d&.. (3.4)

Po dosazeni do tohoto vztahu dostaneme

I (r+Ar,n,v,t+ At) — I(r,n,v,t)] dS dw dv dt =
= [n(r,n,v,t) — x(r,n, v, t)I[(r,n,v,t)] ds dS dw dv dt. (3.5)

Rovnice (3.5) vyjadiuje, Ze rozdil mezi mnoZstvim energie v misté r + Ar a Case
t+At a v misté r a Case t (leva strana) je stejny jako mnoZstvi energie absorbované
a emitované hmotou mezi misty r a r + Ar.

Ozname At = As/c, kde As je vzdélenost, kterou urazi paprsek za Cas At
z mista r, kde byl v Case t. Pro intenzitu zafeni v misté » + Ar a Case t + At
miiZzeme pomoci derivace ve sméru psat

(3.6)

I(r+Ar,nvt+ At)=I1(r,n,v,t)+ {1 ot 81} ds.

cor ' os
Dosazenim z (3.6) do (3.5) dostaneme
lﬁ—ké I(r,n,v,t) =n(r,nuvt) — x(r,nuv,t)I(r,nuvt), (3.7)
Cat 88 7 7V7 _77 ) 7]/7 X ? 7V7 ) 7]/7 Y .
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coz muzeme vyjadrit pomoci sméru paprsku n a operdtoru V jako

F% + v)l I(rm,v,8) = n(r, 1, v,8) — x(r,m, 0, ) (1m0, 1, 1), (3.8)
C

Casto se pouziva rovnice prenosu zareni pro ¢asove nezavisly problém

dI(r,n,v,t)

n-VI(r,n,vt) = =

=n(r,n, v, t)—x(r,n,v,t)[(r,n,v,t) (3.9)
I kdyZ rovnice pfenosu zafeni obsahuje explicitné pouze casové a prostorové de-
rivace, je to ve své podstaté integrodiferencidlni rovnice, protoZe opacita x a emi-
sivita 77 obecné zaviseji na stfedni intenzité zareni, jak uvidime v kapitole 11.2.

3.2.1 Rovnice prenosu zareni jako Boltzmannova rovnice

Boltzmannova rovnice Necht’ f(r, p, t) je rozdélovaci funkce libovolnych ¢as-
tic vyjadfujici jejich ¢iselnou hustotu v elementu fazového prostoru (v, r + dr),
(p,p + dp). Sledujeme vyvoj f za Cas dt, ve kterém se r zméni na r + v, dt
apmnap+ fXdt, f je vnéjsi sila pisobici na Castice. Pro funkcei § pak plati
Boltzmannova kinetickd rovnice

of
ot

Dj

o D (V= () 3.10
coll

kde (Df/Dt)., je tzv. srazkovy Clen.

Boltzmannova rovnice pro fotony Pro fotonovy plyn bez obecné relativistic-
kych efektt je f*' = 0, foton se v inercidlnim systému pohybuje po piimce s rych-
losti v, = cn, pricemzZ frekvence zlistdva konstantni. Distribu¢ni funkce fotonii
fr je se specifickou intenzitou svdzéna vztahem fg = ¢?/(h*v?)1, &iselnd hustota
fotond vztahem (2.4), fx = I/(chv). Dosadime do (3.10) f = fr. Srdzkovy Clen
bude vyjadfovat rozdil poctu absorbovanych a emitovanych fotonti, dostaneme ho
jako rozdil emitované a absorbované energie podéleného energii fotonu hv. Do-
stdivame (Hubeny and Mihalas, 2014, rovnice 11.27)

- {%—i—c(n.V)I} :”hVXI (3.11)

chv

Rovnice prenosu zaieni je Boltzmannova rovnice relativistického plynu neintera-
gujiciho s vnéjSimi silami, ale siln€ interagujiciho s hmotou.
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3.2.2 Planparalelni pribliZeni v rovinné geometrii

V pfipadé jednorozmérné planparalelni atmosféry zminéné v kapitole 2.7.1 jsou
derivace podle soufadnic x a y nulové,

9 _9 _
or Oy

a pro sloZku jednotkového vektoru ve sméru osy z plati

0 (3.12)

dz
ds
Z rovnice (3.8) tak dostaneme

= cosf = p. (3.13)

n, =

{— — + U —Z] I(z,p,v,t) =n(z, v, t) — x(z, m, v, ) (2, v, t), (3.14)

pro pripad Casové nezavislé (0/0t = 0) atmosféry

dl(z, u, v
M%:77(2»#7”)_X(Za,uaV)I(Z,MV)- (315)

3.2.3 Sféricky symetrické pribliZeni

V daném bodé sféricky symetrické atmosféry oznacuje ¢ tihel mezi radidlnim smé-
rem a smérem S$ifeni zafeni n. Lokalni azimut oznac¢ime ¢. Vzhledem ke sférické
symetrii plati
a JR—
oo
Z obrazku 3.3 vidime, Ze pro element délky plati ds = drry + r d66,, pficemz

dr = cosf ds,rdf = —sin @ ds (pro Vds plati df < 0), rg a 8, jsou jednotkové
vektory v odpovidajicich smérech. Derivace ve sméru ds ptrejde na tvar
0 dr o df o 0 sinf 0 o 1—u* 0

55 " wortaon e w et aw O

Z rovnice (3.7) dostaneme

10 o 1—pu%0

= ey — — I

co TH T on (r, v, t) = n(r, p, v, t)—x(r, p, v, ) I(r, py v, t),
(3.18)

0. (3.16)

pro Casové nezdvisly ptipad (0/0t = 0) je

ua[(rvuay) + 1_M281(T7M7V)

ar , alu = 77(T, 2 V) - X(rnuv I/)[(T’, 2 V)‘ (319)
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Obrézek 3.3: Geometrické vztahy mezi souradnicemi v lokdln{ sférické geometrii
(obrazek Mihalas, 1978, Fig.2-2, (zkopirovano 12)).

3.3 Opticka hloubka

Veli¢inu popisujici schopnost hmoty absorbovat zafeni o frekvenci v v misté r na
elementarni vzdalenosti ds zavedeme diferencidlnim vztahem

drs(r,v) = x(r,v) ds, (3.20)

kde 7, je optickd hloubka podél paprsku s. Integraci této rovnice ziskdme optic-
kou vzdalenost z mista s; do mista s,

S2
Ts(r,v) = / X (r,v) ds. (3.21)
S1
kterd je rliznd pro riiznd mista s; a s, tim i pro rizné paprsky, podél nichz se Sifi
svétlo. ProtoZze prevracend hodnota opacity (1/x) odpovida stfedni volné draze
fotonu, udava opticka hloubka (3.23) pocet volnych drah fotonu mezi misty s; a
59. Jinymi slovy optickd hloubka méii vzddlenost mezi dvéma misty v jednotkach
stfedni volné drahy fotonu. Prostiedi, jehoz optickd hloubka je velka, 7(v) > 1, je
prakticky neprihledné, fikame mu opticky tlusté. Naopak pokud plati, Ze 7(v) <
1, je takové prostiedi prihledné a bézné se nazyva opticky tenké. Jak je patrné
ze vztahu (3.21), optickd hloubka zavisi na frekvenci. Pro kazdou frekvenci mize
byt optickd vzdalenost mezi dvéma body rtizna. Prostfedi opticky tenké na jedné
frekvenci miize byt na jiné frekvenci opticky tlusté. To mize platit i pro rizné

s Y 2z

frekvence jedné spektralni Cary.
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Pro piipad rovinné geometrie miiZzeme zavést sméroveé nezavislou veli¢inu
dr(z,v) = x(z,v) dz. (3.22)

Tento vztah definuje $kélu optickych hloubek 7(z, ). Integraci této rovnice podél
paprsku dostaneme

T(z,v) = /Zmax x(2',v) d2'. (3.23)

Pro paprsky svirajici s osou z nenulovy thel 6 (1 = cos6) je optickd hloubka
podél paprsku déna vztahem

T(z,v)
1

(3.24)

Ts(z, v, 1) =

Opticka hloubka v planparalelnim prostfedi roste se sklonem paprsku.

3.4 Vydatnost

Vydatnost (zdrojova funkce, funkce zdroje) je definovédna jako pomér emisivity a
opacity,

- n(r,n,v)

S(r,n,v )

(3.25)

Rovnici prenosu nezdvislou na case (3.9) mizeme pomoci vydatnosti (3.25) a
optické hloubky (3.20) prepsat jako

dI(r,n,v)

arr oy~ Lmmy) = Srny) (3.26)

Planparalelni rovnici prenosu (3.15) miZzeme zapsat pomoci optické hloubky 7, =
7(v) (rovnice 3.22) a vydatnosti (3.25) jako

dl,,
H dr,

== 5., (3.27)
kde intenzita /,,, a vydatnost .S, jsou nyni funkc{ optické hloubky 7,,.
UkédZeme si fyzikdlni vyznam vydatnosti S (viz Hubeny, 1997). Z definice

emisivity (3.3) ziskdme jeji integraci pres vSechny thly a vydélenim energii fotonu
hv pocet emitovanych fotontt 0 NS™.

4
SNE™ = nyh—z ds ds dv dt. (3.28)
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S vyuzitim 7, ds = %XV ds = S, dr, vztah prepiSeme

A7

5N§m = (SV (7_1/) dTl/) (hV

dv dt dS) (3.29)

Z (3.29) dostavame, Ze vydatnost je imérnd poctu fotonli emitovanych na jed-
notkovou optickou hloubku. Podobné z definice absorpéniho koeficientu (3.1) je
pocet absorbovanych fotond § N2bs

A7

SN2 = (J, (1) dr,) ( —

dv dt dS) , (3.30)
tedy pocet fotond absorbovanych jednotkovou optickou hloubkou je imérny stiedni
intenzité zareni.

3.5 Typické okrajové podminky rovnice prenosu

Ackoli rovnice prenosu zafeni je rovnici prvniho fddu, k dplnému feSeni pro-
blému prenosu zareni v néjakém prostredi potfebujeme vice okrajovych podminek
nez jen jednu. V jednorozmérném priblizeni potiebujeme dvé okrajové podminky,
ve dvourozmérném Ctyfi a tfirozmérném Sest okrajovych podminek. Potfebujeme
jednu okrajovou podminku pro kaZzdou ohranicujici plochu. Divod je ten, Ze pro
vétsinu astronomickych problému potfebujeme v daném misté najednou znat za-
feni ze vSech smért, at’ uz pro zapocteni rozptylu (kapitoly 5.7, 5.8) nebo napfi-
klad pro feSeni rovnic kinetické rovnovahy (kapitola 11.2). Okrajové podminky
jsou obecné zavislé na frekvenci. Ukazeme si nékolik typickych typti okrajovych
podminek pro jednorozmérny piipad. Zobecnéni pro vice rozméri je pak piimo-
caré. Konkrétni okrajové podminky je tfeba vZdy volit s ohledem na konkrétni

s N Vs

problém, ktery fesime. Zde uvedeme jen n¢kolik jednoduchych tyickych piikladi.

Konecna vrstva, sféricka slupka. PribliZzeni konecné vrstvy (planparalelni at-
mosféra) miZeme pouZit napiiklad ke studiu slunecnich protuberanci nebo plane-
tarnich mlhovin, sférickd slupka (Cast sféricky symetrické atmosféry) zase mize
dobfe vystihnout okolohvézdnou obélku.

Budeme pouZivat oznaceni horni a spodni okrajovd podminka, i kdyZ pro né-
které specifické ptipady (napfiiklad slunecni protuberance) nelze rozumné stano-
vit, kde je ,,nahofe” a kde je ,,dole”. Za horni okrajovou podminku budeme po-
vazovat okrajovou podminku pro vétSi hodnotu soufadnice 2. V piipadé konecné
vrstvy nebo sférické slupky miZeme horni okrajovou podminku pro zafeni o frek-
venci v ve sméru g zapsat v misté s optickou hloubkou 7,,;, zapiSeme jako

I(7y = Tomin, 1, V) = I~ (1, v) (=1 <p<0), (3.31a)
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kde I~ oznacuje specifickou intenzitu zdfeni dopadajici na horni okraj atmosféry,
¢emuz odpovidaji i zdporné smérové kosiny paprski. Spodni okrajovou podminku
v misté s optickou hloubkou 7.« jako

I(7) = Twans 1, v) = T (11, v) 0<p<1), (3.31b)

kde It oznacuje specifickou intenzitu zafeni dopadajici na spodni okraj atmo-
sféry.

Symetricka vrstva Specidlnim piipadem konecné vrstvy je symetrickd vrstva,
kterou lze pouZit pro popis napiiklad akre¢niho disku nebo i slunecni protube-
rance v pripadé, Ze je ozafovdna na obou okrajich stejné a pokud miZeme pied-
pokladat, Ze jeji fyzikalni vlastnosti jsou symetrické podle roviny ve stfedu mezi
obéma okraji. Za horni okrajovou podminku mizeme pouzit vztah (3.31a), dru-
hou okrajovou podminku v mist€ 7,.x Zzvolime ve stfedu symetrické vrstvy a bude
vyjadrovat fakt, Ze zafeni z obou protichidnych sméra je stejné,

I(1) = Toax (V) ity v) = I(7), = Tinax (V) — 1, ). (3.32)

Polonekonecné prostredi (semi-infinite medium) Zvlastni piipadem konecné
vrstvy je vrstva, kde je spodni okrajovd podminka formulovdna pro optickou
hloubku 7 > 1. Timto modelem byvaji popisovdny hvézdné atmosféry. V pfi-
pade osamocené hvézdy na ni nedopada zadné zareni, pfipadné mizeme dopada-
jici zafeni zanedbat. V tom pfipadé miizeme horni okrajovou podminku vyjadfit
vztahem (3.31a) s I~ = 0,

I(7), = Tuin, 1, ) = 0 (-1 <u<0) (3.33a)

Na spodnim okraji pro velké optické hloubky miZzeme pouZzit naptiklad vyjadieni
dopadajici intenzity pomoci rozvoje vydatnosti,
dS(p, v)

o< u<l1
i 0<u<)

(3.33b)

[(TV :TmaX(V)>/L7V) = I+(;L,I/) = S(;L,V) +

které vyplyva z difizniho pribliZeni (kapitola 6.1). Alternativné miZeme spodni
okrajovou podminku nahradit analytickym vyrazem (viz Hubeny and Mihalas,
2014, rovnice 11.84) vyjadfujicim omezenost specifické intenzity,

lim I(r,,p,v)e ™" =0, (3.33¢)

Ty —0Q

ktery je vhodny pro analytické vypocty.
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3.6 Momenty rovnice prenosu zareni

Momentové rovnice prenosu zaieni dostaneme vynasobenim rovnice pfenosu pro
specifickou intenzitu (3.8) mocninami vektoru sméru Siteni zafeni n a naslednou
integraci pres vSechny sméry (podobné jako v kapitole 2.6). Pouziti momentd
v rovnici pfenosu zafeni odstrani explicitni thlovou zdvislost této rovnice.

Integraci rovnice (3.8) pfes w (vSechny sméry) dostaneme s vyuzitim definic
(2.13) a (2.19) momentovou rovnici prenosu zdreni nultého radu

47 0J,
¢ ot
Pro zjednoduseni zapisu neuvadime explicitné zavislost na r a t. S vyuZitim defi-
nice (2.15) dostaneme rovnici pro monochromatickou zdrivou energii
OER,
ot

Vynésobenim rovnice (3.8) nn/c a poté jeji integraci pies w dostaneme momento-
vou rovnici prrenosu zdreni prvniho rddu, coz je v podstaté rovnice monochro-
matické hybnosti zdrent,

1 OF, 1
SV Py =1 f ) = )L ()] d (3.34b)

Cc

[7(n) — x,(n)1,(n)] dw.

++V - F, j{ m(n) —x,(n)I,(n)] dw. (3.34a)

V momentovych rovnicich pfenosu zdfeni, podobné jako hydrodynamickych mo-
mentovych rovnicich, vystupuji najednou momenty riznych fadi. Rovnice nul-
tého fadu svazuje momenty nultého a prvniho fadu, rovnice prvniho fadu svazuje
momenty prvniho a druhého fddu. Pokud budeme chtit fesit problém pifenosu za-
feni pomoci momentd, budeme mit vzdy o jednu nezndmou vice neZ rovnic. Proto
je nutné systém momentovych rovnic doplnit néjakou dalsi rovnici svazujici po-
uzité momenty. Pri feSeni problému prenosu zafeni pomoci momentovych rovnic
nultého a prvniho fadu se pouziva vztah (2.25), kterym jsme zavedli Eddingtontiv
tenzor, za predpokladu, Ze hodnotu Eddingtonova tenzoru zndme.

Integraci rovnice (3.34a) pres vSechny frekvence dostaneme rovnici pro cel-
kovou zdFivou energii, kterou oznac¢ime cG" (stejné jako Hubeny and Mihalas,

2014, rovnice 11.49),

a£R+V 7= / dyjé n(n) = xu(n)l,(n)] dw = -G, (3.35a)

kde cG° oznaluje celkovou miru pienosu energie mezi hmotou a zafenim (net rate
of radiative energy deposition). Podobné integraci rovnice (3.34b) pres frekvence
dostaneme rovnici celkové hybnosti zdreni

1
c2 aaj; V-Pr=7 / d”f n[n,(n) — xu(n)l,(n)] dw = —G. (3.35b)
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Veli¢ina G v rovnici (3.35b) je hustota Cisté zdFivé sily. Obé veliciny, cGY a G,
se vyuzivaji v zafivé hydrodynamice.

Casto se vyuZivaji zjednodugené tvary momentovych rovnic pro riizné spe-
cidlni piipady. Ve statickém prostiedi je opacita x, (n) izotropni. Pokud budeme
navic predpokladat, Ze vSechny rozptylové procesy jsou izotropni, bude i emisivita
n,(n) izotropni. V tomto pifpadé miZeme rovnice (3.34) zjednodusit

OER,

BT +V - -F, =41 (n, — xuJo), (3.36a)
1 y 1
L7 G by =L F (3.36b)
2 Ot c

Integraci rovnic (3.36) pres frekvence od 0 do oo dostaneme analogii vztaht (3.35)
pro izotropni opacitu a emisivitu,

E o0
% + V : .7: — 4.77/ (7]1/ - XVJI/) dV7 (3373)
0
1 1 [~
107 gop.— ! / o Fo dv. (3.37b)
¢z ot ¢ Jo

V Casové nezdvislém prostiedi plati vztahy (3.36) a (3.37) bez asovych derivaci.

3.6.1 Momentové rovnice pro jednorozmeérnou ¢asove nezavis-
lou atmosféru

Dalsiho zjednoduseni miZeme dosdhnout pro pfipad prostredi, jehoz vlastnosti
zaviseji jen na jedné prostorové soufadnici. Naddle predpokldadame statické Ca-
sové nezavislé prostredi.

Planparalelni atmosféra V pripadé planparalelniho ¢asové nezdvislého pro-
stiedi (kapitola 2.7.1) ptfejdou rovnice (3.36) na tvar (podle 2.31 je divergence
toku (V- F), = dF,/dz = 4ndH /dz, divergence tenzoru tlaku je vyjddiena
vztahem 2.37)

d[il”z(z) = 0,(2) — v (2) 1, (2) (3.382)
Bl — o)) 3.38)

kde jsme vyuzili definice (2.32) a rovnice (2.35). K uzavfeni systému momento-
vych rovnic pouZijeme rovnici definujici Eddingtoniv faktor (2.43), ale bez ca-
sové zavislosti,

[l (z) = === (3.39)
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Pomoci této rovnice mizeme rovnice (3.38a) a (3.38b) sloucit do jedné rovnice
druhého fadu

42 (fK(2)Ju(2))

T = J,(2) — S,(2). (3.40)

Rovnici doplnime o vhodné okrajové podminky na obou okrajich.

Sféricky symetricka atmosféra V pripadé sféricky symetrické atmosféry (ka-
pitola 2.7.2) dostaneme (divergence toku je (V - F) = (1/r*)d (r*F)/dr, di-
vergence tenzoru tlaku je vyjadiena vztahem 2.44)

LA ) - )0 B410)
d[fiy?ﬂ(r> + 3KV(T>T_ JV(r) = _XV(T)HV<T)' (341b)

Soustavu momentovych rovnic uzavieme podobné jako v planparalelnim ptipadé.
Zavedeme-li kromé& Eddingtonova faktoru fX(r) jesté i funkci sfériénosti q,(r)
vztahem (viz Auer, 1971)

dg,(r) 1 3—[fKm] "

= 342
dr  q,(r) r (342)
muZeme rovnici (3.41b) prepsat jako
1 dfg(r) Ky (r)]
= —,(r)H, 3.43
R CR—T W) (3.43
Odtud po zavedeni proménné X, vztahem d.X,(r) = —M dr dostaneme
d g, () ) L]
=r"H,(r). 44

Derivaci podle r nahradime derivaci podle X, i v rovnici (3.41a),
d(r*H,(r)) ), rd
dX,(r) G (1)

Rovnice (3.44) zkombinujeme a tim miZeme soustavu rovnic (3.41) prepsat jako
jednu rovnici druhého tadu (viz Auer, 1971)

& [fq ()] _ o
X )

[, (r) — S, (r)]. (3.44b)

[, (r) — S, (r)]. (3.45)
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Uzavieni systému momentovych rovnic dosdhneme pomoci Eddingtonova fak-
toru (3.39). Je-li fX(r) dané, je systém rovnic uzavien a lze jej snadno vyfesit.
Jednoduchou uzaviraci approximaci je tzv. Eddingtonova aproximace, kdy po-
kldddme fX(r) = 1/3. Pfesn&jsich vysledkd vSak dosahneme iterativnim uréenim
Eddingtonova faktoru fX(r), kterym se budeme zabyvat v kapitole 7.5.2.

3.7 Rovnice prenosu pro polarizované zareni

rovnice pro Stokesovy parametry, 1) z kvantovky

I XI XQ XU Xv I Ul

d |Q XQ XI pv  —pPu Q nQ

— = — + 3.46

ds | U XU —pPv X1 PQ U nu (5.46)
Vv Xv Pu  —PQ XI %4 nv

formalné

dI

—=—-K-IT+n (3.47)

ds

propagaéni matice K = K(4) — K(5)

I xt 0 0 0 1

dfel_ 10 xx 0 0 Q

ds U | 0 0 x7 O U

V 0 0 0 x; \%

O XQ Xu Xv ] 0 O 0 0 ] nr
xo 0 0 0 QI_10 0 pv —pu| | Q] "
xvo 0 0 0 U 0 —pv 0 pq U nu
xy 0 0 O V 0 pv —-pg O Vv nv

(3.48)

na pravé stran¢ rovnice (3.48) zleva:

absorpcni matice absorpce (zeslabeni) zareni — zobecnéni absorpcniho koefici-
entu pro polarizované zafeni

dichroickd matice diferencidlni absorpce riznych polarizacnich stavi;
absorpCni vlastnosti zaviseji na sméru elektrického pole (polarizaci)

(x> XUs XV)
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disperzni matice rozfizovani sloZzek vektoru elektrického pole
anomadlni disperze

(PQs pus pv)
ptiklad: py zptsobuje rotaci sméru linedrni polarizace
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Kapitola 4

Termodynamicka rovnovaha

V této kapitole shrneme zdkladni vysledky statistické mechaniky klasickych (roz-
lisitelnych) Castic, které budeme v dalSich ¢astech potrebovat (Boltzmannova sta-
tistika). Z Boltzmannova zdkona S = k In W svazujiciho entropii idedlniho plynu
S s termodynamickou pravdépodobnosti makrostavu W (kterd je dmérnd poctu
mikrostavll) dostaneme (viz napiiklad Kvasnica 1983, kapitola II1.2 nebo Hubeny
and Mihalas 2014, Section 4.2) pro rovnovéazné rozdéleni stavi w; = n; /N (kde
w; je pravdépodobnost nalezeni Castice ve stavu 7, n; je pocet Castic ve stavu 7 a
N je celkovy pocet ¢astic) vztah!

~ n; g

w; = — = = exp (—f¢;), 4.1
kde U = ), g, exp (—Pe;) je kanonickd particni funkce, g; je statistickd vaha
stavu 4, 3 je termodynamicky parametr, ktery je roven 1/(kT'), T je teplota a ¢;
je energie stavu ¢. Tomuto rozdé€leni se fikd Gibbsovo nebo také Boltzmannovo
rozdéleni.

4.1 Excitacni rovnovaha

Rovnovazné rozdéleni vnitinich stupnii volnosti dostaneme z Gibbsova rozdé-
leni. Pro systémy v rovnovaze plati rozdélovaci funkce, kterou zde budeme nazy-
vat Boltzmannovou. Pomoci rovnice (4.1) miZzeme vyjadfit rozdéleni excitacnich
stavl ¢ pro dany libovolny iont j,

= e (_@> . (42)
=7

'Hvézdi¢kou v hornim indexu (n}) budeme oznacovat rovnovazné hodnoty obsazeni stavi
(koncentraci).
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Zde &;; je excitacni energie stavu ¢ iontu j, g;; je statistickd véha tohoto stavu, nj;
je jeho rovnovédznd koncentrace, N; oznaCuje rovnovdznou koncentraci iontd j a

&
Ui(T) = gijexp (—ﬁ) (4.3)

je parti¢ni funkce iontu j. Pro pomér n} (rovnovdZzna koncentrace stavu ¢) k n
(rovnovazna koncentrace zakladniho stavu) miZeme pri vynechani indexu iontu j
psat

n—i = &exp (—£> , 4.4)
N

kde go a g; jsou odpovidajici statistické vahy a &; je excitacni energie stavu 4.
Vztah (4.4) miZeme snadno zobecnit pro pomér obsazeni libovolnych stavi [ a

m,

n:n 9m gm — gl 9m thm

= Im _im o) Im L 45
g eXp( T ) eXp< ) (4.5)

kde v, je frekvence prechodu mezi stavy [ a m. Rovnice (4.4) nebo (4.5) na-
zyvame Boltzmannovou excitacni rovnict, ptipadné Boltzmannovym rozdélenim
excitacnich stavu.

Definice particni funkce (4.3) je primocard, soucet se provadi pres vSechny
energetické stavy atomu Ci iontu. Soucet ve vztahu (4.3) diverguje, ale to plati
pouze pro izolovany atom nebo iont (ve vakuu). V redlném prostfedi je atom i
ion obklopen jinymi ¢dsticemi, které svym ptisobenim zptsobuji snizeni ionizacni
energie. Tim se stane, Ze ne vSechny vadzané stavy existuji. Pro sniZeni ionizacni
energie iontu j miZeme priblizné psat (viz Mihalas, 1978, rovnice 9-106)

Ze?
A&p; = E) (4.6)
kde (Z; je naboj iontu j) a
kT
D— | 4me*r (4.7)

Ne + Zj Z]?nj

je Debyeova délka (viz Mihalas 1978, rovnice 9-99; Hubeny and Mihalas 2014,

Py

rovnice 8.79)%. Vztah (4.6) znamend, Ze ioniza¢ni energie se sniZi u vSech &4stic

Ve fyzice plazmatu se Debyeova délka Casto zna&i \p. Toto oznaleni si ponechidme pro Do-
pplerovskou polositku spektrdlnich ¢ar (5.51) vyjadfenou ve vlnovych délkach.
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v e

zacni energie pomoci pravdépodobnosti obsazeni energetickych hladin w; (Dap-
pen et al., 1987; Hummer and Mihalas, 1988), nebot’ 1ze tézko predpokladat, ze
vliv okolnich ¢astic bude na kazdou Castici zcela identicky. Parti¢ni funkci pak
vyjadiime ve tvaru

E;

Pravdépodobnosti obsazeni energetickych stavii w; nabyvaji hodnot z intervalu
(0,1).

4.2 Rovnovazné rozdéleni rychlosti ¢astic

Rychlosti pohybu vSech ¢astic maji v rovnovdzném stavu hodnoty odpovidajici
Maxwellovu rozdéleni. Objemovy element fazového prostoru ¢dstic miZzeme vy-
jadrit jako

dp, dp, dp, dV = m3 du, dv, dv, dV = drm3v® dv dV, 4.9)

kde m je hmotnost uvaZzovanych ¢astic. PoCet stavii v elementu fazového prostoru
(statistickou vahu) dostaneme podélenim objemového elementu (4.9) objemem
elementarni buiiky fazového prostoru (h?)

Arm3v? dv dV
Gtrans = T (410)

Do rovnice (4.1) dosadime za energii kinetickou energii ¢astic %mv2 a statistickou
vahu z rovnice (4.10). Pro pravdépodobnost dwg nalezeni Castice v objemovém
elementu (4.9) dostaneme

_ dn*(xz,v)  4mm® 1 mv?\
dwg = ~ =03 U exp <_ﬁ) v-dvdV (4.11)

Parti¢ni funkce translac¢nich pohybu Uy,.ps je (McQuarrie, 1976, rovnice 5-5 nebo
5-8)

3
2rmkT \ 2
Utrans = ( 12 > V (412)

Integraci (4.11) pres prostor (dV') a dosazenim za Uy, z (4.12) dostaneme prav-
dépodobnost dw(v), Ze rychlost éastice lezi v intervalu (v, v + dv),

00— ()
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coz je Maxwellovo rozdélent rychlosti. Nejpravdépodobné;jsi rychlost Céstice je

2kT
U = — (4.14)
m

kterd se Casto nazyva termdlni nebo tepelnd rychlost daného druhu ¢éstic. Kromé
toho miZeme zavést stiedni kvadratickou rychlost /(v?) = \/(3kT) /m (v ter-
modynamické rovnovaze maji vSechny Castice stejnou kinetickou energii %m<v2> =
%kT) a pro stiedni kvadratickou rychlost ve sméru pohledu (line-of-sight) mu-

zeme psat \/(v2) = /(kT) /m.

Castice s transla¢ni i vniténi energii. Pohybujici se atomy nebo ionty jsou pii-
kladem takovych c¢astic. Jejich parti¢ni funkce musi zohlediiovat obé energeticka
rozdélenti,

UT) =YY gigiexp (—Q;TQ) . (4.15)
i t

V piipadé fidkych plynt jsou jednotlivé parti¢ni funkce nezavislé a miizeme vztah
zjednodusit. Parti¢ni funkci miZeme rozdélit na soucin jednotlivych parti¢nich
funkci,

UT) =Y giexp (=) Yo gexp (%) = Vil (416)
i t

Tuto pfijemnou vlastnost pouZijeme v dalsim odvozovani.

4.3 ITonizacni rovnovaha

Vztah pro ionizaCni rovnovdhu dostaneme stejné jako Mihalas (1978, kapitola
5-1) aplikaci Boltzmannovy excitacni rovnice na proces ionizace ze zékladniho
stavu neutrdlniho atomu ng o do zékladniho stavu iontu ng ;. Symbolem ng ;(v)
oznacime pocet iontd v zdkladnim stavu, kolem kterych je volny elektron s rych-
losti v intervalu (v, v 4+ dwv). Statisticka vdha zdkladni hladiny neutrdlniho atomu
J€ go 0, statistickd vaha stavu “volny elektron + iont v zdkladnim stavu” v souladu
s (4.16) je g(v) = go.19electron, Kde go 1 je statistickd vdha zakladn{ hladiny iontu
a Gelectron J€ Statistickd vdha volného elektronu. PouZzitim (4.5) na vySe uvedené
stavy dostaneme

i) _ o) (o m>

kT

—— =
N0 go,0
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— 90,1Yelectron exp <_(¢:[0+—%7nev2
90,0 kT

kde &1 oznacuje energii potfebnou pro ionizaci ze zakladniho stavu neutrdlniho

atomu a %mev2 je kinetickd energie elektronu uvolnéného ionizaci. Z kvantové

statistiky dostdvame pro statistickou vahu volného elektronu (dx dy dz dp, dp, dp,
je element fazového prostoru, h? je elementdrni objem fazového prostoru a &islo

2 zapocitava dvé mozné orientace spinu elektronu)

drdydzdp, dp,dp, . ng (drmv®d
Gotectron = 2t TP — 9 (FZ;‘?U v, (4.18)

) (4.17)

kde jsme vyuzili dp, dp,dp, = 47p*dp = 47rm3v? dv a platnosti dedydz =
ng ', pokud vybereme objemovy element tak, aby obsahoval pravé jeden volny
elektron. Tento vztah dosadime do (4.17),

m5,(v) _ 81 goa 1 exp ot gmet® v* dv
ng h3  goo e kT '

(4.19)

Integraci pies rychlosti elektronti v (s vyuzitim Maxwellova rozdélen{) dostaneme

ng, Stmigon 1 [2kT\ 2 Ero /OO ()22
= _— ex S — exX —X A xZ.
n%.0 h3  goomne \ me P kT ) Jo P

Posledn{ integral je roven (s vyuzitim A.7) /7 /4, po tpravé dostaneme

3
M1 _ 2901 1 <M> - ( @) 7 (4.20)

5.0 900 Me h? kT

coz je Sahova ionizacni formule pro ionizaci ze zdkladni hladiny atomu. Vidime,
Ze ionizacni rovnovdha v termodynamické rovnovaze je funkci teploty 7" a elek-
tronové hustoty n,. Tento vztah miZeme snadno zobecnit na ioniza¢ni rovnovahu
mezi zdkladnimi stavy j-t€ho a 7+ 1. ioniza¢niho stupné (j je obecné celoCiselné),

« 3
no’ﬂ_l h 290,j+1 i QTmekT 2 exp _@ (4 21)
ng i Goj Me h?2 KT )’ '

kde &;; je ionizaCni energie potfebnd pro ionizaci ze zédkladniho stavu j-t€ho
iontu. Kombinaci této rovnice a Boltzmannovy rovnice (4.4) miiZzeme napsat vztah

N

% gij 1 h2 2 _3 g[j_gz‘j o
. no’jﬂnego,jﬂ 2 (27rmek; Irexp KT Mo ane®ii(T) (4.22)

C;=2.07-10—16
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ktery vyjadfuje obsazeni energetické hladiny ¢ iontu j v zdvislosti na obsazeni
zékladni hladiny nejblizSiho vySsiho iontu (iontu j + 1). Tento vztah vyuZijeme
pozdéji. Veli€iné

9ij _3 Erj — 5ij>
D,(T) = CiT 2exp | —L—— 4.23
J( ) Jogi1 I p( T ( )

iikime Sahiiv-Boltzmannity faktor. Secteme-li v rovnici (4. 22) vSechny stavy
niz8iho stupné ionizace a pouZijeme-li rovnici (4.2) pro ng ;. , /N7, miizeme pro

J+l
pomér koncentraci dvou po sobé nasledujicich iontd
N* U,(T) 3 ( Er ) ~
I =ne—2 CiT 2exp | —2 | = n®;(T), (4.24)
Ne, U (M) ! P\rr i(T)
kde
~ U;(T) 3 6 ;
.(T) = —C’ T 4.25

je Sahtiv-Boltzmanntv faktor pro ionty. MiZeme definovat ionizac¢ni podil iontu
J atomu k k celkovému zastoupeni atomu £ jako

fjk(neyT) = N;

el 4.26

o (4.26)
Pro atom k£ vyjadiime pomér koncentrace iontu 7 ke koncentraci nejvyssiho iontu
J (nejvyssi iont je iont bez vazanych elektronti) pomoci soucinit pomérii koncen-
traci po sob¢ nasledujicich ionti jako

J-1
N (Nj_l k;) ( ) le

— , X o X | | . 4.27)
Ny Ny, Nitik Nit1k

V piipadé rovnovazného rozdé€leni ionizaci miZeme tento vztah zapsat pomoci
rovnice (4.24),

Nx Iz
Ni -1 [neCDZ(T)] . (4.28)

l=j

Rovnovazny ionizacni podil iontu j je potom

(x)  nopao)
* * Ne
Fr(ne, T) = Niw _ _\NG — : (4.29)

j 7 . —
N Z (Nmk) DR | i [”e‘bl(T)]
Nj,

m=0
Pokud zname elektronovou hustotu n, a teplotu 7', je urceni ionizacni rovnovahy
vsech iontll v termodynamické rovnovaze pomoci vztahu (4.29) pfimocaré.
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4.3.1 Urceni elektronové hustoty

Oznac¢ime N koncentraci vsech Castic a Ny celkovou koncentraci atomu a iontd
vsech typt. Pro koncentraci vSech ¢astic plati

N = Ny + 7e. (4.30)

Zavedeme relativni abundanci ¢&;, prvku k vzhledem k celkovému poctu atomi a
iontd? vztahem N, = &, Ny (plati, Ze soudet relativnich abundanci pies viechny
prvky fozl ay = 1, K je celkovy pocet prvki). Pro koncentraci atomii £ miZeme
psat

Ny = ap(N = ne), 4.31)

pfi¢emZ plati zachovéani poctu Castic
K
> Nj = Nx. (4.32)
k=1

Soucasné plati 1 podminka elektrické neutrality. Za predpokladu, Ze se hmota
sklada z neutralnich Castic, elektront a z kladn€ nabitych iontli (zdporné ionty
v tuto chvili neuvazujeme, jejich zahrnuti v§ak neni obtizné), miZeme s vyuZitim
(4.26) psit (s¢itame koncentrace N, pies vSechny kladné nabité ionty (j > 1)

vsech prvki, prvki je celkem K, kazdy prvek k ma .J, kladn€ nabitych ionth)

K Jg

K Ji K Jk
ne:ZZijk: Nijfjk(neaT):NNZ&ijfjk(neaT)
=1 =1 =1 =1

k=1 j=1
K Jg

= (N =ne) Y Y jfin(neT) (4.33)
k=1  j=1

Pokud jsou elektronové hustota n, a teplota 7' znamé, celkovou hustotu N a ioni-
zalni podily f;; spocteme snadno. Pokud vSak budeme feSit dlohu urceni elektro-
nové hustoty n, pro zadanou teplotu 7" a celkovou koncentraci N, musime feSit
nelinedrni rovnici.

Numerické reSeni takovéto rovnice snadno ziskame metodou linearizace (New-
tonovou-Raphsonovou metodou). Oznac¢ime

K Jr
Fn) =Y @Y jfinlneT) (4.34)

k=1  j=1

3 Abundance se ¢asto vyjadiuje i vzhledem k vodiku (viz P¥iloha D).
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a rovnici (4.33) prepiSeme

ne = (N —ne)F(n,), (4.35a)
ptipadné jako
1
N —n. |14+ = =0. (4.35b)
F(ne)

Tuto rovnici budeme fesit linearizaci. Pfedpoklddejme, Ze mame néjaky odhad
n{9 feent této rovnice, ktery je vSak nepfesny. ReSenim bude hodnota opravend
o n&jaky ¢len dn,. Nahradime n, — n®9 + in,

1
1+ =

N — n(e‘ﬂd) + 0ne
( ) F(néold) +5ne)

=0 (4.36)

Zlomek na pravé strané rozvineme do prvniho fadu,

1 1 1 OF

— - = - =_5 ne7
F(n® 4 6n,)  F(n®9)  F20n

dosadime do (4.36), zanedbame &leny s (dn,)?, vyjadifme

v (2)
Sne = I/ (4.37)

L a9 oF

F  F2 One

a spofteme novou hodnotu elektronové hustoty ™" = p© + §n.. Pokud n,
neni “dostate¢né malé”, fesime znovu rovnici (4.36) s nO'Y = @™ Jteratni
proces koncime, kdyZ je on, “dostatecné malé”. Otazkou samoziejmé zlstava,
kolik je “dostatecn& malé”. V praxi byvaji hodnoty fddu 10~3 uspokojivé, pro

vySSi presnost vypoctu je ale vhodnéjsi volit fddové mensi hodnoty (naptiklad
1077).

4.4 Disociace molekul

Pro jednoduchost budeme uvazovat obecnou dvouatomovou molekulu AB s diso-
ciacni energii Dy, ktera se bude disociovat na jednotlivé atomy A a B. Na disociaci
molekul 1ze pouzit postup uZzity ptfi odvozeni Sahovy ionizacni rovnice (viz také

Schadee, 1964; Tatum, 1966). Analogicky rovnici (4.17) miiZeme psat (Ny, X =
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A, B, AB znadi pocet Castic A, B, AB v né€jakém objemu V', podobné Uy jsou
odpovidajici celkové partic¢ni funkce)

NANB UAUB ( DO)
= exp — | .

(4.38)

Nag  Uas kT

Celkové parti¢ni funkce 1ze podle rovnice (4.16) rozdélit na translacni a vnitini
Cast (napiiklad Usp = (UaB)trans(UAB)int ), translaéni ¢ast je ddna vztahem (4.12),

vnitini ¢4st popisuje excitaci, rotaci a vibraci molekul. Po dosazeni za translacni
particni funkce dostaneme disociacni rovnici

3
NyN 2mmeeakT \ 2 [ UAU D
A5 ((ZThed A28 exp (=22 ), (4.39)
Nag n? Uss )., kT
kde N4, Np a Nup jsou koncentrace &astic, myeq = mampg/(ma + mpg) je re-

dukovand hmotnost a indexem int oznaCujeme vnitini partini funkce. Vnitini
particni funkci molekul 1ze priblizné rozdélit

(UAB)int - (UAB)exc<UAB>rot<UAB)vib (440)

kde (Uap)exe Znaci excitaéni (elektronickou) parti¢ni funkei, (Uap)rot je rotacni
parti¢ni funkce a (Uap)vip je- vibraéni parti¢ni funkce.

4.5 Zareni v termodynamické rovnovaze

Pro specifickou intenzitu miZeme s vyuzitim vztahu mezi specifickou intenzitou
zateni a koncentraci fotond ve fazovém prostoru (2.10) a rovnosti rozdélovacich
funkci fotoni pro nepolarizované zéareni (2.12) psat

B hiy3 2h*3 2hv3

I(v) R = fa = —5 M- (4.41)

c? c?

Jelikoz fotony patfi mezi bosony, pro rovnovdznou hodnotu ¢iselné hustoty n,,
pouzijeme ze statistické fyziky vztah Boseho-Einsteinova rozdéleni

1
exp () — 1
Pro specificky piipad fotont plati, Ze energie ¢ = hv, chemicky potencial ;1 = 0

a s vyuzitim vztahu (4.41) dostaneme pro rovnovazné rozdéleni fotonu pfi teploté
T vztah

Ny = (4.42)

2h1? 1
B(T) = 5 ——— (443)
c* exp (ﬁ) —1
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co? je Planckova funkce*. Uvedeme i jeji limitni piipady.
Pro vysoké energie zdfeni (hv/(kT') > 1) mizeme psét zjednoduseny vztah

c? kT
ktery se nazyva Wieniiv rozdélovaci zdkon nebo také Wienova limita®. Naopak
pro nizké energie zateni (hv/(kT) < 1) miZeme psat vztah

2V2kT
B,(T) =~ i

oh1 h
B,(T) =~ exp <— V), (4.44)

, (4.45)

2
ktery se nazyvé Rayleighiiv-Jeanstiv zdkon®.

Integraci Planckovy funkce (4.43) ptes frekvence dostaneme (viz také Unsold,
1955, rovnice 7.33)

o oh (KT\* [ a3 OR
B(T) = B,(T)dv = = | — dz = =T 4.46
0= [Tamw=2% () [T SSues @

kde jsme vyuzili vztahu

* z3dx m
| =5 - carw - @47
(zde (¢ je Riemannova funkce zeta a [' je gamma funkce) a kde
2m°k* -5 —1 274
OR = 523 = 5.67-10%ergem™ s °K (4.48)

se dnes nazyva Stefanova-Boltzmannova konstanta.
Pro vlnovou délku, na které se nachdzi maximum Planckovy funkce, plati Wi-
enuy posunovaci zdkon

b
Amax = 7 (4.49)
ktery odvodil Wien (1893) pomoci termodynamickych argumentd. Lze jej také
odvodit z derivace Planckovy funkce podle vlnové délky a nédsledného vyreSeni
transcendentni rovnice. Konstanta b = 0.2898 cm - K (Wienova posunovaci kon-

stanta) je ddna vztahem b = hc/ (zk), kde x =~ 4.965 je feSenim rovnice ze® /(e”—
1) = 5.

“Tvar funkce (4.43) prednesl Max Planck 19. ffjna 1900 na zased4ni Némecké fyzikalni spo-
lecnosti (Planck, 1900a) jako vylepSeni Wienova zdkona (4.44), v dalsi prednasce 14. prosince
1900 (Planck, 1900b) zavedl i konstantu imérnosti energie a frekvence zafeni (h). Souhrn téchto
vysledkd je v ¢asto citované préaci Planck (1901).

SWien (1896) jej formuloval jako zavislost na vinové délce (~ A~°), ale bez Planckovy kon-
stanty h, kterd v té dobé jesté nebyla zavedena.

®Rayleigh (1900) zformuloval zédvislost By ~ A~%, vysledky pozdé&jsi diskuse mezi Raylei-
ghem a Jeansem v Casopise Nature shrnul Jeans (1905). Historii odvozeni Rayleighova-Jeansova
zékona, Jeansovu roli a jeho vztah k Planckovu zdkonu podrobnéji rozebrali McCaughan (1980) a
Gorham (1991).
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4.5.1 Rovnovazné rozdéleni energie

RovnovdZnou hodnotu monochromatické hustoty zafivé energie Ej; () dostaneme
dosazenim Planckovy funkce (4.43) za stiedni intenzitu zafeni do (2.15),

Ei(v) = %B,,(T). (4.50)

RovnovadZnou hodnotu celkové hustoty zafivé energie Ej dostaneme integraci
rovnice (4.50) pres frekvence. Podobnym postupem, ktery jsme pouZili pfi od-
vozeni rovnice (4.46), dostaneme

T = =T = apT*, 4.51)

8th [ V3 Smok4
E* = d —=
R /0 et — 1 YT 15an3 c

c3

coZ je Stefanuv zdkon’, ktery vyjadiuje, Ze hustota energie zafeni Cerného télesa
je imérna Ctvrté mocniné teploty. Konstanta imérnosti ag = 4mog/c se nazyva
zdrivd konstanta (radiation constant), nékdy také Stefanova konstanta, ap =
7.56 - 10~ Perg cm 3K 4.

4.5.2 Absorpce a emise v termodynamické rovnovaze

Z termodynamiky vime, Ze pro systém v tepelné rovnovaze je zdreni izotropni,
intenzita zafeni je zavisla jen na frekvenci a teploté a systém je v ustdleném stavu.
To znamend, Ze mnoZstvi pohlcené energie a mnozstvi vyzarené energie musi byt
stejné. Tuto vlastnost vyjadiuje Kirchhoffiiv zdkon (viz napf. Unsold 1955, str. 5,
Hubeny and Mihalas 2014, kapitola4.3),

n(v) = k(v)J*(v), (4.52)

kde J*(v) je rovnovdzna hodnota stfedni intenzity zafeni. Tato rovnice udava
vztah mezi opacitou a emisivitou v piipadé termodynamické rovnovdhy. Rovno-
vdznou hodnotu stfedn{ intenzity zéfeni popisuje Planckova funkce B(v) (4.43).

4.6 Lokalni termodynamicka rovnovaha

V termodynamické rovnovéze jsou vSechny procesy v rovnovdze se svymi in-
verznimi procesy (napiiklad excitace je v rovnovaze s deexcitaci). Této dileZité
vlastnosti se fikd detailni rovnovdha.

’Stefantiv zdkon byl nejdfive odvozen na zakladé empirickych dat (Stefan, 1879), poté Bol-
tzmann (1884) pridal jeho teoretické vysvétleni na zdkladé termodynamickych dvah (Planckiv
zdkon 4.43 nebyl v té dobé jesté zndm). Termodynamické odvozeni Stefanova zdkona je uvedeno
i v knize Chandrasekhar (1958, kapitola I1.11.).
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V termodynamické rovnovaze maji jednotlivd rozdéleni fyzikdlnich veli¢in
rovnovaznd rodéleni. Pole zdfeni mé Planckovo rozdéleni, které jsme shrnuli v ka-
pitole 4.5. Rovnovazné rozdéleni excitacnich stavi je popsano Boltzmannovym
rozdélenim uvedenym v kapitole 4.1. Rovnovdzné rozdéleni ionizacnich stavi je
ddno Sahovym rozdélenim popsanym v kapitole 4.3. Rychlosti ¢astic maji Ma-
xwellovo rozdéleni popsané v kapitole 4.2. Ve vSech rovnovaznych rozdélenich
vystupuje stejnd termodynamiclka teplota.

Z pozorovani je patrné, Ze zafeni, které dopadd na Zemi z hvézd, rovnovazné
rozdélelni nemd. UZ samotny fakt, Ze vidime hvézdy, znamend, Ze hvézdné zareni
neni izotropni a tudiZ ani rovnovadzné. SilnéjSi argument ziskdme pohledem na
hvézdné spektrum. Ve spektru miizeme vidét ostré ionizacni hrany a uzké spek-
tralni Cary, ani rozdéleni energie ve spektru neodpovidd rovnovaznému (Planc-
kovu) rozdéleni. Je tedy tfeba najit néjaky vhodny jednoduchy model, ktery by
byl schopen popsat pozorované rozdéleni hvézdného zareni.

Tomuto modelu se tika lokdlni termodynamickd rovnovdha (local thermo-
dynamic equililbrium, zkracené LTE). Pfredpokladejme, Ze rovnovdzna rozdéleni
kromé rozd€leni zareni plati pro kazdy bod prostfedi, ale dovolme, aby se jednot-
liva mista od sebe liSila. Pro kazdé misto popsané polohovym vektorem r budeme
mit obecné jiné hodnoty termodynamické teploty 7'(r) a koncentrace elektrond
ne(r). Teplota T'(r) bude parametrem jednotlivych rozdéleni, Maxwellovského
pro rychlosti (rovnice 4.13), Sahova pro ionizac¢ni rovnovéhu (4.21) a Boltzman-
nova pro rovnovahu excitacnich stavii (4.5). Lokalné také bude platit rovnovdha
mezi pohlcenym a vyzafenym zafenim, kterou zname pod nazvem Kirchhoffiv
zakon (4.52). Tento zdkon 1ikd, Ze pomér emisivity k opacité je v termodyna-
mické rovnovaze roven Planckové funkci. Pomér emisivity a opacity je ale vydat-
nost (3.25), v aproximaci lokdlni termodynamické rovnovéhy ji poloZime rovnu
Planckové funkci. Nerovnovazné pole zafeni pak ur¢ime feSenim rovnice prenosu
zareni (s je vzdalenost mefend podél sméru Siteni zareni n)

dI(r,n,v)

W = I(’r,n, V) — B('r,'n,, l/). (453)

Resenim této rovnice prenosu zifeni s vydatnosti S, = B, dostaneme specific-
kou intenzitu zéreni pro prostiedi v lokdlni termodynamické rovnovaze. Tomuto
rozdéleni zareni fikame tepelné zdreni (thermal radiation), které se lisi od zareni
¢erného télesa (I, = B,).

Mikroskopické procesy V termodynamické rovnovéze plati detailni rovnovéaha
zminéna na zacatku kapitoly 4.6. V lokdlni termodynamické rovnovaze bude de-
tailni rovnovéha platit lokdlné. Podivejme se nyni podrobnéji na rovnovdhu mik-
roskopickych procest, které jsou zodpovédné za zachovani rovnovaznych rozde-
leni.
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Pii pruZnych srdZkdach se zachovava celkovd kinetickd energie srdzejicich
se Castic. ZjednodusSené feceno, pruzné srdzky mezi Casticemi prerozdéluji hyb-
nosti mezi ¢asticemi. Podrobny rozbor problematiky 1ze nalézt napriklad v Spitzer
(1956, Chapter 5). Pruzné srazky vedou k rovnovdznému rozdéleni rychlosti sra-
Zejicich se Castic.

Pti nepruZnych srdazkdch se preménuje kinetickd energie srazejicich se Castic
na jejich vnitfni energii a také naopak. Pfikladem nepruznych sraZek jsou srazZkové
excitace a ionizace (a jejich inverzni procesy srdzkové deexcitace a rekombinace).
Tyto srazky naruSuji rovnovazné rozdéleni rychlosti srdzejicich se ¢astic. Naopak
pokud je rozdéleni rychlosti rovnovazné, nepruznymi srdzkami se ustavuje exci-
tacni a ionizacni rovnovéha.

Pti zdFivych procesech (interakci hmoty se zafenim) se pfeménuje zafiva ener-
gie na vnitini nebo kinetickou energii ¢astic. Mezi tyto procesy fadime zéfivou
ecitaci a deexcitaci, fotoionizaci a fotorekombinaci. Pokud neni pole zafeni rov-
novazné, zarivé procesy nejsou v detailni rovnovaze. V tom piipadé narusuji io-
nizacni a excitani rovnovahu. Zvlastni misto mezi zafivymi procesy ma fotore-
kombinace. K tomu, aby k procesu doslo, je tfeba, aby se k iontu pfiblizil elektron,
takZe se prakticky jednd i o srdzkovy proces, ktery ustavuje ionizacni rovnovahu.

Podminky pro LTE a jejich poruseni Aby bylo rozd€leni rychlosti rovno-
vazné, je tieba aby ustavujici interakce (pruzné srazky) byly Castéjs$i neZ naruSu-
jici interakce (nepruzné srazky). Oznacime-li Cas mezi pruznymi srazkami tjagtic
a ¢as mezi nepruznymi srazkami ¢,onelastics Pro Zachovani rovnovazného rozdéleni
je tieba, aby platilo

telastic < tnonelastic

K pruznym srdzkdm musi dochdzet podstatné Castéji nez ke sraZkdm nepruznym.
Pokud je to splnéno (coZ napriklad v prostfedi hvézdnych atmosfér je), tak ne-
pruzné sraZky maji tendenci ustavovat rovnovazné rozdé€leni excitacnich a ioni-
zacnich stavid. Kromé toho pro rovnovazné rozdéleni rychlosti jsou i nepruzné
srdzky v detailni rovnovaze.

Nerovnovazné rozdéleni zareni, které miize vzniknout feSenim rovnice (4.53),
naopak zpuasobuje, Ze zarivé prechody uz nemuseji byt v detailni rovnovaze. Ozna-
¢ime t,.giative Cas mezi interakcemi zareni s hmotou, pro splnéni podminek LTE
musi platit

tnonelastic < tradiative

pro kazdy proces. VSechny procesy museji byt v detailni rovnovaze. Nerovno-
vazné rozd€leni zareni vSak poruSuje podminku detailni rovnovahy pro zéfivé
prechody. Pro zachovéni LTE je tedy nutné, aby zarivé prechody byly méné cetné
nez pfechody sraZkové. Pokud by vSak zdfeni mélo rovnovazné rozdéleni, splnéni
podminky detailni rovnovéahy zafivych prechodl by neznicilo.
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Uziti LTE PribliZeni lokélni termodynamické rovnovahy v rovnici prenosu za-
feni (rovnici 4.53) pouzil jiz Milne (1921). S pomoci tohoto pfibliZeni se poda-
filo sestrojit pomérné zdarilé modely hvézdnych atmosfér a predpovédét hvézdna
spektra, pro feSeni rovnice prenosu zareni staci zndt opacitu, emisivita je ddana
pomoci Planckovy funkce. Problematika LTE modelovéani hvézdnych atmosfér je
pekné shrnuta v knize Unsold (1955).

Jak jsme jiz uvedli, priblizeni LTE systematicky zanedbava vliv zafeni na ob-
sazeni energetickych hladin, ¢imzZ je vnitfné nekonzistentni. Pokud je ve skutec-
nosti vliv zafeni na ionizani a excitani rovnovdhu nezanedbatelny, LTE pribli-
Zeni selhava a vede k chybnym vysledkiim. Vice se k této problematice vratime
v kapitole 11.1.
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Kapitola 5

Opacita, emisivita a rozptyl

5.1 Zakladni absorpcéni a emisni koeficienty

V této Casti zavedeme zdkladni koeficienty procesi absorpce a emise zafeni, od-
vodime vztahy mezi koeficienty procesti absorpce a emise zafeni pro excitacni
a deexcitacni procesy, kterym se fikéd vdzané-vdzané prechody (pfechody mezi
vazanymi stavy, bound-bound transitions), a pro ionizacni a rekombinacni pro-
cesy, kterym se tikd vdzané-volné piechody (pfechody mezi vazanymi a volnymi
stavy, bound-free transitions), ptipadné volné-vdzané prechody (free-bound tran-
sitions), podle toho, kterym smérem prechod probihd. Vztahy odvodime za pred-
pokladu detailni rovnovahy.

5.1.1 Einsteinovy Kkoeficienty pro vazané-vazané prechody

Koeficienty A pro vyzatovani (Ausstrahlung) a B pro ozatovani (Einstrahlung)
molekul navrhl Einstein (1916a,b) a poukdzal na jejich souvislost s Planckovou
funkci pii vyuziti Boltzmannova rozdélovaciho zédkona excitacnich stavl. Zde se
pridrzime vykladu z u¢ebnice Hubeny and Mihalas (2014), ktery odpovida tva-
ham v préci Einstein (1916b).

Pro atom v termodynamické rovnovéze s polem zafeni budeme uvaZovat pre-
chody mezi vdzanymi stavy atomu (hladinami) [ a u, pficemz hladina [ ma nizs{
energii nez hladina u. Einsteinovy koeficienty jsou pouZzivany pro popis zafivych
prechodl mezi vazanymi hladinami. Koeficient By, oznacuje absorpci (pfechod
[ — w), pro opacny prechod (u — [) oznacuji koeficient A,; spontanni emisi a
koeficient B,; stimulovanou emisi. Pomoci Einsteinova koeficientu pro absorpci
muZeme Cetnost (pocet za jednotku Casu) absorpci fotontl ze svazku zateni o frek-
venci z intervalu (v, v + dv) putujiciho ve sméru n do jednotkového prostoro-
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vého dhlu dew/(4m) zapsat jako

dw dw
ru(n,v)dv— = nBpl(n,v)dv—, (5.1)
47 A
kde n; je koncentrace &astic ve stavu [. Cetnost stimulované emise do svazku za-

feni lze vyjadrit analogicky vztahem

. d d
P (n, ) dv—— = n, Byl(n,v) dv——, (5.2)
47 A7

ul
kde n,, je koncentrace &dstic ve stavu u. Cetnost spontanni emise do svazku zéfeni
je
o (n, ) dl/E = n, Ay dyd—w. (5.3)
4 47
V rovnici (5.3) nevystupuje intenzita zdfeni, protoZe spontdnni emise na poli za-
feni nezavisi.

Vztah mezi Einsteinovymi koeficienty A,;, B, a By, uréime pro piipad termo-
dynamické rovnovdhy. V termodynamické rovnovdze musi byt procesy prechodu
mezi stavy [ a u v detailni rovnovaze. Z rovnic (5.1), (5.2) a (5.3) dostaneme pro
pocet prechodl [ — u (leva strana) a u — [ (prava strana)

r(n,v) = i (n,v) + rii™(n, v) (5.4)

V termodynamické rovnovaze je [, = B,,. Rovnice (5.4) tak piejde na tvar

ny BB, = n;, BuB, + n; Au. (5.5)
Odtud vyjadiime Planckovu funkci B,
nr Au

B, = .
nfBlu Y n;Bul

(5.6)

S vyuzitim Boltzmannovy excitaéni rovnice (n /n}) = (gu/q1) exp [— (hvp /KT
(4.5) dostaneme

A, 1
B, ==

Bu 9B, (thu )
exp —1

(5.7)

guBul kT

Porovnanim s vyrazem pro Planckovu funkci (4.43) dostaneme pro vztahy mezi
Einsteinovymi koeficienty

2h?
Ay =By, (5.8a)
C
nglu = guBul (58b)

Ackoli byly vztahy odvozeny pro piipad termodynamické rovnovahy, jednd se
o vlastnosti atomi nezdvislé na poli zafeni, proto vztahy (5.8) plati obecné.
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5.1.1.1 Stredni doba Zivota hladiny

Ukazeme si jeSté dalsi vyznam Einsteinova koeficientu A,,; (viz naptiklad Pradhan
and Nahar, 2011, cviceni 4.2). Rovnice (5.4) vyjadfuje rovnovazny stav. Pokud
rovnovaha neni, vztahem

dn, dn,,

4, — :Au U Bu[V u_BuL/
T T My + Dy dyn udyny

vyjadiime ¢asovou zménu koncentraci hladin n,, a n;. V prostredi bez zareni plati
pro zménu koncentrace horni hladiny

dn
- - = Au u
dt 1My,
odkud
Ny (t) = ngye it (5.9)

kde ng, je po&tecni hodnota koncentrace horni hladiny. Z toho vyplyvd, ze A '
ma vyznam stiedni doby Zivota (lifetime) hladiny u. Rozmér Einsteinova koefici-
entu [A] = s7 L,

5.1.1.2 U&inny priifez absorpce a sila oscilatoru

Energii pohlcenou pii absopci zédieni v prechodu ! — u miizeme zapsat pomoci
cetnosti ze vztahu (5.1) vyndsobenim energii daného prechodu hvy,.

dw huyy,
0E = nlBluthuI(n, Vlu)? =Ty (Blu 4;_ > I(n, Vlu) dw. (510)
Veli¢ina
h
Uy = Byt (5.11)
47

vyjadiuje celkovy tcinny prurez o, pfechodu mezi hladinami | a u. Rozmér
Einsteinova koeficientu [B] = cm?erg's™1.

Dalsi dileZitou veli¢inu zavedeme pomoci analogie s klasickym harmonickym
oscildtorem. Uvazujeme-li, Ze oscildtor v elektromagnetickém poli md hmotnost
me, mizeme v této aproximaci pro celkovy ucinny priiez o dipélového pirechodu
mezi dvéma bliZe nespecifikovanymi hladinami psat (viz Ptiloha B.2)

7T€2

Ocl =

(5.12)

MeC
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Zavedeme Casto pouzivanou bezrozmérnou veli¢inu f;, zvanou sila oscildtoru,
kterd vyjadii celkovy ucinny priafez (5.11) v jednotkach ucinného prifezu klasic-
kého harmonického oscilatoru vztahem

me? huy,
Ay = fluo-cl = flu = : Blu- (513)

MeC 47

Pro oznaceni G¢inného priifezu se nékdy misto oy, pouziva oy,.

5.1.2 Milneho vztahy pro kontinuum

Necht’ p, dv je pravdépodobnost fotoionizace fotonem z intervalu (v, v + dv).
Oznacime (jako Milne, 1924) F'(v) pravdépodobnost spontanniho zachycen{ elek-
tronu a G(v) pravdépodobnost vynuceného zachyceni elektronu. Déle oznacime
ng ¢islenou hustotu atomd v zdkladnim stavu, n; ¢iselnou hustotu ionta v zaklad-
nim stavu a n.(v) dv ¢islenou hustotu elektrond s rychlostmi v intervalu (v, v 4+ dwv).
Rozmér ng, ny i ne(v) dv je cm=3.

Cetnost (pocet za jednotku Easu) fotoionizaci miZeme vyjadfit (index bf ozna-
cuje bound-free prechod, tj. z vazaného stavu do volného)

roe(n, v) = ngp,I(n, v) dv. (5.14)
Cetnost rekombinacf 7, (12, ) je ddna souétem stimulovanych rekombinaci petim
spont

(n, v) a spontannich rekombinaci 7 "™ (n, v),

spont stim

rp(n,v) =rg" (n,v) + g (0, v). (5.15)

Pocet elektrontl leticich kolem iontu je dmérny v dt¢, Cetnost zachyceni je tedy
umérnd rychosti elektronti v, vztahy pro Cetnosti spontdnnich a stimulovanych
rekombinaci budou

™ (n, v) = nine(v) F(v)v dv, (5.162)
r (1) = nine(v)G(v)I (n, v)v do. (5.16b)

V termodynamické rovnovéze plati [, = B,, np = ng, n; = nj a detailni rov-
novdha m,¢(n,v) = rg(n,v). Pii fotoionizaci se ¢ast energie fotonu pouZije na
jonizaci a ¢ast na kinetickou energii vyraZeného elektronu, hv = & + —mev?.
Diferenciaci dostaneme h dv = m.v dv. Potom z rovnic (5.15) a (5.16) ziskame
vztah

nip, By = niny(v) [F(v) + C(0)B,] (517
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Odtud dostaneme Milneho vztahy mezi koeficienty vdazané-volnych pfechodu,

B 2hv3

F(v) 2 G(v), (5.18a)
_Me | Mo _w
G(v) = . [nin:(w] Dy €Xp ( k;T) : (5.18b)

S vyuZzitim vztahu n.(v) = n.f(v), kde f(v) je ddno vztahem pro Maxwellovo
rozdé€leni (4.13), a s pomoci Sahovy ioniza¢ni formule mizeme odvodit vztahy

2hv3
Fv) = 2 G(v), (5.19a)
Stm2v? g
y = = =G (v). 5.19b
p 2 g (v) (5.19b)

Vztahy (5.18) jsou analogii vztahi mezi Einsteinovymi koeficienty (5.8) a po-
dobné zaviseji pouze na struktufe atomu. Plati tedy i bez predpokladu termodyna-
mické rovnovahy.

5.1.2.1 Makroskopicky koeficient spontanni rekombinace

Pomoci vztahii (5.18) mtizeme odvodit vztah pro makroskopicky koeficient spon-
tanni emise pri rekombinaci. Emitovana energie je ddna Cetnosti (5.16a) vynéso-
benou energii fotonu hv,

77be dv = [nine(v)F(v)v dv| hy

B o *rme h 202\
= mune(v) (nme(v)) <T) (E) ( c2 € kdey

N~ apg (V)
g
o 2hv? hv
= ngane(v) ( 2 ) exp <_k_T) dv
. hv
= ngane(v) |1 —exp | ——= | | B,(T)dv (5.20)
kT
kde jsme zavedli fotoioniza¢ni Gcinny prifez as = hvp, a pomoci
- no .
o= . 5.21
i = ) () (32D

jsme oznacili LTE obsazeni hladiny "0"spocitané z aktudlnich (obecné nerovno-
vaznych) hodnot koncentrace elektrond n.(v) a obsazeni n;. Pro maxwellovské
rozdéleni rychlosti elektroni je n.(v) = n’(v). Obsazeni n; rovnovazné byt ne-
musi. Vztah (5.21) je ekvivalentni vztahu (4.22).
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5.1.2.2 Makroskopicky koeficient ionizace

Makroskopicky koeficient opacity pro ionizaci ze zdkladni hladiny (znacené in-
dexem 0) s odectenim stimulované emise ziskdme pomoci Cetnosti (5.14) a (5.16b)
po vyndsobeni energii hv,

kpel (n,v)dv = nop, I (n, v) dvhy — nine(v)G(v)I (n, v)v dv (5.22)

Podobnym postupem jako pii odvozovani rovnice (5.20) dostaneme s vyuZitim
vztaht (5.18b) a (5.21)

h
Kpe(v) = [no — 7y €Xp (_k_;)} ape(v), (5.23)
kde ap(v) je Gcinny prifez daného piechodu a 7 je rovnovdzné obsazeni hla-
diny 0 dané vztahem (5.21). V pfipadé termodynamické rovnovihy (TE) se vztah
zjednodusi (ny = ng = ny)

K, = ngome(V) [1 — exp (—Z—;)] . (5.24)

5.2 Struktura atomu

Pro kazdy ¢arovy ptrechod, ktery chceme zahrnout do vypoctu opacity, potiebu-
jeme znat jeho zakladni vlastnosti, coZ je ucinny prifez vcetné jeho frekvenéni
zavislosti (profilu), jeho spodni a horni hladinu a jejich energie. Tim zname i frek-
venci daného prechodu. Urcent téchto zdkladnich parametrli je ikolem atomdrni
fyziky.

V analytickém tvaru je mozné jen pro nejjednodussi ionty, neutrdlni vodik
(H1) a vodikupodobné ionty (He 11, Li1I, Be1v, atd.). Stacionarni stavy téchto
atomui ziskdme feSenim Schrodingerovy rovnice pro vodikupodobné ionty

h? Ze?
Yy - 25y = By (5.25)
20 r
V této rovnici je u redukovand hmota elektronu, 1/ = 1/me + 1/Mat0om, kterd je
rizna pro kazdy atom i izotop. Hladiny (stavy) atomu vodiku nebo vodikupodob-

ného iontu s atomovym Cislem Z jsou popsany kvantovymi Cisly.
reSeni ve sférickych soufadnicich ve tvaru

(0 (7“, 797 ()0) = Rnl(T>Y2m(ﬁ7 @)

hlavni kvantové ¢islo n = 1,2,3, ..., slupky zvané K, L, M, . ..
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vedlejsi (orbitdlni) kvantové ¢islo | = 0,1,2,3,...; (odpovida znaceni s, p, d, f,
g, h, 1, k, ...— ddle podle abecedy, pouze j je vynechdno)

s — “sharp”, p — “principal”, d — “diffuse”, f — “fundamental”
(pivodni oznacent sérii spekter sodiku - Pfiloha B.5.2)

nabyva hodnot v intervalu (0;n — 1)
orbitdlni impulsmoment nabyva hodnot /[ (I + 1)A

magnetické kvantové Cislo z-slozka orbitdlniho impulsmomentu 1m; miZe naby-
vat celkem 2/ + 1 celoCiselnych hodnot v intervalu (—[; [)

spin mé hodnotu s = 3,

spinovy impulsmoment mé hodnotu \/s (s + 1) = 3h
z-slozka spinu mg miiZze nabyvat hodnot —% a +%

pro dané n je celkem 2n? kombinaci [ a m; a m,
stav elektronu v atomu je popsén Ctvefici kvantovych &isel (n, 1, m;, my)

5.2.1 Struktura a prechody vodiku a vodikupodobnych ionti

Energie vdzaného stavu vodiku nebo vodikupodobného iontu zavisi na atomovém
Cisle Z, na jejim hlavnim kvantovém c¢isle n a také na hmotnosti jadra atomu
vztahem (B.6)

7°R,

E =
n TLZ

) (5.26)

kde Ry je Rydbergova konstanta daného atomu (viz P¥iloha B.1 a rovnice B.5).
Zavislost energii hladin na Z zptisobuje vzdjemny Casty prekryv hladin vodiku-
podobnych iontl. Spektralni série vodiku (Lymanova, Balmerova, atd.) se vzdy
prekryvaji s ¢arami vodikupodobnych iontli, nicméné diky zavislosti energie hla-
din na hmotnosti atomového jidra jsou jejich vinové délky vzdy trochu vzdjemné
posunuty. Statistickd vaha n-t€ hladiny je dana vztahem

—_

n—

Gn=2Y (204+1) = 2n> (5.27)
l

Il
=)

Silu oscilatoru pro pfechod mezi hladinami s hlavnimi kvantovymi Cisly n a n’ 1ze
vyjadrit pomoci

32 1 1\ 1
gnfnn’ - m (ﬁ - ﬁ) ngn/?,g (n; n,) (5.28)
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n=7¥
n=6
‘ n=9
Yy | _
n=4
FPfund
yyy Series n=1
42| Brackett —n=53
5|5|2|E(Z| series
YYyy —n-d ne?
ol<l=|~|<|#| Paschen
SlSE{=[ElE series
—= n=3
YYYYY
Balmer
series
— =2
E
=
E; Fu; o] L ot L] L)
zlgl=FEElS] Lymann
bl bl e ) e e .
series
YYYYYYY =1 n=1

Obrazek 5.1:  Struktura vodikového atomu. Obrdzek zkopirovan
zhttp://skullsinthestars.com.

kde g (n,n’) je Gaunttiv faktor, veli¢ina fadu 1. Sily oscilatort 1ze nalézt v tabul-
kach, napriklad Wiese et al. (1966). Vysledky prvnich vypocti atomarnich dat pro
vodik zvetejnili Menzel and Pekeris (1935).

5.2.2 Jemna struktura hladin vodiku

Vztah (5.26) udava jednu hodnotu energie pro celou slupku s kvantovym cislem
n. Z relativistické rovnice vSak vyplyva, ze pro riznd orbitdlni kvantova Cisla [
dostdvame ruzné hodnoty energie. Stavu charakterizovanému kvantovymi ¢isly n
a [ fikdme term. Zména energie oproti vztahu (5.26) je ddna rovnici

E,(Za)* [ 3 1 ZY%PRy (3 1
AE, = 22 (2 e 5.2
" n <4n l—i—%) n3 dn. 1+ 1 -29)

62

kd = — =
© YT he T 137.036 _ _ @
rovnici (5.29) je vZdy zapornd, proto stavy s nejmensim [ maji pro dané n nejnizsi

energii.

je konstanta jemné struktury. Zména energie dana
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UIN
—ley
N B N
?_ ol * j=5/2
=3 OIR =
ok | j=3/2 =3
\ ez j=1/2
=0 (=1 (=2
Ol
-l
A I
j=3/2
n=2 Ok /
m}co j=1/2 ? 12
b =0 (=1
n=1-} ________ Fig.1.3. Fine structure of levels
o ‘ 3.4 (me’
-l n=1,2,3. C=1/2a°Z — )
| i h
? =0 . Dashed lines correspond to the
energy given by (1.6)

Obrazek 5.2: Jemna struktura vodikového atomu. Obriazek ze Sobelman (1992,
Fig. 1.3) (zkopirovano 14).

Dalsi posuny energie hladin dostaneme, kdyZ kromé& orbitdlniho kvantového
Cisla [ vezmeme v uvahu jesté spin elektronu s. Stavu popsanému kvantovymi
Cisly n, [ a s fikdme hladina. Kazdé hladiné charakterizované témito kvantovymi

Cisly miZeme priradit kvantové ¢islo celkového impulsmomentu 7, které ziskame
vektorovym sloZzenim [ a s,

j=1l+s.

Kvantové &islo j je proto z intervalu (|l — s|,l + s), pficemz v piipadé vodiku
s = +. Pro orbitdln{ kvantové &islo [ = 0 dostdvame jen jednu hodnotu j = 3.
Pro [ = 1 dostdvame dvé hodnoty j = %, %, pro [ = 2 dostdvame dvé hodnoty
J = %, % pro vyssi hodnoty [ je postup analogicky. Hladina tak miiZze byt ekvi-
valentné popsdna kvantovymi Cisly n, [ a j. Pro identifikaci hladiny se pouziva
oznaleni *T1[;, kde 2s + 1 uddvé multiplicitu hladiny (pro vodik je to 2), [ je
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Multi-level atomic maodel Multi-term atomic model
2 3d?D
" ip-P ——
15 °8 _,1"—
ol ’
,,""‘ ,‘ -"‘-“’1
——— e B
25 °8 capth
Ly=« | S e Ly—x
Ly Ly-fi
——e, H-ax I H-a
6] .
1578 15 “S

Obrazek 5.3: Jemna struktura vodikového atomu. Obrazek z Belluzzi and Tru-
jillo Bueno (2011) (zkopirovdno 16).

vedlejsi kvantové Cislo hladiny a j je kvantové Cislo celkového impulsmomentu
zavedené vySe. Pro identifikace termu se pouZivéd znaCeni 2*71/. Toto znadeni se
hojné vyuziva pro znaceni hladin v LS pfibliZeni, vice se o ném zminime v kapi-
tole 5.2.4.

dalSi posun energie

i+ =1 +1) =31 z¢
AE, = a?R, [V D MY 751 22 (5.30)
celkem
AE,;; = AB, + AE,,
E, (Za)* [ 3 1 7482 R, (3 1
B (3 LY 2R (3 1LY g
n n  j+3 n n j+5

* nezdvisi na [ = pro dané n energie stavd s riznym [ a stejnym j stejné

* kvantové elektrodynamika — rozdilné energie (pro hladinu 255 — Lambuv
posuv, experiment Lamb and Retherford 1947)

vybérova pravidla pro dip6lové pirechody

parita 7 popisuje symetrii stavu v prostorovych soufadnicich.

7= (-1) (5.32)
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slupka term hladina

Kn=1) 1s 13%
L(n=2) 2s 25%
2p Qp%

Zp%

Mn=3) 3s 33%
3p 3p%

3p%

3d Bd%

Sdg

N(n=4) 4s 48%
4p 4p%

4p%

4d 4ds

4ds

4f 4fg

4f%

Tabulka 5.1: Energetické hladiny a termy neutrdlnitho vodiku pro prvni Ctyfi
slupky.

—1 = licha (odd), zna&i se indexem °, napiiklad ?p°
(I liché = parita lichd)

+1 = suda (even), miiZe se znaCit indexem €, ale neznadf se, napiiklad 2d
(I sudé = parita sudd)

vybérova pravidla: piechod mezi stavy nlm; a n'l’'m; dovolen pro

An jakékoli
A =+1

Al=1—-1=%+1
As=10 pro vodik splnéno vzdy, md jen 1 elektron

Am; =mj;—m; =0,£1 pro pfechody mezi slozkami hladin
(5.33a)
jinak vyjadfeno
Aj=0,%1 kromé j=0+45=0 (5.33b)
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dvoufotonovy proces — prechod 1s QS% < 2s QS% — zakdzany

» moZny jako dvoufotonovy (Dopita and Sutherland, 2005, kapitola 6.4)"
absorpce nebo emise dvou fotontl s vy + v = v,

* pravdépodobnost vyzafeni fotonu maximdln{ uprostied (pro v = v1,/2,
coZ odpovidd 1550A)
maximum emisivity neni ve stiedu (protoZe je vdhovana frekvenci),
ale na 2403A

e integraci pfes frekvence dostaneme Einsteintiv koeficient Aoy, = 8.2249s71
mozny i zakazany magneticky dipdlovy piechod, pro néj je Asgs =
2.495 - 1075, mén& pravdépodobny

* dvoufotonovy prechod vyznamny v mezihvézdném prostiedi (poprvé
pouzili Spitzer and Greenstein, 1951)

Hyperjemna struktura hladin vodiku
* vznikd interakci se spinem jadra atomu
* zédkladni hladina vodiku 1s 1
1
2
- f=7+12hladiny, f =0, f =1
— u vodiku pfechod mezi hladinami na vlnové délce 21.106 cm (1420.406MHz)

— doba zivota excitovaného stavu ~ 107 let

— spin atomového jadra ¢ =

5.2.3 Struktura mnohoelektronovych atomu

analytické feSeni vicelelektronového systému neni mozné, tfeba fesit numericky

zakladni predpoklad — aproximace centrdlnitho pole (viz napfiklad Sobelman,
1992, kapitola 2)

cilem této Casti je seznamit se s Casto pouzivanym oznacenim elektronovych
energetickych hladin a prechodi a také pochopit jeho zakladni smysl (podle Tatum
2020, viz také Tennyson 2005) a nékteré souvisejici zakonistosti

!Teorii dvoufotonovych procest rozvinuli Breit and Teller (1940).
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elektronova konfigurace priklad: elektronova konfigurace zdkladniho stavu médi
Cu
1522522p°%3523p°3d 45

kazdy elektron ma orbitdlni (1) a spinovy (s) impulsmoment,
ty spolu interaguji

existuje ne¢kolik zptisobi, jak vektory I a s jednotlivych elektronti seCist a ziskat
tak celkovy impulsmoment

LS vazba siln€jsi vazba mezi vSemi [ elektronti; mezi vS§emi s elektront
nejdfive se¢teme vSechna [ do L, vSechna s do S, pak zkombinujeme do .J

Jj vazba silnéjsi vazba mezi [ a s V elektron, zkombinujeme do j, pak seCteme
vSechna j do J

néco mezi intermediate coupling

Grotrianovy diagramy — schémata energetickych hladin atomu (Grotrian, 1928)

5.2.4 LS vazba
(Russellova-Saundersova)
e pro lehké prvky Z < 18

* v pripadé, Ze jsou vSechny orbitalni impulsmomenty silné navzajem vazany,
tvori potom celkovy orbitdlni impulsmoment atomu

L= Zl (5.34)
velikost |[L| = /L (L+ 1)h; L =0,1,2,3,...

* také vSechny spinové momenty jsou spolu siln€ svazany, celkovy spin atomu
je

S — Z s (5.35)
— velikost |S| = /S (S + 1)k,

— pro sudy pocet elektronti v obalu — .S = 0,1,2,3,...

135

— pro lichy pocCet elektronli v obalu — 5 = 5,5, 7, . ..
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¢ celkovy elektronovy impulsmoment atomu vznikne slabou vazbou orbitél-
niho a spinového

J=L+S (5.36)

— velikost |J| = /J (J+ 1)h; J € {|L — S|;|L + SJ),

— celkem 2 min (L, S) + 1 nezdpornych &isel (multiplicita),

— pro sudy pocet elektroni v obalu — cela Cisla,
— pro lichy pocet elektronti v obalu — polo&isla (2, %, o)

— zslozka J je Mh; M € (—J; J), celkem 2J + 1 Cisel

5.2.4.1 Termy a hladiny v LS aproximaci

pravidla znaCeni — zavedli Russell and Saunders (1925), pouZil a upravil Hund
(1927), konecnou podobu vcetné oznaceni parity zformulovali (Russell et al.,
1929)

term podle hodnot L se term znaci (J vynechdno, aby se nepletlos J = L + 5)

L 0O 1 2 3 4 5 6 7
omaceni S P D F G H I K

hladina mnozina stavi se stejnym L, .S, J se nazyva hladina
parita vyplyva ze symetrie vinové funkce
7= (=1)>" (5.37)
m = +1 = sud4 (even) parita, T = —1 = lichd (odd) parita
pravidlo: je-li soucet vSech [ v hladiné sudy, je parita suda
zapis hladiny

* zapiSeme pismeno odpovidajici hodnoté L
* hodnota 25 + 1 se napiSe do levého horniho indexu
* hodnota J se napiSe do pravého dolniho indexu

* lich4 parita se zapiSe do pravého horniho indexu jako ,
suda se nezapiSe nikam

o vysledek 25*!L; nebo 25119

zapis termu
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* jako zdpis hladiny s vynechdnim J

* vysledek 'L nebo 25*+!L°
statistickd vaha hladiny

g=2J+1=Q2L+1)(25+1)

stav (podhladina) — kazda hladina ma 2.J + 1 stavil o stejné energii, v magnetic-
kém poli se rozstépi na stavy s riznou energif

Tabulka 5.2: Hladiny neutrdlniho helia He 1.

singlety triplety
konfigurace | term | hladina | term hladiny
182 1S 180
1s2s 1S 180 3S 381
1s2p 1pe 1p¢ Spe | 3Py P9 %P%
1s3s IS 1S() 3S 381
1s3p 1pe P9 5pe | 3Py P9 3P%
1s3d 1D 1D2 3]:) 3D1 3D2 3D3
1s4s 1S 180 3S 381
1s4p 1pe 1p¢ Spe | 3Py SPY °P%
1s4d 1]D 1D2 31) 3D1 3D2 3D3
1s4f 1o 1F9 SFo | 3Fy 3FS °FY

Priklad - neutralni helium (He 1)
* nejjednodussi atom s vice elektrony — dva elektrony
« zdkladni hladina 152 'S, (stejné [ a n — ekvivalentni elektrony)

* excitované stavy — neekvivalentni elektrony (tabulka 5.2 a obrazek 5.4)

Hundova pravidla pro energie termi a hladin (Pradhan and Nahar, 2011, kapi-
tola 2.8)

TV,

priklady: zdkladni konfigurace np?, atomy N1, O11, PL,S 11, zdkladni term
je 4S°, termy ?P° a 2D° maji nizi{ energii
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lS lPO lD lFO lG SS 3PO 3D 3FO SG
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
—=5s _~=5p_==5d _=—5f =—b5g __gs —=bp =r=5d ——5f =—5g
— A A 4d S >=Af B 7, 4d = 4Af
=—3p ~3d ~~3p —~=3d
—=3s —=3s
—=2s
—2s

He |

—1s

1g 1po ip 1o e} 3S 3po 3p 3po 3G

Obrazek 5.4: Schematicky Grotrianiv diagram termi He 1. Termy s n > 6 nejsou
zobrazeny.
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2. L-pravidlo pro stavy se stejnou multiplicitou ma stav s vySsim L niZsi ener-
giii
pifklady: v pfedchozim pifpadé np* ?D° niZe nez *P°

3. J-pravidlo

cNvv s

pro podslupky zaplnéné vice nez z poloviny je to obracené
piiklad: O 111 zdkladni term 2p* 3P, hladiny vzestupné 3Py, 3Py, 3P,
Ne 111 zakladni term 2p?* 3P, hladiny vzestupné *Ps, 3Py, 3P

dalsi priklad C1 (Pfiloha B.5.4)

5.2.4.2 Rydbergova korekce
napiiklad Pradhan and Nahar (2011, kapitola 2.9)

* kvantovy defekt (quantum defect)

* modifikovany vztah (5.26) pro energie (napfiklad Tennyson, 2005, rovnice
6.1, ale v ni je pouZita konstanta R...)?

_ 72
Eny=-Ry L 2

(5.38)
(n - :unl)

Zeg — efektivni naboj, pro sodik 1 (ndboj ostatnich elektront se vyrusi s na-
bojem jadra), pro jiné prvky miize byt jiny, zdleZi na struktufe atomu

[t —quantum defect, pro kazdé [ jiné Cislo, sniZuje se pro rostoucti [

priklad: sodik Na1 - pro podslupku f a vyssi je u,,; = 0, = vztah jako
pro vodik

* vztah (5.38) velmi dobfe pouZitelny napiiklad pro spektra alkalickych prvki
(sodik, ...), kapitola B.5.2

5.2.4.3 Dvouexcitované stavy

» mohou byt excitovany dva i vice elektronil
* u vSech atomt a iontd, které maji vice elektrond v obalu nez jeden
» priklad Ca1 - Pfiloha B.5.3 a obrazek B.4

— zéakladn{ hladina 4s% 'S,

Tento vztah poprvé formuloval Rydberg (1890).
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— normalni systém konfiguraci 4sns, 4snp, 4snd, atd. vytvari singletni
a tripletni termy (obrdzek B.2)

— z hladin excitovanych term@ 4s3d 'D a 4s3d 3D miize byt snadno ex-
citovdn nejen 3d elektron, ale i 4s elektron,
vzniknou stavy 3d (*D)ns’ 'D, 3d (*°D)ns’ *D, 3d (*D)np’ 'P°, 3d (*D)np’ *P°,
atd. (obrazek B.3)
nékteré z nich maji vys3i energii neZ je ionizalni energie z hladiny 45>
(ze zékladni hladiny)
tyto stavy se ionizuji do hladiny Ca11 3d 2D (viz obr. B.5)
systém stavii s jednim excitovanym elektronem znacime 4s (2S)nl 3L

* z dvou- a viceexcitovanych stavl s energii vyssi nez nejnizsi ionizacni ener-
gie muze dojit k autoionizaci

5.2.4.4 Slozitéjsi struktura atomu

rod (parentage), rodi¢, prarodic¢

priklad: V1, °D termy, L = 2, S = 5/2, multiplicita=5, hodnoty J =
1,251 9 zakladni konfigurace V I: 15?2522p%35%3p53d%4s?, zkrdcend 3d4s?;
konfigurace 3d* (°D) 4s, 3d34s (°F) 4p, 3d* (°D) 4p, 3d34s (°P) 4p
dal3{ pifklad P1v 15225%2p%35?
15225%2p53s (2S) a 15225%2p53p (2P°)
15%25%2p53s (29) 3s 1S
15225%2p53s (*S) 3p3P°
15%2522p%3s (2S) 3p 1P
15225%2p53p (2P°) 3p 'D
15%25%2p53p (2P°) 3p 3P
1522522p%3s (%S) 3d 3D
15%25%2p°3p (2P°) 3p 'S
15%25%2p%3s (2S) 3d 'D

polyad termy majici stejné rodice

atomy s ¢astecné zaplnénymi d- a f-slupkami (Pfiloha B.5.6)
velké mnoZstvi hladin, specidlni znaceni (a, b, ¢, x, 2, ...) jako zkratka dlou-
hych konfiguraci
znaceni viz také Moore (1952).

5.2.5 Vybérova pravidla

(zeemanovskd) slozka (Cary) je prechod mezi stavy
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¢dra je prechod mezi hladinami, skldda se ze sloZzek

multiplet je prechod mezi termy, sklad4 se z Car

vybérova pravidla (viz Tatum, 2020, kapitola 7.24) (viz také Martin and Wiese,
2006, Table 10.4)

vétSina spektrilnich Car — elektrické dipdlové zareni

nékteré cary nejsou dovolené pro dipdlové zafeni (E1) = jsou zakazané, ale mo-
hou byt dovolené pro elektrické kvadrupdlové zareni (E2) nebo pro zareni
magnetického dipélu (M1)

nékteré prechody jsou zakdzané jen diky LS-vazbé a zacinaji byt dovolené pfti
odchylkdch of LS vazby

LS vybérova pravidla plati pro LS-vazbu, pfi poruseni semizakazané/polozakdzané
prechody (interkombinacni)

* AS = 0 (tj. jsou zakazané prechody mezi systémy — singlety, triplety,
atd.)

e AL = 0,41 (L = 0 — L = 0 je zakdzany) tj. pfechody S¢ — S°,
S¢ — D°, P¢ — F° jsou zakdzané

* prechody jen mezi hladinami vlastniho rodu
elektrické dipdlové prechody — podminky:

1. AJ=0,£1(J =0 — J = 0 je zakazany)
2. pro Zeemanovskeé slozky AM = 0 £ 1 (kromé 0 <+ 0 pro AJ = 0)
3. zména parity

4. pro slabou konguracni interakci:
preskok jednoho elektronu: Al = +1, An libovolné

5. jen pro LS coupling
AS =0
AL =0,%+1kromé 0 <> 0

magnetické dipdlové prechody - prechody mezi termy stejné konfigurace

1. AJ=0+1,(J =0— J =0 je zakazany)
2. pro Zeemanovské slozky AM = 0 £ 1 (kromé 0 <+ 0 pro AJ = 0)

3. neni zména parity
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4. neni zména elektronové konfigurace (Al = 0, An = 0)
5. navic pro pro LS-vazbu:

e AS=0

* AL=0

* AJ = £1 (Martin and Wiese, 2006, Table 10.4)

elektrické kvadrupolové prechody — prechody mezi termy stejné konfigurace
nebo mezi konfiguracemi, kde je Al = £2, = beze zmény parity

1. AJ=0,+1,+2,ale 0 < 0, 1 + 1,0 <> 1 jsou zakdzané
2. pro Zeemanovské slozky AM = 0,+1,2
3. neni zména parity
4. navic pro pro LS-vazbu:

* AS=0

* AL=0,£1,42,ale 0 <+ 0, 0 +> 1 jsou zakazané

5.2.6 Zakazané cary v prirodé

maji mnohem niz§i pravdépodobnost prechodu = maji vétsi délku Zivota (az
sekundy i minuty);

nutna metastabilni hladina

objevi se vSude tam, kde je méné sraZek mezi atomy a elektrony (dulezité jsou
nepruzné srazky) — je nutné nechat metastabilni hladiny Zzit

* planetarni mlhoviny — ¢ary [O11], [O 111], [N 1], [N 11], [N 111]

[0 111] 5007 (M1: 3Py —1 Dy)
znamé &ary: [O111] 4959 (M1: 3Py —! Dy)
[O111] 4363 (E2: 'Py —! Sp)

struktura O 111 stejnd jako C 1 (obrdzek B.8) — stejny pocet elektronil

,hebulium” — neZ se to pochopilo

¢ slunecni koréna
Géra 5303 A [Fe x1v] (?P4 —2 P%)

,,coronium’
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1
8

5577 2
A=7.32x 10

6300 & 6363 3

A=2.71 x 10
& 6.34 x 1073

3
P

Obrazek 5.5: Zakédzané prechody O 1. NIST: 2958 E2, 2972 M1, 5577 E2, 6300 &
6363 M1 a slabsi prechod E2, ovéfit i jinde.

* polérni zare

Cara  [O1] 5577 (E2: 'Sy —! Dy)

é cary [O1] 6300 (M1: 'Dy —3 Py)
[01] 6363 (M1: 1D, —3 Py)

diagramy O I: obrdzky 5.5 a B.9

zelena
cerven

e 21cm Cara vodiku

hyperjemn4 struktura — slozeni impulsmomentu elektronového obalu a ja-
dra, vzniknou 2 stavy

5.2.7 jj vazba
viz Pradhan and Nahar (2011, kapitola 2.7), Sobelman (1992, kapitola 2.3.2)

* vazba mezi elektronem a jddrem silnéj$i -> poruseni LS vazby (Pradhan and
Nahar, 2011)

* elektrostatickd interakce mezi elektrony slabsi neZ spin-orbitdlni iterakce
(Sobelman, 1992)

* nutnost uvazovat impulsmoment jednotlivych elektronti

JZ:ll—i—Sz
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J=> i
celkem 2.J + 1 stavd

* znaceni jednotlivych elektronti (Sobelman, 1992): s 1, PL, Ps, d%, dg, fg,

fi. -

* znaceni: pro 2 p-elektrony (j1,72)s: (1/2,3/2)1, (1/2,3/2)2

piiklad: p a d elektrony, j; =1+ 3, jo =2+
(2:3)21 (3:3)s52 (3:3) 5010 (5:3)432.

* to jsou neekvivalentni elektrony, pro jj vazbu zajimavéjsi, protoZze elek-
trostatickd interakce mezi ekvivalentnimi elektrony je vZdy silna

* pro ekvivalentni elektrony je vZdy nutné vzit v ivahu Pauliho princip

porovnani LS a jj vazby pro O 111 2p3d level (viz Sobelman, 1992, kapitoly
47.1a4.7.2)

Priklad: O 111 konfigurace 15%25%2p3d

LS vazba

'2p1l1:181:

1
2
3d112:181:%

L:l1+l2:>L:1,2,3

5281+82:>S:0,1

«J=L+S

L[S[7]

101 Tpo
110]0,1,2 |3Pg3Pg 3Py
210 1Dg
211,23 |3D93Dg3Dg
310 1Fg
2112,3,4 | 3F33F33F9

79



5. OPACITA, EMISIVITA A ROZPTYL

Jjj vazba
ch=Lsi=5jh=b+si=>5=43
'l1=2,31=%,j2=l2+32:j1=%,%
cJ=71+7,

g2 |

1] 3

5135112

3|3

51510123

1|5

5 5 2,3

3|5

S 151234

Priklad: O 111  konfigurace 15%2522p? nebo 1522522p3p
(viz Sobelman, 1992, kapitola 4.10)

* 2pnebo 3p: I = 1 s; = 5, pokud n = 2 pro oba: ekvivalentni elektrony

1
2

* L:l1+l2:>L:O,]_,2
S:81+82=>S:0,1

J=L+S
LTSI hladiny
0(00 So
0|10, 350389 ne pro ekvivalentnf elektrony
1101 1p¢ ne pro ekvivalentni elektrony
1| 1]0,1,2]|3Pg3Ps 3Py
2102 DY
21 1|1,2,3|3D¢3Dg°Dg | ne pro ekvivalentni elektrony

5.2.8 Ostatni typy vazeb

intermediate coupling — prehled riznych znaceni hladin — Martin and Wiese
(2006)
pfechod mezi LS a jj vazbou (obrazek 5.6)

LSJ coupling, (Pradhan and Nahar, 2011, kapitola 2.7), ale existuje vice ozna-
¢eni nejdiive seCteme vSechna [ a s pro vSechny elektrony kromé valen¢niho
do Jy, Jy = >, l; + Y, si, pak pfiddme valencni elektron: K = J; + [,
J=K+s
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2
SiI Gel Sell SnI P
[o D —t
G e 3 PbI Bl 10
0 (3/2 32),
5
Brlv | SbI Telll - ey,
0 f=c> -
0, 0
(3/2 1/2),
-5 (32 1/2), 5
(172 1/2)
? 0 10
| | | i | I T O O A | |
01 02 03 0405 1 06 05 0

X—>f— /%

Obrizek 5.6: Pfechod mezi LS a jj vazbou pro konfiguraci p?. Obrazek ze Sobel-
man (1992, obr. 5.1, str. 151), (zkopirovdno 18)

Jl (Sobelman, 1992, kapitola 5.7.3), J;l or J; L, (Martin and Wiese, 2006) — op-
ticky elektron "daleko"od elektront jadra
jl vazba u vzacnych plynt (Pfiloha B.5.5) (Sobelman, 1992, kapitola 5.7.3)

Jj (Sobelman, 1992) .J;j nebo J;.J; (Martin and Wiese, 2006)
LS, (Martin and Wiese, 2006)

5.2.9 Vliv izotopu

* hmotovy efekt
ilustra¢ni piiklad — vodik — deuterium
zméni se redukovand hmota atomu
- MatMe
ILL _ e
Mat + Me
v rovnici (5.26) se zméni Ry (viz rovnice B.5)
posunou se energetické hladiny
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posunou se i spektralni Cary
pro tézsi prvky podobné, posun mensi

VvV

* objemovy efekt — t€Zs1 atomy jsou ,,veétsi”
zménu energie hladiny Ize odvodit za predpokladu kone¢ného rozméru jadra
(Landi Degl’Innocenti, 2014, kapitola 9.8)
(nepouZije se standardni pfedpoklad jadra jako bodu)
také vede k posunu spektralnich Car

5.2.10 Hladiny v magnetickém poli
Zeemanuv efekt Stépeni hladin ve slabém magnetickém poli

E,jnm (o zahrnuje vSechna explicitné neuvedend kvantova ¢isla) — energie roz-
Stépenych hladin

Eoiv = Eog + pogBM (5.39)
E.; — energie nerozstépené hladiny
M — magnetické kvantové Cislo, M = —J, ..., J
B —indukce magnetického pole

1o — Bohriiv magneton,

eh

4dmrmec

10 (5.40)

g — Landého faktor, pro LS vazbu viz (B.13)
* roz§tépenim hladin vznika roz§té€peni spektralnich car
* zpétné lze z poloh €ar a s pomoci vztahu (5.39) urcit magnetické pole, které
zpusobuje Stépeni
Paschenuv-Backiv efekt pokud neplati slabost magnetického pole

* magnetickd interakce dominantni — Gplny Paschentv-Backiv efekt
(spin-orbitdlni interakce je perturbaci magnetické interakce)

* magnetickd interakce srovnatelnd se spin-orbitdlni interakci (ostatni pfi-
pady, které nejsou Zeemantv nebo uplny Paschentiv-Backlv efekt) — ne-
uplny Paschentiv-Backuv efekt

trochu vice Priloha B.4
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5.3 Absorpce a emise ve spektralnich ¢arach

V této kapitole si ukdzeme, jak jsou absorpcni i emisni icinné prifezy spektralni
cary (5.13) frekvencné zavislé. Jejich zavislost na frekvenci miZeme formalné
vyjadrit jako

(V) = apdru(v)

kde ¢y, (v) je profil spektrdlni ¢ary. V dal$im textu nebudeme psit u ¢ indexy
hladin [ a u. Pro celkovy G¢inny prifez ¢ary musi platit

/ ap (V) dv = agy,
0

profil spektrdlni Cary je proto normalizovany,

/Oooqb(y)duzl

a jeho rozmér [¢] = s. Pro frekvenéné zavisly G¢inny prifez absorpce nebo emise
ve spektrdlni ¢afe miiZeme psat

hv we?

ap(v) = —Bpo(v) =

47 MeC

fuo(v), (5.41)

kde jsme vyuzili vztah (5.13).

5.3.1 Prirozené rozsireni spektralnich c¢ar

Prirozené rozsiteni spektrdlnich Car vyplyva z principu neurcitosti. Budeme uva-
Zovat prechod mezi hladinami u (horni hladina) a [ (spodni hladina) ve dvouhla-
dinovém atomu. Stfedni doba Zivota At, atomu ve stavu u je dana vztahem (5.9)
jako prevrdcend hodnota Einsteinova koeficientu, At, = A}'. Z principu neurdi-
tosti dostavame rozsiteni energii A F,, horni hladiny, AF,At, = AEuA;l1 ~ h,
coz zpusobuje roz§ifeni frekvenci pfechodu u — [, Ay, = AE, /h ~ A,

Spontanné emitujici systém lez povazovat za rozpadajici se systém (decay-
ing) a lze jej popsat stejné jako tlumeny systém (damped). Vztahy pro jeho kmity
uvadi Priloha B.2, konstantu tdtlumu v (B.7) nahradime konstantou dtlumu T,
ktera pfimo souvisi se stfedni dobou Zivota hladin [ a u. Pro celkovy G¢inny pru-
fez pfechodu v — [ miZzeme pouZit vztah (B.8), z néhoZ pro zavislost ucinného
prifezu na frekvenci vyplyvéa Lorentzuy profil

Flu
1 Tu
o) = — dm (5.42)

T\ 2
(V — Vlu)Q + (ﬁ)
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kde konstanta dtlumu (I a u jsou indexy spodni a horni hladiny pfechodu)

D =Tu+Di Ti=) Ay Tu=) Au (5.43)

i<l <u

kde Aj; (j = [ nebo u) je Einsteiniiv koeficient spontdnni emise pfi pfechodu
z hladiny j do hladiny ¢ (viz kapitola 5.1.1). Pro kaZdou hladinu j je I'; ddno jako
soucet vSech koeficientli spontdnni emise pro vSechny prechody z dané hladiny.
Tento standardni vztah plati presné pro atom, ktery neni vystaven zddnému zéfeni.
Pokud na atom dopada zéfen{ o stfedni intenzité .J(v;;), je nutné zapocitat i dals{
procesy, které zpisobuji pfechod z hladiny j do nizSich (stimulovand emise) a
vysSich (absorpce) hladin. Vypocet konstanty utlumu I'; se pak zméni,

Ty = [Aji+ B (wi)l + > Bjid (vji)- (5.44)

1<J i>7

Cleny s Einsteinovymi koeficienty B mohou byt vyznamné pro silné prechody do
hladiny nebo z hladiny j pro hv < kT (v dlouhovinné oblasti spektra).

5.3.2 Dopplerovské (tepelné) rozsireni spektralnich car

Dopplerovské rozsiteni je disledkem tepelného pohybu atomt a iontt. Profil spek-
tralni cary kazdé této Castice je lorentzovsky, Castice se vSak tepelné pohybuji.
Cistice (atom nebo iont) pohybujici se rychlosti vp Vyzafi foton o frekvenci v
(v klidové soustavé Castice) ve sméru n (aberaci zanedbdme). Primét rychlosti
Castice do sméru Sifeni zdfeni je v¢ = mn - vp. Frekvence fotonu v soustavé pozo-
rovatele je dana Dopplerovym posunem (napiiklad Mihalas and Weibel-Mihalas
1984, rovnice 89.7, Castor 2004, rovnice 6.9)

2

vV =y %
= (1-=2
2

Pro tepelné pohyby (v, < ¢) miiZzeme zanedbat relativisticky ¢len

vV =1 (1 < n ;UP> =1 (1 + U—;) (5.46)

: (1+ "'”f’). (5.45)

c

Céry budou absorbovat nebo vyzafovat na dopplerovsky posunuté frekvenci. Vy-
sledny profil absorpcniho nebo emisniho koeficientu souboru ¢astic miizeme do-
stat pomoci rozdé€leni jejich rychlosti (maxwellovského, rovnice 4.13) v ve sméru
paprsku,

1 vg)
ve) doe = exp | ——= | dug, 5.47
[ (ve) dvg o~ p( o ) dee (5.47)
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kde
2kT

My,

Uth =

je nejpravdépodobnéjsi rychlost (tepelnd rychlost, viz rovnice 4.14). Vysledny
profil dostaneme integraci posunutych Lorentzovych profilil (zde je oznacime ¢;)
pres rozdéleni rychlosti (5.47),

VelV

o) = [ ou(v= ") plue) doc

Za profil ¢, dosadime z rovnice (5.42) a po tpravach dostaneme

o) = o
kde
H(a,z) = ¢

™

je Voigtova funkce,

AI/D =

Cc

Um0

H (a,z)

/°° exp (—y°) dy
oo (=) +a?

je dopplerovskd polosirka,

(5.48)

(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

je bezrozmérna frekvence vyjadiend vzhledem ke stfedu ¢ary v dopplerovskych

VvV —1
xr =
AVD
polositkéch,
r
a =
47I'AI/D
a
Ve
y=—.
Uth

(5.53)

(5.54)

Pro a <1, coz je bézny pripad v astrofyzice, mizeme Voigtovu funkci rozvinout

H(a,z) = Za"Hn(x)

n

=0
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kde jednotlivé Cleny rozvoje

n oo /2
H,(x) = (_\/%1' /0 exp (—%) 2" cos (v2') da’. (5.56)

Pro nulty a prvni Clen rozvoje dostaneme

Hy(z) = exp (—12) ,

H(x) = % [22F(x) — 1], (5.57)
kde
F(z) = exp (—2°) /Or exp (v°) dy (5.58)

je Dawsontv integral.

Dopplerovské rozsifeni spektrdlnich Car reprezentuje Voigtiv profil (5.49),
ktery je vyjadien jako funkce frekvence v. Vyjadfime-li ho jako funkci bezroz-
mérné frekvence x vzhledem ke stfedu Cary (5.52), dostaneme i s ohledem na
normaliza¢ni podminku [*_¢(x)dz =1 vztah

L
N

Ptiblizny tvar profilu, ktery dostaneme jako nejnizsi ¢len rozvoje Voigtovy funkce
se nazyva Doppleruy profil

¢(r) = —=H (a,x). (5.59)

1
p(v) = A \/7_Texp (—2%), (5.60a)

ktery pomérné dobie popisuje profil v okoli stfedu ¢ary. Dopplertv profil vyjad-
feny ve frekvencich x (5.52) je

1
P(z) = N exp (—2°). (5.60b)
Pro Voigtliv profil spektrdlnich ¢ar uvadéji Hubeny and Mihalas (2014, rovnice
8.24) uziteCné priblizné vyjadieni

1 a
o(v) =~ AopTe exp (—z%) + N (5.61a)

Shttps://mathworld.wolfram.com/DawsonsIntegral.html
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Prvni ¢len (Dopplertiv profil — viz rovnice 5.60a) popisuje profil v okoli stiedu
cary, kde je dominantni dopplerovské rozsiteni (¢ < 1, podle (5.53) i I' <
4w Avp). Druhy ¢len popisuje dalekd kiidla ¢ar (|x| > 1), kde je dominantn{
lorentzovské rozsiteni. Jako funkce frekvence = (5.52) vztah (5.61a) je

1
o) = —= | (~2%) +# . (5.61b)

Vztahy (5.61) budeme v dalSich kapitoldch pouZzivat k pfibliznému analytickému
vyjadieni Voigtova profilu.

5.3.2.1 Turbulentni rozsireni spektralnich car

Dopplerovsky rozsitfeny profil nékdy nepopisuje rozsiteni spektralnich car hvézd-
nych atmosfér dostatecné presné, rozsifeni Car je vetsi. Je to zplsobené tim, Ze
kromé tepelnych pohybd maji na Sitku ¢ary vliv i netepelné pohyby na Skalach
mensich nez je stfedni volna draha fotonu. Vliv téchto pohybt na Sitku spektralni
cary byva zvykem popsat druhou mocninou volného parametru v}, nazyvanym
turbulentni rychlost nebo mikroturbulentni rychlost. Tento efekt zapocteme tak,
Ze do vyrazu pro dopplerovskou polositku (5.51) pfidime dodate¢ny clen obsahu-
jici tento volny parametr,

2kT 2kT
Avp = Loy, =20, [25L o +o2,,. (5.62)
c c Mg, c myg,

Na rozdil od tepelné rychlosti vy, kterd je rliznd pro atomy rizné hmotnosti, je
turbulentni rychlost pro vSechny atomy stejna.

Nedavné 3-D hydrodynamické vypocty slunecni atmosféry ukazaly, Ze pfi tak
podrobném popisu jiZ neni tfeba turbulentni rychlost zavadét jako ptidavny volny
parametr, protoZe turbulence je nedilnou soucésti 3-D hydrodynamického popisu.

5.3.3 Srazkové rozsireni spektralnich car
vznikd v disledku srazek s Casticemi (atomy, ionty a elektrony)
perturbace horni i dolni hladiny pfechodu

zavisi na hustoté a teploté (= tlak)
proto zvané také tlakové rozsifovani

presné zahrnuti nesnadné
vyS$Si hladiny snadnéji perturbovany
rizné interakce s riznymi Casticemi
ruzny dosah interagujicich sil (~ )
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narazové (impaktni) priblizeni — Weisskopf (1932) — , klasicka teorie”

vyzafovani atomu je pieruSeno sraZkou — okamZity posun faze vlnového baliku
(ptipadné posun v ¢afe nebo posun na jinou hladinu)

stfedni Casovy interval mezi srazkami — At,.,
Casové stiredované energetické spektrum srdzkové rozsifené Cary pres Cas
At (pomoci Fourierovy transformace)

1
1
E(w) = - Al i (5.63)
" (W —wi) + !
lu Atc
zavedeme I'.,) = 2/At,
v ndrazovém pribliZeni stejny profil jako prirozené zafivé rozsifeni
1—‘(:ol
1
BE(v) = - dm (5.64)
T

2 Fcol 2
(v — )" + (47r

(proto I' = I';aq + L'eop)
kazdy prechod je jiny a musi se zapocitat kvantové mechanicky
zapocitavd se statisticky
predpoklady Weisskopfova prfibliZeni:

s ¥z

1. nardZejici ¢éstice je klasickd Castice

N

pohybuje se konstatni rychlosti po pfimce

s v 2z

narazejici Castice nezpusobuje zadné prechody v atomu

Rl

zpusobuje posun frekvence vyjadfitelny jako Aw = Cpr7,
r je vzdalenost od stfedu atomu

C,, se ur¢i pomoci kvantové mechanickych vypoctl

typy interakci podle p

p = 2 srazky nabitych ¢astic s vodikem nebo s vodiku podobnym ato-
mem (linearni Starkdv efekt)

p = 3 srazky atomd se stejnymi atomy (rezonancni rozsiteni)
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p = 4 srazky nabitych ¢astic s jinymi atomy neZ s vodikem nebo s vo-
diku podobnym atomem (kvadraticy Starktiv efekt)

p = 6 srdzky s neutrdlnimi ¢asticemi (pfevazné s neutrdlnim vodikem,
van der Waalsova interakce)

narazové rozsiteni Car elektrony (electron impact broadening) — zapocteni rozsi-
feni spodni i horni hladiny — vede k posunu spektrdlni cary

Starkovské rozsiteni je vyznamné pro hvézdy s vysokou hustotou (bilé trpasliky)

s v 7

— spektrélni cary H 1 Siroké 1 nékolik desitek nm

5.4 Ionizace a rekombinace
ZAriva ionizace atomu X na iont X
X+hyr =X 4e (5.65)

tyka se elektronu z vnéjsi slupky

zariva ionizace muze probihat i do excitovanych hladin iontu, ma-li foton dosta-
teCnou energii

X+hv— [XT] e (5.66)
[X*]" znadf excitovany iont

ma-li foton jesté vice energie, miZe byt uvolnén elektron z niz8i slupky (niz-
Stho kvantového Cisla n), tim vznikne iont s mnoha excitovanymi elektrony
v, Rk
(znacime ho [X™]7 )

sk,

X+ hv = X7 e (5.67)

vznikne vysokoenergeticky elektron ey, ktery miZe zpisobit dalsf ioni-
zaci

miZe prob¢hnout fada dalSich zarivych i srazkovych procest deexcitace i
ionizace

(Augerovy procesy, kapitola 10.4)

autoionizace pro atomy/ionty, které jsou ve stavu se dvéma excitovanymi elek-
trony, energie stavu je vétsi, neZ je ionizacni energie

X = Xt +e” (5.68)
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uvolnéni elektronu a energie bez vyzéareni fotonu, uvolnénd energie se pre-
méni na kinetickou energii elektronu

zariva excitace atomu z vazaného stavu do autoionizacniho stavu
X* 4+ Wleye — X (5.69)

nasledovana autoionizaci (5.68) zplsobuje vyssi moznost ionizace pro frek-
vence odpovidajici danému prechodu hvey. — rezonance

zariva rekombinace — srazkovy proces
spontdnni rekombinace

Xt +e =X+ hv (5.70)
nebo stimulovana rekombinace s prispénim zareni

dielektronicka rekombinace :
nejdiive zachyceni elektronu atomem se vznikem vazaného stavu se dvéma
excitovanymi elektrony

Xt +em — X, (5.71a)

nasleduje deexcitace dvakrat excitovaného stavu do jednou excitovaného
stavu, jehoZ energie je niZ§i neZ ionizacni energie

X" — X"+ hv (5.71b)

je mozny i srazkovy prechod na nizsi hladinu (srdZkova stabilizace, Bates
and Dalgarno, 1962, section 2.2)

X* fe (By) — X* +e (E) (5.72)

nebo autoionizace (5.68), tim se dostaneme do ptivodniho stavu (ionizova-
ného)

5.4.1 Fotoionizac¢ni ucinny prurez
Vodik a vodikupodobné ionty Zavislost i¢inného priifezu na frekvenci odvodil
semiklasicky pro vodik Kramers (1923), s korekcemi pro kvantovou mechaniku

Gaunt (1930a,b). Uginny prifez je dan vyrazem (Hubeny and Mihalas, 2014, rov-
nice 7.91)

64mtmee’ _, 1

abf(n, V) = 3\/§Ch6 Z n5l/3gbf (n, V) s

(5.73)
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-17 =
-18 |-
B T=25,000°K
-19
o =
= -
on B
2 =
n=4
-20 |
=\ n=3
B n=>2
-21 T'=12,500°K
a9 | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14
1/&

Obrazek 5.7: Véazané-volny ucinny prifez atomu vodiku. Obrazek zkopirovan
z (Hubeny and Mihalas, 2014, str.192).

coz je soucin semiklasického vyrazu a Gauntova faktoru g (n,v). Vyraz slo-

Zeny ze zakladnich fyzikdlnich konstant md v soustavé CGS Ciselnou hodnotu
2.815 - 10%* cm? s~3, jeho odvozeni naznacuje Pifloha B.3.1. Vztah (5.73) vyja-
dfuje typickou zavislost d¢inného priifezu vodiku na frekvenci (~ v 3, Mihalas,
1978, obr.4-1). I kdyZ se jednd o vztah platny pro vodikupodobné atomy, nékdy
se pouziva jako priblizné vyjadreni i pro nevodikové ionty, prevazné v ptripadech,
kdy nejsou k dispozici lepsi data. Kvantovémechanické odvozeni tohoto vztahu
1ze nalézt v Hubeny and Mihalas (2014, rovnice 7.85 — 7.91).

Ostatni prvky
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a,(H") (cm* dyne™) x 10%

0 | | | | | | | | | | | | |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28
MA)/1000

Obrazek 5.8: Vazané-vazany a vazané volny ucinny prifez zdporného iontu vo-
diku. Obrédzek zkopirovan z (Hubeny and Mihalas, 2014, str.207).

* autoionizace (z hladin s vice excitovanymi elektrony)
staci dva elektrony, rezonance m4 uZ helium

Fotoioniza¢ni u€inny prifez tézsich prvkl je obecné slozitéjsi zavislost na
frekvenci, zejména kvili pfitomnosti rezonanci, které jsou zplisobeny interakci
ioniza¢niho pfechodu s excitatnim pfechodem ve vyS$im iontu. Disledkem je
vy$$i acinny prufez a jeho velkd proménnost v okoli dané excitacni energie. Jako
ptiklad miZe slouzit fotoionizacni prirez iontu C 11 (Hubeny and Mihalas, 2014,
obrazek 7.4).

rezonance v uc¢inném prufezu — zpusobena interakci ioniza¢niho prechodu spo-
jeného s excitaci vysSiho iontu

superpozice vlnovych funkei volnych a vazanych stavii

velka proménnost v okoli kritické energie
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log |C (4f 2Fo)’
|

_27

—0.6 —0.4 —0.2 0 0.2

log (hw)

Obréazek 5.9: Fotoionizacni ucinny prifez 4f stavi He Il (Carkovand Céara) a 4 f
stavi C1I (plnd Cara). Svislé ¢arkované Cary oznacuji ionizacni hrany do CIII
3P° (levd) a C 111 'P° (pravd). Obrdzek zkopirovan z Hubeny and Mihalas (2014,
str.206). Origindl v Yan and Seaton (1987).

Vyznamnym zdrojem ionizacni opacity je zdporny iont vodiku (H™), ktery ma
dva elektrony. Dilezity je zejména pro hvézdy slunecniho typu.

Ostatni ionty vodiku
e H~ — ve slunecni atmosfére

dvé rezonance v UV oblasti, na slunecni atmosféru nemaji vliv, protoze UV
tok je pro Slunce maly

5.5 Volné-volné prechody

Volné-volné prechody jsou pfechody mezi dvéma volnymi stavy atomu X (z kon-
tinua nad ionizacni energii). Jsou to procesy typu

e+ X"+ hr e Xt 46 (5.74)

93



5. OPACITA, EMISIVITA A ROZPTYL

V téchto procesech dochdzi k pfibliZzeni elektronu e k iontu X+ a foton je ab-
sorbovan nebo emitovan v soustavé iont+elektron. Po interakci se elektron opét
oddéli od iontu, obecné bude mit jinou rychlost, coZ je naznaceno ¢arkou (e’).
Pfi interakci miZe dojit i k ionizaci nebo rekombinaci, je to vSak dvouelektro-
novy prechod, ktery je podstatné méné pravdépodobny. Procesy bez ionizace ¢i
rekombinace jsou Castéjsi.

Vodik Pro volné-volny G¢inny prufez ionizovaného vodiku nebo vodikupodob-
ného iontu, ktery se potka s elektronem o rychlosti v, plati vztah (Hubeny and
Mihalas, 2014, rovnice 7.99)

_ 4m Z%e5 gg(v,v)
3v/3chm? vdv

(5.75)

ag(v,v)

kde gg(v,v) je volné-volny Gauntiiv faktor. Vétsinou rychlosti v jednotlivych
tisticky soubor elektronil. Vystfedovanim pires maxwellovské rozdéleni rychlosti
elektronti dostaneme (Mihalas 1978, rovnice 4-122; Hubeny and Mihalas 2014,
rovnice 7.100)

(v, T) = V32r 7% gg(v,T)
O S Beh kT VP

kde gg (v, T') je stfedni hodnota volné-volného Gauntova faktoru pro maxwellov-
ské rozdéleni rychlosti elektrond. Semiklasické odvozeni vztahu miiZeme nalézt
v Hubeny and Mihalas (2014, kapitola 5.6) nebo v Rybicki and Lightman (1979,
kapitola 5).

(5.76)

5.6 Interakce zareni s molekulami

molekuly nachizime
u chladnych hvézd (K, M, S, C, ...), do asi 8000K
trochu i u hvézd slune¢niho typu
v okolohvézdném prostiedi
v mezihvézdném prostiedi (detekovano vice jak 120 molekul, Tennyson,
2005, str.124)

polyatomické molekuly

diatomické molekuly (ty v dalSim textu)
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odliSnosti od atomu
* neexistuje stied, kolem kterého se elektrony v molekule pohybuji
* jednotlivé atomy v molekule se pohybuji — vibraéni a rota¢ni pohyby atomt
v molekule
Energetické stavy molekul
Bornova-Oppenheimerova aproximace dovoluje

* oddé€leni pohybt jadra a elektront (protoze elektrony jsou lehké a pohybuji
se vyrazné rychleji)

* vlnovou funkci molekuly Ize zapsat jako soucin vinové funkce jaddra mole-
kuly a vinové funkce elektront

* muizZeme odd¢lit i rotacni a vibra¢ni pohyby
rotacni hladiny molekula se miize otacet
* energie hladin
Eww=J(J+1)B (5.77)

z Mz

J —rotacni kvantové Cislo, J = 0,1,2,3, ...
B —rotaéni konstanta molekuly
M —kvantové &islo primétu impulsmomentu do vyznaénéosy (—.J, ..., J)

vibra¢ni hladiny atomy v molekule mohou vibrovat

* energie hladin
1
Evib: (U—Fg) hUJ(), U:0,1,2,3,...

v — vibracni kvantové ¢islo
wy — prirozend vibracni frekvence

* obrizek vibracnich hladin s rotacni jemnou strukturou (5.11)
elektronické hladiny energetické hladiny podobné atomtim, ale rozdily

* molekuly nejsou sféricky symetrické,

* celkovy elektronicky impulsmoment L rotuje kolem mezijaderné osy
(precese)
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* slozka orbitdlntho impulsmomentu ve sméru osy molekuly
Mpe(L,L—-1,...,0,...,—L)
znaéi se A = | M| — je degenerované (g=2)
A=0,1,2,3,4,...,znaCeni X, I, A, d,T". ..

* celkovy spin S, primét do mezijaderné osy Mg = ¥, také, neplést
s oznacenim pro A = 0
znaeni: 25T1A
* symetrie (analogie parity) vinové funkce pfi zaméné atomd;
— neméni znaménko — sudd — g (gerade)
— méni znaménko — lichd — u (ungerade)
znaGeni 25*1A ),
* znaceni elektronickych hladin — pouZivd se ad hoc systém:

— X — oznacuje zdkladni elektronicky stav
- A, B, C, ...oznacuje stavy stejné multiplicity jako zdkladni stav.
— a, b, ¢, ...oznacuje stavy jiné multiplicity neZ zdkladni stav

priklad H,:
fazeni podle energie hladin, ne vzdy

celkovd vnitini energie molekul

Eint = Eel + Evib + Erot (578)

Prechody v molekulach

* elektronické prechody ~eV — opticky, UV obor
analogické atomarnim dipdlovym prechodiim

e vibraéni pfechody — near-IR, mid-IR
* rotacni prechody — far-IR, mm
celkova energie hladin se sklada podle (5.78)
radové odhady poméru energii (viz Rybicki and Lightman, 1979, kap. 11.1)

Erot:EVib:EelN%: %:1

M je hmotnost jadra molekuly

Cisté rotacni prechody
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relative absorbance

P U ] l
2 4 o 3 10 12

frequency of electromagnetic radiation (1011 Hz)

Obrazek 5.10: Rotacni spektrum molekuly CO. Obrazek 7.1.1. z Hanson et al.
(2021), licence CC BY-NC-SA 3.0.

* frekvence prechodi, z (5.77)

Ejpn—FE B
Vit1,0 = % == 2(J—|— 1)ﬁ

* zékladni vybérové pravidlo AJ = +1

* nutny permanentni dipélovy moment molekuly (d # 0)
homoatomické dvouatomové molekuly: d = 0
jen kvadrupélové piechody (AJ = +2)
priklad: kvadrupdlové ptfechody Hy pozorovany v mezihvézdném pro-
stredi
priklad Cisté rotacniho spektra — obr. 5.10

vibracné-rotacni prechody

* energie pro excitaci vibraénich modt >> energie pro excitaci rotacnich
modil
= existence Cisté vibracniho spektra nepravdépodobna

* kombinovand vibracné-rotacni hladina v aproximaci pevného rotatoru
a harmonického oscildtoru

1
E, = (v + 5) hwo+ J(J +1)B (5.79)
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Obrazek 5.11: Rotaéni hladiny jednotlivych vibra¢nich stavi. Z McQuarrie (2008,
Figure 6.3) (zkopirovdno 20).

P branch R branch

Obrazek 5.12: Vibrac¢né-rotacni spektrum vibracniho pfechodu 0 — 1 HBr(g).
Oznaceny jsou P a R branch. Z McQuarrie (2008, Figure 6.4) (zkopirovano 22).
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Obrazek 5.13: Emisni elektronicko-vibracné-rotacni spektrum CO. Z Al-Tuwirqi
et al. (2012, Fig. 5) (zkopirovano 24).

* vybérova pravidla
Av = +1, pro rozdily +2 atd. “vys§i harmonické” pfechody

* vibracni prechody maji jemnou strukturu zptisobenou existenci rotac-
nich hladin
uplatiiuji se 1 vybérova pravidla pro rotacni prechody
muZe nastat rotaéni emise i absorpce
systém jemné struktury ¢ar pro AJ = +1 (R branch) a AJ = —1
(P branch)

* obrédzek vibracnich hladin s rotacni jemnou strukturou (5.11)

 obréazek vibracné rotacniho spektra (obr. 5.12)
elektronicko-vibrac¢né-rotac¢ni prechody

* nutno zapocitat zmény elektronickych, rotacnich i vibracnich stavi

* kazdy elektronicky prechod je vlastné soustavou pdst (vibracni pre-
chody) s jemnou strukturou (rotacni prechody)

* vybérova pravidla

— elektronické hladiny
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x* AN =0,+1
x AS = 0 (zachovani spinu)
— vibra¢ni hladiny
* Aw jakékoli kladné nebo zdporné celé Cislo
— rotacni hladiny
x* AJ=—-1,0,1,ale J =0 — J = 0 zakdzany
% AJ = 0 je zakazany pro X elektronické stavy

* obrédzek elektronicko vibracné rotacniho spektra (obr. 5.13)

astrofyzikalné vyznamné molekuly

nejvyse zastoupené molekuly nemuseji byt nejvyznamnéjsi z hlediska prenosu
zareni (Hy) — maximalni opacita v UV, tam je ale mélo zdreni pro atmosféry,
kde H, existuje

nékteré nepfili§ pocetné molekuly vyznamné zdroje opacity (TiO, VO) — rozdil
ve hmotach jednotlivych prvki zptisobuje silné vibracni prechody

CO, CH4 (metan), Ny, NH3 (¢pavek), H,O, Hy — dominantni pro chemickou
rovnovahu

na Slunci: CN, CH, C,, OH, MgH
molekuldrni ionty — Hy , Hy
mozni molekularni pivodci difiznich mezihvézdnych past (DIB)

e fulereny (Cgg, Crp)
* polycyklické aromatické uhlovodiky (PAH)

Ramanovska spektra molekul viz (Rau, 2002, Ch.6, 3.3)
nepruzny rozptyl zafeni na molekuldch

prechodné dipdly priklad: Hy — Castd molekula, nema stdly dip6lovy moment
srdzkou s jinou Hy, He — doCasny dip6lovy moment
podminka: nizké teploty a vysokd hustota
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molekularni satelity vodikovych ¢ar u bilych trpaslikt
interakce

H+p— Hy

(5.80)
H+H — H,

vytvoii pfechodné molekuly

“quasi-molecular satellites” - prechody mezi elektronickymi stavy t€chto mo-
lekul

satelity jsou daleko od Lyc na 1400A a 1600A

5.7 Rozptyl v kontinuu

5.7.1 Rozptyl na volnych elektronech

Pfi interakci fotonu s volnym elektronem se dopadajici foton rozptyli obecné do
jiného sméru, piipadné se miiZe béhem interakce zménit jeho energie. Jedna se
o skuteCny rozptylovy proces s centrem rozptylu (na rozdil od rozptylu v rezo-
nancnich Cardch). Pii interakci fotonu a elektronu se obecné projevuji i vinové
vlastnosti elektronu, které ale nejsou pro vinové délky zafeni mnohem vétsi nez
de Broglieova vlnova délka elektronu (Agqg = h/[m.v]) podstatné. Pro G¢inny
priifez rozptylu zéieni o nizkych energiich (hv < m.c?, coZ je splnéno ve v&t§ing
hvézdnych atmosfér) na volnych elektronech hovotime o Thomsonové rozptylu a
pro ucinny prufez plati frekvencné nezavisly vztah

_8m ,  8met

Ue — _7/.0 — W & a1
3 3m2ct

(5.81)

V tomto vztahu je ry = €2 /(mec?) ,klasicky polomér elektronu”, udéva ,,rozmér”
bodového ndboje (napiiklad Rybicki and Lightman, 1979, rovnice 3.38). Ciselnd
hodnota tohoto G&inného priifezu je o, = 6.65 - 10~2cm?. Uhlovi zdvislost roz-
ptylu ze sméru n’ do sméru n (¢ je zde thel mezi témito sméry) je popsina
Rayleighovou (dipélovou) fazovou funkci

g(n',n) = 2 (1 +(n'- n)2> = Z (14 cos® ). (5.82)

Casto se dhlova zdvislost Thomsonova rozptylu zanedbéva a rozptyl se povaZuje
za izotropni. Pak

g(n';n)=1. (5.83)

Podrobnéjsi odvozeni vztaht (5.81) a (5.82) Ize nalézt v knize Hubeny and Miha-
las (2014, kapitoly 6.1 a 6.2).
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Pro vysoké energie prechdzi Thomsoniv rozptyl na Comptonuy rozptyl, je-
hoz uc¢inny prufez frekvencné zavisly je (viz napt. Rybicki and Lightman, 1979,
rovnice 7.5),

3 X
Oc = =0,
4
I1+u [2u(l+u) log (1 + 2u) 1+ 3u
—log (14 2 —
{ w3 [ Tron el “)}Jr 2u (1+2u)? )"
(5.84)

kde u = (hv)/(mec?). Tento Géinny prifez také nazyvame Kleinovym-Nishino-
vym téinnym prirezem. V nerelativistické limité v < 1 miiZeme psit rozvoj
(Rybicki and Lightman, 1979, rovnice 7.6a)

2 2
aczae<1—2u+ 65u —l—...)%ae. (5.85)

V nerelativistické limité, tj. pro nizké energie zareni, dostivame Thomsontiv u¢inny
prurez (5.81).

5.7.2 Rozptyl na elektronech vazanych v atomu

Kromé rozptylu na volnych elektronech miize dochéazet i k rozptylu na elektronech
vazanych v atomech. Pti Rayleighové rozptylu je atom excitovan do nestabilniho
stavu (ktery neni vlastnim stavem) a vzapéti deexcitovan. Utinny prifez rozptylu
zavisi na vzdalenosti od stabilniho vlastniho stavu a s rostouci vzddlenosti kles4.

Pokud se frekvence rozptyleného fotonu zméni (napiiklad foton absorbovany
v dalekém kiidle ¢ary Lyman-( je vyzaren v dalekém kiidle ¢ary Balmer-a), ho-
voifime o Ramanovu rozptylu. Pomoci Ramanova rozptylu na vodikovych ato-
mech miZeme vysvétlit zvlastni emisni ¢ary v dalekych kiidlech Balmerovskych
Car ve spektrech symbiotickych hvézd (napf. Schmid, 1989).

5.8 Rozptyl ve spektralnich ¢arach
semiklasicky popis (Weisskopf, Woolley):
» predpoklady:

* hladina se chépe jako spojité rozdé€leni podhladin okolo jeji energie
(dtsledek prirozeného rozsiteni i srazkového rozsitent)

* 2 procesy rozSifovani
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@) (b)

Obrézek 5.14: Schéma Rayleighova (a) a Ramanova (b) rozptylu. Obrizek zkopi-
rovéan z (Hubeny and Mihalas, 2014, Obr. 6.2).

—-21 | I | 1 | I |

-22

-23

—24

—25 | L

_26 | T | T | T |

Obrézek 5.15: U¢inny prifez Rayleighova rozptylu na atomu vodiku. Obrazek
zkopirovan z (Hubeny and Mihalas, 2014, str.156). Pivodni zdroj obrazku ne-
mohu najit.

103



5. OPACITA, EMISIVITA A ROZPTYL

— prirozené rozsiteni (natural / lifetime broadening), vyplyva z relace
neurcitosti — vzdy

— srazkové (tlakové) rozsiteni — zavisi na hustoté prostredi
pro hustsi prostfedi silnéjsi, zanedbatelné v fidkém prostredi

e (astice je vzdy v urcité podhladiné

pfechod mezi stavy |i) — |e) — |f), £ < E., Ef < E,
(¢ —initial, f — final, e — excited)
probiha takto:

1. okamzity prechod ¢ — e
2. okamzity prechod mezi podhladinami e (zpiisoben pruznymi srazkami)

3. okamzity prechod ¢ — f
(i = f —rezonan¢ni rozptyl, ¢ # f — rezonan¢ni Ramantv rozptyl)
nutné podminky pro semiklasicky popis

* slabd pole zareni (spontdnni emise prevazuje nad stimulovanou)

* izolovanost Car a hladin (rozsifené hladiny se neprekryvaji)

prirozené rozsiteni hladiny (dusledek relace neurcitosti AEAt > h)
oznacime (srovnej s profilem pfirozeného rozsiteni cary 5.42)

In

L(x, ) =

L(x,~) — pravdépodobnost, Ze atom v dané hladiné je ve stavu x

X = (E — E,)/h —rozdil energie podhladiny od energie n-té hladiny
Yn = I'y/(47) — polositka odpovidajici dobé Zivota hladiny n

v dal$im

£, &' — frekvence v soufadné soustavé atomu,

profil ¢ary mezi hladinamiz a e
atom excitovan z podhladiny y; do podhladiny x/ = & — & + xi
¢’ — energie absorbovaného fotonu
e = (E. — E;)/h — energie mezi hladinami
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ic(€) —/_ L, 7)) L(Xe, ve) dx

o0

= /_ L(Xi 1) L(§' = &ie + Xirve) dxi = L(§' = ie, i + 7e)

o0

konvoluce dvou lorentzovskych profili (5.86) dé lorentzovsky profil s polo-
Sitkou rovnou souctu polosiiek

redistribucni funkce
* popisuje korelaci mezi pohlcenym a vyzarenym fotonem ve spektréalni care

e r(&’,n';¢,m) — spolecnd pravdépodobnost z (¢;¢" + d¢'), dw’ a n’ do
&€+ dE), dwan

* nerelativisticky pfipad: 7(§',n’;¢,n) = (', £)g(n’,n)
limitni pfipady:
uplné korelovany rozptyl — chybi krok 2.

r;:eo;r(g/’f) = /_ L(Xw’yl)[/(Xev"YE)L(Xff‘Yf) dXZ

= / L(Xi, %) L(E — &ie + XisYe) L(E — & — & + xavr) dXs
(5.87)

po integraci docela slozity vztah — (viz Hubeny and Mihalas, 2014, rovnice
10.18)

zcela nekorelovany rozptyl — tplna redistribuce zareni
po excitaci do podhladiny y/ atom prejde nahodnymi srazkami do podhla-
diny X

P (g1 ¢) = / L¢3 L0 3 ) L es 1) L5, 75) A e

= L(Sl - giea’yi + Ve)L(g - ffef)/f + 76) = ¢ie(€,)¢fe(€) (588)

pro L(Xe,7e) = d(xi — Xe) dostdvdme i
obecna redistribucni funkce
Tiep(§,6) = e ries (§1,6) 4+ (1 — p™)rigy™ (€, €) (5.89)

— pravdépodobnost, Ze foton bude vyziren ze stejné podhladiny

COIT

De
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elementarni redistribuc¢ni funkce: redistribu¢ni funkce v soufadné soustaveé
atomu (Hummer, 1962), jsou to limitn{ ptipady

pro rezonancni rozptyl

skutecnd redistribu¢ni funkce je obvykle jejich linedrni kombinaci

I. mezi nerozsifenymi hladinami
(limitni pfipad tplné korelované redistribucni funkce 5.87)

MEO = lim 1)
= / 6z —E&No(x — &e)d(x — &) da

= 0(' = &e)d(E' = &) (5.90a)
1 limitni pfipad zcela nekorelované redistribu¢ni funkce (5.88)

II. spodni hladina [ nerozsifend, horni u rozsifena
(limitn{ pfipad dplné korelované redistribucni funkce 5.87)

(€, &) = lim g5
- /_Z 6(x — &) L(x — &gy 7e)d(x — €) da
= L(§' =60 7)0(E =€) = ()0 =€) (5.90b)
III. nekorelovana redistribuce (dplnd redistribuce, viz 5.88)

7“111(5/7 5) N L(f/ e, %e)L(€ — &ie, ’Yze) = ¢ie(€,)¢ie(§) (5.90c)

IV. spodni i horni hladina rozsifené
(korelovana redistribuce mezi dvéma rozsifenymi hladinami)

WEQ) = [ Lo - €L~ )Ll - ) do
_ / h / T LA L )€ — 6 — 1) df dt (5.90d)

vyjadieni ry pomoci r;; Heinzel (1981)
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5. OPACITA, EMISIVITA A ROZPTYL

redistribuc¢ni funkce v soustavé pozorovatele vystfedovani (5.90) pres ma-
xwellovské rozdéleni rychlosti atomt za predpokladu neménné rychlosti béhem
rozptylu a zanedbéni aberace

Rx(n',v;n,v) :/ dul/ dug/ dus f(uy, ug, uz) X
’

rx (V' — Vov-n U — VO’U-’I’L) g(n';n) (5.91)
c c

v mg
uU=—= v
Uth 2T

indexy stejné (X = [, II, III, V)
podrobné vypocty v Hubeny and Mihalas (2014, kapitoly 10.3, 10.4)

kde
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Kapitola 6

Formalni reSeni rovnice prenosu
zareni

Formadlni FeSeni rovnice prenosu zdreni je jeji feSeni pfi zadané opacité a emi-
sivité. Nejdiive se budeme zabyvat feSenim nejjednodussiho piipadu rovnice pre-
nosu zafeni, a to jejim feSenim pro planparalelni atmosféru. Na piikladu planpa-
ralelni atmosféry 1ze pomérné jednoduse ukdzat fadu vlastnosti rovnice pfenosu a
resit rovnici (3.15), nejdiive s vyuzitim dalSich zjednodusujicich predpokladu.

Pokud jsou v prostredi nulové opacita i emisivita (y = 0, n = 0), md rovnice
prenosu pro kazdou frekvenci v a smér fiteni zafeni p (zdvislost intenzity 7, opa-
city y a emisivity 7 na frekvenci v zde nebudeme explicitné uvadét) jednoduchy
tvar

dl(z, p)

ik ol A 6.1
e 0 (6.1a)

jehoz fesenim je specifickd intenzita zdfeni konstantni podél paprsku,
I(z, pu) = const, (6.1b)

coZ jsme jinym zpusobem ukazali v kapitole 2.1 jako nezavislost specifické inten-
zity na vzddlenosti od zdroje zareni. V prostiedi, kde je nulové jen opacita (y = 0)
a emisivita je nenulova (n > 0), m4 rovnice pfenosu tvar

dl(z,p)
=0 n(z, w) (6.2a)

jejiz feSenim v intervalu (0; z) je

Iz ps) = 1(0,1) + / () d/f’

(6.2b)
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6. FORMALNI RESENI ROVNICE PRENOSU ZARENI

Toto feSeni je velmi blizké feSeni rovnice pfenosu zafeni v opticky tenkém pro-
stiedi (7 < 1), coz je napiiklad prostfedi planetdrnich mlhovin. Vztah (6.2b) se
také Casto pouZziva pro priblizné urCeni emise z okolohvézdného nebo mezihvézd-
ného prostiedi. Nutnou podminkou pro takové feseni je ale zanedbatelnd absorpce.

Pokud je v prostfedi nenulové opacita (y > 0) a nulova emisivita (n = 0),
dostaneme s vyuzitim definice optické hloubky (3.22) vztah

df
(7, 1) = I(r, 1) (6.32)
dr
jehoz reSenim je
(0, 1) = I(7, 1) exp (—%) (6.3b)

coz popisuje zeslabeni zafeni pii prichodu od mista s optickou hloubkou 7 do
mista s optickou hloubkou 0. Typickym prikladem pouZiti je zeslabovani zareni
pfi prichodu zemskou atmosférou.

V ptipadé, Ze jsou opacita i emisivita nenulové, feSime v planparalelnim pro-
stfedi rovnici (3.15),

dl(7, p
p T 1o )~ S (3.15)
T

Resenf této rovnice najdeme nejjednoduseji jejim vyndsobenim integraénim fak-
torem exp (—7/p). Po tpravé dostaneme

e (1)) LS (1)

dr 1

1

Rovnici zintegrujeme od vétSiho 75 k mensSimu 7

— T2 t— dt
I(r1, ) = I(72, 1) exp (—Tz . Tl) +/ S(t, p) exp (— Mﬁ) 6

Prvni ¢len na pravé strané popisuje ziedéni zareni vychdzejiciho z mista 7, ab-
sorpci mezi misty 7o a 7, druhy Clen popisuje zdfeni vzniklé mezi misty 7, a 7
sniZené o tu Cast, kterd se pfi jeho cesté do 7, absorbuje.

Limitnim pifipadem, ktery lze pouZit pro popis hvézdné atmosféry, je pii-
pad 7, = 0, 7» — oco. Rikdme mu polonekonecnd atmosféra (semi-infinite at-
mosphere). V tomto pfipadé pfejde rovnice (6.4) na tvar

& d
10, 1) = /0 S(t, ) exp (—5) f (6.5)
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6. FORMALNI RESENI ROVNICE PRENOSU ZARENI

Tato rovnice vyjadiuje specifickou intenzitu zéfeni, které vychédzi ve sméru p z po-
vrchu polonekonecné atmosféry.

Zajimavy vysledek dostaneme, pokud miZeme aproximovat vydatnost pomoci
linedrniho vztahu S (7) = a + br.Predpokladdme, Ze S nezavisi na sméru. Dosa-
zenim do (6.5) dostaneme jednoduchy vztah

I(0,u) =a+bu=S(T=p) (Eddingtonova-Barbierova relace), (6.6)

z n¢hoZ napiiklad vyplyvé, Ze intenzita vystupujiciho zafeni v kolmém sméru
(v = 1) z planparalelni atmosféry je rovna vydatnosti v jednotkové optické hloubce
(7 = 1). Eddingtonova-Barbierova relace nabizi pro fadu pfipadd vhodnou apro-
ximaci intenzity vystupujiciho zéreni.

Poslednim zjednoduSenym piipadem, ktery v této €asti zminime, je zafeni vy-
chézejici z konec¢né homogenni vrstvy. V celé takové vrstvé mlizeme psat S =
const. Potom pro 7, = T' (T' < oo je celkova opticka tloust'ka vrstvy) a3 = 0
dostaneme z rovnice (6.4) pro zafeni vystupujici ve sméru p = 1

10,1) =S (1—eT) (6.7)

Pro opticky tenkou vrstvu (7" < 1) je 1(0,1) = ST, coz je v souladu s faktem, Ze
vydatnost vyjadiuje pocet fotontli vyzarenych na jednotkovou optickou hloubku
(viz 3.29). Pro opticky tlustou vrstvu (7" > 1) je I(0, 1) = S, intenzita se saturuje
na hodnoté S, protoze prakticky vSechny fotony vyzarené na optickych hloubkach
vétsSich nez 1 jsou absorbovédny a ven se dostanou jen ty, vyzarené na optickych
hloubkdch mensich nez 1.

6.1 Difazni pribliZeni

Ve velkych hloubkdch hvézdné atmosféry je opacita velmi velka a pravdépodob-
nost absorpce zafeni ma hodnotu blizkou jedné. Pole zafeni je témérf izotropni.
Prostiedi je blizko termodynamické rovnovaze, takze miZeme uvazovat vydat-
nost odpovidajici termdlnimu zafeni, S, — B,. Pro zjednoduseni budeme hledat
feSeni pro planparalelni atmosféru, coZ je pro uvedené fyzikalni podminky vhodné
pribliZeni. Budeme hledat feSeni v misté o optické hloubce 7,,. NapiSeme Taylorav
rozvoj S, prot, > 1,
x  an n
St =y YB e — )" (6.8)

n
dr? n!

n=0
ktery dosadime do formélniho feSeni (6.4) pro 7, = 7, a 72 = 00. Pro specifickou
intenzitu zdfeni tak dostaneme

= ,d"B dB, d2B,
L(7,p)=> p = Bun) T + 1 T2t (6.9a)
n=0 v v v
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6. FORMALNI RESENI ROVNICE PRENOSU ZARENI

Reseni ve form& rozvoje pro momenty intenzity zifeni dostaneme dosazenim
(6.9a) do vztaht (2.29), (2.32) a (2.34),

> d>"B 1d2B,
=B,(1,) + = 6.9b
nZ:OQ +1dr2n (T)+3d7'3 (6.90)
. 1 d*»tB, _1dB, 1d°B,
H, = = - 6.9
nz; 243 drzitl  3dn, | 5 drd (6.9¢)
=~ 1 da"B, 1 1d2B,
Kl/ i Bz/ 1 6. d
2;271—1—3 ar ~ 32t 5 (6.5d)

Ve velkych hloubkédch ve hvézdné atmosféie staci, kdyZz v rozvojich ponechdme
jenom Cleny nejnizsich radda,

dB,
L(1,, 1) = B,(1,) + 1t = (6.10a)
J, ~ B,(1,) (6.10b)
1dB,
% —_— .1
¥ 3dr, (6.10c)
1
K, ~ gB,,(Ty) (6.10d)

Py s~ 2

Z rovnic (6.10) vyplyva, Ze se stfedni intenzita ./, blizi rovnovadzné hodnoté zafivé
energie B, a Ze pole zafeni je témér izotropni, nebot’ Eddingtoniiv faktor (2.43)

1
K 2, 6.11
fl/ 3 ( )

Pro Eddingtoniiv tok (2.32) miiZeme podle rovnice (6.10c) psat

1dB, 11dB, (1 1 dB, ) dT

HI/:_ =
3x, dT" ) dz

6.12
3 dr, 3x, dz ( )

Rovnice (6.12) ma formalné tvar rovnice pro vedeni (konduktivitu), v tomto pfi-
padé se jednd o vedeni zafeni. Clen na pravé strané v zdvorce lze povazovat za
koeficient zafivé vodivosti (zafivou konduktivitu). Integraci rovnice (6.12) pies
frekvence dostaneme pro celkovy Eddingtonuy tok v difiiznim pribliZeni

*° *11dB,dT 1dT [~ 1 dB
H = H,dv = — - dv=——— ——Zdv. (6.13
/0 g /0 3x, dT" dz v 3dz J, x» dT . )

Zavedeme Rosselandovu stiedni opacitu X p vztahem

1 dB_/OO 1 dB,
Yrdl )y x dT

(6.14)
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a dosazenim do (6.13) dostaneme

1 1dB\ dT
H—-_ (=222 6.15
Protoze vidime hvézdu, zafeni sméfuje k ndm a tok H > 0. Ze vztahu (6.15) musi
byt d7'/dz < 0, vzhledem k orientaci osy z musi teplota smérem dovniti hvézdy
rust.

Rosselandova stfedni opacita urCuje v difizni aproximaci teplotni strukturu
hvézdné atmosféry. Vztahem

d7_'R = —)_(RdZ (616)

definujeme Rosselandovu optickou hloubku, ktera se hojné vyuziva jako neza-
visld proménnd v modelovani hvézdnych atmostér.

6.2 A\ operator

V piipadé¢ planparalelniho prostiedi, kde je jedna okrajovd podminka vyjadiena
pro optickou hloubku 7 — oo (polonekonecnd atmosféra, viz kapitola 3.5), mi-
Zeme fesSeni rovnice prenosu zafeni v bodé 7,, podél paprsku definovaného sméro-
vym kosinem g vyjadfit pro oba proti sobé jdouci sméry + ve tvaru

> t—m,\ dt
II/(TV7M) = / Su(t) exXp <_ ,uT ) 7 pro u >0

L,(7, 1) =/ S, (t) exp (—t — T”) a pro u <O0.

0 —H

Dosazenim (6.17) do defini¢niho vztahu pro stiedni intenzitu zafeni v rovinné ge-

ometrii (2.29) (4. integraci pfes vSechny sméry ) dostaneme Schwarzschildovu

rovnici odvozenou Karlem Schwarzschildem (viz Mihalas 1978, rovnice 2.57,
Hubeny and Mihalas 2014, rovnice 11.108)

(6.17)

J,(7,) = % /OOO S, () Ex ([t — 7,]) dt (6.18)

Funkce Fi(x) = fol e~/*du/p je specidlni piipad n-té exponencidlni inte-
grdlni funkce (exponential integral, viz Pfiloha A.1, rovnice A.1)!

E.(x) = / e T dt, n=123,...
1

'V plivodni némecké préci Schwarzschild (1914) oznacuje exponencidlni integralni funkci K,

Vv

(Schwarzschild, 1966) pouZivéd soucasné znaceni E,, a ndzev exponential integral.
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pro n = 1 a substituci ¢t = 1/u.Rovnici (6.18) muzeme formalné zapsat jako

Jo(1v) = A [S0(1)], (6.19)
kde
AJﬂm=§A§&W—mvww. (6.20)

Tento operator zavedli Kourganoff and Busbridge (1952, rovnice 11.12), nazyva
se A operdtor a prevadi zdrojovou funkci (vydatnost) na stfedn{ intenzitu zatfeni.
To je zékladni zavedeni A-operatoru, kde 7, v indexu znadi prechod od funkce
proménné ¢ k funkci proménné 7,,. Tento plivodni vyznam indexu, ktery Kourga-
noff and Busbridge zavedli, se vSak vytratil a v soucasné dobé se pisSe v indexu
u operatoru A frekvence v, ktera spiSe vyjadiuje monochromati¢nost A operatoru,
smérovy kosinus p oznacujici smér Siteni zareni, pripadné se nepiSe index Zadny.
Nékdy se pouZzivaji 1 jiné formy, které prevadéji vydatnost na specifickou inten-
zitu, ptipadné na intenzitu (specifickou nebo stfedni) integrovanou pies néjaky
frekvencni interval, nejCastéji pres spektrdlni caru.

Operdtor A, pro pienos zédfeni ve sméru ;. odpovidajici rovnici (6.17) (pfevod
vydatnosti na specifickou intenzitu zafenf) zavedeme rovnici

L(1y, 1) = I, = Apu[Su(T)]. (6.21)

Integraci tohoto operatoru pres thly dostaneme operator A, ktery byl zaveden
rovnici (6.20),

mvvnzi/Awumhm 6.22)

Zde jsme pouzili vySe diskutované a Castéji pouzivané oznaceni A, = A, . Stiedni

intenzita integrovana pres profil spektralni Cary je

jZ/m@JAV:AWL (6.23)
0

kde je zaveden frekvencné stiedovany A operator

Alf] = /0 N oA\, [f] du. (6.24)

Zjednodusené feceno, za A-operdator 1ze povazovat kazdy operator, ktery nam pie-
vede vydatnost na stfedni nebo specifickou intenzitu zareni.
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Ostatni operatory Podobné jako A-operator prevadi vydatnost na stfedni inten-
zitu, mizeme definovat operatory, které budou z vydatnosti vytvaret tok nebo tlak
zafeni (K -integral). Nejdrive vyjadiime zavislost F), (2.49) na vydatnosti jako

Fy(r) =2 / TS (Bt — ) dt— 2 / VS By(r — )t (625)
Ty 0

(viz Milne, 1930, &4st ¢, rovnice 163)?. Podobné zdvislost K, (2.34) na vydatnosti
1ze vyjadrit jako

1

Ko(n) =5 /0 S () Es ([t — ) dt. (6.26)

Funkce F» a E5 jsou také exponencidlni integralni funkce (viz Pfiloha A.1). Rov-
nicim (6.25) a (6.26) se iikd Milneho rovnice. Miizeme definovat operatory @, a
X,

B f0) =2 [ FOB( - n)dt =2 [ fOE-nd 627

X (0] =3 | SOF (=) a (6.28)

Operatory A, ® a X jsou podrobné rozebirany v knize Kourganoff and Busbridge
(1952, kapitola II) a prevadéji vydatnost na astrofyzikalni tok

F,(1,) = @, [S,(1)] (6.29)
nebo na tlak zareni (K-integral)
K, (1) =X, [S.(t)]. (6.30)

Hubeny and Mihalas (2014) pouzivaji misto oznaceni X oznaceni =.

Pravdépodobnostni interpretace Schwarzschildovy rovnice (6.18). Na rozdil
od makroskopického popisu zaloZeného na vyuziti statistické stfedni veliCiny /,
kterd popisuje chovani souboru fotond, je pravdépodobnostni popis vyuziva po-
pisu toho, co se déje s jednim fotonem, s jakou pravdépodobnosti je absorbovan,
emitovén a rozptylovén.

Predpokladejme, Ze v misté s optickou hloubkou 7 = 0 ma specifickd inten-
zita hodnotu 7(0). Budeme-li déle ptedpoklddat prostiedi, které pouze absorbuje,

2yiz také Milne (1966)
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je specifickd intenzita v misté 7 ddna vztahem (6.3a) I(7) = I(0)e 7. Potom
pravdépodobnost, Ze foton neni absorbovan mezi 0 a 7, je

p(r) =e". (6.31)
Pravdépodobnost, Ze foton je absorbovan mezi 0 a 7, je podobné
Pa(T) =1—¢€". (6.32)

Pro velmi malé optické vzdalenosti 7 < 1 miZeme pouzit Taylorv rozvoj rov-
nice (6.32). Pro pravdépodobnost, Ze foton je absorbovéan, dostaneme s presnosti
do 1. fadu

pa(07) = I (6.33)

Vynasobenim pravdépodobnosti ze vztaht (6.31) a (6.33) dostdvame vztah pro
pravdépodobnost, Ze foton proleti optickou vzdalenost 7 a potom je mezi misty 7
a7 + dr pohlcen vztah

p(T)pa(d7) = p(7)dr = €7 d7. (6.34)

Je-li v planparalelni atmosféfe foton vyzédfen v 7 = 0 do sméru u, pak pravdépo-
dobnost, Ze je absorbovan v oblasti (7,7 + d7), je

d
p(T)dr = exp (_Z) = (6.35)
w) W
Integraci vztahu (6.35) ptes v§echny sméry p dostdvame
1
d
p(r)dr = / exp (—I) = dp = Ey(7) dr, (6.36)
0 oy I

kde p(7) d7 vyjadiuje celkovou pravdépodobnost, Ze foton Sifici se libovolnym
smérem 0 < p < 1 je pohlcen v intervalu (7,7 + d7). E;(z) je prvni exponen-
cidlni integralni funkce (rovnice A.l). Tato funkce tedy v rovnici (6.18) udava
pravdépodobnost, Ze vyzafeny foton (jejich pocet je imérny vydatnosti S — viz
rovnice 3.29) leti mezi t a T a je potom v (7,7 + dr) pohlcen.

6.3 Numerické reSeni rovnice prenosu zareni

V tadé€ piipadd, zejména pokud chceme feSenim rovnice pienosu zafeni ziskat
teoretické spektrum, které chceme porovnat s pozorovanym, nevystac¢ime s ana-
lytickym feSenim rovnice pienosu zéfeni. Jako pfiklad si vezméme rovnici pre-
nosu zareni v planparalelni geometrii (3.27). Pfenos zaifeni mezi body 7, a 71 Ize
v planparalelni geometrii vyjadfit pomoci rovnice (6.4). Tato rovnice se fesi Casto
numericky. V dal§im se budeme zabyvat numerickym feSenim rovnice prenosu
zafeni.
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6.3.1 Diskretizace rovnice prenosu zareni

Pfi numerickém feSeni rovnice prenosu zareni je diskretizace nevyhnutelnd. Dis-
kretizaci pouzivame hlavné pro vyjadieni diferencidll i integrali. Jednim ze za-
kladnich vypocti pri riiznych Castech feSeni rovnice prenosu zdfeni je vypocet
uritého integralu néjaké funkce f () v mezich od a do b, ktery se numericky fesi
jako soucet funkénich hodnot ve vybranych bodech z; (a < x; < bt =1,...,1)
vyndsobenych kvadraturnimi vahami w;,

b I
/ f(z)dz — szf(%) (6.37)
@ i=1

Jak kvadraturni vahy, tak i vybér bodi z; jsou pro pfesnost vypoctu klicové. Je
treba je zvolit tak, aby vysledny soucet co nejpresnéji odpovidal hodnot€ integralu.
Pro zptesnéni vypoctu je kvadraturni vdhy vhodné normalizovat. Dosdhneme toho
dosazenim funkce f(z) = 1 do (6.37). Spocteme

Sr=> w (6.38)
i=1
Pokud S; # b — a, podé€lime vSechny hvadraturni vahy hodnotou S7,
W;
s = 6.39
w7y (6.39)

Problematika pfesnych numerickych vypocti integrdlii je podrobné studovana
v monografiich o numerické matematice.

Pfi feSeni rovnice prenosu v diferencidlnim tvaru pouzivame diskretizaci pro
vypocet derivaci. Jako pfiklad si uvedeme nejjednodussi diferencni vyjadfeni prvni
derivace funkce f(x) v bodé z;,

df(z) B fira(z) — fi(x)_

dz P Tip1 — T4

(6.40)

Existuje fada presnéjSich formuli, které 1ze nalézt v monografiich vénovanych
numerické matematice.

6.3.1.1 Prostorova diskretizace

Prostorova diskretizace pro numerické vypocty se provadi s ohledem na to, jak se
méni vlastnosti prostiedi v prostoru.

V jednorozmérném piipadé (planparalelnim nebo sféricky symetrickém) se
jednd o hloubkovou diskretizaci nezdvislé proménné z. Prostredi (hvézdnd atmo-
sféra, mlhovina) je reprezentovano pomoci D hloubkovych bodt vhodné rozdé-
lelnych tak, aby co nejlépe popisovaly dané prostiedi. Pro stabilni feSeni rovnice
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prenosu zafeni v atmosféie, kterd je v hydrostatické rovnovaze, je vhodné volit
diskretizaci ekvidistantni v In 7, ale pro kaZdou frekvenci. Obecné je pro kazdou
frekvenci jind Skéla optickych hloubek (3.22), protoze opacita je v kazdé frekvenci
jind. Idedlni by tedy bylo pouZit pro kazdou frekvenci jinou hloubkovou diskreti-
zaci. To ovSem narazi na jiny problém. Kdybychom v takovém piipad¢ chtéli spo-
Citat integrdl intenzity zafeni ptes néjaky frekvencni interval v dané hloubce, na-
priklad v integrovanych momentovych rovnicich (3.35) nebo pres profil spektralni
cary, neobesli bychom se bez prostorovych interpolaci témér pro kazdou frek-
venci. Abychom se této situaci vyhnuli, volime diskretizaci pro néjakou ,,stiedni”
optickou hloubku a tu pak pouZijeme pro viechny frekvence. Casto se pouZivd
Rosselandova optickd hloubka 75 (6.16), v nékterych piipadech i optickd hloubka
kontinua pro vlnovou délku A = 500 nm, pfipadné i pro jinou vlnovou délku.

Maticova reprezentace A-operatoru Pokud vyjadiime stfedni intenzitu pro
diskrétni hloubkové body, miZeme pisobeni A-operatoru (viz kapitola 6.2) vy-
jadrit pomoci maticové rovnice (D je pocet hloubkovych bodii)

Jl A171 ALQ e oo f ALD 51

J2 A271 AQ,Q ... AQ,D 52
= (6.41)

JD ADJ ADQ AD,D SD

A-operédtor miizeme zjednodusit na tzv. ptiblizny A-operdtor, o némz se zmi-
nime pozdéji (kapitola 12.2.2).

6.3.1.2 Uhlova diskretizace

Vzhledem k tomu, Ze rovnici prenosu zdreni vZdy feSime podél omezeného po-
¢tu paprskili definovanych smérovym vektorem n, je pfi vypoctu stiedni intenzity
(2.13), toku (2.19) a tenzoru tlaku (2.21) nutné integrovat specifickou intenzitu
ptes thly. V piipadé planparalelni geometrie feSime numericky integral pres p
(2.27). Podle (6.37) dostivame

1 M
[ 109dn %> wnd(n), (6.42)
-1 m=1

kde M je pocet smért, pro néZ zname specifickou intenzitu zareni. Musi platit
normaliza¢ni podminka, kterou ziskame z rovnice (6.42) pro I(u) = 1,

M
Sy = Z wy, = 1. (6.43)
m=1
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Pokud tato podminka splnéna neni a vysledkem souctu (6.43) je Cislo Sy # 1, je
nutné viechny kvadraturni véhy w,, nahradit vahami w,, /S);.

Sit M paprskii mize byt vybrana riznymi zptsoby. Pokud je onéch M pa-
prskil vybrano tak, aby hodnoty kosint p byly kofeny Legendreovych polynomi
fadu M (Gaussova-Legendreova kvadratura, viz naptiklad Hildebrand, 1974, ka-
pitola 8.5) vyslednd integrace je alesponl dvakrét presnéjsi nez v pripadé M li-
bovolnych smérid. Nevyhodou miZe byt pevné zadani smért, v nichZ se rovnice
prenosu zéreni resi. V pripadé, Ze neni mozné vyuzit Gaussovu-Legendreovu kva-
draturu, je moZné pouZit libovolné sméry a integrovat lichobéznikovou metodou.

cvv s

6.3.1.3 Frekvencni diskretizace

Podobné jako v pripadé dhlové diskretizace je vhodné zavést frekvenéni diskreti-
zaci (tj. zvolit frekvenéni body v,,,n = 1,..., F) tak, aby co nejlépe vystihla op-
tické vlastnosti protiedi. Zékladni rysy frekvencniho spektra, které je tfeba vhod-
nou diskretizaci popsat, jsou dany zdvislosti opacity y a emisivity 7 na frekvenci
v. Tato zévislost pak urCuje 1 zdvislost intenzity zafeni / na frekvenci. Pfechody
v kontinuu (rozptyl na elektronech, volné-volné pfechody) se s frekvenci méni
pomérné pomalu (malé dy/dv) a rovnomérné (0%y/0v? ~ 0). Tim jsou malé
i zmény intenzity zafeni I s frekvenci v (malé 01 /Jv). Ionizace a rekombinace
maji pro vétsinu frekvenci rovnéZ malé a rovnomérné zmény (malé 0y /Ov a malé
d?x/0v?), ale v piipad€ ioniza¢nich hran se opacita (a tim i intezita zdfen{) mén{
skokem. Cdrové piechody se vyznatuji velkou zménou opacity (velké dy /Ov)
v tizké &ate. Casto lze viak sp&$né vyuzit fakt, Ze spektralni &ary byvaji syme-
trické vzhledem ke své centrdlni frekvenci a feSit rovnici prenosu jen v pilce
spektralni Cary.

Zavislost derivace 0y /0v na frekvenci v urCuje vhodné rozdéleni frekvenc-
nich bodd. Pokud se opacita méni rovhomémé (9?y/dr* = 0), miZeme frek-
vencni body volit prakticky ekvidistantn&. S ohledem na skute¢nost, Ze |0%y /Ov?| >
0, je vhodné diskretizace ekvidistantni v In . Pokud vsak je |0?x/0v?| > 0, mu-
sime volbu frekven¢nich bodi pfizpisobit funkci y(v) tak, aby ptipadné integro-
vani pres frekvence mélo co nejmensi chybu.

Pro integraci pres frekvence je nejvhodnéjsi lichobéZznikovd metoda, protoze
minimalizuje pocet nutnych frekvencnich bodii. UmoZiiuje ndm je rozmistit jen
tam, kde je jich tfeba.

integrace ptes profil Cary

[ee} Vmax il
/ J(v)dv ~ / J(v)dv =~ Z Wy J (V). (6.44)
0 Vmin n=1
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normalizace profilu Cary

F
Sp=Y w,=1. (6.45)
n=1
pro Sg # 1: w, — w,/Sp

6.3.2 Dlouhé a kratké charakteristiky

Dlouhé charakteristiky V metodé dlouhych charakteristik se fesi rovnice pie-
nosu zafeni podél paprskili prochdzejicich celym prostfedim (od okraje k okraji).
V pripadé€ planparalelni geometrie je pro dany paprsek thel # mezi smérem $ifeni
zéfeni n a polohovym vektorem r = (0,0, z) konstantni. Pro sféricky symet-
rickou geometrii mé kazdy paprsek jistou vzdalenost p od stiedu symetrie. Tato
vzdalenost se nazyva impact parameter (Hummer and Rybicki, 1971). Rovnici
prenosu zafeni pak feSime podél jednotlivych paprski s riznym p, pficemz thel ¢
mezi smérem Sifeni zéfeni n a polohovym vektorem 7 se méni podél paprsku.

Kratké charakteristiky PouZiti metody dlouhych charakteristik ve vicerozmér-
nych ptipadech, byva ¢asto nevyhodné. Pokud jsou hodnoty zdkladnich promén-
nych atmosféry definovdny numericky pomocf sité, dlouhd charakteristika vycha-
zejici z uzlového bodu Casto “mine” vétSinu dalsich uzlovych bodu, takze pro po-
kraCovani integrace podél paprsku musime velmi Casto interpolovat. Podobné mu-
sime interpolovat, chceme-li zjistit hodnoty intenzity v uzlovych bodech. Pomoci
kratkych charakteristik, které jsou celé obsaZeny jen v jedné buiice ohrani¢ené
uzlovymi body, miZeme mnozstvi interpolaci vyznamné snizit. UZiti kratkych
charakteristik znamena pouZiti pouZziti rovnice (6.4) na “kratkych” intervalech.

6.3.3 Integralni metody

Pomoci rovnice (6.18) vyjddifime feSeni rovnice pfenosu zareni pro stfedni in-
tenzitu .J, a zavedeme diskretizaci (viz kapitola 6.3.1) podle optickych hloubek
Ta,d = 1,..., D (D je celkovy pocet hloubkovych bodil). Vztah pro stiedni in-
tenzitu ziska tvar

1 oo
Jalra) = 5 / Eu(|t — 7al)S(8) dt. (6.46)
0
Vydatnost S(¢) mezi diskrétnimi body je tfeba interpolovat. MiiZeme pouZit line-

arni interpolaci (mezi body 74 a 74.1)

T —t t— T
S Ta <t < Ty (6.47)
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Linedrni interpolace neni pfili§ presnd, jeji chyba mize dosahovat nékdy az
75%. Presnéjsi moznosti je pouZziti kvadratické interpolace.
Rovnici (6.46) miZeme zapsat v maticovém tvaru

D
Ji=> AyS; (6.48)
j=1

Obecnou nevyhodou integralnich metod feSeni rovnice pienosu zéarfeni je velké
mnoZstvi vypocti exponenciél (ve ¢lenech obsahujicich exp(—AT)), coZ je sice
pfimocary vypocet, ale ndrocny na vypocetni Cas.

6.3.4 Metoda (nespojitych) konecnych prvka

Tato numerickd metoda, kterd je popularni v oboru fyziky pevnych latek, je v as-

v, o2

trofyzice velmi mdlo vyuZivand. Metoda vyuZivd hledani slabého feSeni rovnice
prenosu (viz napt. Kor¢akova, 2003).
ZapiSeme rovnici pfenosu jako

Au=f (6.49)
a budeme hledat Galerkinovou metodou slabé reseni

(Au, g) = (f, 9), (6.50)

kde g je libovolna integrovatelna (testovaci) funkce. Skalarni soucin funkei u a v
je definovén jako (u,v) = [w(x)v(x)dz. ReSeni hleddme v kone¢né dimensio-
ndlnim podprostoru Vi ve tvaru

K

ug =Y apfy. 6.51)

k=1

Pro toto feSeni musi platit
(Aug — f, ) = 0, (k=1...K). (6.52)

Funkce ¢}, jsou bazové funkce podprostoru V. Zvolime-li jako bazové funkce
funkce s kompaktnim nosi¢em, dostaneme tzv. metodu kone¢nych prvki.

Au—f =0, ale Aug — f = Aug # 0. Metoda nespojitych konecnych prvkia
zapocitava i rozdil Aug a dovoluje nespojitou funkci ug.
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Jednorozmérna staticka rovnice prenosu Intenzitu mezi body d a d + 1 vyja-
difme jako

Zd+1 — R Z — Zq
I(2)= """ Lg+ ——"" D, (6.53)
Zd+1 — ”d Zd+1 — Ad
kde bazové funkce jsou
Zd —Z
Zd+1 — <d (6.54)
Z — Zq :
Wogi(z) = — =
Zd+1 — ”d

Resime pro nezndmé€ [, g a I3 441.

6.3.5 Feautrierova metoda

Resenim rovnice pienosu zéfeni se hodnota specifické intenzity I, . ziskd vzdy jen
v jednom sméru. Existuje ale i snadnd moZnost, jak ziskat feSeni rovnice pfenosu
zateni soucasné v proti sobé jdoucich smérech. Rovnici prenosu zafeni mizeme
prevést na rovnici druhého fadu (viz Schuster, 1905) a fesit diferenciaci podle
Feautriera (1964). Zde uvedeme postup pro planparalelni statickou atmosféru a
monochromatickou rovnici pfenosu zéareni.
Zavedeme proménné j,,, a h,,, pomoci vztahi (pro 0 < p < 1) 3

— [ (+p,v) + 1 (=p,v)] (6.552)

ju,u =

h

I (+p,) = I (=p,v)] (6.55b)

DO = BN

v

Sectenim (3.15) pro +u a —p dostaneme s vyuZitim (6.55)

dh, ,
M dTM = Jvp — S, (6.56a)
LT (6.56b)
dr, s

Derivovanim rovnice (6.56b) podle 7, a nislednym dosazenim z (6.56a) dosta-
neme rovnici druhého fadu pro proménnou j,

= juu - Sm (657)

SProménné se nékdy znali u a v. Proménnym se b&zné iikd Feautrierovy proménné, i kdyz
je Schuster zavedl o hodné let diive (1905). Feautrier (1964) je pouzil k formulaci numerické
metody feSeni rovnice pienosu zafeni. Oba autofi je znacili odliSné od znaceni pouZitého zde,
Schuster pouZil oznaCeni A a B a Feautrier J a F'.
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kterou budeme nazyvat Schusterovou rovnici prenosu zareni druhého fadu (viz
Hubeny and Mihalas, 2014, kapitola 11.6).

Okrajové podminky Rovnici (6.57) feSime mezi optickymi hloubkami 7, (nej-

niz$i hodnota) a 7, (nejvyssi hodnota). Horni okrajovou podminku rovnice (3.15),

[(—/,L, v, 7-min) = Iz_/lu 0 S ¥ S 17 (658a)

ktera vétSinou definuje zafeni dopadajici na hvézdnou atmosféru z vnéjSku, a dolni
okrajovou podminku téZe rovnice,

I(+40, v, Ty = Tonax) = I 0<u<l, (6.58b)

v

ktera popisuje zafeni prichdzejici do atmosféry z nitra hvézdy, prepiSeme pomoci
vztahtl [ (+p,v) = jyp + hoy al (—p,v) = juu — huy, které vyplyvaji z definice
proménnych (6.55). Dostaneme tak vztahy pro horni okrajovou podminku

= juu(Tmin) = ]_ (6593.)

a pro dolni okrajovou podminku

L djuu
dr,

= I7, — G (Tan)- (6.59b)

Tmax

Pro hvézdné atmosféry se Casto uvazuje nulové dopadajici zafent,

I =0, (6.60)

v
a difuzni pribliZeni na spodnim okraji,
dB,

[zju = By (Timax) + p ar,

(6.61)

Tmax

Pro pripad symetrické vrstvy miizeme stanovit hranic¢ni podminku ve stiedu sy-
metrie, kde je h,,(7) = 0. PoloZime-li 7 = 7ma, mdme okrajovou podminku

_0 (6.62)

Dile se problém diskretizuje a fe$i numericky (viz Ptiloha C.1).
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Kapitola 7

Prenos zareni s obecnou vydatnosti

V této Casti se zaneme zabyvat zobecnénim rovnice pienosu pro piipady, kdy pfi
feSeni rovnice pfenosu nezname vydatnost (opacitu a emisivitu), protoZe néjakym
zpusobem zavisi na poli zafeni. V této kapitole se podivame na vliv rozptylu na
pohyb fotonu v prostfedi a na to, jak zapocteni rozptylu ovlivni rovnici pfenosu
zafeni a jaké madme mozZnosti feSeni rovnice prenosu zafeni s rozptylem. Pozdéji

(v kapitole 11) se budeme zabyvat slozit€jsi zdvislosti vydatnosti na poli zafeni
pres ronice kinetické rovnovahy.

7.1 Vydatnost spektralni ¢ary

Odvodime si nyni vztah pro vydatnost (zdrojovou funkci) spektrdlni ¢ary. Opacitu
miZeme se zahrnutim stimulované emise jako zaporné absorpce zapsat jako

_hl/
C Arx

kde ¢(v) je absorpéni profil a 1/*™ (1) je profil stimulované emise. Obecné mohou
byt tyto profily rozdilné. Emisivitu v ¢afe miiZeme zapsat jako

hv

n(v) = Elepont(V)nuAuz, (7.2)

kde ¢*P°" (1) je profil spontdnni emise, ktery se obecné opét muze 1isit od ab-
sorpcniho profilu i od profilu stimulované emise. Vydatnost v ¢afe S, dostaneme
jako podil emisivity a opacity

U wspont(y)nuAul
S V)= — = - .
L( ) Xv ¢(V)nlBlU - ¢Stlm(y)nuBul

V ptipadé¢ neprilis intenzivniho pole zédfeni (coz je pfipad béZnych hvézdnych at-
mosfér) jsou emisni profily pro spontidnni a stimulovanou emisi stejné (Cooper

x(v) (6(w)mBuy — ™™ (v)ny Bur) (7.1)

(7.3)
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et al., 1983), P (v) = o™ () = 9)(v). Pokud navic dochdzi k tplné redis-
tribuci zafeni ve spektrdlni ¢afe (5.90c), jsou stejné i absorpcni a emisni profily,

¢(v) = 1b(v), pak

Ny Aul 2hv} 1
Sp = =—" 7.4
L nlBlu - nuBul C2 nigu, 1 ( )
nyugi
Tento vztah prejde na Planckovu funkci (rovnovédzny stav), pokud plati
Ty, Gu thu
Ju_ Ju — . 7.5
" gzexp( kT) (7>

Tento vztah je splnén nejen v pripadé termodynamické rovnovéhy, kdy obsazeni
hladin n; a n,, maji rovnovdzné hodnoty n; a n}, ale miize byt splnén i pro obecné
nerovnovazné hodnoty n; a n,. V tom ptipadé nékdy fikdme, Ze hladiny / a u jsou
vuci sobé v (lokélni) termodynamické rovnovaze. Typickym prikladem jsou hla-
diny, jejichZ excitacni energie maji vzdjemné blizké hodnoty, nebo hladiny s exci-
tacnimi energiemi blizkymi ionizacni energii.

7.2 Rovnice prenosu zareni s rozptylem

Zahrnuti rozptylu vnasi do rovnice pfenosu zafeni Clen, ktery je pfimo zavisly na
intenzité zareni. Pfi rozptylu nedochdzi ke zniceni fotonu jako naptiklad pii pravé
absorpci, ale mize se jeho ménit frekvence v i smér n.

» celkovd opacita y = Kk + o

k — absorp¢ni opacita (bez rozptylu)

o — opacita rozptylu
« celkova emisivita n = n'" + n°

n*® — termdlni emisivita (bez rozptylu)

n° —rozptylova emisivita

* rovnice prenosu bez casového ¢lenu
n-VIi(r,nv)=—[k(r,nv)+o(r,nuv)l(r,n,v)

+ 0™ (r,n,v) +n°(r,n,v) (7.6)

emisni koeficient rozptylu (rozptylovéd emisivita)
1 o -
S (r,n,v) = 4—}[ dw’/ dV'R(n',V;n,v)I(r,n' V) (7.7)
T 0
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* z4visi na poli zareni

« redistribuéni funkce R(n/,v; n, v) — pravdépodobnost rozptylu (n/, ') —
(n,v)

* nerelativisticky pfipad = mlzeme rozdélit
R(n',vin,v) =a(r,/)g(n',n)R(V;v) (7.8)
o(r,v') — opacita rozptylu

g(n/,n) —dhlova redistribu¢ni funkce

R(V';v) — frekvenéni redistribu¢ni funkce

Uhlovi redistribuce zafeni podrobné v knize Chandrasekhar (1950)

pro zjednoduSeni piedpokldddme frekvencné koherentni rozptyl
R(n/,v;n,v) =0o(r,v)gn',n)j(v— 1)

rozptylova emisivita

S , , dw’
n>(r,n,v)=oc(r,v) ¢ I(r,n',v)g(n',n) y (7.9)
rovnice prenosu zifeni (z (7.6))
n- V[(r,n,y) 7y [K;(’rjn’y) +O'(T',l/)][(’l",’n,,V) _nth<r7nay>
d /
— g(r,u)%f(r,n’,l/)g(n',n) 4w (7.10)
T

v pfipadé izotropniho rozptylu (g(n',n) = 1)

n-Vi(r,n,v)=—[k(r,n,v)+o(rv) I(r,nv) —n"(r n,v)

—o(r,v)J(r,v) (7.11)
Cisté rozptylujici prostredi
n-VI(r,n,v)=—o(r,v)[I(r,n,v)— J(rv) (7.12)

typicky priklad: rozptyl na volnych elektronech (kapitola 5.7.1)
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Frekven¢ni redistribuce zareni
pro izotropni rozptyl (g(n/,n) = 1)
z(1.8): R(n/,v';n,v) = o(r)R(V,v)
potom
n(r,v) = / o(r, V)R, v)J(r,v)dV/ (7.13)
0
R(V', v) — thlové primérovand redistribu¢ni funkce
odpovida vztahiim (5.91)

pro uplnou redistribuci — R(v/, v) = ¢(v')p(v)

) = o) [ " ol ) I (r, ) AV (7.14)
0
koherentni rozptyl — R(v/,v) = ¢(v')d(v — 1)
n(r,v) =o(r,v)J(r,v) (7.15)

typicky pfiklad: rozptyl ve spektrdlnich carach (kapitola 5.8)

7.2.1 Planparalelni rovnice prenosu zareni s rozptylem

Budeme uvazovat planparalelni rovnici prenosu zéfeni (3.15) s optickou hloub-
kou, kterd bude zahrnovat opacitu termalni absorpce «, i rozptylu o, (viz kapitola
5), dr, = —(k, + 0,) dz,

dl,,
# dr,

—1,- S, (7.16)

Budeme se zabyvat riznymi tvary vydatnosti .S,.

V jednoduchém piipadé lokdlni termodynamické rovnovahy (LTE — viz ka-
pitola 4.6 a pozdéji 11.1) bez rozptylu (x, = k,) ma vydatnost jednoduchy tvar
S, = B,. Opa¢nym extrémnim piipadem je Cisté¢ koherentni (frekvence se pfi
rozptylu neméni) izotropni rozptyl. V tomto pfipadé€ je vydatnost rovna

l/Jl/ 1 !
S, =2 g, = —/ L, dp. (7.17)
~1

o, 2

Rovnice pfenosu zatfeni s vydatnosti tohoto typu a jeji feSeni jsou podobné studo-
vany v knize Chandrasekhar (1960, kapitola III a dalsi).
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Kombinaci téchto dvou limitnich piipadi dostivame pripad tepelného (LTE)
zafeni spojeného s koherentnim rozptylem v kontinuu V tomto ptipadé obsahuje
vydatnost jak termdlni Clen, tak i rozptylovy Clen,

v VBI/ v JI/

g, = M _ fvby oy (7.18)
XV K“V _I_ 0-1/

Podil termdlni opacity k celkové opacité

Ky

&y = (7.19)

Ky + 0y
udava pravdépodobnost, Ze bude foton pohlcen (,,znicen’). Tento podil se nazyva
parametr tepelné vazby (thermal coupling parameter) nebo také pravdépodob-
nost zniceni fotonu (photon destruction probability). S timto parametrem ziska
vyraz pro vydatnost tvar

S,=e,B,+(1—¢,)J, (7.20)

Z tohoto vztahu vyplyva, Ze v ptipadé, kdyz prevlada tepelnd opacita a opacita
rozptylu je mald, je pravdépodobnost zniceni fotonu velka (¢, — 1) a vydatnost
se blizi své rovnovdzné hodnoté. Pokud prevlada opacita rozptylu, je pravdépo-
dobnost zniceni fotonu malé a vydatnost se bliZi vztahu (7.17)

Formalné zobecnime tento vysledek i pro pfipad rozptylu ve spektrdlni ¢are
(kapitola 5.8) na pozadi kontinua, které se formuje v LTE. Opacitu x, v tomto

pripadé mizeme vyjadrit jako
Xv = Xe t X1Pv, (7.21)

kde . je opacita kontinua (ionizaci, volné volnych pfechodi a rozptylu na elek-
tronech), x; je opacita ve stfedu Cary (nezdvisi na frekvenci) a ¢, je profil této
¢ary. Opacita kontinua . je pro frekvence v ¢ére prakticky konstantni, protoze
spektrdlni ¢ary jsou vetSinou velmi izké. Pro emisivitu v této Cafe plati, Ze Cast ¢
pochazi z termalnich procesu a ¢ast 1 —e z rozptylu v ¢are. Predpokladdme tplnou
redistribuci zafeni pfi rozptylu v ¢afe. Pro celkovou emisivitu miZeme psat

Ny = XcBV + X1¢V |:€B,, + (1 — 6)/ gbV/JV/ d]/:| (722)
0
Vztah pro vydatnost miZeme piepsat do tvaru podobného vztahu (7.20),
S, =&B,+(1-¢,) / Gy J AV (7.23)
0

kder = x./x1a& = (r+¢e¢,)/(r+ ¢,).
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Rovnice prenosu zafeni (7.16) je diky vydatnostem (7.20) nebo (7.23) inte-
grodiferencidlni. Jeji feSeni miZeme formdlné zapsat pomoci A-operatoru (viz
kapitola 6.2),

J(1) = A, [S)] = A [(1—e) L]+ As, [0 B (7.24)

Bez rozptylu (tj. kdyby €, = 1) by bylo fesSeni rovnice (7.24) jednoduché formalni
reSeni rovnice prenosu pro S, = B,. V opatném pripadé feseni (kdyZ ¢, < 1)
neni jiZ tak primocaré.

7.3 Termalizacni délka

Pro jednoduchost budeme zde uvazovat koherentni a izotropni rozptyl. Stredni
volnd drdha ¢, fotonu o frekvenci v je ddna prevracenou hodnotou absorpéniho
koeficientu Y, (viz kapitola 3.1.1),

1 1
b, =— = g (7.25)
Xv Ky Oy

Absorpéni koeficient y, se zde skladad z termdlni opacity «, a rozptylu g, x, =
Kk, + o0,. Po kazdém proletu stfedni volné dréhy je foton bud’ absorbovdn nebo
rozptylen. Po rozptylu foton pokracuje ve své cesté (obecné jinym smérem), po
absorpci svou cestu konci, protoZe jeho energie se nakonec prevede pomoci srazek
do tepelné energie (fikdme, Ze foton je termalizovdn). Nas bude zajimat celkova
sttedni drdha, kterou foton proleti, nez bude termalizovédn (viz také Rybicki and
Lightman, 1979, kapitola 1.7), kterou nazveme termalizacni délka.

Celkova drdha L, kterou foton proleti po /N rozptylech, je ddna vektorovym
soutem L = 25:1 £, kde £, jsou drahy mezi jednotlivymi interakcemi. V pii-
padé ndhodnych procesii bude prosta stfedni hodnota L nulova, nebot’ je to vektor
a v disledku vektorového séitani se jednotlivé drahy vzajemné odectou. Vezmeme
proto stfedni hodnotu L z kvadratd stfednich volnych drah (coZ odpovidd druhé
mocniné velikosti jednotlivych drah),

LP=(L) =) (€)+2) ) (- Ly).

m#

Pro izotropni rozptyl je stfedni hodnota vSech skaldrnich soucina (£, - £,,) nulova
a <£i> = (? (Ctverec stiedni volné drahy fotonu). Stiedni celkova dréha fotonu po
N rozptylech je tedy

L=VN¢. (7.26)
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Velic¢ina ¢, ze vztahu (7.19) vyjadfuje pravdépodobnost znic¢eni fotonu frekvence
v (pravdépodobnost absorpce). Celkovy stfedni pocet rozptyll je roven jeji pre-
vracené hodnoté, N = 1/¢,,. Celkové drdha fotonu o frekvenci v je

I P 1
\/EZ/ \/ Ry \/KV(RV + O-V)

Ky + 0,

L, (7.27)

Této vzdalenosti se kromé jiz zminéného ndzvu termalizacni délka fika také di-
fuzni délka nebo efektivni stfedni volna drdha fotonu. Vyjadiime-li termaliza¢ni
délku jako optickou vzddlenost 7}, dostaneme

1
Tth — fl}

To je termalizacni délka vyjddriend v jednotkdch stredni volné drdhy ¢, fotonu
o frekvenci v.

(7.28)

7.4 Primé metody reSeni rovnice prenosu zareni s roz-
ptylem

Pti feSeni monochromatické rovnice pfenosu zafeni s rozptylem se musime vy-
poradat se zahrnutim zévislosti vydatnosti (zdrojové funkce) na zafeni ze vSech
sméri (viz rovnice 7.20). V této ¢asti se opét omezime na feSeni rovnice pienosu
zafeni v planparalelnim pfibliZzeni.

Rovnici pfenosu zareni (7.16) diskretizujeme pro thlovou proménnou p. Zvo-
lime 2M + 1 hodnot pt,,, m = —M, ..., —1,0,1,..., M. Touto volbou m chceme
zdtiraznit, Ze budeme fesit rovnice prenosu pro proti soubé jdouci sméry. Hodnota
m = 0 bude odpovidat vodorovnému sméru pro p = 0). Rovnici pfenosu zareni
prepiSeme

dI (v, tim, 7))

=I(v, i, ) — S(v, 1), (7.29)
dr,

Hm

kde vydatnost (zdrojova funkce) je ddna (z 7.20)

M
Sw,m) =1 =) Y whI(V, pim,7) +Bu(7,). (7.30)

m=—M

V této rovnici byl integrdl specifické intenzity pres uhly nahrazen souctem (viz
kapitola 6.3.1). VeliCiny w#, jsou odpovidajici kvadraturni vdhy (6.44), které jsou
normalizovény k 1 (viz 6.43).
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Zékladni problém feSeni rovnice (7.29) je v okrajovych podminkéach. Rov-
nice prenosu zdreni je diferencidlni rovnice prvniho fadu, pro jeji feSeni v jednom
sméru staci jedna okrajovd podminka. Pro vypocet rozptylového integrdlu potie-
bujeme vSak znat zafeni prichdzejici ze vsech sméri. V piipadé 2M + 1 sméri je
to 2M + 1 okrajovych podminek. S vyhodou Ize vyuZit Schusterovy proménné
(6.55) a misto 2M + 1 rovnic prvniho fadu fesSit M + 1 rovnic druhého fadu.

Feautrierova metoda popsand v kapitole 6.3.5 prevadi rovnici pfenosu zareni
pro specifickou intenzitu /, kterd je prvniho fadu, na rovnici druhého fadu (6.57)
pro proménnou j (6.55a). Tim se jednim feSenim rovnice pfenosu zareni ziska z4-
feni prichazejici z protilehlych smért. Pro pfenos zafeni s termdlni absorpci a roz-
ptylem feSime rovnici (6.57) s vydatnosti, kterd zahrnuje rozptyl. Nejjednodussi
takovy pfipad je vydatnost zadana rovnici (7.18). Okrajové podminky mtzeme
pouZzit stejné jako v pfipadé formdlniho feSeni (6.59). Rozdil oproti formalnimu
reSeni tkvi v tom, Ze nyni musime feSit soucasné rovnice pro danou frekvenci a
riizné sméry p, které jsou vzajemné svazany pres stfedni intenzitu zafeni v roz-
ptylovém ¢lenu vydatnosti. Vice o numerickém feseni uvadi Piiloha C.1.4.

Rybickiho reSeni je specidlni metoda numerického feSeni rovnice prenosu za-
feni se zahrnutim rozptylu, kde se systém pretransformuje na feSeni pro stfedni
intenzitu zafeni v &afe J = [ ¢, J., (Rybicki, 1971). PouZitelnd je pro pomérné
Casty piipad dplné redistribuce zéreni v Cére.

7.5 Iteracni metody reSeni rovnice prenosu zareni
s rozptylem

Uziti iteranich metod pii numerickém feSeni rovnic je ¢asto velmi dobrou alter-
nativou k pfimému feSeni, kterd ma nizsi ndroky na pamét’ pocitace a Castokrat
byva i rychlejsi, i kdyz se vypocty opakuji po n€kolik iteraci.

7.5.1 A iterace

Jednoduch4 iteraéni metoda se ptimo nabizi z rovnice (7.24) (zéavislost na hloub-
kové proménné T nebudeme uvadeét),

Jy =A [SV] =A [(1 - 6V) Ju] + A [51/Bu] . (731)

V iteraénim postupu budeme stiidavé uréovat stiedni intenzitu ./, a vydatnost S,,.
Jako tdvodni itera¢ni hodnotu pro pole zaieni vezmeme Planckovu funkci

JO B (7.32a)

14
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V prvni iteraci ur¢ime stfedni intenzitu s vyuZzitim (7.31) jako

IV =A[(1-e)J"] +Ale,B,). (7.32b)

v

Zobecnénim této rovnice pro n + 1. iteraci dostaneme
JID = A(1—,)JM] + Ale,B,)]. (7.32¢)

Tomuto postupu urcovani stfedni intenzity fikdme Lambda iterace. Tato metoda
konverguje ke spravnému feseni. Rychlost konvergence je mozné méfit pomoci
odchylek od spravného reSeni, které se musi dostateCné rychle zmenSovat. Pro-
toZe béhem iteracniho postupu spravné feseni jeSté nezndme, standardni kritérium
konvergence pouZzivané v téchto iteraCnich metodach je, Ze zména iterované veli-
¢iny mezi po sobé€ ndsledujicimi iteracemi je velmi (dostatecné) mala, tj.

zSTH_l) . J(n)

()” < 1. (7.33)
J]/n

Iterani postup muzeme misto iterovani stiedni intenzity ./, pomoci vztaht
(7.32) vyjadrit pomoci iterovani vydatnosti .S,. Pokud do rovnice pro vydatnost
(naptiklad 7.20) dosadime za J, vyjaddieni pomoci lambda operatoru, dostaneme
rovnici

S, =1 —¢,)A[S,]+¢e,B,. (7.34)
s jejiz pomoci mizeme zavést iteracni postup pro vydatnost S,
SO =p
. (7.35)

Si) = (1—¢,) A [SSV] +&,B,.

v
Jako kritérium konvergence pouZijeme stejny vyraz jako v piipadé stiednich in-
tenzit,

S£n+1) . S[En)
Gl

Pro tento pfipad se bliZze podivame na rychlost konvergence A-iterace. Vyjadiime
S, 2 (7.34),

Sy=[—(1=e)A " [&B)]. (7.37)

< 1. (7.36)

Rozvineme operitor [1 — (1 — &,)A] "' v fadu,
[1—(1—¢,)A " =

~l4+1—e A+ (1=, A%+ ... +(1—g)"A"+...
m( JA+( ) ( ) (7.38)

=) [A—e)Ay

1=0
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Nyni miZeme zapsat hodnotu vydatnosti po n-té iteraci vztahem

n

SM=>"(1-e) A [5,B,)] (7.39)

v
1=0

Pokud je (1 —¢,) < 1, coz je v ptipadé€ slabého rozptylu, zmény pfi jednotlivych
iteracich rychle klesaji a itera¢ni procedura konverguje. Naopak pro (1 —¢,) ~ 1,
coZ je v pripadé silného rozptylu, jsou zmény pfi jednotlivych iteracich zhruba
stejné (byt’ malé), iteracni procedura se stabilizuje a ke konvergenci je tfeba ex-
trémné velikého mnoZstvi iteraci.

Z uvedeného vyplyva, Ze A-iterace neni vhodna iteraéni metoda pro silné roz-
ptylujici prostfedi. Pric¢ina je kromé vyse uvedeného matematického zdivodnéni
také fyzikdlni. Jeden iteracni krok pfedstavuje Sifeni informace o jednu stfedni
volnou drdhu fotonu. Pfi vysokém podilu rozptylu se informace §ifi v prostfedi
pomalu. Je tfeba vysoky pocet stfednich volnych drah nez je foton absorbovan.
Dusledkem je velmi pomala konvergence.

7.5.2 Metoda proménnych Eddintonovych faktora

Metodu proménnych Eddingtonovych faktorti navrhli pro feSeni rovnice pfenosu
zéafeni Auer and Mihalas (1970). Metoda je zaloZena na iterativnim ur¢ovani Ed-
dingtonovych faktorti (3.39).

Zde si uvedeme konkrétni pripad, kdy metoda proménnych Eddingtonovych
faktorl je pouZita spolu s Feautrierovym feSenim v planparalelni atmosfére. Bu-
deme feSit rovnici pienosu zéfeni pro j,,, (6.57) s okrajovymi podminkami (6.59)
a zndmou vydatnosti (formalni fesen{). Pro Eddingtoniv faktor (3.39) vyjadfeny
pomoci Schusterovy proménné j plati

1 .
Ko Jo i (7.40)

J” fol juu d:u

Na okrajich prostfedi (pro 7 = Tiin @ 7 = Tiax) Zzavedeme povrchovy Eddingtonuy
Jaktor vztahem (viz také Hubeny and Mihalas, 2014, rovnice 18.3)

fK

= I i dpa
’ fol Jup dpt

Pfi feseni vyuzijeme i kombinovanou momentovou rovnici (3.40) s Eddintonovym
faktorem (7.40)

d2(fx,)

2
dr?

(7.41)

Tmin,Tmax

=J, -5, (3.40)
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a vydatnosti (7.20). Okrajové podminky ziskdme vyndasobenim rovnic (6.59) ih-
lovym kosinem g a jejich integraci pies p v intervalu od 0 do 1,

d(fkJ,
dUh)) ST (Tain) — H,, (7.42a)
dr, .
d(fkJ,
% = H} — [, (Toax), (7.42b)
Ty

kde jsme vyuzili povrchovy Eddingtoniv faktor (7.41). Povrchovy Eddingtontv
faktor se n&kdy zavadi jako [ (Timin) = H,(Tmin)/Jo(Tmin) (napiiklad Hubeny and
Mihalas, 2014, kapitola 12.5), ktery se vSak od definice (7.41) 1isi o 2 f01 pd—, dpe.

Okrajovy tok na hornim okraji /7, a na spodnim okraji ;) dostaneme integraci
I, al}, pres p v intervalu (0; 1),

1

H;:/O L, pdp (7.43a)
1

H;:/O I3 pndp (7.43b)

Numerické feSeni rovnice (3.40) s okrajovymi podminkami (7.42) se provadi jako
feSeni rovnice pfenosu pro Feautrierovu proménnou (viz také Piiloha C.1).

Nyni miZeme zformulovat iteracni postup pro feseni celé tlohy. Nejdiive ur-
¢ime vydatnost S, kterou bud’ vezmeme z predchazejiciho iteracniho kroku nebo
(pokud zac¢indme vypocet) ji poloZime rovnu napiiklad Planckové funkci. V prv-
nim itera¢nim kroku pro tuto zadanou vydatnost .S, feSime rovnici (6.57) a ur¢ime
Feautrierovu intenzitu j,,. V dalSim kroku ze zndmé intenzity j,,, spoCteme Ed-
dintonovy faktory fX a fH s vyuzitim vztahG (7.40) a (7.41). Nasleduje feSen{
momentové rovnice pirenosu (3.40) s okrajovymi podminkami (7.42) pro zadané
Eddintonovy faktory, feSenim je stfedni intenzita zéfeni J,,. V zdvére¢ném kroku
ur¢ime relativni rozdil J, mezi dvéma poslednimi iteracemi. Pokud je tento re-
lativni rozdil vétsi neZ hodnota, kterou jsme vybrali jako kritérium konvergence
(napfiklad 10~%), uréfme novou vydatnost podle rovnice (7.20) a vracime se zpdt
na prvni krok iteracniho postupu, kdy fesime rovnici (6.57) pro j,, se zadanou
vydatnosti. Pokud je kritérium konvergence splnéno, konc¢ime vypocet.
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Kapitola 8

Prenos zareni v pohybujicim se
prostredi

Opustime nyni predpoklad statického prostredi a zjednoduseni planparalelni at-
mosféry a budeme predpokladat, Ze se studovana hmota pohybuje rychlosti v(r)
vzhledem k pozorovateli. Foton, ktery se Sifi ve sméru n a jehoZ frekvence ve
vztazné soustavé pozorovatele je v, bude mit ve vztazné soustavé spojené s po-
hybujici se hmotou frekvenci v/, ktera je dopplerovsky posunuta. Za predpokladu
v < ¢ mizZeme psat

y’:y(1—"c'”>. 8.1)

Vztahy pro dopplerovsky posun pro libovolné velké rychlosti 1ze nalézt naptiklad
v knize Castor (2004, rovnice 6.9 a 6.10).

Posun frekvence fotonu znamend, Ze foton v misté, kde se hmota pohybuje
rychlosti v(r), ,,potkd” opacitu odpovidajici posunuté frekvenci, kde mtize mit
jinou hodnotu. Pro opacitu v kontinuu to nepfedstavuje vazny problém, protoze
zavislost opacity v kontinuu na frekvenci je vétSinou slabd. V ¢ére se vSak opacita
méni s frekvenci velmi rychle, nékdy az o nékolik fadu pfi malé zméné frekvence.
V disledku vztahu (8.1) se opacita i emisivita vyjadfené v soustavé pozorovatele
stavaji 1 Ghlové zavislé. Konkrétné zdviseji na dhlu, ktery svird smér Siteni zareni
n s vektorem lokdlni rychlosti v(r). Tyto vlastnosti je tfeba vzit pfi feSeni rovnice
prenosu zafeni v uvahu. Mdme v zasadé dvé moZznosti, jak to udélat v zavilosti na
soufadné soustave, v niZ budeme fesit rovnici pfenosu zafeni. Rovnici miZeme
reSit bud’ v soustavé pozorovatele (observer frame) nebo v soustavé pohybujici se
s prostfedim (comoving frame, CMF).

V prvnim pfipadé€ je rovnice pfenosu pomérné jednoduchd (viz rovnice 3.8),
pri jejim feSeni je vSak tfeba zahrnout anizotropni opacitu a v pfipadé numeric-
kého feseni vznikd nutnost pouziti zna¢né vyssiho poctu frekvenénich bodu diky
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riznému dopplerovskému posunu spektrdlnich ¢ar v mistech s rozdilnou makro-
skopickou rychlosti.
V pripadé€ feSeni ve spolupohybujici se soustavé tyto problémy nenastavaji,

vvvvvv

intenzity podle frekvence (Castor, 2004, rovnice 6.83),

10I(n,v) 1 0l (n,v)

Y +n~V[(n,y)—C(n~Vv-n)1/ 9

—ln-Vv(l—nn)-VnI(n,y)+§(n-Vv-n)[(n,1/)
c c

=n(v) — xW)I(n,v) 8.2)

V nerelativistickych proudénich mizeme zanedbat Clen s Ghlovou derivaci spe-
cifické intenzity zafeni (obsahujici V,,I) a dilatacni ¢len (obsahujici / bez deri-
vace). Rovnice (8.2) se tak zjednodusi na

101(n,v) 1 ol (n,v)

= n(v) = x(W)I(n,v). (8.3)

Po zanedbani Casové derivace (pfedpokladu staciondrnich proudéni) dostaneme
rovnici

n-VI(n,y)—l(n-Vv-n)uM

c 5, = W) =xWI(ny). 34

coZ je nejCasteji pouzivand rovnice prenosu zafeni ve spolupohybujici se souradné
soustavé pfi studiu hvézdnych atmosfér.

8.1 Sobolevova aproximace

V pripadé€ prostredi s velkymi rychlostnimi gradienty lze feSeni rovnice prenosu
zateni ve spektrdlni ¢dre vyznamné zjednodusit. Pro velké rychlostni gradienty
Vv je druhy ¢len na levé strané rovnice (8.4) mnohem vétsi neZ prvni, miiZzeme
ho také zanedbat,

1 ol(n,v

—-(n-Vv-n) z/g =n(v) —x(v)I(n,v) (8.5)

c ov
Daile predpokladejme, Ze jedinym zdrojem opacity je spektralni ¢ara (opacita v kon-
tinuu je nulovd). Necht’ ma tato ¢éra profil gzﬁ(z/) , ktery je ,,ostry” (se slabymi kfidly
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Cary, napiiklad dopplerovsky 5.60) a normalizovany ([ ¢(v) dv = 1). Celkovou
opacitu v ¢are xi, vyjadiime pomoci vztaht z kapitoly 5.1.1 jako

2

e n Ty
XL = —gif (g—f - —) (8.6)

meC Ju

Pro frekvencné zavislou opacitu a emisivitu v ¢afe miizeme psat

X(v) = xvé(v)
nv) = xLSLo(v),

kde S}, je vydatnost v care (7.4).

V dal$ich dvahéch o interakci zafeni s hmotou ve spektralni ¢aie bez opacity
v kontinuu vyuZijeme existence velkych rychlostnich gradientl. Pfi popisu v sou-
stavé pozorovatele se v tomto pripadé interakce zareni s hmotou omezuje na velmi
malou prostorovou oblast v okoli rezonan¢ni podminky vyplyvajici z Dopplerova
posunu. V sousednich mistech absorbuje spektrdlni ¢dra na jinych frekvencich.
Velikost této malé oblasti je dana velikosti rychlostniho gradientu a profilem spek-
tralni &ary. Cim je rychlostni gradient v&tsi, tim je oblast interakce mensi a &im je
profil spektralni &ary uZsi, tim je také tato oblast mensi. Cim je oblast mensi, tim
Jje Sobolevova metoda feSeni rovnice pfenosu zafeni presnéjsi.

Pri popisu ve spolupohybujici se soustavé se tento Doppleriiv posun trans-
formuje do zmény frekvence zéfeni, kterd je popsdna derivaci 01 /0Jv. Zména
frekvence (dand Dopplerovym posunem), na niZ absorbuje hmota v rezonancni
oblasti, se transformuje do zmény frekvence zafeni pies profil spektralni Cary.
Rezonancni oblast vymezena v soustavé pozorovatele prostorové je ve spolupo-
hybujici se soustavé vymezena frekvenénim intervalem. ReSeni rovnice pfenosu
zéafeni v Sobolevové aproximaci se proto prevede na vypocet integrdlu rovnice
(8.5) pres profil spektralni cary. Pocate¢ni podminka pro specifickou intenzitu za-
feni na okraji oblasti se zméni na pocatecni podminku na kraji profilu spektralni
Cary, tuto intenzitu oznacime /..

Zavedeme proménnou y pro integral profilu, jejiz hodnota se bude ménit od 0
na jednom konci ¢ary do 1 na druhém konci Cary, pricemz konec Cary s y = 0 je
ten, kde je definovédna pocatecni intenzita /.,

(8.7)

y:/ o) pro n-Vov-n>0
o (8.8)
Y = / o) pro n-Vov-n<0

o0

7 ¥ 2

Za predpokladu, Ze je spektralni ¢ara izka, mizZeme v rovnici (8.5) nahradit Cinitel
v centrdlni frekvenci ¢ary v,. Substituci y za v v (8.5) a s vyuzitim vztaht (8.7) a
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(8.8) dostaneme

dl(n,y)

Yo
Dn Vo -
. In- Vv n| m

=xL[SL — I(n,y)]. (8.9)
Zavedeme Sobolevovu optickou hloubku

XLC
= . 1
m(n) v |n - Vo - nj ®:10)

Integraci rovnice (8.9) od 0 do ¢ s okrajovou podminkou /(n) = I.(n) proy = 0
dostaneme pro zménu intenzity I (n,y’) pres profil ary

I(n,y") = I.(n)exp[—7(n)y] + S. {1 — exp [-7(n)y]} (8.11)
Integraci vztahu (8.11) v mezich 0 <y < 1 (pres profil ¢ary) dostaneme pro
specifickou intenzitu celé ¢ary (I(n fo y') dy’) ve sméru n

I(n) = I(n)B(n) + Sy [1 - B(n)], (8.12)
kde

1 —exp|—T(n
B(n) = p[=r(n)] (8.13)
7(n)

Integraci (8.12) pres thly dostaneme stfedni intenzitu zafeni celé Cary

J = —7{ dewl.( )+ S, (1-23), (8.14)
kde 3 je Sobolevova pravdépodobnost viniku fotonu,
1 1 1 —exp[—7(n)]
I = ) 1
B . j{ dwB(n) o 7{ dw ) (8.15)

Jak jiz bylo v uvodu této kapitoly feceno, pro uziti Sobolevovy aproximace (So-
bolev, 1947) je nutny velky rychlostni gradient v prostfedi. Zabezpecime to tim,
Ze se vlivem Dopplerova posuvu spektrdlni ¢ara posune ve frekvenci tak, Ze lze
prenos zéareni v Céie fesit pouze lokdlné pres malou oblast urCenou rezonancéni
podminkou

vV—1y MU

= = —. (8.16)
Vg c c
Tuto rovnici diferencujeme
A 1d
YN (8.17)
I c dl
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Rovnice (8.17) spojuje frekvencni interval Ay zareni, které interaguje s hmotou
v dané spektrdlni ¢ére, se vzdalenosti Al, na které se zméni makroskopicka rych-
lost (velocity scale height). Frekven¢ni interval Av je Sitka absorpéniho profilu
cary. Vhodnym pribliZenim této veliiny je dopplerovska polositka Avp (5.51).
Vzdélenost Al popisuje velikost oblasti, v niz dochdzi k interakci hmoty a zareni
v dané spektralni care. Této oblasti se Casto fikd rezonan¢ni oblast. Jeji velikost
ozna¢ime Alg a nazveme ji Sobolevovou délkou. Plati pro ni vztah

CAVD
V %
a1

Alg = (8.18)

Derivaci v rovnici (8.18) mlzeme pro velké rychlostni gradienty napsat priblizné
pomoci vztahu

dvu, v
— 8.19
dl lo .19)
kde vy je typickd rychlost prostiedi, coZ je rychlost expanze v daném misté, a [
je typicka délka prostfedi (typical length scale). Vyjadiime dopplerovskou polo-
Sitku pomoci tepelné rychlosti (5.51) a gradient rychlosti ve sméru Sifeni zareni
vztahem (8.19), dosadime do (8.18) a dostaneme kritérium pouZitelnosti Sobole-
VOVy aproximace

Alg  Uth

~ —. (8.20)
lo Vo

Rezonan¢ni oblast musi byt mald ve srovnani s charakteristickou délkou pro-
stredi, coz se stane v pripadé, Ze rychlost prostiedi je vyrazné vyssi, nez je te-
pelnd rychlost prostiedi, kterd aZ na faktor /2 odpovida izotermické rychlosti
zvuku (v5 = v/ v/2). Proto se nékdy tika Sobolevove aproximaci také nadzvu-

kov4 aproximace.

P Cyg profil
P Cyg profil u expandujicich obdlek hvézd — vysvétleni podle obrazku 8.1
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P Cygni profile formation

B
hotons
& i + wind
> 4
A
i
2T - @'_ D il
— Af /
OBSERVER
. g
C
absorption emission
1 1
i + /”\
v.m 0 -v_m

Obrazek 8.1: Schéma formovani P Cygni profilu. Obrizek z https:
//www.ifa.hawaii.edu/users/kud/windsfromhotstars/
plots/pcyg.qgif. (zkopirovdno 26)
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Kapitola 9

Prenos zareni metodou Monte Carlo

* neni to pfimé feseni rovnice pfenosu zdreni
* studium zéfeni jako souboru fotont
* 3 zékladni kroky

1. vypusténi fotonovych balikl (photon packets)
2. sledovani prichodu fotonu prostiedim

3. po opusténi prostfedi se zaznamen4, kde a jak foton prostfedi opustil
rozdélovaci funkce pravdépodobnosti p(x)dx —pravdépodobnost, Ze x lezi v (z, z + dx)

kumulativni pravdépodobnostni distribucni funkce

/ " p(€) dé = ay) ©.1)

aplati 0 < ¥(zg) < 1, [} p(€)dé =1
ndhodné &islo ¢ se vybird jako ¢ = 1(xg)

 pravdépodobnost, zZe foton nebude absorbovan (6.31):

p(r)=e’
pravdépodobnost, Ze foton bude absorbovan (6.32):
pa(7)=1—¢7T"

rovnice (6.32) je vlastné kumulativni pravdépodobnostni distribucni funkce

* vybirdme ndhodné Cislo ¢, které definuje optickou hloubku 7,

tu ur¢ime ze vztahu (ziskdme logaritmovanim rovnice 6.32)

e = —1In(1 - () (9.2)
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9. PRENOS ZARENI METODOU MONTE CARLO

7¢ uruje ndhodné vybranému fotonu optickou drdhu, kam aZ miZe doletét
T potom pocitana (,,s¢itdna”) z opacity podél drahy fotonu
kdyZ foton proleti drdhu 7¢, interaguje s hmotou

typ interakce vybiran ndhodné podle relativniho ucinného prifezu

* vypousténi fotont

rozdéleni [ (v) Casto popséano funkci, ktera nenf analyticka (napiiklad vysle-
dek numerického vypoctu syntetického spektra)

metoda accept-reject — piiklad
kolem grafu funkce /() sestrojime obdélnik
1. ndhodné vybirame body o soufadnicich I, , v/,]
(¢1 a ¢ jsou ndhodnd Cisla)

2. pro I, < I(v,) (bod je pod grafem funkce) je vypustén foton
o frekvenci v,

3. pro I, > I(v,,) opakujeme vybér (1.)

metoda accept/reject je pomalejsi nez uZziti kumulativni pravdépodob-
nostni distribu¢ni funkce

* metoda Monte Carlo je pomald pro prenos zéreni v opticky tlustém prostredi
(prili§ mnoho interakci)

 prehled Monte Carlo pfenosu zareni — napfiklad Whitney (2011)
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Kapitola 10

Srazkové procesy

podle Pradhan and Nahar (2011, kapitoly 3 a 5)
srazka elektronu (nebo jiné ¢astice) s atomem nebo iontem:

* pruzna (Cast&jsi)
* nepruznd

— primé procesy

— nepiimé procesy — mohou vést k vice riznym vysledkim

zajimaji nds ucinné prifezy procesu

10.1 Srazkova excitace a deexcitace

(Pradhan and Nahar, 2011, kapitola 3.2.3)
prima excitace ze stavu X; do stavu X,

e (E)+X; —e (F)+X,

(10.1)

nepiima excitace elektron v coulombickém poli pfi pfibliZovani k iontu ziskava

kinetickou energii

elektronu musi po excitaci zbyt energie k uniku, jeho energie musi byt £/ =

smv? > By,

pokud po excitaci nema dost energie k tiniku, zlstane vazany v atomu/iontu,

ktery bude ve dvojexcitovaném stavu

poté dojde k autoionizaci (5.68) (vysledek je excitovany stav) nebo k die-

Vv

lektronické rekombinaci (5.71b) (vysledek je iont s niz§im ndbojem — neni

to excitace, ale rekombinace)
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10. SRAZKOVE PROCESY

EIE
[ e+ X" } > e+X+” }

R
LL > X+(n )+ hy }

Obrazek 10.1: Unified picture of dominant atomic processes in plasmas: electron
impact excitation (EIE), photoionzation (PI), autoionization (Al), dielectronic re-
combination (DR) and radiative recombination (RR). Note the often important
role of resonance states in the centre, mediating atomic processes. Z (Pradhan and
Nabhar, 2011, obr. 3.5, str. 49) (zkopirovano 28).
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10. SRAZKOVE PROCESY

(Pradhan and Nahar, 2011, kapitola 5.1)

* pro srazkovou excitaci neexistuji vybérova pravidla

ve

* dcinny prurez (znaCeni podle Pradhan and Nahar, 2011, rovnice 5.1)

pocet interagujicich Céstic

o(E) =

~ pocet &astic dopadajicich na jednotkovou plochu

uhlové zavisly, thel rozptylu ¢

elektrony rozptylovdny do prostorového uhlu w (kolem sméru ur¢eného
rozptylovym thlem 6, dw = sin 6 df d¢)

e diferencidlni ucinny prurez do

do(E,0)

—Z—f )P

f (0) — amplituda rozptylu (scattering amplitude)

celkovy ucinny prurez pro danou energii £ — integrél pies vSechny sméry

- [

srazkova sila (collision strength) (), zavedl Menzel, pojmenoval Seaton (pisi
Pradhan and Nahar, 2011), bezrozmérna veliCina

Qlu

ow(F) = —
l( ) glkl2

(mag) (10.2)

g, — statistickd vdha dolni hladiny,
E =k} - energie dopadajiciho elektronu v Rydberzich (viz kapitola B.1)
mat ~ 8.797 - 10~"cm?, ag je Bohrdv polomér

., jenaenergii dopadajiciho elektronu F jen slabé zdvislé (diky podéleni energii
dopadajiciho elektronu)

pritomnost rezonanci v zdvislosti na energii elektronu (pro vyssi energie elek-
tronu)
rozdilna forma pro neutrdlni atomy a pro ionty

o =0 pro E < Ej,
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10. SRAZKOVE PROCESY

kladné ionty coulombick4 sila (daleky dosah)

nenulovy ucinny priifez i pro energie trochu nizZsi nez excitaéni energie (vliv
pritazlivé coulombické sily, kterd elektron urychluje)

rezonance Rydbergova typu (hodné ,,ostrych” rezonanci)
neutralni atomy ucinny prifez pro £ = Ej, nulovy

rezonance v blizkosti hrani¢nich energii (shape resonances) — vlivem sil
kratkého dosahu

vvvvvv

obtiZzné i méfeni — nedé se fokusovat (zaostfit) elektronovy paprsek coulom-
bickou silou

nicméné pro nizké hladiny je pomérné dobra shoda s teorii

efektivni srazkova sila Y (7") (Pradhan and Nahar, 2011, rovnice 5.31)
Q(F) vystfedovand pies maxwellovské rozdéleni rychlosti elektront

> E E
T(T) = Qu(E)e # t d | — 10.3
@)= ["ouEeta( L) 103)

uzite¢na tam, kde nepotfebujeme explicitni zavislost i¢inného prifezu na energii
dopadajiciho elektronu

skalovani srazkové sily

x = E/FE, propfechod! — u

pro hladiny s LS vazbou priblizné plati (viz Pradhan and Nahar, 2011, kapi-
tola5.5)

a) Q(l,u) ~ konst. pro zakdazané ptechody (electrické kvadrupdlové),
AL #1,AS =0

b) Q(I,u) ~ z~2 pro pfechody se zmé&nou spinu AS # (
¢) Q(l,u) ~ aln(4x), dovolené prechody, AL = 0,+1, AS =0
a ~ flu
méreni srazkové sily
nesnadné, vetSinou souhlasi s teoretickymi vypocty na 10 — 20%

méfeni rezonanci je zavislé na rozliSeni paprsku dopadajicich elektronti
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10. SRAZKOVE PROCESY

data pro srazkovou excitaci v literature, existuji ,,hodnocené kompilace” (eva-
luated compilations), které kriticky hodnoti publikovand data a doporucuji nej-
lepsi hodnoty (naptiklad Pradhan and Gallagher, 1992)

srazkova deexcitace je inverzni proces ke srazkové excitaci
v termodynamické rovnovaze plati detailni rovnovdha

10.2 Srazkova ionizace a rekombinace

(Pradhan and Nahar, 2011, kapitoly 3.2.6 a 5.8)
(Dopita and Sutherland, 2005, kapitola 5.1)

prima ionizace iontu X" na iont X!
rozdilny mechanismus od excitace — problém ti{ téles (po interakci)

e (E)) + Xt s e (E)) +e (Fy) + Xttt (10.4)
1

plati zakon zachovéani £y, = F| + Ey + Ejo,
£ — energie elektronu pied ionizact;

E} — energie ionizujictho elektronu po ionizaci;
E5 — energie elektronu uvolnéného ionizaci;
El, —ionizacni energie

elektrony po ionizaci korelované pro nizké energie (posrazkova interakce)
ovliviiuje tcinny prifez pro energie dopadajiciho elektronu blizké excitacni
energii
blizko ionizacni hrany ¢ ~ E® (Wannierova relace), kde a = 1.127 pro
ionizaci neutrdlnich atomi

prima ionizace do vysSich hladin pro vyssi energie elektrond
zvySuje Géinny prufez

alternativni autoionizacni kanal (excitation-autoionization)
excitace do dvakrat excitovaného stavu s naslednou autoionizaci (5.68)

e (B +XT = e (B4 [XT]" = e (B +e (B + X (10.5)
dvojita autoionizace (resonant excitation double autionization — REDA)

v pfipadé, Ze vysledny stav po excitaci-autoionizaci je znovu dvakrat exci-
tovany, po autoionizaci

(X" — e (Bs) + X2 (10.6)
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vvvvvv

ucinny prufez teoreticky popis sloZitéj$i neZ u excitace (problém tif téles), mé-
feni snadnéj$i neZ pro excitaci (pouze jeden vdzany stav)

semiempirické vztahy (napiiklad Seaton, 1964; Lotz, 1967a,b, dalsi v Pradhan
and Nahar 2011), také kapitola 11.4

srazkova rekombinace je inverzni proces ke srazZkové ionizaci
v termodynamické rovnovaze plati detailni rovnovaha
v mezihvézdném prostiedi je zanedbatelna

10.3 Dalsi srazkové procesy
Vyména naboje
charge transfer (Pradhan and Nahar, 2011, kapitola 3.2.7), je to vyména elektronu

mezi ionty, viz také Dopita and Sutherland (2005, kapitola 5.4)
nejCastéjsi proces je reakce s neutrdlnim vodikem

Xt +HI—» X" 4+ pt + AF (10.7)
a v mezihvézdném prostiedi 1 s neutrdlnim heliem

X™" +Hel - X! +Hell + AE (10.8)
AF je prebytek energie, ktery prejde do kinetické energie Castic

zpétnd reakce je moznd jen v piipade, Ze srdzejici se ionty maji dostateéné
velkou kinetickou energii

dilezity priklad — rezonancni vyména naboje mezi O a H — priblizné stejnd io-
nizacni energie O T a H1 (rezonan¢ni vyména naboje — resonant charge exchange)
Casty proces v oblasti nad ozonovou vrstvou Zemé

On+Hi+< O1+p* (10.9)

nerezonan¢ni vymeény naboje méné Casté
vymeéna nédboje i pri srazkdch s molekulami, napriklad

CO" +HIi« CO +p”" (10.10)

ucinné prirezy vymény naboje v Dopita and Sutherland (2005, kapitola 5.4)
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Srazky s protony
* proton je 1836 t€Z8i nez elektron, takZe 43 x pomalejsi
* je odpuzovan kladnymi ionty
pro nékteré piipady za vhodnych teplot (vysokych — kT}, > Eq., T} je teplota

protonti a F.,. je excitaéni energie daného prechodu) ¢etnost miiZze byt znacna

Srazky atomu a iontu s atomy nebo ionty

napiiklad excitace hladin jemné struktury neutrdlnich atomt sraZkami s neutral-
nim vodikem

srdzky s protony, atomy, ionty a vyména naboje se povazuji za molekuldrni pro-
cesy

10.4 Augerovy procesy
(Pradhan and Nahar, 2011, kapitola 5.9)

* ionizace elektronu z vnitini slupky (/) (srdzkou nebo vysokoenergetickym
zarenim)

— vysledkem vysoce excitovany iont s ,,dirou” v K slupce

= téméf vSechny elektrony excitovany

pak mize néasledovat

* autoionizace (uvolnéni elektronu spojené s vyzafenim energie, viz kapitola
5.4)

* zafivy rozpad

* fluorescence (postupna deexcitace, prechod jednotlivych elektrond do niz-
Sich energetickych stavii)
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zarivy rozpad: foton emitovany pii prechodu elektronu do niZsi slupky mize
zpusobit dalsi ionizaci

existuje mnoho cest k opét stabilnimu atomu

ptiklad: po ionizaci z K slupky nésleduje pfechod L — K, potom miiZe na-
stat:

* vyrazeni dalSiho elektronu ze slupky L
energie vyraZzeného elektronu (Pradhan and Nahar, 2011, rovnice 5.46)

AE, = hv(L — K) — Ep(L)

rozdil mezi energii pfechodu L. — K a ionizaéni energii ze slupky L
zdroj elektrond s nizkou energif

* [ — L (pfechod uvnitf slupky), dalsi ionizace M (pfechod uvnitf jedné
slupky vyrazi elektron z jiné slupky — Costertiv-Kronigiiv proces)

* N — N (ptechod uvnitf slupky), dalsi ionizace N (pfechod uvnitt jedné
slupky vyrazi elektron z téZe slupky — super-Costertiv-Kronigiv proces)

muZe vzniknout ionizacni kaskada
spojeno s postupnou deexcitaci (fluorescence)
pomoci zafivych i autoionizacnich piechodu
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Kapitola 11

Obsazeni energetickych hladin
atomu

Pro ur€eni schopnosti hmoty absorbovat zdreni je nutnd znalost dvou zdkladnich
informaci. Je tfeba zndt interak¢ni vlastnosti hmoty se zafenim pro jednotlivé
druhy interakci a mnoZstvi interagujici hmoty, tj. kolik jednotlivych ¢astic hmota
obsahujje. Interak¢ni vlastnosti hmoty jsme probrali v kapitole 5, zde se budeme
zabyvat ur¢enim mnozZstvi absorbujicich ¢éstic.

To je ddno hustotou hmoty, jejim chemickym sloZenim a jeji ionizacni a ex-
citani rovnovdhou. Prvni dvé veliCiny, tj. hustotu p a chemické sloZeni (abun-
dance), budeme v této kapitole povazovat za dané. Zabyvat se budeme rozdélenim
mezi jednotlivé ionty a jejich energetické hladiny (stavy). Pro zadané chemické
sloZeni a celkovou hustotu a pro zndmé absorpcni vlastnosti ¢astic urcuje toto
rozdéleni opacitu a je pro formovani vystupujiciho zareni rozhodujici. MiZeme je
urcit za predpokladu termodynamické rovnovahy nebo bez tohoto predpokladu.

11.1 Lokalni termodynamicka rovnovaha

V termodynamické rovnovaze plati kromé Maxwellova rozdéleni rychlosti, Bolt-
zmannova rozdéleni excitacnich stavli a Sahova rozdéleni ionizacnich stavi také
Planckovo rozdéleni pro pole zéreni (4.43). Z pozorovani hvézdnych spekter ale
vime, Ze jejich zafeni neni popsano rovnovdznym Planckovym rozdélenim a Ze
obsahuje ioniza¢ni hrany a velké mnozstvi spektrdlnich Car. Proto rovnovadznou
aproximaci pro pole zafeni mizeme téZko ptijmout. Lze vSak predpokladat plat-
nost termodynamické rovnovahy pro hodnotu teploty 7' a elektronové hustoty 7,
v daném misté (lokdlng), pricemz se obé veli¢iny mohou misto od mista ménit.
Lokalné plati i rovnovazné rozdéleni rychlosti ¢astic, exitanich stavli a ionizacni
rovnovéhy. Lokélné plati i rovnovdha mezi vyzafenou a pohlcenou zafivou ener-
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gii (Kirchhoffiiv zdkon, rovnice 4.52). Pfenos energie mezi vzdjemné vzdalenymi
misty atmosféry probihd zdrenim a intenzitu zareni ur¢ime feSenim rovnice pre-
nosu zafeni pro vydatnost vyplyvajici z Kirchoffova zdkona, tj. rovnou Planckové
funkci (S, = B,). V lokdlni termodynamické rovnovaze (LTE) je tedy obsazeni
energetickych stavli atomu uré¢eno v termodynamické rovnovaze, pole zafeni v§ak
musime urcit feSenim rovnice pfenosu zareni.

11.1.1 Podminky pro lokalni termodynamickou rovnovahu a
jejich poruseni vlivem zareni

V termodynamické rovnovaze je Cetnost, kterou probihd libovolny proces, stejna
jako Cetnost, kterou probihd proces k nému opacny. Této vlastnosti se fika detailni
rovnovdha. V termodynamické rovnovdze musi platit detailni rovnovédha jak pro
srazkové, tak i pro zafivé procesy.

Zda hmota bude spliiovat podminky termodynamické rovnovahy ¢i nikoli, z4-
visi na Cetnostech jednotlivych interakci vzajemné mezi ¢asticemi a na Cetnostech
interakci mezi Casticemi a zafenim. Pruzné srdzky mezi Casticemi ustavuji rov-
novazné rozdéleni rychlosti. Celkovd kinetickd energie srdZejicich se Castic se
pfi pruznych srdzkach zachovavd a dochazi pouze k prerozdéleni hybnosti mezi
nimi. Pruzné sraZzky vedou k ustaveni rovnovdzného rozdéleni rychlosti. Pfi ne-
pruznych srdzkdch mezi ¢asticemi je ¢ast kinetické energie preménéna na vnitini
energii Castic (excitace) nebo naopak, vnitini energie Castic je pfemeénéna na ki-
netickou (deexcitace). Pfi nepruznych srazkach miize také dojit k vyraZeni elek-
tronu z iontu (ionizace) nebo k jeho zachyceni (rekombinace). Pfi vSech téchto
procesech miize dojit k poruSeni rovnovdzného rozdéleni rychlosti. Ve vétsiné
astronomickych aplikaci je frekvence pruznych srazek vyssi neZ frekvence ne-
pruznych srazek, coz zarucuje zachovani rovnovazného rozdé€leni rychlosti. Proto
miiZeme povazovat rozdéleni rychlosti ¢astic za rovnovazné. Pro rovnovazné roz-
déleni rychlosti vedou nepruzné srazky k ustaveni rovnovazného rozdéleni i pro
vnitini energii ¢astic. Rozdéleni do excitacnich a ionizacnich stavu je tedy vlivem
nepruznych srazek také rovnovazné. Jednotlivé excitacni a ionizacni procesy jsou
v detailni rovnovéze.

Pokud pole zéareni neni rovnovazné, coz je pripad hvézdnych atmosfér i jinych
vesmirnych objektd, interakce mezi hmotou a zafenim (témto interakcim fikame
Casto zkrdcené zdrivé procesy) obecné v detailni rovnovaze nejsou. Tyto procesy
maji tendenci naruSovat ionizacni a excitacni rovnovahu. Naopak srdzkové exci-
tace, deexcitace, ionizace a rekombinace (zkracené Casto srdZkové procesy) maji
tendenci ionizacni a excitaéni rovnovahu ustavovat. Mezi sraZkové procesy poci-
tdme i zafivou rekombinaci (jde o interakci fotonu, iontu a elektronu, posledni dvé

799

Castice se “srazi”’) a volné-volné prechody (jde vlastné o sraZku iontu a elektronu).
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Lokalni a nelokalni pole zafeni V piipad€, Ze pole zafeni ma rovnovazné roz-
déleni, jsou 1 zafivé procesy v detailni rovnovaze. V hlubokych vrstvach hvézd-
nych atmosfér, kde pro Sifeni zdfeni miZeme pouZzit diftizni priblizeni (viz ka-
pitola 6.1), je odchylka pole zdfeni od rovnovdzného stavu pomérné mala. Proto
v této oblasti zafivé procesy nenarusuji prilis lokédlni termodynamickou rovnovéahu
a tato je pro popis této oblasti pomérné vhodna.

Pokud vSak diftzni pfiblizeni neplati, ziskdme pole zafeni feSenim rovnice
prenosu zafeni. Takové zafeni jiZ neni rovnovazné a tim 1 pribliZzeni lokalni ter-
modynamické rovnovihy neni vhodné. Dalsi vlastnosti takového zafeni (nejen ve
hvézdnych atmosférich) je jeho nelokdlnost. Diky nezanedbatelné stiedni volné
draze fotonu nelze zareni povazovat za lokalni veli¢inu. Zafenim mohou byt pro-
pojena mista od sebe velmi vzdéalend. Tim se miZe snadno stat, Ze teplota zareni
v daném misté (dand teplotou vystupujici v Planckové funkci 4.43) mize byt do-
sti rizna od lokdlni elektronové teploty (dané Maxwellovym rozdélenim rychlosti
4.13). Zateni mlize zpsobovat ohfev nebo ochlazovani.

Anizotropie zareni ve hvézdnych atmosférach Zareni vychazejici z hvézd a
z jinych vesmirnych objekti musi byt vné téchto objektl anizotropni. Tuto anizot-
ropii miZeme charakterizovat geometrickou veliinou nazyvanou faktor zredéni
(dilution factor) a oznaCovanou W . Z kazdého bodu vné hvézdy je hvézda vi-
dét pod prostorovym thlem w, < 4m. Tento thel pouZijeme pro definici faktoru
ziedéni,

W

W:47T.

(11.1)

Je-li r, je polomér zéficiho povrchu hvézdy a r je vzdélenost k pozorovateli od
stfedu hvézdy, miZeme vyjadfit prostorovy dhel jako w, = 027r do foe sinf' df’ =

e,

R e e A e D

Obrazek 11.1: Schéma pro vypocet faktoru ziedéni (7. je polomér hvézdy, r je
vzdélenost od stfedu hvézdy)
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27 (1 — cos @), ptiCemz sin@ = r,/r (viz obrazek 11.1). Odtud dostaneme pro
faktor zfedéni vztah

W:% 1— 1—(%)2 (11.2)

Na povrchu hvézdy (r = r,) je faktor ziedéni W = %

Faktor zfedéni miizeme pouZit pro priblizné vyjadieni stfedni intenzity zareni i
ve hvézdnych atmosférach, protoZe v nich plati, 7e r > r,. V nich je vidy W < 1,
s rostouci vzdalenosti od povrchu hvézdy W klesa. V planetdrnich mlhoviniach
ozarovanych centrdlni hvézdou je W < 1. Pro termodynamickou rovnovdhu v§ak
potfebujeme W = 1, aby zafeni mélo rovnovaznou hodnotu. Anizotropie zareni
rovnéZ vyznamné prispiva k nekorektnosti predpokladu lokalni termodynamické
rovnovahy.

Rozdéleni rychlosti elektronu Jelikoz dominantni zastoupeni ve hvézdnych
atmnosférach maji volné elektrony, je zdkladni podminkou pro pouZitelnost lo-
kalni termodynamické rovnovahy lokalni platnost rovnovdzného (Maxwellova)
rozdé€leni jejich rychlosti. Ta bude zajiSténa, pokud budou pruzné srizky mezi
elektrony prevaZovat nad nepruznymi. Nepruzné srazky (vazané-vdzané, vazané-
volné a volné-volné srazkové atomérni prechody) sice nastavuji rovnovahu v ex-
citaci a ionizaci (Sahovo-Boltzmannovo rozdéleni), ale za cenu poruseni rovno-
vazného rozdéleni rychlosti. Pokud vSak mezi dvéma nepruznymi srdzkami bude
dostatek pruznych, rovnovazné rozdeleni rychlosti se vrati zpét. Tato podminka
nastésti ve hvézdnych atmosférach plati. Relaxacni doba (doba potiebna k ob-
noveni rovnovazného rozdéleni rychlosti) je mnohem mensi nez Casovy interval
mezi dvéma ndsledujicimi nepruznymi srazkami. Existuji vSak situace, kdy je
elektrond méné nebo kdy dochézi k velkym odchylkam od Maxwellova rozd€leni
(naptiklad na Slunci v ptipadé elektronovych svazkl v erupcich). V téchto piipa-
dech je tfeba feSit Boltzmannovu kinetickou rovnici pro elektrony (napf. Cheval-
lier, 2001; Scudder, 1992, 1994; Shoub, 1977a,b).

Neplatnost lokéalni termodynamické rovnovahy Rozhodujici informaci pro
to, jestli je aproximace lokalni termodynamické rovnovahy pro dané prostiedi
vhodnd, je porovndni U¢innosti srazkovych a zéfivych procest pfi ionizaci, ex-
citaci a deexcitaci. Ukazuje se (viz naptiklad rozsdhlou diskusi v u¢ebnici Miha-
las, 1978), Ze zejména pro atmosféry horkych hvézd je icinnost zarivych procest
velmi vysokd. Proto neni lokdlni termodynamicka rovnovaha pro studium hvézd-
nych atmosfér obecné prijatelnd aproximace.

Ulohou této kapitoly bude zavést metodu, kterd umozni uréit rozdéleni exci-
tacnich a ionizacnich stavil v pripadé, Ze zarivé procesy jsou vyznamné a nelze
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Tabulka 11.1: Schematickd tabulka vyjadfujici ureni rozdéleni zérfeni, rychlosti,
excitaci a ionizaci za pfedpokladu termodynamické rovnovihy (TE), lokdlni ter-
modynamické rovnovéahy (LTE) a predpokladu NLTE. Zpracovéano podle Hubeny
(1976, kapitola 6).

rychlosti

ionizace a excitace (obsazeni
energentickych hladin)

zateni

déleni)

tistick€) rovnovihy

TE rovnovazné (Maxwellovo roz- | rovnovazné (Sahovo a Bolt- | rovnovazné (Planckovo rozde-
déleni) zmannovo rozdéleni) leni)

LTE rovnovazné (Maxwellovo roz- | rovnovazné (Sahovo a Bolt- | feSenim rovnice prenosu zé-
déleni) zmannovo rozdéleni) feni, vydatnost S = B

NLTE rovnovazné (Maxwellovo roz- | feSenim rovnic kinetické (sta- | feSenim rovnice prenosu zd-

feni, vydatnost S je obecnd

je jednoduse zanedbat. Pro urCeni excitacni a ionizacni rovnovdhy nebude stacit
pouzit pomérné jednoduché Sahovo-Boltzmannovo rod€leni, ale bude nutné fe-
Sit rovnice kinetické rovnovdhy (Casto nazyvané rovnice statistické rovnovahy),
v nichZ je zahrnut 1 vliv zéreni.

Pro studium interakce hmoty se zafenim v piipadech, Ze nelze pouZit ptiblizeni
lokélni termodynamické rovnovahy (LTE) se v literatufe bézné pouziva oznaceni
non-LTE nebo NLTE. Toto oznaceni nékdy muze vést k nespradvnym interpreta-
cim fyzikélniho stavu, protoze zejména zkratka non-LTE pifimo vyzyva k pouZiti
nespravného slovniho spojeni ,,nelokalni termodynamickd rovnovaha” (non-local
thermodynamic equilibrium). Tento ndzev vSak nepopisuje skutecnost spravné,
protoZe termodynamickd rovnovédha pro rozdéleni excitacnich a ionizacnich stavii
neexistuje (ani lokdlni, ani nelokdln{), ale je nahrazena kinetickou (statistickou)
rovnovéahou. Naopak pro rozdéleni rychlosti elektronii se v NLTE pribliZeni lo-
kalni termodynamickd rovnovéha predpokladd. Zkratky non-LTE a NLTE je 1épe
chédpat jako oznaceni jakékoli odchylky od predpokladu lokdlni termodynamické
rovnovahy (viz Hubeny and Mihalas, 2014, kapitola 9.1). Fyzikélni obsah obsah
pojmt TE, LTE a NLTE je stru¢n€ popsan v tabulce 11.1.

11.2 Rovnice kinetické rovnovahy

Z rovnic pro Casovy vyvoj matice hustoty (viz naptiklad Cooper et al., 1982) vy-
plyva, Ze pokud budeme uvaZovat pouze Cisté stavy (tj. jeji diagonalni ¢leny), tak
pro zménu koncentrace Castic ve stavu ¢ kazdého atomu (nebo molekuly) v atmo-
sféfe plati

3 n;
ot

J#i
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kde P;; je Cetnost pFechodu (transition rate) ze stavu i do stavu j a je Gmérnd prav-
dépodobnosti pfechodu ze stavu 7 do stavu j za jednotku Casu. SeCtenim (11.3)
pres vSechny energetické stavy prvku &k dostaneme rovnici kontinuity pro prvek k
(N je jeho koncentrace),

P () =0 (11.4)

Vynésobime-li rovnici (11.4) hmotnosti my, jednotlivych prvki a seCteme-li pres
vSechna k£, dostaneme rovnici kontinuity,

dp B
E+V~(pv) =0, (11.5)

kde hustota p = ), m;, Nj.
V Casové nezdvislém piipadé (0/0t = 0) se rovnice (11.3) zjednodusi na tvar

V- (niw) = (n;Pj; — n;Py) (11.6)
J#i

a ve statickém ptipadé (v = 0) na
J#i J#i J#

Poznamenejme jesté, Ze detailni rovnovaha nastane, kdyZz pro kazdé 7,5 plati
n;Pj; = n; Py;. V dal$i Casti se budeme zabyvat otdzkou urceni pravdépodobnosti
piechodu P;;.

Odchylky od LTE populaci, b-faktory

Resenim rovnic kinetické rovnovahy ziskdme koncentrace atomd v danych ener-
getickych stavech, které obecné nebudou rovnovazné. Odchylku od rovnovaznych
hodnot Casto popisujeme pomoci veliiny zvané koeficient odchylky (departure
coefficient) !, Cast&ji viak s ohledem na jeji ustalené znaleni b-faktor. Tato veli-
¢ina je pro hladinu 7 zavedena vztahem

b = — (11.8)

kde n; je nerovnovdzna hodnota koncentrace 7 a n; je jeji rovnovdznad hodnota.
PouZivaji se dvé odli$né definice zavislé na tom, jak se chdpe hodnota n;. Menzel

'Dopita and Sutherland (2005, rovnice 5.13) pouZivaji oznaceni occupation factor.
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(1937) zavedl b-faktory jako odchylku od termodynamické rovnovahy. V tomto
pojeti je n; koncentrace atomu ve stavu /, kterd by byla za pfedpokladu termo-
dynamické rovnovahy. Mihalas (1978) naopak pouziva definici (5.21), podle niz
je n; urCeno ze Sahovy a Boltzmannovy rovnice vzhledem k aktudlnimu obsa-
zeni zdkladni hladiny nejbliz§itho vyS$$iho iontu, které nemusi mit rovnovdZnou
hodnotu. Tato druhd definice sice nevystihuje zménu, ke které dojde pii opusténi
predpokladu LTE, ale m4 Siroké vyuziti v modelovani hvézdnych atmosfér.

11.3 Cetnost zafivych prechodd

V této Casti se budeme zabyvat pravdépodobnostmi piechodii mezi dvéma ener-
getickymi stavy atomu zpisobenymi zafenim. Takovym prechodiim se bézn¢ fika
zdrivé prechody (radiative transitions).

Absorbovana energie pii prechodech (absorpcich) ze stavu [ s niZ$i energii do
stavu m (vazaného i volného) s vyssi energii zptisobenych zafenim o intenzité I,
ve frekvencnim intervalu dv z prostorového thlu dw je n;ay,, (v) 1, , dv dw, kde
aym (V) absorpéni Géinny prifez prechodu | — m (5.41) a n; je koncentrace Céstic
ve stavu [. ProtoZe nds zajima celkovy efekt zpisobeny zafenim dopadajicim ze
vSech smért, zintegrujeme vyraz pies uhly a pro monochromatickou absorbova-
nou energii dostaneme n;4may,, (v)J, dv. Pocet pfechodi dostaneme podélenim
energii fotonu. Celkovy pocet prechodli [ — m pak ziskdme integraci pres frek-
vence

* Oélm(V>

Ry, = nl47r/ N J, dv, (11.9)
g v

kde jsme zavedli veli¢inu Ry, jako Cetnost zdrivého prechodu (radiation transi-
tion rate) | — m. Vztahy pro inverzni procesy m — [ se budou liSit v zavislosti
na tom, jestli se jedna o prechod do vazaného nebo do volného stavu, proto obé
moznosti probereme oddélené.

11.3.1 Vazané-vazané prechody

Absorpéni prechody  Cetnost absorpci v &dre pii prechodu z hladiny [ do hla-
diny v oznacime Ry,. Pocet pfechodi v jednotkovém objemu n; Ry, je dan vzta-
hem (11.9) a dostaneme ho také z rovnice (5.1) integraci pres dw a dv a s vyuZi-
tim (5.13),

(V)

hv

n Ry, = nlBlu/ o, dv = nl47r/ J, dv. (11.10)
0 0
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kde ¢, je profil ¢ary (viz kapitola 5.3). Pomoci integrované stfednf{ intenzity v ¢ire
(srovnej s 6.23)

7lu:/ by, dv (11.11)
0

miiZzeme celkovou Cetnost absorpci v Care vyjadrit také jako
m R, = mBu (11.12)

Integral absorpéniho prifezu pres frekvence oznacime «y,. S vyuZitim faktu, Ze
plné sitka v poloviné maxima absorpcniho profilu je mnohem mensi nez frekvence
prechodu, miizeme nahradit frekvenci v integrdlu pies profil jeji hodnotou pro
stied ¢ary hvy,, ¢imZ dostaneme

hl/lu

L= dr= | 2Buo()dv~ B, 11.13
y /0 ap(v) dv /0 o wd(v) dv o D ( )

Pak mizeme vyjadrit celkovou Cetnost absorpci v jednotkovém objemu priblizné
také jako (viz Mihalas, 1978, rovnice 5-53),

7[ u

lu

n Ry =~ mpdray, (11.14)

Vztahy (11.10), (11.12) a (11.14) jsou jen rGznymi vyjadfenimi pro etnost zafi-
vych excitaci v jednotkovém objemu.

Emisni prechody Pro urCeni Cetnosti emisi musime uvazit dvé formy emise,
spontanni emisi a stimulovanou emisi. Celkovou Cetnost stimulovanych emisi zis-
kame s vyuzitim (5.8b) podobné jako vztah (11.10)

N RE™ = ny By / o, J, dv
0

- nuﬂBlu/ by, dv = nuﬂzm/ V) ) 4, (11.15)
Ju 0 Gu 0 hl/
nebo pomoci (11.11) také jako
nuRZtlim - nuBulJ_lu - nuﬂBluJ_lu; (11.16)
pripadné pomoci (11.13) ziskdme priblizny vztah
. 4 _
M R 22— T T (11.17)
Vi Gu
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Podobné dostaneme i1 celkovou Cetnost spontdnnich emisi

2h 2hd
bup —p, IMup (11.18)
2 G 2

spont o
nuRul - nuAul = Ty,

Vyraz (2hv})) /c* miiZeme vsunout pod integral profilu ¢, pies frekvence (ktery
jeroven 1) a opét s vyuzitim faktu, Ze plna Sitka ¢ary v poloviné maxima profilu je
mnohem mensi nez jeji frekvence, mizeme provést zaménu v, — v. Po upravach
dostaneme

o0 o
spont ___ ~
ny Ry = ny Ay / ¢, dv ~ n, By / 7(/5,, dv
0 0

* 2hv3 ® (V) 203
—nuﬂBzu/ —2V¢,,du—nuﬂ47r/ (V) 277 119
0 c 0 c

u

pfipadné pomoci (11.13) také priblizné jako

47( 2hl/ g
S t l
nuRZ}l)on =N L —

“ w- 11.20
thu 02 Gu : ( )

Celkovou cCetnost emisi dostaneme jako soucet stimulovanych emisi (11.16) a
spontdnnich emisi (11.20)

piipadné pomoci (11.15) a (11.19) jako

© (V) [ 23
1y Ru znuﬂzm/ O”—(”)( ” +Jy) dv (11.22)
Gu 0 hv C

Mihalas (1978) dava prednost vyuziti Boltzmannovy excita¢ni rovnice (4.5), s je-
jiZ pomoci lze vztah (11.22) pfepsat

N n\ " * ag,(v) (23 hv
nuRul ~ Ty (n—u> 47T/0 ho <7+Jy exp _ﬁ dv. (1123)

Jak uvidime dale, tato forma je stejna jako vztah pro ¢etnost rekombinaci (11.32).

11.3.2 Vazané-volné prechody

V této Casti se budeme zabyvat prechody mezi vdzanymi stavy [ a volnymi stavy
k daného atomu.
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Fotoionizace Pro fotoionizaci atomu z vazaného stavu [ do volného stavu £ ze
vztahu (11.9) dostavame

n Ry, = nAm / abfhl—’“(y)Jy dv, (11.24)
0 1%

kde gy, (V) je odpovidajici fotoionizaéni absorpéni Gcinny prifez, ktery mizeme
pro frekvence mensi nez ionizacni hrana vy, polozit rovny O.

Fotorekombinace Pro odvozeni vztahu pro Cetnost fotorekombinacnich pre-
chodid vyuZijeme vysledky z kapitoly 5.1.2. Pfi rekombinaci dochézi k zachy-
ceni elektronu iontem, jedna se tedy v podstaté o srdZzkovy proces. NapiSeme
nejdiive Cetnost fotorekombinacnich prechodd pro pfipad termodynamické rov-
novédhy. V tomto pfipadé je stfedni intenzita zareni rovna Planckové funkci (J, =
B,) a kviili platnosti detailni rovnovahy je celkovy pocet fotoionizaci stejny jako
celkovy pocet rekombinaci.

(nkRkl)* = (anlk:)* = n;‘47r/ O%fl—k(V)B,, dv (1125)

0 hv

sV 2

(hvézdicka oznacuje rovnovazné hodnoty). Pravou stranu miiZeme piepsat ode-
¢tenim a pfictenim ¢lenu obsahujictho exp [—hv/(kT)],

. . >« v hv
(niRit)” = mn; 47r/ bf;Lk( )Bl, [1 — exp (—ﬁ)l dv

0 14

) o (v) hw
+ny 7r/0 W Bl,exp< k;T) dv (11.26)

Prvni Clen na pravé strané odpovidd spontdnni rekombinaci (srovnej s rovnici
5.20, ktera je psand pro energii), druhy stimulované rekombinaci. Cetnost spon-
tannich rekombinaci v termodynamické rovnovdze ziskdme z rovnice (5.20) zo-
becnéné pro libovolnou hladinu /, jejim vydélenim energii fotonu hv a integraci
pres frekvence

* * o bt (V) hV
(1 Ria) e = 10 47r/0 #By {1 — exp <—ﬁ>} dv,  (11.27)

coz je presné prvni Clen na pravé strané rovnice (11.26). Pomoci Planckovy funkce
(4.43) mizeme upravit

s * ape(v) 203 B hv
(nkRkl)spont =n, 47r/0 T > exp T dv. (11.28)
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Jelikoz rekombinace je srdzkovy proces zahrnujici elektrony a ionty, je jeho Cet-
nost imérnd soucinu neny. Pro danou teplotu 7' (a tim i rozdéleni rychlosti) vztah
plati po vydéleni nj, pro jeden iont bez ohledu na pfedpoklad termodynamické
rovnovahy. Proto pro ziskani poctu spontdnnich rekombinaci v obecném pripadé
staci vyndsobit rovnici (11.28) podilem ny/nj.

B n; < apg (V) 203 o
(nkRkl)spont = ng (nz> 47?/0 T > exp T dv. (11.29)

Stimulovand rekombinace v termodynamické rovnovdze je dana druhym cClenem
na pravé stran¢ rovnice (11.26),

* " e (V) hy
(nkRy)’ = nidm /0 #By exp <—ﬁ) dv. (11.30)

Pocet stimulovanych rekombinaci v obecném pripadé dostaneme opét vynasobe-

nim rovnice (11.30) podilem ny/n; a nahrazenim rovnovazné hodnoty intenzity
zateni (Planckovy funkce) aktudlni hodnotou stfedni intezity zafeni .J,,

n; > api (V) hv
(i Rit) i = Mk (n—j) 47r/0 oy exp <_k:_T) dv (11.31)

Vyslednou cetnost rekombinacnich prechodii dostaneme sectenim rovnic (11.29)
a(11.31),

iR = ni (Rt spont + Rkt stim)

n; * (V) (2003 hv
= — | 4 —— 11.32
Ny, (”Z) 7r/0 o ( 2 + J, | exp T dv (11.32)
——

Ne (bik (T)

Podil n} /n} = ne®;(T) (viz rovnice 4.22), rekombinace tedy zaviseji na elektro-
nové hustoté n., na hustoté iontil nj, a na koeficientu zdvisejicim na teploté, ktery
ozna¢ime ag(1") a nazveme rekombinacni koeficient,

nkRkl = nkneaR(T). (1133)

Rekombinacni koeficient se Casto pouziva pfi formulaci rovnic kinetické rovno-
vahy pro prostiedi mlhovin.

Kromé vyse zminénych ionizaci a rekombinaci mohou hrét dileZitou ulohu
nace (viz kapitola 5.4), jejichz zapocteni do Cetnosti zafivych procesii zde vSak
nebudeme rozebirat.
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11.3.3 Celkova ¢etnost zarivych prechodu

Ze vztahu (11.10) a (11.24) dostdvame pro pocet absorpci (pfechodd z nizsiho
(1) do vyssiho (u) energetického stavu) v jednotkovém objemu vyraz n; Ry,, kde
Cetnost

Ry, = A / O‘l;;(”) J, dv. (11.34a)
0

v
Podobné ze vztahti (11.23) a (11.32) dostaneme pro pocet emisi (pfechodi z vys-
S$tho (1) do nizsiho (1) energetického stavu) v jednotkovém objemu vyraz n,, (Z—l) R,
kde Cetnost

* ap,(v) (2m0? hv
w =4 — y —— | dv. 11.34b
R 7r/0 " ( 2 + J, | exp T v ( )

114 Cetnost srazkovych prechodi

Atomy mohou prechdzet mezi svymi jednotlivymi energetickymi stavy také vli-
vem srazek s jinymi Casticemi. Srazky s t€z$imi ¢4sticemi jsou méné Casté. Kromé
toho je i pomér tepelné rychlosti elektront k tepelné rychlosti iontl vy e /vn; ~
43+\/A. Proto se miiZzeme v daliich tivahdch omezit pouze na nepruzné srazky
s elektrony.

Pro fetnost excitacniho nebo ionizacéniho srdaZkového prechodu (pfechodu
ze stavu o niz$i energii do stavu o vysSi energii) miZzeme psat (abychom piedesli
pouzivani stejnych pismen pro riizné veli¢iny, budeme v této podkapitole horni
hladinu pfechodu misto u znacit m)

N Cln = nlne/ O (V) f(v)vdv = nyneqm (T), (11.35)
)

kde 0y,,(v) je uCinny prifez srazkového prechodu [ — m (je funkei rychlosti

elektronu) a f(v) je rozdéleni rychlosti elektronti. Veli¢inu

Qm(T) = /oo O (V) f(v)v dv (11.36)

0
je koeficient srazkové Cetnosti (collisional rate coefficient, Pradhan and Nahar,
2011, kapitola 8.1.1), ktery dostaneme integraci ucinného prifezu pies rovno-
vazné (Maxwellovo) rozdéleni rychlosti elektront.
Pro cetnost srdZkového deexcitacniho a rekombinacniho prechodu v pripadé
termodynamické rovnovdhy plati podminka detailni rovnovéhy (n;, n;, znaci rov-
novazné hodnoty koncentracf)

1%, Cot = 1 Cin, (11.37)
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z niZ dostaneme pro Cetnost srdzZkového deexcitacniho a rekombinacniho pre-
chodu vztah

N Cont = T (”l ) Ciom = i ("j ) Neqim (T). (11.38)
n n

*
m m

Problémem ve vypoctu srazkovych Cetnosti je urceni ucinného prirezu oy,. V za-
sadé existuji dva zplisoby urceni, bud’ experimentalné nebo s pouZitim kvantove
mechanickych vypocti. Ve vétsiné astronomickych aplikaci nds zajima spiSe hod-
nota stfedovand pres maxwellovské rozdéleni (¢, (7)) nez oy, (v) jako funkce
rychlosti elektront.

Urceni koeficientu srazkové cetnosti  Srazkovy ucinny prifez zavisi na energii
dopadajiciho fotonu a Casto se vyjadfuje jako funkce ma? (aq je Bohriiv polomér)
ve tvaru oy, = W@%le. Velicina @)y, je Casto tabelovdna jako funkce kinetické
energie dopadajici Castice F = %va. Nékdy se misto () pouziva veli¢ina )
(rovnice 10.2), kde se pro vyjadfeni energie pouzivaji Rydbergy.

Dosadime za rychlost do (11.36) a za f(v) pouZijeme maxwellovské rozdélen{

rychlosti (4.13). Po dpraviach dostaneme vztah
Gm(T) = CoVT / Qum (ukT )ue™ du, (11.39)
U

kde v = E/(kT), Cy = mai\/8kT/(mm) = 5.5- 107" a vy = Ey,,/(KT)
odpovida energii prechodu | <> m. Zavedeme-li = = u — ug, miZeme prevést
rovnici (11.39) na tvar

G (T) = CoV'T exp (—%) Ly (T) (11.40)
kde
Ly (T) = /OO Qun(Eo + zkT)(z + up)e* dz (11.41)
0

je pomalu se ménici funkce 7'. Koeficient sraZkové Cetnosti 1ze také vyjadrit po-
moci efektivni srdzkové sily (10.3), kterd vyuziva vyjadfeni energii v Rydberzich
(viz Pradhan and Nahar 2011, rovnice 5.32 a Hubeny and Mihalas 2014, rovnice
9.57),

(1) 8.63 x 107° ( En,
- = ———exp| ——
ai p T p LT
Hodnoty T jsou Casto tabelovany, jejich pouZiti je pak jednoduché. Pro nékteré

ionty (napfiklad H1, Hel, He11) jsou dostupnd méfeni. V téchto pfipadech je
mozné na zdkladé méfenych dat zformulovat ptiblizné analytické zavislosti.

> T(T). (11.42)
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Priblizné vztahy pro excitace a ionizace Pro dovolené vazané vazané srazkové
prechody lze pouzit pribliZzny vyraz (van Regemorter 1962, viz také Mihalas 1978,
rovnice 5.75 a Hubeny and Mihalas 2014, rovnice 9.58)

I 2
14.5 fim (5)
0

kde Iy je ionizacni energie vodiku,

Gim = CoVT uge T (uq), (11.43)

3
['(up) = max [g, 2£e“°E1(u0) , (11.44)
T
E/ je exponecidlni integralni funkce (viz Ptiloha A.1) a
g =0.7 nl — nl’ (11.45)
=0.2 nl — n'l’. '

Pro ionizacni srdzkové prechody lze pouZit pfiblizny vyraz nazyvany Seatonayv,
ktery je zaloZen na Seatonové aproximaci ucinného prifezu )y, (Seaton, 1962,
rovnice (147)) a ktery je uveden i s odvozenim v Jefferies (1968, rovnice 6.39)
a bez odvozeni v Mihalas (1978, rovnice 5-79) a Hubeny and Mihalas (2014,
rovnice 9.60),

1 e 1o
Qi = 1.55 - 1013ﬁ§labf(7/0) ., (11.46)
0
kde
=01 pro Z=1
0.2 Z =2 (11.47)

0.3 Z>2

Dalsi vztahy pro srdzkové excitace ionizace a odkazy na né lze najit v ucebnici
Hubeny and Mihalas (2014, kapitola 9.3) a predevs$im v Pradhan and Nahar (2011,
kapitola 5).

11.5 Soustava rovnic kinetické rovnovahy

Pro kazdy energeticky stav (hladinu 7,7 = 1, ..., L) miZeme napsat rovnici
i > (Rim + Cim) = > _ M (Roni + Cii) = 0. (11.48)
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Sectenim pfes vSech L hladin dostaneme 0 = 0, jednd se tedy o linedrné zavislé
rovnice. Abychom mohli z téchto rovnic urcit obsazeni energetickych hladin, mu-
sime soustavu doplnit dals$i nezdvislou rovnici. Rovnice (11.48) ndm urcuji, kolik
¢astic prejde z jednoho stavu do jiného, ale neurcuji, kolik hmoty je k dispozici.
To ndm ur¢{ jedna z dopliujicich rovnic. MiiZzeme pouZzit rovnici elektrické ne-
utrality

SN 4N =ne (11.492)
k. J
nebo rovnici pro celkovy pocet Cdstic

> ) Nj =N (11.49b)
kg

Pokud fesime rovnice kinetické (statistické) rovnovahy najednou pro vice prvki
(kazdy prvek tvori vlastni soustavu rovnic), doplnime rovnice abundancni rovnici

&
> Ny = a—’“ > N (11.49¢)
X H -
J J

ktera svazuje hustotu atomu feSeného prvku s né¢jakym referencnim prvkem (Casto
s vodikem). V rovnicich (11.49) j probihd pfes vSechny ionty a k pies vSechny
atomy.

Soustavu L rovnic (11.48) doplnénou o nékterou z rovnic (11.49) miiZzeme
formdlné zapsat v maticovém tvaru jako

A-n=RB (11.50)

kde vektor n = (ny,n,...,nz)" obsahuje koncentrace jednotlivych energetic-
kych hladin, matice A je tvofena Cetnostmi piechodil (viz rovnice 11.48). Tato
matice ma rozmér L X L a nazveme ji matici Cetnosti (rate matrix). MiZeme se
setkat i s poloCeskym nazvem rate (Cti rejt) matice. Vektor pravych stran B je
nenulovy pouze pro dopliujici rovnice (11.49).

Pokud matice A a vektor pravé strany B nezaviseji na obsazenich energetic-
kych stavli n, je (11.50) snadno feSitelnou soustavou linearnich rovnic. V piipadé,
kdy neplati termodynamickd rovnovana ani lokdlni termodynamickd rovnovaha,
matice A zavisi na poli zafeni, protoZe na poli zafeni zaviseji Cetnosti zafivych
prechodd R;,,. Pro urCeni pole zafeni musime feSit rovnici prenosu zaieni (viz
kapitola 3.2), coZ znamend, Ze musime znat opacitu a emisivitu, které zaviseji
kromé jinych veliin i na obsazeni energetickych stavli nn. Soustava (11.50) tedy
predstavuje soustavu nelinedrnich rovnic. Zahrnutim rovnic kinetické (statistické)

164



11. OBSAZENI ENERGETICKYCH HLADIN ATOMU

rovnovahy se obsazeni energetickych hladin stavaji funkci nejen teploty 7" a elek-
tronové hustoty n. (viz kapitoly 4.1 a 4.3), ale 1 pole zareni J,,

n; = ni(ne, T, J,). (11.51)

Zapocteni pole zafeni do urCeni obsazeni energetickych hladin znamend hodné
novych proménnych, pro které je tfeba soucasné fesit soustavu rovnic kinetické
rovnovéhy a rovnic prenosu zafeni pro vSechny potiebné frekvence. Zptisoby fe-

Seni této soustavy se budeme zabyvat v kapitole 12.

11.5.1 Nékteré specialni pripady

Pro pochopeni dasledkd rovnic kinetické rovnovéhy je uzite¢né se podivat na né-
které specidlni zjednodusené piipady rovnic kinetické (statistické) rovnovéihy a
jejich fesend.

Rosselandiv teorém cyklickych prechodu UvaZujme atom, ktery ma 3 stavy
(oznacime je 1,2,3), mezi kterymi existuji jen zafivé prechody. Symboly R ,3 .o 1

a Ry_o 3,1 oznatime Cetnosti postupnych zafivych pfechodu do hladin uvede-
nych v indexu. Uréime pomér Ry 3,5 41/ R1 .2 .3,1. V dalSich dvahédch zane-
dbame indukovanou emisi. Pocet excitaci z hladiny 1 do hladiny 3 je ny B13sW B(v13),
pocet deexcitaci z hladiny 3 do hladiny 2 je A3y/(As1 + Asz) pocet deexcitaci

z hladiny 2 do hladiny 1 je As;/ [Ag1 + BosW B(13)]. Pro Cetnost prechodd ve
sméru 1 — 3 — 2 — 1 dostaneme

Asy ‘ Ao
Az + A1 Aoy + BosW B(193)

N340 = 711313WB(V13) : (11.52)

Analogickym postupem dostavdme pro Cetnost ve sméru 1 — 2 — 3 — 1 dosté-
vame

B23WB(V23) Az
=mB B . . . (11.
n1Ryso351 = 1 B1oW B(v12) Aor + BogW B(v3)  Ag + Any (11.53)
Pro podil (11.53) a (11.52) plati
Ry 24341 A B1oW B(v12) BosW B(va3) Az W <1 (11.54)

Ri35951 B 313WB(V13)A21A32

kde jsme vyuzili vztahu pro B(v) platného pro Wienovu limitu (hv/kET > 1)

Bijpo v (ni)
L Blvy) = (n) . (11.55)

J1

Cykly maji riznou pravdépodobnost.
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Jednohladinovy atom s kontinuem se sklddd jen z jedné vazané hladiny a
jedné hladiny iontu (kontinua). Tento ptipad je podobnéji popsan v knihdch Miha-
las (1978, kapitola 5.5) a Hubeny and Mihalas (2014, kapitola 9.5). V tomto pfi-
padé jsou rovnice kinetické rovnovahy reprezentovany pouze dvéma rovnicemi,
jednou pro hladinu / = 1 a druhou pro hladinu iontu £. Tyto rovnice jsou vSak
stejné,

n1(Rik + Cig) = ng( R + Cra). (11.56)

Do této rovnice dosadime za n, Ry, ze vztahu (11.24), za n,;C};, a n,C}1 ze vztahu
(11.38) a za ni Ry z (11.32). V posledné jmenovaném vztahu zanedbame stimu-
lovanou emisi a pouZijeme priblizeni exp (Z—;) > 1. Déle vyuZijeme fakt, Ze pro
jednohladinovy atom s kontinuem je n; = nj, protoZe k£ odpovidd nejvySsimu
iontu atomu. Rovnice kinetické rovnovahy prejde na tvar (viz Mihalas 1978, rov-
nice 5.94 nebo Hubeny and Mihalas 2014, rovnice 9.90)

00 By
47T/ —abﬂk(y) dv + neqqp

h
n—i = = E/V)J : (11.57)
n} 471/ bf 1k Yy + nugin
vo hv

V ptipadé vysokych elektronovych koncentraci (vysokych hustot) jsou dominantni
srazkové prechody a podil n; /n} — 1 bez ohledu na hodnotu stfedn{ intenzity za-
feni J,. Obsazeni hladiny je tedy rovnovazné a podminky LTE jsou splnény. Po-
kud se pole zareni bliZi rovnovaznému, J, — B, (napriklad ve velkych hloubkdch
atmosféry), je také n; /n} — 1. Pro rovnovazné pole zafen{ tak rovnéz dostdvame
splnéni podminek pro LTE.

Naopak v pripadé nizkych hustot je ¢len n.q;; maly a v rovnici (11.57) domi-
nuji zarivé ¢leny. Miizeme psat

47T/00Mdy
ny 17

h
Moyt . (11.58)
o / (V)

Vo hv

Pokud je Cetnost ionizaci vétsi neZ Cetnost rekombinaci, hladina 1 mé niZsi obsa-
zeni nez v LTE, pokud jsou naopak Cetnéjs$i rekombinace, hladina 1 ma vyssi
obsazeni nez v LTE. Abychom ziskali alesponi priblizné odhady efektd, pou-
Zijeme velmi zjednodusujici predpoklad, ktery vyuzivad faktu, ze fotoioniza¢ni
piicny prifez je nejvyssi na ionizacni hrané a pro rostouci frekvence je umérny
v~3. Nahradime integraly pfes celé frekvencni spektrum hodnotou na ioniza¢ni
hrané (v = 14). Rovnice (11.58) se zjednodusi na tvar
nq _ B(V())

_— Y

ny  J(v)

(11.59)
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Hladina ma pro B,, < J,, niZsi obsazeni nez v pfipadé termodynamické rovno-
véhy.

Ionizace v koréné je variantou predchéazejictho piipadu. Teplota v koréné je
velmi vysokd (Tiocar ~ 10°K) a je mnohem vys$i neZ teplota slunecni fotosféry
(Tr ~ 6000K). Cetnost srazkovych ionizaci zavisi na lokdlni teploté, Cetnost zafi-
vych ionizaci zavisi na fotosférické teploté. Srazkové ionizace budou tedy vyrazné
prevazovat (Cyj, > Ryy,). Cetnosti srazkovych i zafivych rekombinaci zdviseji na
lokdlni teploté, proto bude platit nerovnost C'y; < Ryy. Z rovnice (11.56) dosta-
neme

nlneq1k(T) = nkne&R(T)a (1 160)

kde ag je celkovy rekombinacni koeficient (11.33). V piipadé kordny tento koefi-
cient zahrnuje piimou i dielektronickou rekombinaci. Z rovnice (11.60) vyjadiime
pomér

ng _ qu(T)

= =@ (11.61)

Ziskali jsme zajimavou informaci, Ze ionizacni rovnovdha v koréné nezdvisi na
elektronové hustoté n. v koréné, je pouze funkci lokdlni teploty.

Opticky tenké kaskadové prechody

(Hubeny and Mihalas, 2014, str. 286)
zjednoduseny mnohohladinovy atom pro prostfedi mlhovin
uvazujeme vodik, predpokladame

* velmi slabé pole zafeni =

— vodik prevazné v zdkladnim stavu

— predpokladame rezonancni Cary neprihledné =- jsou v detailn{ zarivé
rovnovize

— fotoionizace z vysSich hladin zanedbany
fotoionizace jen ze zdkladni hladiny
rekombinace probihaji do vSech hladin

— z4afivé excitace zanedbany (piechody z vyssich hladin prihledné)

— pouze spontanni deexcitace z vysSich hladin dmérné A,
* nizk4 hustota prostredi

— srazky zcela zanedbdny
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rovnice kinetické rovnovdhy pro ionizovany vodik (hladina k)

L
ni Y Ru = ni Ry (11.62)

=1
s pomoci rekombinaCniho koeficientu (11.33), polozime n; = n, (koncentrace
protonil), pro Cisté vodikovy plyn n, = n.,

L L
n1 Ry, = npne Z arp(T) =n? Z arp(T) (11.63)
=1 =1
rovnice kinetické rovnovahy pro hladinu j
7j—1 L
n; Yy Ri=mnRi+ Y n.Ry (11.64)
2=1 z=j+1
zavedeme

* branching ratio
Aul

Ay = —=——— (11.65)
* cascade probabilities p,;
D1, = Q41,1
u—1
(11.66)
Pul = Ay + Z Puir @i
i'=l+1

rovnice kinetické rovnovéahy pro hladinu j s pomoci rekombina¢niho koeficientu

-1 L L
n; Z Aj. = nlogy (T) + Z n. A =nl |org(T) + Z Pzjorp:(T)
z=1 z=j+1 z=j+1

(11.67)
muzZeme uréit poméry populaci

emisivita pro prechod u — [

hv
= —n,A
n An w4 tul
uziti — priblizné urceni relativni intenzity Balmerovskych Car (Balmer decre-
ment)
I(Hj) _ njAjhv,

= 11.68
I(H;)  niAphvg ( )
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Jemna struktura hladin v mezihvézdném prostiedi — formulace rovnic (Ba-
hcall and Wolf, 1968)

extrémné nizkd hustota i teplota = atomy a ionty prevazné v zdkladnim stavu
zakladni stav (term) ma vice hladin
zajimaji nds absorp¢ni ¢ary ze zékladniho stavu

tyto Cary jsou multiplety, jejich vzdjemna intenzita bude zdviset na obsazeni hla-
din zakladniho termu (stavu)

zakladni stav doublet (J =1 a.J = 2)-C11, N1 (oba 25?2p P9 ,); Al Si1i,
272
S1v (vSechny 3s23p2P3 )
272

* oznacime hladiny indexy 1,2 podle jejich rostouci energie

 prechod mezi hladinami 1 a 2 je magneticky dip6lovy
(v mezihvézdném prostiedi slabé zareni — zanedbame Cleny s intezi-
tou zareni)

n1Chz = na(Agy + Co) (11.69)

pomér obsazeni hladin

na Cha
= (11.70)
ny Ay +Cy
doplnéno rovnici
ny +ny =ng (11.71)

ny je celkova koncentrace iontu

* pro Ay; < C5; — LTE obsazenti, jinak ne

* pro klesajici hustotu klesd C5 i Cy; = klesd ny/ny

» zméneéné sily slozek absorb&niho doubletu (ze zdkladniho termu)

* moznost ur¢eni mezihvézdné elektronové hustoty na zakladé poméru
intenzit sloZek absorpniho doubletu

zékladni stav triplet (J =0,/ = 1, J = 2)—-C1, N1 O 111 (viechny 25%2p* 3Py ; »),
Si1, S11I (oba 3823]?2 3P0’172), O1 (2822p4 3P2’170), S1 (3823]?4 3P27170)

dva pfechody magnetické dipélové (mezi hladinami 3P, < 3P; a °P; <>
3P,), jeden elektricky kvadrupdlovy (mezi hladinami 3P <+ 3P5)
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* oznacime hladiny podle jejich rostouci energie Cisly 1,2,3;

* uvazujme jen prechody 1-2 a 2-3,
Ajs; zanedbame (elektricky kvadrupdlovy prechod méné pravdépodobny
neZ magneticky dipolovy);
(51 také zanedbame

n1(Cia + Ci3) = na(Agr + Co)

(11.72)
na(Aar + Ca1 + Co3) = n1Cha + n3(Asa + Cs)

poméry obsazeni

ng _ Cra + Ci3
ny  Ag + Oy
n3  Ci3(Ag + Oy + Co3) + C12C13

71_1 B (Ag1 + Ca1)(Ase + Ca)

(11.73)

doplnéno rovnici
niy+ng +n3z =ng (11.74)

pro A;; < Cj; — LTE obsazenf{
* zménéné sily slozek absorbéniho tripletu (ze zdkladniho termu)

* moznost ur¢eni mezihvézdné elektronové hustoty na zdkladé poméru
intenzit sloZek absorp¢niho tripletu

Pravdépodobnost obsazeni hladin v rovnicich kinetické rovnovahy

pravdépodobnosti obsazeni w; jsme zminili v kapitole 4.1 v rovnici (4.8)
obsazeni n; hladiny / iontu I o koncentraci N; v termodynamické rovnovaze

(%) _ wlg_lle—f% (11.75)

particni funkce dana vztahem (4.8)

pravdépodobnosti obsazeni hladin wy statisticky vyjadfuji vliv okolnich atomii
na dany atom, ktery se projevuje tim, Ze vyS$i hladiny nemuseji existovat

vztahy pro vypocet w; v Hubeny and Mihalas (2014, kap. 9.4)

do rovnic kinetické (statistick€) rovnovdhy musime zavést moZnost neexis-
tence vdzané hladiny, do niZ iont prechdzi

Yy w Py —wiy n,Pu=0 (11.76)
u#l u#l
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excitace do neexistujici hladiny se stane ionizaci
modifikace ioniza¢niho G¢inného prifezu (zahrnuti frekvenci nizsich nez io-
nizacni frekvence), viz Hubeny et al. (1994)

Qg = Ol pro v =y
< wn*) (11.77)
=|1- Qpfi, Pro v <y
wy
kde
1 hv
(L 11.78
! (”12 51) ( )

& je ionizacni energie
vztahy pro srazkové i zarivé Cetnosti se nemeni
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Kapitola 12

Reseni NLTE problému ve
hvézdnych atmosférach

Ulohu soucasného nalezeni feSeni rovnice pfenosu zdfeni a rovnic kinetické (sta-
tistické) rovnovahy nazyvame NLTE problémem, piipadné NLTE problémem
Jormovdni spektrdlnich car. Soustava rovnic kinetické (statistické) rovnovahy
(11.50) je soustavou nelinearnich rovnic, kdy jednotlivé prvky matice A zaviseji
na poli zafeni. Soucasné€ s rovnicemi kinetické (statistické) rovnovahy (11.50) je
tedy nutné fesit 1 rovnici prenosu zéreni (napriklad 3.40), a to pro kazdou frek-
venci. Ve vysledku se pak jednd o ohromnou soustavu rovnic pro zafeni na vSech
frekvencich a obsazeni vSech uvazovanych energetickych stavii. Dohromady tyto
rovnice tvoii soustavu nelinedrnich integrodiferencidlnich rovnic. Jejich feSeni
nelze nalézt analyticky, je tfeba pouzit numerickych iteracnich metod. N&které
mozné cesty k reSeni této soustavy rovnic si v této kapitole ukdZeme pro pripad
rovinné geometrie.

12.1 Dvouhladinovy atom

V pribliZeni dvouhladinového atomu predpokladdme, Ze atom ma pouze dvé va-
zané energetické hladiny Je to aproximace, kterd je dobie pouzitelna prakticky jen
pro prechody ze zdkladni hladiny. Piikladem mohou byt nékteré velmi silné rezo-
nancni ¢ary. Mlze vSak poslouZit i jako velmi ndzorny ptiklad, na némz je mozné
problémii pro mnohohladinové atomy. Zakladni vztahy pro vydatnost a rovnici
prenosu zarfeni pro dvouhladinovy atom formuloval Thomas (1957). Metody fe-
Seni NLTE problému vyuZivajici dvouhladinového atomu poslouzily k sestrojeni
rady uzitecnych modelt hvézdnych atmosfér (napiiklad Avrett and Loeser, 2003).

Spodni hladinu dvouhladinového atomu oznac¢ime [, horni hladinu u. Frek-
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12. RESENI NLTE PROBLEMU

vencni zavislost opacity dvouhladinového atomu mtizeme vyjadrit jako

Xv = Kiud(V)

kde podle rovnice (5.41) r;, = ny (me*/(mec)) fru @ ¢(v) je profil ary. Pokud
budeme uvaZovat existenci i opacity kontinua y¢ (napiiklad diky rozptylu na vol-
nych elektronech nebo vazané-volné a volné-volné piechody jinych prvki), cel-
kovou opacitu miizeme zapsat jako

Xv = Kid(V) + Xxc.

Opacité xc se také fikd opacita pozadi (background opacity).

12.1.1 Termalizacni hloubka ve spektralnich ¢arach

Stiedni volnd driha ¢, fotonu dané frekvence v je ddna prevracenou hodnotou
opacity Y, (viz rovnice 7.25),

! = _ (12.1)

0, = — .
Xv Kflugb(y) + Xc

Z této rovnice je ziejmé, Ze pokud x;, > Xc, je stfedni volnd drdha pro rizné
frekvence profilu ¢ary zna¢né rozdilnd, protoZe ¢(v) nabyva hodnot mezi O a 1.
Ve stiedu spektralni ¢ary je stiedni volna drdha nejkratsi a v kiidlech nejdelsi. In-
tegraci stiedni volné drahy (12.1) pro rtizné frekvence pies profil ¢ary dostaneme
stredni hodnotu stfednich volnych pro danou ¢aru. Tuto veli¢inu oznacime ¢ a
nazveme stiedni volnou drdhou fotonu v Cdre,

—uy= [ [T
0=(t,) = /0 ¢, dv = /O Ll (12.2)

Po absorpci fotonu ve dvouhladinovém atomu dojde k excitaci atomu do horniho
stavu. Poté miize dojit ke srazkové deexcitaci, kterd vede k tomu, Ze je energie
fotonu prevedena do kinetické energie srazejici se Castice. Této moznosti se fika
termalni absorpce. Druhou moZnosti je zariva deexcitace spojend s vyzarenim fo-
tonu na nékteré z frekvenci spektralni ¢ary popsané profilem ¢(v). Tato frekvence
se muZe liSit od frekvence absorbovaného fotonu. Foton vlastné pokracuje ve své
cesté, obecné jinym smérem a na jiné frekvenci. Tato moznost odovida rozptylu
ve spektralni ¢are (kapitola 5.8).

Podobné jako v pripadé rozptylu v kapitole 7.3 nés bude zajimat termalizacni
délka (hloubka), ale v tomto ptipadé pro celou ¢aru se zahrnutim rozdilné opacity
ve stfedu Cary a v jejich kfidlech. Tato termalizacni délka se také nékdy nazyva
délka zniceni (destruction length).
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12. RESENI NLTE PROBLEMU

s v 7

Obrazek 12.1: Opticky tlusta a opticky tenkd ¢4st spektrdlni ¢ary, 7,, > 1 v inter-
valu (—x.; x.), jinak 7, < 1.

Pravdépodobnost zniceni fotonu P,, jinymi slovy pravdépodobnost pfevedeni
energie absorbovaného fotonu do tepelné energie prostredi, je ddna podilem Cet-
nosti srazkovych prechodi z hladiny » do hladiny / (C';) k celkové Cetnosti pre-
chodi z hladiny u do hladiny ! (C,; + A, se zanedbanim stimulované emise),

Cul

P, = Y (=e). (12.3)
Ve velkych hloubkéch v hustém prostredi s velkym mnozstvim srazejicich se ¢és-
tic je Cy; > A, a P; — 1. Naopak v prostfedi nizkou hustotou (a tim i nizkou
koncentraci elektroni a Cy,; < Ay;) je hodnota P, velmi mald. Ozna¢ime P.(T)
pravdépodobnost iniku fotonu z mista v optické hloubce 7. V hustém prostredi
s velkou pravdépodobnosti zni¢eni fotonu je P.(7) < P,, naopak tam, kde je P,
mald, je P.(7) > P,. Rozumna definice termaliza¢ni hloubky T, je na rozhran{
t€chto dvou oblasti, kde

P.(ta) ~ Py (12.4)

Urcit termalizacni délku miZeme fadou riznych pristupt, jejich vycet nalezneme
v Hubeny and Mihalas (2014, kapitola 14.1). Zde uvedeme jeji pfiblizné urceni
pro homogenni atmosféru (vychazejici z prace Osterbrock, 1962). Tento doda-
teCny predpoklad znamend, Ze pravdépodobnost zniceni fotonu (12.3) se neméni
s hloubkou.

Pfejdeme k bezrozmérné frekvenci = = (v — 1) /Avp (viz 5.52). Céru roz-
délime na opticky tlustou (7, > 1) a opticky tenkou (7, < 1) ¢ast (viz obr. 12.1).

Délici frekvenci z. mezi opticky tlustou a opticky tenkou ¢4sti Cary ziskdme z pod-
minky
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12. RESENI NLTE PROBLEMU

ré(z.) =1, (12.5)

v sV

kde 7 zde oznacuje stfedni optickou hloubku v ¢are. Dale budeme predpokléadat,
ze prechod od opticky tenké k opticky tlusté Casti profilu je nahly, tj. Ze pro opticky
tenkou Cdst profilu plati 7, < 1 a pro opticky tlustou ¢4st profilu plati 7, > 1.
V opticky tenké Casti profilu unikne polovina vyzafenych fotoni (druhd polovina
je vyzéarena opacnym smérem). Pravdépodobnost tiniku fotonu je

1 —Tc 1 ) oo

P.(1) ~ B o(z) dx + 5/ o(z)de = / o(x) dx. (12.6)
Vyjadiime tuto pravdépodobnost tniku pro Dopplertiv (5.60b) a Voigtiv (5.59)
profil. PouZitim aproximace pro dalekd kiidla ¢ary (]x.| > 1) dostaneme pro
Doppleriv profil

1 00 —x2
e dr A (12.7a)

- Nz 2\/mx.’

a pro Voigtuv profil s vyuZitim pfiblizné rovnice (5.61b)

P (r)

a

PY (1) ~ (12.7b)

T,

Délici frekvenci uréime z podminky (12.5). Pro pripad Dopplerova profilu dosta-
neme s vyuZitim (5.60b)

2P = /In (L) (12.8a)

pro pfipad Voigtova profilu s vyuZitim (5.61b)

i (12.8b)

Do rovnic (12.7) dosadime za x. z rovnic (12.8) a dostaneme vztahy pro pravdé-
podobnost tniku pro Doppleriv profil ¢ary,

PP(r) ~ 1 7 (12.92)

27, /In (%)

a pro Voigtlv profil ¢ary,

PY(r) )L (12.9b)
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12. RESENI NLTE PROBLEMU

S vyuZzitim rovnic (12.3) a (12.4) dostaneme vztahy pro termaliza¢ni délku pro
ptipad Dopplerova profilu ¢ary (C' ma hodnotu fadové jednotek a slabé zdvisi na

€),

C
T~ - (12.10a)

a pro pripad Voigtova profilu Cary,

o ~ 6% (12.10b)

Pro srovnani pfipomeinime vztah pro termalizacni délku pfi koherentnim rozptylu
(7.28)

1
Tth NE

Ze vztaht (7.28) a (12.10) vidime, Ze nekoherence rozptylu zvysuje termalizacni
délku.

coh

12.1.2 Rovnice pro dvouhladinovy atom
vydatnost dvouhladinového atomu

absorpce s ndslednou emisi je rozptyl ve spektralni ¢are (viz kapitola 5.8)

dvouhladinovy atom bez kontinua vydatnost viz rovnice (7.4) v kapitole 7.1

Ny Ay » 2hul3u 1

Sp =
nlBlu N nuBul C2 ngu

) (7.4)
—1

Ny gi

* jedna rovnice kinetické rovnovahy pomoci (11.12) a (11.21) (stejné pro obé
hladiny)

e Jy, zavedeno v (11.11)

e kombinaci s (7.4),
s uzitim Einsteinovych relaci (5.8)
a vztahu (11.37) (n; C\y = n;Cl,)
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12. RESENI NLTE PROBLEMU

J +€'B
S = ———
E 14+¢
kde

poloZime

°= 1+¢&

¢ — pravdépodobnost zniceni fotonu — stejnd jako v (12.3)

S, =0-¢)J+¢eB

pro vysoké hustoty: Cyy > Ay = > 1=¢e¢— 1= 5, — B(v,T)

vétSinou je ale ¢ < 1

dvouhladinovy atom s kontinuem v pozadi
opacita

Xv = (XL)1 (V) + X (V) = Kd(v) + xc

Ky, — Opacita v Cafe
emisivita

N = (M), (V) +nc(v) = (x1)y, (V)SL + xcSe

S, z rovnice (12.15), S¢ = nc/xc — vydatnost kontinua, r = xc/Kuw

o r
= S
O, + T L+<bl,+7“

Sc
1ze prevést na vztah (7.23)
S,=&So+(1-6) [ dwdsav.
0

kde &, = (r +¢e¢,)/(r + ¢.)
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12. RESENI NLTE PROBLEMU

rovnice prenosu zareni + vydatnost dvouhladinového atomu

soucasné se fesi rovnice prenosu zafeni bez kontinua

dI(r,v
p EiT L= (r,0) (7,0) = 807 (12.19)
(7 — optickd hloubka v ¢are, dr = —ky, ds)

s vydatnosti (pfepsand rovnice (12.15) s explictni zdvisloti na 7 a integraci pres
profil cary)

Sp(r)=[1- 5(7)]/ o(r,v)J(1,v)dv + e(7)B(T) (12.20)
0
podobné i pro dvouhladinovy atom s opacitou kontinua v pozadi

vlastnosti reSeni dvouhladinového atomu bez kontinua

(i) povrchova hodnota

S(0) = veB (12.21)
(ii) proT ~ 1/¢je S(7) — B (velké hloubky)

ekvivalentni dvouhladinovy atom pro ionty s dominantnim rezonan¢nim pre-
chodem, zdjemci vizte Hubeny and Mihalas (2014, kapitola 14.4)

12.2 Iteracni reseni dvouhladinového atomu

12.2.1 A iterace

Pro ptipad koherentniho rozptylu jsme si A-iteraci uvedli v kapitole 7.5.1. Tuto
jednoduchou iteracni metodu mtizeme zformulovat i pro pfipad rozptylu ve spekt-
ralni ¢afe dvouhladinového atomu. Rovnici (7.24) prepiseme pro piipad dvouhla-
dinového atomu (zavislost na hloubkové proménné 7 nebudeme uvadét),

J=A[S]=A[(1-¢)J] +A[eB]. (12.22)

Zde A je frekvencné stiedovany A-operdtor (6.24) pro &aru, J je integrovand

stiedni intenzita pfes profil spektralni Cary (6.23) a B je stredni hodnota Planc-
kovy funkce v ¢afe. Podobné jako v kapitole 7.5.1 budeme v iteracnim postupu
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12. RESENI NLTE PROBLEMU

stifdavé urcovat stiedni intenzitu .J a vydatnost Sy, kterd je vyjadfena pomoci
vztahu (12.15).
Jako tvodni itera¢ni hodnotu pro pole zafeni vezmeme Planckovu funkci

JO — B. (12.23a)
Iteracni urcenf stfedni intenzity zapiSeme

Jn+) — A [Sén)] =A[1- 5)j(")} + AeB]. (12.23b)

Tato iteracni metoda ma stejné vlastnosti jako v pripadé koherentniho rozptylu.
Konverguje pouze pro ¢ — 1 a pokud € < 1, spiSe se stabilizuje a pro praktické
reSeni problému je nepouZiteln4.

12.2.2 Urychlena A iterace

Pomalost A-iterace je mozné odstranit, pokud z iteracniho procesu odstranime
¢ast informace, kterd se §ifi pomalu. To lze udélat, pokud vhodnym zpisobem
modifikujeme v rovnici (12.22) operator A. Zakladni myslenku (Cannon, 1973b,a)
miZzeme formalné objasnit ndsledujicim zptisobem. K opertoru A pfi¢teme a ode-
Cteme jiny operator, ktery oznacime A*.

A=A+ (A= A"). (12.24)
Operdtor (12.24) dosadime do (12.22)

J=A[Sp] =N [Sz] + (A= A")[SL]. (12.25)
S pomoci této rovnice miZeme definovat iteraéni schéma

Tt — A [S7H0] (B - A7) [s17]. (12.26)

V limit€¢ n — oo je tato rovnice splnéna presné. Rozdil oproti A-iteraci spociva
v tom, operator A* piisobi i na novou hodnotu Sg”l) , kterou chceme v odpovida-

jicim iteratnim kroku ur€it. Do ¢lenu A* [ } tak miZzeme néjakym vhodnym

zjednodusenym zplisobem zahrnout rozptylovy ¢len. Abychom lépe ocenili kon-
vergencni vlastnosti metody, z rovnice (12.26) dosadime do (12.15),

SV = (=) A" S 4 (1= e) (A=) [S{”] +eB (1227)
Odsud vyjadiime vydatnost Sénﬂ),
SPt = - (=N =) (A [s7] +eB]. (228
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s Vs

Pro konvergenci metody a jeji rychlost je rozhodujici nejvétsi vlastni Cislo zesilo-
vaci matice (amplification matrix)

A=[1-(1-e)A ' [1-2) (A-AY)], (12.29)

které ozna¢ime A... Pro A* = 0 dostaneme A-iteraci, pro kterou je .. =
1, coz znamend velmi pomalou konvergenci. Nejvhodné&jsi volbou A*-operatoru
ddvajici rozumné malé hodnoty A, zaru€ujici rychlou konvergenci je diagondla
A-operitoru (Olson et al., 1986). Spocitat ho Ize jednoduse podobné jako Rybicki
and Hummer (1991) jako soucdst numerického formdlniho feSeni.

Iteracni proces lze jesté vice urychlit (nékdy za cenu stability) néjakou nume-
rickou extrapolaci (napt. Ng, 1974).

Dalsi itera¢ni metody

* successive overrelaxation method (SOR) — Trujillo Bueno and Fabiani Ben-
dicho (1995)

* FBILI - A Forth-and-Back Implicit A-Iteration (Atanackovi¢-Vukmanovi¢
et al., 1997)

12.3 Mnohohladinovy atom

* pro zjednoduSeni — planparalalelni geometrie

* soustava rovnic kinetické rovnovahy — celkem L rovnic
A-n=B8B (11.50)
hleddme obsazeni L explicitnich hladin, n = (n;),l =1,...L

—1 rovnice pro kazdy atom kvli linedrni zavislosti rovnic

+1 uzaviraci rovnice pro referencni atom svazujici vSechny uvazované atomy
(rovnice pro pocet Castic nebvo rovnice elektrické neutrality)

+1 uzaviraci rovnice pro kazdy dalsi atom
koeficienty rate matice .4 zaviseji na stiedni intenzité zafeni .J,

* rovnice pfrenosu zafeni pro stiedni intenzitu

d?(fX7,)

ar2 =J,- 5, (3.40)

opacita (vydatnost) v rovnici pfenosu zafeni zavisi na obsazeni energetic-
kych hladin atomt n, ty ziskdme feSenim (11.50)
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— Eddingtonovy faktory fX uréime feSenim rovnice prenosu se Schuste-
rovymi proménnymi (6.57) — popsano v kapitole 7.5.2

* pouzijeme diskretizaci

F' frekvencnich bodu (viz kapitola 6.3.1.3), f =1,...  F

D hloubkovych bodii (viz kapitola 6.3.1.1) v pfipadé jednorozmérného pro-
sttedi,d =1,...,D

celkem F' hloubkové diskretizovanych rovnic pro F' frekvencnich boda

v (11.50) integraly pfes frekvence lichobéZnikovou metodou

* iteratni postup (Jy) — () = (Jy) = () = Jof) — ... je v podstaté
A-iterace = nepouZzitelny

* soustavu rovnic (3.40) a (11.50) je tieba feSit soucasné pron;,l =1,..., L
a J, Yv v celém prostiedi (napiiklad v atmosfére)

12.3.1 ReSeni mnohohladinového atomu metodou iplné linea-
rizace

Resen{ soustavy tvorené rovnicemi (3.40) a (11.50) hledame v néjaké diskrétni
reprezentaci hloubkovych bodd, frekvenci a smért $ifeni zafeni. Tuto soustavu je

Z ¥ Ve

mozné fesit podobné jako v kapitole 4.3.1 linearizaci
* [ rovnic kinetické rovnovahy a F' rovnic prenosu zareni

* formdlné zavedeme vektor ¥ = (n;, Jy)
(i=1,....L,f=1,...,F)

* hledame feSeni v
» formélné zapiSeme soustavu feSenych rovnic

f()=0 (12.30)

* necht’ mdme nepresné feSeni té€to soustavy rovnic
ozna&ime ho ™ = (n§"> J ](c")>

« hleddme piesndj3i feseni ve tvaru ™) = 4™ 4+ §ep
jinak zapsdno (n("ﬂ), J](cnﬂ)) = (nin) + on;, J}”) + 5Jf>

7

aby
7 (w0 0) = 1 (w4 59) =0
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pouzijeme prvni fad Taylorova rozvoje (= linearizace)

wy )

" ——0p =0 12.31
7 () + =0 (12.31)
rozepiSeme vSechny veliCiny zdvislé na linearizovanych proménnych, na-
piiklad opacita X;”H) = X;") + dx, kde

L 9 (n) F (n)

X Ix
e =D Ot 2 g0
i - J

i=1 j=1
podobné pro dalsi veli¢iny (emisivita, vydatnost, ...)

nakonec vyjadiime z (12.31)

of <¢(n)) -

S T

i (W"’) (12.32)

of (v)
-

kazdé nezdvislé proménné z 1))

je matice (kazda slozka vektoru f <¢(”)> se derivuje podle

(12.31) je soustava linearnich rovnic pro (dn;, d.J¢), feSime ji iterativné:
J P f J

1. zndme feSeni 1™, které neni presné

2. fesfme soustavu linedrnich rovnic (12.31) pro dvp = (dn;, d.J¢), FeSeni
je vyjadrené v (12.32)

3. provedeme korekce n{"tY = ngn) + on;, J}"H) = J](c") + 8¢

5. pokud € > e, (poZadovand presnost), pokracujeme bodem 1, v opac-
ném piipadé mame vysledek

4. uréime nejvyssi relativni zménu iterovanych velicin
1
nl(n—‘r ) nl(n)

nl(")

(nt1) ()
Jp = Jp
)
J

, max
!

€ = Inax (max
l

pokud je pocétecni hodnota © dostatedné blizko feSent, postup konver-
guje kvadraticky; relativni chyba e (fractional error) se kvadraticky zmen-
Suje (¢,¢%,¢%,...)
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* pii problémech s konvergenci miize pomoci

— v kroku 3 iteraniho postupu provést korekci jen pro Jy;

1 NioM N . . . . 2 2 Z
n§"+ ) ur&it feSenfm rovnic kinetické rovnovédhy (11.50) pro zadané

pole zareni

— provést navic nékolik lambda iteraci mezi itera¢nimi cykly linearizace

* mezi jednotlivymi iteracnimi cykly vZdy provedeme forméalni feSeni rovnice
prenosu zafeni

autori této metody pro modelovéani hvézdnych atmosfér: Auer and Mihalas (1969)

12.3.2 ReSeni pomoci urychlené A-iterace

pouzijeme monochromaticky A- operator (pro tuplnou frekvenéni redistribuci mu-
zeme)

* iteracni schéma pro urcenf stfedni intenzity

T = A [SY] + (A = A) [S97] (12.33)

* ve vztazich pro Cetnosti zafivych prechodd (11.34) v rovnicich kinetické
rovnovahy dosadime za stfedni intenzitu zareni z rovnice (12.33)

Ry, — 47r/ (V) (A; [Sl(/n—‘rl)] +AJ£n)) dv.
0

hv
o = O{lu(l/) 2h1/3 * (n+1) (TL) N hl/
R —47T/0 T ( > + (A3 [STHY] + ATV ) exp T dv.
(12.34)

kde A = (A, — AY) [Sﬁn)} nazyvame korekéni len

* rovnice kinetické rovnovahy (11.50) budou nelinedrni v n;, linearizujeme je

At 5. (n+6n) =B+ 9B 5 (12.35)
on on

* rovnici pfenosu zareni nelinearizujeme,
zareni je zahrnuto pomoci priblizného operatoru A*
presnd hodnota se dopocita z korekéniho ¢lenu pouZitého na minulou iteraci
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* postupujeme iterativné:

(n)

1. zndme feSeni (nl ), které nenf presné

2. pro nz(»n) provedeme forméalni feSeni rovnice prenosu zafeni a spocteme

korekéni &leny v rovnici (12.33): AJS™ = (A — A*) S5,
pro pocétecni odhad polozime S = B,

3. feSime linearizované rovnice kinetické rovnovahy pro on;
(n+1)

4. provedeme korekci n\"™ = n{™ 1 ¢n;

5. urc¢ime nejvyssi relativni zménu iterovanych velicin

ngn—i—l) . nin)
€ = max o)
i n;

6. pokud € > e, (poZadovand presnost), pokracujeme bodem 1, v opac-
ném piipadé mdme vysledek

e uziti urychlené lambda iterace (ALI)

— snizuje velikost invertovanych matic z rozméru (L + F) x (L + F') na
L x L, = snizuje Cas potfebny na jednu iteraci

— zvySuje potiebny pocet iteraci

— vysledek — urychleni vypoctu

* lze pouzit dalsi urychlovaci metody (napriklad Ng, 1974)

12.4 Zakladni NLTE efekty v polonekone¢né atmo-
sfére

V této Casti se podrobnéji podivame na nékteré disledky NLTE pfistupu na obsa-
zeni energetickych hladin v polonekonecném prostiedi, kde ve velkych optickych
hloubkach je popis pomoci LTE aproximace spravny, ale ve vnéjSich vrstvach
nikoli (podle Hubeny and Mihalas, 2014, kapitola 14.6).

12.4.1 NLTE efekty v ¢arach
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log T

Obrazek 12.2: Pfiklad mozné zavislosti b-faktorti dvouhladinového atomu na op-
tické hloubce cary (I — spodni hladina, u — horni hladina).

Dvouhladinovy atom Vydatnost pro dvouhladiovy atom podle (7.4), s vyuZitim
b-faktorti (11.8) a Boltzmannovy excitacni rovnice (4.5) je

1 —exp ( hylu)
2hu3 1 b - B
5, = 2 = B, T) uth

. (12.36)

kde [ oznacuje spodni hladinu, u oznacuje horni hladinu a B(v,, T') je Planckova
funkce (4.43). MiiZeme-li zanedbat stimulovanou emisi (pro exp (— hk”jll‘) < 1),
rovnice se zjednodusi na

by
Sy~ b—B(Vlu,T). (12.37)
!
Pro optické hloubky mensi nez termalizacni hloubka Cary (7 < 7y, kapitola
12.1.1) je vydatnost mensi nez Planckova funkce (S; < B). Na povrchu navic
plati presny vztah (12.21), z néhoZ vyplyva

by
o ~yVe<l (12.38)
!
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pokud je pravdépodobnost zniceni fotonu (12.3) mald. Pokud je vSak excitacni
energie F;, = hvy, mens$i neZ tepelnd energie prostredi (k71), zvysi se Cetnost
srazkovych procest a odchylky obsazeni uvazovanych hladin od termodynamické
rovnovahy budou malé.

V oblastech, kde jsou Cetnosti srazkovych prechodti dvouhladinového atomu
mens$i neZ Cetnosti zafivych prechodi, zplsobuje pienos zafeni ve spektralni ¢are
stav, kdy ma spodni hladina prechodu vySsi obsazeni neZ v pripadé€ platnosti ter-
modynamické rovnovéhy (fikdme, Ze hladina je pFfepopulovdna — overpopulated)
a horni hladina naopak nizsi obsazeni (je podpopulovdna — underpopulated). Ex-
citace je totiz imérnd poctu dopadajicich fotonti, deexcitace (pfi zanedbani stimu-
lované emise) vSak ne. Pole zafeni cestou z hvézdy sldbne, coz vede ke sniZenf Cet-
nosti zafivych excitaci a ndsledné k podpopulovéni horni hladiny (viz obr. 12.2).

YV

Trihadinovy atom je nejjednodussim zobecnénim predchazejiho piipadu. Jed-
notlivé hladiny oznacime Cisly 1, 2 a 3 podle rostouci excitacni energie. Chovani
tithladinového atomu se bude liSit podle toho, jakych pomérnych hodnot nabyvaji
energie jednotlivych hladin.

V piipadé, Ze se excitacni energie hladin 2 a 3 ze zdkladni hladiny (1) nebudou
prilis lisit, budou srdZkové prechody mezi hladinami 2 a 3 vyrazné Cetné€jSi nez
zafivé. Po zanedbdni Cetnosti zafivych pfechodi mezi t€émito dvéma hladinami
muizZeme psat noChs &~ n3Cso, prechod mezi hladinami 2 a 3 bude tedy v detailni
rovnovéaze. ProtoZe vZdy plati vztah (11.37), dostaneme z definice b-faktord (11.8)
rovnost by, /= bs. Mezi koncentracemi hladin 2 a 3 bude platit vztah

m_e (E) o 92
ng  gs kT g3

(excitalni energie E»3 je mald). Miizeme definovat spole¢nou hladinu 23, jejiz
populaci ng, statistickou vahu gz3 a Einsteinlv koeficient Az ; definujeme jako

Na3 = N9 + N3,

923 = 92 G5, (12.39)
A Ga A1 + g3 Az
231 — — -
g2+ 93

Pak také plati ng3Asz; = naAs + n3As;. Hladina 23 se pak chovéa jako horni
hladina u v pfedchozim pfipadé dvouhladinového atomu.

Tento postup zavedeni stfednich hladin se asto vyuziva ke snizeni poCtu feSe-
nych hladin atoma pfi studiu multipletti nebo i pfi zavadéni superhladin (stfednich
hladin zjednodusujicih velmi sloZité modely atomt). Nutné je vSak splnéni pod-
minky detailni rovnovahy mezi jednotlivymi hladinami 2 a 3.
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log T

Obrazek 12.3: Priklad mozné zavislosti b-faktort tithladinového atomu na optické
hloubce.

V piipadé, Ze pro excitacni energie hladin neplati F/15 ~ Fj3, je situace jin4.
Pokud jsou excitatni energie F15 a Fo3 mensi nez tepelnd energie prostiedi, bu-
dou odchylky obsazeni uvazovanych hladin od termodynamické rovnovahy malé.
Pokud vSak budou zmin€éné excitacni energie vétsi nez tepelnd energie prostiedi,
je situace zajimavejsi. Pro velké hloubky je optickd hloubka vSech uvaZzovanych
prechodu (712, T13 @ To3) VEtSi neZ jejich termalizacni hloubka, proto jsou obsazeni
vSech hladin blizka rovnovazné hodnoté (b; ~ 1, by =~ 1, b3 = 1). Obsazeni za-
kladni hladiny je vétSi nez obsazeni vysSich hladin (n; > n;, 7 = 2, 3), opacita
(a tedy i optickd hloubka) prechodl ze zdkladni hladiny je vyS$i nez pro pre-
chod 2 <> 3 (193 < Ty9, To3 < T13). Postupujeme-li k menSim hloubkdm, optickd
hloubka 753 klesne pod termaliza¢ni hodnotu nejdiive. Podobné jako pro dvou-
hladinovy atom to zpisobi sniZeni obsazeni n3 vzhledem k rovnovazné hodnoté
(bs < 1) a zvySeni obsazeni n, a ny vzhledem k jejich rovnovdZnym hodnotdm
(by > 1, by > 1). Pro jesté mensi hloubky klesne i optickd hloubka 7,3 pod svou
termalizaCni hodnotu a efekt sniZeni bs a zvySeni b; a b, jesté zesili (pfechod mezi
hladinami 1 a 2 je stdle jesté v detailni rovnovaze). Pro jeSté niZsi hloubky klesne
1 715 pod termalizacni hodnotu, coZ zptsobi dal$i zvyseni b; a soucasné snizeni b,
(viz obr. 12.3). V kombinaci se zvySenim b, diky pfechodu 2 <+ 3 to miZze v za-
vislosti na atomdrnich parametrech vést jak k hodnotdm b, < 1, tak i k hodnotdm
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by > 1. Na obrdzku 12.3 je zndzornéna pouze druhd z téchto moZnosti.

Mnohohladinovy atom Pro atom s mnoha energetickym stavy lze celkovy vliv

nerovnovazného rozdéleni obsazeni energetickych hladin (NLTE efekt) ziskat jako

vysledek ,,soutéze” srazkovych a zatrivych procest vSech prechodi. Zakladni efekty
byly popsédny v predchézejici ¢asti této kapitoly. Pfenos zafeni v ¢ardch s malou

pravdépodobnosti zniceni (C' < R) zpiisobuje zvyseni obsazeni spodni hladiny

pfechodu vzhledem k rovnovdzné hodnoté (b > 1) a sniZeni obsazeni horni hla-

diny pfechodu vzhledem k rovnovaZzné hodnoté (b < 1). SrdzZkové procesy mezi

hladinami s blizkymi energiemi zpiisobuji boltzmannovskou rovnovahu mezi nimi.

Takovymi hladinami jsou kromé hladin multipletti i hladiny s vysokym hlavnim

kvantovym ¢islem n.

12.4.2 NLTE efekty pro kontinua

Prechody z vazanych stavii do volnych (ionizace) a z volnych do vazanych na-
zyvame Casto prechody do a z kontinua. MiZzeme je rozdélit podle opacity na
prechody s velkou opacitou, které jsou i silnym zdrojem zatreni (aktivni konti-
nua), a na prechody s malou opacitou, které jsou pomérné slabym zdrojem zareni
a spiSe jsou zarenim pouze ovliviiovany (pasivni kontinua).

Aktivni kontinua jsou ioniza¢ni prechody vysoce zastoupenych prvk, pro pii-
pad atmosfér hvézd hlavni posloupnosti jsou to nejCastéji prechody vodiku a he-

Vv s

lia. Uc¢inny prafez vSech ionizacnich prechodi je nulovy pro frekvence nizZsi nez

Vv

je ionizani hrana a dmérny v pro vyssi frekvence. Velmi pfiblizné Ize na tyto
pfechody pohliZet jako na Siroké spektralni cary s ponékud podivnym profilem.
Protoze vysledné vztahy pro vydatnost (12.37) a b-faktory (12.38) dvouhladino-
vého atomu nezaviseji na profilu ¢ary, miizeme je pouzit i pro aktivni kontinua.
Obsazeni zdkladni hladiny atomu bude vyssi neZ v rovnovdzném piipadée (b; > 1)
a obsazeni vyS$siho ionizacniho stupné bude mit niz8i obsazeni neZ v rovnovaz-
ném piipad€. Pokud se pfidrzime definice LTE populaci vzhledem k zdkladni hla-
diné vyssiho iontu (oznacime ji k), bude b, = 1 a hodnota b, se jesté zvysi (viz
obr. 12.4).

Opacita v kontinuu je niZ§i neZ opacita spektralnich Car. Pro pfipad hvézdnych
atmosfér to znamend, Ze kontinua se formuji niZe neZ spektrdlni ¢4ry. Obsazeni
zakladni hladiny bude vykazovat nerovnovdzné hodnoty b; > 1 uZ v oblasti for-
movani kontinua, coZ je oblast, kde je opticka hloubka v kontinuu pfiblizné rovna
jedné.
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Obrazek 12.4: Ptiklad mozné zdvislosti b-faktorti zakladni hladiny (1 — modra
Cara) na optické hloubce vlivem ionizace. Faktor pro zdkladni hladinu vyssiho
iontu (k) je roven 1. Horni obrdzek: aktivni kontinua, dolni obrdzek: pasivni kon-
tinua.
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Pasivni kontinua jsou ionizacni pfechody mén¢ zastoupenych prvku. Je to vét-
Sina prechodt v kontinuu. Jsou typické pomérné¢ malym piispévkem k celkové
opacité, ale maji podstatny vliv na excitacni a ionizacni rovnovahu svych prvki.
Pribliznou ioniza¢ni rovnovahu pro zdkladni hladinu miZeme vyjadfit pomoci
jednohladinového atomu s kontinuem (kapitola 11.5.1). Pfi zanedbéni stimulo-
vané emise muizeme ionizacni rovnovahu vyjadfit vztahem (11.57). Pro zanedba-
telné Cetnosti srazkovych prechodi dostaneme zjednoduseny vztah (11.58). Apro-
ximaci celkového fotoionizacniho tc¢inného priifezu jeho hodnotou na ionizacni
hrané dostaneme pro odchylku obsazeni zdkladni hladiny od rovnovdzného stavu
b, vztah (11.59), ktery miizeme priblizné zapsat jako

. E ~ B(Vo,T) _ B(Vo,T)

b, = ~ ~ .
! nik J(I/()) WB(V(),TR)

(12.40)

V tomto vztahu jsme vyjadfili intenzitu zafeni na povrchu atmosféry pomoci fak-
toru zfedéni W (11.1) a Planckovy funkce o teploté Tz, coz je teplota v hloubce,
z niZ zareni vychazi.

Odhadneme tuto hloubku i faktor zftedéni pomoci Eddingtonovy-Barbierovy
relace (6.6). Na povrchu hvézdné atmosféry lze stfedni intenzitu vystupujiciho
zareni (pfedpokladdme nulové zareni ve sméru dovniti atmosféry) priblizné vyja-
drit jako (v je frekvence ionizacni hrany)

N —

J(vo, 7, > 0) = =B (VO,TVO = %) , (12.41)
kde jsme navic aproximovali vydatnost pomoci Planckovy funkce. Odtud dosta-
vame W = %, Tp = T(1y, = %) Ve Wienové limité (pro vysoké frekvence,
rovnice 4.44) je Planckova funkce z4vislad na teploté exponencidlné a s klesajici
teplotou rychle klesa. Teplota pro 7(v9) — 0 (na povrchu hvézdy) je nizsi nez
teplota pro 7(vp) = % (misto, kde se formuje kontinuum), plati tedy i

1 1 1
B(l/(),T(TVO — O)) < EB <V0,T <TV0 = 5)) = §B (l/o,TR) .
Ze vztahu (12.40) dostdvame b; < 1. Obsazeni zdkladni hladiny bude niZsi
nez v pripadé termodynamické rovnovahy (viz obr. 12.4). S ohledem na NLTE
efekty v Cardch (kapitola 12.4.1) bude disledkem niZ$i obsazeni vSech hladin
iontu (b; < 1) ve srovnéni s rovnovaZznym rozdélenim. Zvysend ionizace je jednim

ze zéakladnich NLTE efektu.
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Kapitola 13

Polarizace atomarnich hladin

Po — pravdépodobnost nalezeni systému v Cistém stavu W(O‘)>

operator hustoty (p, > 0)
p= palt!?) (v (13.1)

{|ug)} —ortogondlni bize jednotkovych vektorti Hilbertova prostoru vektort ‘w(“) )

Pmn — maticové elementy operdtoru hustoty

<um| i) |un> = Pmn = Zpa <Um’w(a)> <w(a)\un> (13.2)

vlastnosti operdtoru a matice hustoty
hermitovsky p = p', prn = Prm
pozitivné definitni p,,,, > 0

Tr p nezavisi na bazi
Trp=> pun =Y Pa (13.3)

pro normalizované pravdépodobnosti p, je Trp =1

2
|prm|” < PunpPmm — Schwarzova nerovnost
pro systémy v Cistém stavu plati rovnost

¢asovy vyvoj operatoru hustoty
d 27T T -
Sp=""H, ] 13.4
at? = in [ p (13.4)
podrobnéji v Landi Degl’Innocenti and Landolfi (2004, kapitola 3.6)
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Polarizace atomu

kazd4 hladina ma statistickou véhu g = 2.J4-1, J je kvantové ¢islo momentu
hybnosti hladiny

M — vlastni ¢islo projekce celkového momentu hybnosti atomu J do vy-
braného sméru

koncentrace jednotlivych podhladin n;,j = 1,...,2J +1
odpovidaji diagondlnim elementiim matice hustoty
ps(M, M) = (JM|p|JM)

* obecnd matice hustoty p (M, M) = (JM|p|JM')
ma i nediagondlni prvky — koherence
stav hladiny popsdn pomoci (2. + 1)? veli¢in

pokud matice hustoty neni diagonalni — polarizovany atom

vznik polarizace atomu
* srazkou s kolimovanym paprskem castic

* anizotropnim ozafovanim vnéjS$im zdrojem

dale cesty k polarizaci atomu pies anizotropni ozafovani

ilustracni ptiklady (podle Landi Degl’ Innocenti, 2002):

dopada nepolarizované zatfeni z jednoho sméru;
osa kvantovani ve sméru $ifeni zareni (pro zjednoduseni predpokldddame)
vektor elektrického pole kolmy ke sméru Sifeni zareni (to je vzdy)
= excitacni prechody jen do hladin AM = +1 (vybérové pravidlo),
deexcitace (spontanni emise) podle vybérového pravidla AM = 0, +1

polarizace pii prechodu J,, — J;
(f dhel mezi smérem kvantovéni a libovolnym smérem)

Q Asin? 6 — Bsin? 6

x _ 13.5
I Asin®0+ B(1+ cos?0) (13.3)
kde (s¢ita se pres vSechny mozné prechody)
A= )" n(M,)S (M, M) (13.6a)

AM=0
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I’ o ®
J] 0
C) AT d)
3 ™
]11 ) * 'Jll ] "
-

......

Obrazek 13.1: Priklady polarizace atomu podle Landi Degl’ Innocenti (2002). Ob-
razek z Landi Degl’Innocenti (2002, obr.16) (zkopirovdno 30).

1
B=3 > n(M,)S (M, M) (13.6b)
AM==+1
a
S (M,, M) =3 Jooh 1Y (13.7)
W —M, M, AM '

(sila pfechodu mezi M, a M)

priklady z obrazku 13.1:

(a) spodni hladina J; = 0, horni hladina J, = 1;
= hladina M, = 0 nepopulovana, M, = %1 ano
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emitované zareni polarizované, polarizace (z 13.5)

Q sin” #

B 13.8
I 1+ cos?6 ( )

pokud je dopadajici zafeni

(i) polarizované kruhové = populovany bud’ jen AM = 1 nebo AM =
—1 v zavislosti na sméru polarizace

(i1) nepolarizované (nekoherentni superpozice kruhové polarizovanych pa-
prski opacné polarizace)
= populovany oba, AM = 1i AM = —1, bez fazové zavislosti

(ii1) linedrné polarizované (koherentni superpozice kruhové polarizovanych
paprski opacné polarizace)
= koherence se prendsi do matice hustoty horni hladiny, kterd ma pak
nediagondlni prvky

(b) spodni hladina J; = 1, horni hladina J,, = 1

S = % pro vSechny piechody (kromé zakazané¢ho M, = 0 — M; = 0)
= hladina M,, = 0 ma dvakrét tak velkou populaci nez kazda z hladin

M, = +1
polarizace emitovaného zafeni (z 13.5)
Q sin? 4

—- = 13.9
I 5+ cos? 6 ( )

(¢) spodni hladina J; = , horni hladina .J, = 2

l
SEN=15EH=ts(-D=h
S(=53)=5S(-5-3) =55(-35-3) =1

= hladiny M,, = j:% maji tiikrat tak velkou populaci nez hladiny M, = j:%

polarizace emitovaného zareni (z 13.5)

Q 3sin? 6
X __ 97 13.1
I 7+ 3cos?6 (13.10)

(d) pripad (b) pro polarizovanou spodni hladinu podle (a) = pouze hladina
M,, = 0 populovana

polarizace emitovaného zafeni (z 13.5)

Q sin? 4
T 1+cos2f (1310

194



13. POLARIZACE ATOMARNICH HLADIN

pro popis obsazeni hladin se zahrnutim koherenci mizeme zavést sférické statis-
tické tenzory (spherical statistical tensors) — ireducibilni tenzory matice hustoty
(zvané také multipole moments of the density matrix)

ps())=> (=) MV2K +1

MM’

kde Ka@Qsplinji0 < K <2Ja-K<Q <K

(J\LZ _‘14, _Ké) ps (M, M') (13.12)

pd(J) je dmérny celkové populaci hladiny s kvantovym &islem J
1

—nN

V2I+1 7

n; je celkova koncentrace hladiny s kvantovym c¢islem J

1
0 _
) = s EMij(M, M) (13.13)

13.1 Rovnice statistické rovnovahy pro polarizovany
dvouhladinovy atom

zapiSeme jinak, viz Landi Degl’Innocenti (2002, kapitola 17): prechody do a z hla-
diny j, T' jsou prechody do hladiny j, R jsou pfechody z hladiny j

dnj

7 = Tali = )+ Tk = jyme+ To(k = j)ni

— Ra(j — i)n; — Rp(j — i)nj — Rs(j — k)n; (13.14)

kde (A — absorpce, E — spontanni emise, S — stimulovand emise)

)

Ts(k — j) = By;J

s( . J) = BrjJ (vi;) (13.15)
RA(j — k‘) = B]kJ(V]k)
RE(j — Z) = A]z
Rs(j — 1) = BjiJ (vji)

formulace s polarizaci pomoci ireducibilnich tenzort
dpg (7)) . . :
% =Y Tu(i: K'Q — j; KQ)pis/ (J;)
K/Ql

+ 3 Tulk; K'Q = i KQ)pb (o) + Y, Ts(k; K'Q' = j; KQ)pgy (i)

K/QI K/Q/
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=) Ra(GiEQ K'Q = k)pls (i)=Y Ru(j; KQ; K'Q — i)ply (J:)
K'Q' K’Q’

— Y Rs(ji KQ:K'Q' — i)pf/ (J;) (13.16)

K/Q/
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Priloha A

Specialni matematické funkce

A.1 Exponencialni integralni funkce

V kapitole 6.2 jsme pouzili funkce Fi(x), Eqo(z) a E3(x). Tato funkce se nazyva
n-td exponencidlni integrdlni funkce (n-th exponential integral) E, () a je pro
n > 1 definovana jako

o) 1 . d
En(x):/ t—“e—mdt:/o e~ h LK (A.1)
1

Mezi jednotlivymi exponencidlnimi integralnimi funkcemi plati rekurentni vztah
(pron > 1)

nE,1(z) =e* —xE,(x) (A.2)
Derivace lze jednoduse vyjadrit jako

i1 (z) = —En(7) (A.3)

El(z) = & (A4)

Z

Pro n > 1 plati uziteCny vztah

1
dt: 1 (A5)

Ot_” n—1

En<0) =

Vice o exponencidlnich integrdlnich funkcich je moZno nalézt v Appendixu I
v Chandrasekhar (1950).
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A.2 Gaussova funkce

f(@) = exp (%)

A.2.1 Nékteré integraly Gaussovy funkce
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Priloha B

Doplnky k atomarni fyzice

B.1 Rydbergovy konstanty a jednotky energie

V literatute 1ze nalézt souslovi ,,Rydbergova konstanta’ (Rydberg constant) v riz-
nych spojenich a souvislostech a navic k jejimu Eiselnému vyjadreni se pouZivaji
rizné jednotky, coz miiZze vést k nejasnostem, pokud se snazime pomoci Rydber-
govy konstanty néco spocitat a nejsme zbchli v atomové fyzice.

Rydbergova konstanta pro atom nekonecné hmotnosti R ., souvisi s ostatnimi
zékladnimi fyzikdlnimi konstantami vztahem (v soustavé CGS, viz naptiklad So-
belman, 1992, List of Symbols)

meet

7 Arehd

kde m, je hmotnost elektronu, e je elementdrni ndboj, c je rychlost svétla ve vakuu,
h = h/(2m) a h je Planckova konstanta. Hodnota Rydbergovy konstanty (2018)
podle CODATA! je 10973731.56816040.000021 m ™!, coZ je 109737.31568160 +
0.00000021 cm ™ v soustavé CGS.

Zavadi se i Rydbergova konstanta pro vodik Ry nahrazenim hmotnosti elek-
tronu m, jeho redukovanou hmotnosti ,u;{l =mJ! + my, ! (m, je hmotnost pro-
tonu)m kterd s konstantou R, souvisi vztahem

(B.1)

Ry—=—"%_ g (B.2)
Me + My

Tuto konstantu pak miZeme pouzit ve zndmém vztahu pro energii £, hladiny
atomu vodiku s hlavnim kvantovym Cislem n,

E,=-"2 (B.3)

'http://www.codata.org
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s tim, Ze vysledna energie bude vyjadfena v Rydberzich (Ry = hcRo, 1Ry =
2.1798723611035 - 10~ '8 erg). Pokud chceme energii vyjadiit v jednotkdch CGS
(v erzich), musime Rydbergovu konstantu vyndsobit hc,

_hCRH _ _& (B 4)

E, =
n? n?

Konstanta Ry; = hcRy se také nazyva Rydbergovou konstantou, je to Rydber-
gova konstanta pro vodik vyjadfend v jenotkdch energie.

MiZzeme zavést Rydbergovu konstantu pro libovolny atom R vyjadfenou v
jednotkach energie,

mzy

R, = he R (B.5)

Mz + Me

kde mz je hmotnost atomu s atomovym Cislem Z. Tuto konstantu pak pouZijeme
v pozménéném vztahu (B.4) pro energii vodikupodobnych ionta.

E, =722 (B.6)

B.2 Klasicky oscilator

* Hubeny and Mihalas (2014, str. 146)
* klasicky oscildtor o hmotnosti m v elektromagnetickém poli

* pohybova rovnice tohoto oscildtoru (Hubeny and Mihalas, 2014, rovnice
6.10)
m (& + wjz) = eEy (w) — myi

e ma reseni

kde

4re’id

g B.7)

© 3mec?
je klasicka konstanta utlumu.

* vykon do vSech sméri (Hubeny and Mihalas, 2014, rovnice 6.4)
€2j5'2 27 1 2€2i2
(t) 4mg/0 ¢/1( i) dp = =3
2

01




B. DOPLNKY K ATOMARNI FYZICE

* stfedni vykon
etwt E2

~ 3m2c (W? — w?)? 4 72w?

(P(w))r

* pouZijeme (2.55: Iy = cEj/(8)), ze vztahu (P(w))r = $ o(w)lpdw =
o(w)cE?2/(8m) dostaneme ucinny prifez
_ 8metw! 1

~ 3m2c (W2 — wd)® + 72w?

o(w)

e aproximace (w? — w?) = (w — wp) (W + wp) & 2wy (w — wp), protoze vy K
w

me? ol

)

o(w) =

* integrujeme pres vSechny frekvence, vyjadiime w = 27v, mame celkovy
l¢inny prufez o

me? [ % dv me2 1 [~ dx me?
o = / ( S / - (BS8)
O —

MmeC v—u)? + ™ MeC T 24+1  mec
T

kde x = 4n(v — 1) /v a plati, Ze 4wy /v — —o0

o0

B.3 Fotoionizac¢ni pricny prurez
B.3.1 Vodikupodobné ionty

» fotoionizacni pficny prirez z hladiny s hlavnim kvantovym c¢islem n (Sea-
ton, 1959, rovnice 3) pro iont s atomovym ¢islem Z

amad n (RecZ? ’
ane(n, Z,v) = e ﬁ( 5 > gvt (N, V) (B.9)

vn

kde

gvt (n, ) — Gaunttv faktor

ap — Bohrtiv polomér

ap = h?/(mee?)
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a — konstanta jemné struktury

o = e?/(hc)
R~ — Rydbergova konstanta (B.1)
po dosazeni

64rimee'® _, 1

ape(n, v) = 3v/3cht n5l/3gbf (n,v),
———

(B.10)

2.815-1029

viz také (Pradhan and Nahar, 2011, kapitoly 6.1 az 6.4)

B.4 Interakce atomu s vnéjSim magnetickym polem

Zeemanuv efekt (Sobelman 1992, Chapter 8.1; Landi Degl’Innocenti 2014,
Chapter 9.6; Landi Degl’Innocenti and Landolfi 2004, Chapter 3.1)

Ho

magneticky Hamiltonidn (Landi Degl’Innocenti, 2014, Chapter 9.6), B —
magnetickd indukce

'HM:/LO(L-FQS)-B (B.11)

pokud je perturbaci neperturbovaného Hamiltonidnu H (pro slaba magne-
ticka pole)

hladina se rozs8tépi na 2. + 1 podhladin
posun energie v zdvislostina M = —J,...  J,

AEy = pogBM (B.12)

Bohrtiv magneton (5.40)
Landého faktor
pro LS vazbu (Landi Degl’Innocenti and Landolfi, 2004, rovnice 3.8)

_1+1J(J+1)+S(S+1)—L(L+1
gLs =17 J(T+1)

(B.13)

vvvvvv

man, 1992), tam vztahy i pro intermediate coupling
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vybérové pravidlo AM = 0,1 (viz 5.33a)
AM = —1 slozka o, (red)

AM = +1 slozka o} (blue)
elipticky polarizované zareni, kruhové polarizované ve sméru magnetického
pole, linedrné polarizované ve sméru kolmém k magnetickému poli

AM =0 slozka 7
linearni polarizace ve sméru magnetického pole

podrobnéji Sobelman (1992, Chapter 8.1); Landi Degl’Innocenti and Landolfi
(2004, Chapter 3.1)

Paschenuv-Backiiv efekt (Sobelman 1992, Chapter 8.2; Landi Degl’Innocenti
2014, Chapter 9.7; Landi Degl’Innocenti and Landolfi 2004, Chapter 3.4)

* pro AEp alespon srovnatelné s A E; (mezi jednotlivymi hladinami)

parametr

_ HoB
¢

¢ charakterizuje spin-orbitdlni interakci, zavisi na kvantovych ¢islech hladiny
(Landi Degl’ Innocenti and Landolfi, 2004, rovnice 3.59)

(B.14)

1. v < 1 -rezim Zeemanova efektu
2. v ~ 1 neuplny Paschentiv-Backdv rezim
3. 7> 1 dplny Paschentiv-Backlv rezim
pro 3. je spin-orbitdlni interakce perturbaci magnetické interakce
zména energie roz$tépenych hladin
AFEy = uoB (M 4+ 2Mg) (B.15)
My, Mg praméty L a S do sméru magnetického pole

prechody mezi slozkami spliuji vybérova pravidla AMg = 0, AM; =
+1,0
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B.5 Poznamky ke strukture jednotlivych atomu

B.5.1 Hell
e Cary objeveny ve spektru ¢ Pup (Pickering, 1896)
* novy prvek, oznacen ,,proto-vodik™ (Lockyer, 1899)

* Bohr (1913) — Cary pfifazeny ionizovanému heliu

B.5.2 Struktura alkalickych atomu

napiiklad Tennyson (2005, kapitola 6), Sobelman (1992, kapitola 3.2),
* Li, Na, K, Rb, Fr
* jeden valenc¢ni elektron

* priklad sodik Na1
konfigurace zdkladni hladiny 1s22522p53s! 2S L

» zndmé Edry sodiku: prechody 3s *S1 ¢+ 3p *P§ (5896 A), 3s ’S1 ¢ 3p°P3
2 2
(5890 A)

* spektrum alkalickych kovl — ptivod oznaceni spdf, série Car analogické Bal-
merove sérii vodiku, ndzev podle toho, jak vypadaly Cary: principal (z p
stavil do zdkladniho stavu), sharp (z s stavi), diffuse (z d stavti), fundamen-
tal (z f stavi)
historie v Jensen (2007)

 priklad Nal, obr. B.1
* podobnd spektra jinych prvka

K1 : Ca1 (obr.B.5)
Na1 : Mgl
Li1 : C1v
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2 2p0 2, 20
45x10° ns S np <P nd D nf °F
U2 s,
\_\__//jﬁ::) 4239"2‘2lf| l(f,?)
3 52y 06%,%) 10,
40x104 N s Az 2%
) PR pid E) I @ s, 3 o
/\ N \\ i\ SCCE 844 S Ae(%p’)
oy Y A %) 'j;e//-\ﬂ’/,,’/z)
2!
T . J\em.’/»
Q2
3 6% © 5G%%
35104 °
o"/ 4%%)
o)
& &
K3
__ 30x103
2 3¢, %)
i
>
&
w
&
25 xI0%
20x103
3(% %)
15x10%
o 3¢5

Obrazek B.1: Grotriantiv diagram Na 1. Zkopirovano z Bashkin and Stoner (1975).
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konfigurace | term | hladina

3s ’S QS%

3p 2po | 2pg  2peg
4s 2S 28;2 ’
3d D |2D; °D;
4p 2po | 2pg  2pg
5 S
Ad D |2D; °D;
af 2Fo | 2§ 29
5p 2po QPi 2P‘§

Vv

energie.

B.5.3 Struktura kovu alkalickych zemin
napiiklad Tennyson (2005, kapitola 7.3), Sobelman (1992, kapitola 3.3.2)
* Be, Mg, Ca, Sr, Ba, Ra
e 2 valen&ni elektrony ns?, jako He
* podobné spektrum
* rozdily:

Vv,

— pravdépodobnéjsi interkombinaéni Cary

— dvouexcitované stavy (obr. B.4)
zminéno v kapitole 5.2.4.3

— vice ionizacnich hran

B.5.4 Struktura prvku s ¢astecné zaplnénymi p-slupkami
Sobelman (1992, kapitola 3.4)
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T T T T T T T T T T
50000 F v
—7f —7f
—8s __ —7d —6f — 8 —7d —6f
P —ad —5f —5g —7p —6d —gf —5g
—7s —7s
—5d —4f —6p —5d —4f
—6p
40000 | 6s -
—4d
—4d
—T5p -—5p
——5s
a i J
30000
S
>
=
(]
c
(0]
c
S
3 ~4p
N
S —3d
20000 | ——3d -
000 | Cal (4snl) |
ofF  —=4s? .
L L L L L L L L L L

18 lpo 1D lFO 1G 38 3P0 3D 3F0 3G

Obrazek B.2: Schematicky Grotrianiiv diagram termit Cal konfigurace 4snl
s niz8i energii. Prechody do hladin s n = 4 jsou vyznaceny modfe, oranZové jsou
interkombinacni prechody mezi singlety a triplety. Ioniza¢ni hladina je vyznacena
teckované.
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3G
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
60000 | .
—5d
—af —Sd_y 45
—4d
—5p —4d
—4d™5P  —5p_yq —4d
50000 -
—3d
—5s —5s
—3d
B T4p |
40000 ~4p
— T4p
i —4p
§ TP T4p
>
=)
(]
c
(0]
S 30000 [ i
b
N
c
S
—4s
20000 [ —4s .
Cal (3d nl")
10000 | .
0 - -
L L L L L L L L L L L L L L L L L L

18 1Po 1P lDO lD lFO 1F lGO 1G 38 3P0 3P 3D0 3D 3|:0 3F 3G0 3G

Obrazek B.3: Neuplny schematicky Grotriantiv diagram termti Cal konfigurace
3dnl s nizsi energii. Pfechody do nékterych hladin s n = 4 jsou vyznaceny modfe,
oranZové jsou interkombinacni pfechody mezi singlety a triplety. Ionizacni hla-
diny je vyznacena teCkované, horni ¢ara odpovida ionizaci do hladiny 3d ionizo-
vaného vapniku. Hladiny 4s v tomto ol&rgéku jsou hladiny 3d v obrazku B.2.
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L

/ Cat 3d /
4s 0 o
e 1 . —— 3d6s T~ 3dép
—— 4s5d
T 4s6p
T 4s6s
-+ 345 —— 3d5p
> . S
20 —T— 4s5p 4s4d
2 —— 4s5s
m
—— 3ddp
—— 483d —— 3d4s
—— 4s4p
L 42

Obrazek B.4: Zjednoduseny diagram dvouexcitovanych hladin Ca1. Zkopirovano
z Tennyson (2005, obr. 7.9).

p' (B, Al Ga, In, Tl)

e 1522522p %P

(SIS

)

=

* resonanéni prechod do 1523s 28%
spodni hladina doublet, horni ne — ¢éra doublet

« excitované konfigurace také 2s2p* (P, 2D, ?P)

* priklad B 1, obr. B.6

p?> (C, Si, Ge, Sn, Pb)
* np? 3P0,1,2, "Dy, 'Sy
* resonancni piechod do 25*2p3s ('P{ °Pg , ,)
* excitované konfigurace také 2s2p® (3S°, 3D°, 559)

» priklad Si1, obr. B.7
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25 ZPo ZD 2F0
8ooco— | ' ! I — 9.88
cm’! ev
70000 — — 8.64
60000 — — 7.41
50000 — —6.17
40000 — o —4.94
w
[o2]
=
=]
z
w
>
E
30000 — — 3.70
20000 — — 2.47
10000 — Cail —1.23
9\
_ 7 CALCIUM Z=20
L
| | | -
o— . 0.00
zpn ZD 2F°

Obréazek B.5: Grotriandv diagram Ca I1. Zkopirovano z Moore and Merrill (1968,
str. 12).
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o250 ’s 2% np *P° i 2t nd °D 25 nf 2F° 4se pe P
x
| Ay 2p>(%)
4 .
sxc] | mew
| \\ 252035 (42
‘ \ 20\66 8
‘ \ \
252p%'.%) N \ \
. / | \ \
7x10% / \ \
1378.65- | \ \
1379016 \ \
-t - —t— - —
83.% Ao | \
pets /= R \
152548,
152584, 5 /\ 74w \
/ / 1800.46 /\ 6%, %) \
6x10™ N / 15338650973 5 \
: |2|8':;g\ g 2 \
1662 61, \
'“30\4 86679 | / \\
4
N
Vs,
181786.\ "2,
—

€,
818 37 e

5xi0%]

4xi0*

2s2p?
ol %)

252 2p (L2}

Obrazek B.6: Grotriantiv diagram B 1. Zkopirovéano z Bashkin and Stoner (1975).
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60000 — —7.41
44
5p
cm™! \ ev
34
50000 — —6.17
40000 — —4.94
& 3
@ >
H &
30000 — 2 2 —3.70
S &
=
20000 — — 2.47
10000 — —1.23
Si1
SILICON Z =14
o— —0.00

Obrazek B.7: GrotrianGv diagram Sil. Zkopirovano z Moore and Merrill (1968,
str. 26).
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90000 b

80000 |- —4p

70000

—+-3s
60000 | =F3s -

50000 b

40000 [ b

—252p3

30000 b

20000 [ b

10000 -—2p C | E

1S 1P0 1P 1P0 1D 1DO 1F0 3S 380 3P0 3P 3P0 3D 3D0 3F0 580 SP

Obrazek B.8: Schematicky Grotriantiv diagram termti C 1 do n = 4 véetné. Zobra-
zeny jsou dovolené ptfechody mezi hladinami s n = 2 an = 3. Dovolené piechody
z hladin s n > 3 zobrazeny nejsou.
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Tabulka B.2: Nejnizsi hladiny neutralniho uhliku C1.
singlety triplety kvintety
konfigurace | term | hladina | term hladiny term | hladiny
252 2p2 SP SPQ 3P1 3P2
252 2p? 'D D,
252 2p? S 1So
2s 2p* °S° °S9
25 2p° SD° | 3D¢ 3Dg  3Dg
25% 2p3s Spe | 3Py Py PPy
25% 2p3s Tpo | 1p¢
252 2p3p p 'py
252 2p3p 5D [ 3D; 3Dy 3Dj
252 2p3p 35S |39,
252 2p3p 5P| 3Py 3Py 3P,
252 2p3p 'D D,
252 2p3p S 1So
25 2p° Spe | 3P SPY 3PS

priklad pro dva p elektrony (p?):

termy: 'S (singlet-S), 3P (triplet-P), 'D (singlet-D)
hladiny: 180, SPO, 3P1, SPQ, 1D2

»> (N, P, As, Sb, Bi)

s 2p% 1S9, ?P3
2 2

e resonan¢ni prechod do 2p?3s ‘P

3
2

’D

o

w

)

NS
|

1
29

35,°P13,2D
272 272

35
2°2

* existuje i intermediate coupling f stavi (j(?)

* obrazky moc slozité

4 (0, S, Se, Te, Po)

43 1 1
* np” °Pa10, Da, *So

« resonan¢ni prechod do 2p?3s 3S;, 559,

e existuje i 252p° 3P°

* vice systém s riznymi ionizaénimi energiemi

* ptiklad O1, obr. B.9

215

C1obrazek B.8 a tabulky B.2 a B.3,




B. DOPLNKY K ATOMARNI FYZICE

Tabulka B.3: MoZzné kombinace kvantovych &isel pro dva p elektrony (p?). Podle
Tatum (2020, kapitola 7.14).

L S J M | Term | Hladina
110 0 O 0| 'S 1S,
211 1 0 0] 3P 3P,
311 1 1 -1 3P,
411 1 1 0
511 1 1 1
6/1 1 2 =2 3P,
7171 1 2 -1
811 1 2 0
911 1 2 1
101 1 2 2
112 0 2 —-2| D D,
1212 0 2 -1
13{/2 0 2 0
1412 0 2 1
152 0 2 2
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—12.34
/3d
ev
— 9.88
N O1
OXYGEN Z=8
60000 — o — 7.41
g =
= <+
2 >
z =)
= 2
>
S
40000 — /\2P4 — 4.94
. \e
)
/ oA
. \,
20000 — & / \ —2.47
> .
Y Dep
-
/ g36>—""
/' €;_.,()0‘
o— | S | I —o.00
550 BDO IS | .

Obrazek B.9: Grotrianuv diagram O I. Zkopirovano z Moore and Merrill (1968,
str. 32).
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p5

(F, Cl, Br, I, At)

np® 2P

wjw O

1
’2

resonanéni prechod (u F1) do 2p*3s QP% 1, existuje i 2p*3s 4P

53
2'2

N

19

vice systému s rliznymi ioniza¢nimi energiemi

piiklad: diagram Ar 11 (Cl-like), obr. B.10

B.5.5 Struktura vzacnych plynu

Sobelman (1992, kapitola 3.4.6)

Ne, Ar, Kr, Xe, Rn
zaplné&n4 p-slupka, konfigurace np®, zakladni stav np® 'S,

silnd vazba, Z.¢ = 5 (viz rovnice 5.38) pro p elektrony
= nejvyssi ionizacni energie

prechody ze zakladni hladiny v UV
prechody mezi vysSimi hladinami viditené a infracervené

excitované stavy n's,n’p,n'd
vazbova energie téchto stavii mnohem mensi nez vazbova energie elektronti
np® (siln spin=orbitdlni inetrakce)

,jadro” (bez valen¢niho elektronu) charakterizovano kvantovymi &isly L, S
aj

hladiny s K = j + 1

spin-orbitalni interakce posledniho elektronu: J = K £ %

notace > L;nl[K],

piiklad, konfigurace np°n’s

hladiny np® <2P%> n's [%}2’1; np® (2P3> n's [3], 0
jl coupling

priklad Ne1, obr. B.11

ostatni typy vazeb zminény v kapitole 5.2.8
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—23.46
eV
ev

14.81
7.41

o~ [
o o0
o ]
o~ o~
| |

— 19.75
18.52
17.28

— 16.05

—22.22

Al

ARGON Z

Y3IBWNN IAYM

H3BWNN 3AYM

| | | | | |
o o o o Q Q
§ © 8 g g § g
o © o o =} o
L3 4 = e ° g

130000 —
180000 —
-
120000 —
60000 —

=18

0.00

Moore and Merrill (1968,

irovano z

s

Ar 11. Zkop

iagram

d

Grotriandv

Obrazek B.10
str. 36).
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3,

160000 — 3 —19.75
om™! eV
140000 — —I7.28
120000 — —la.81
100000 — —le.34

a
w
o
=
=3
80000 — z — 988
o
>
<
3
60000 — — 74l
45000 — — 494
\
\
\ Ne1
— 2.4
20000 = \ NEON Z=10 2.47
\
\
\
J | | |
o— | | | | 2p — 0.00
.‘SS SP 3Po BD |s IP () ID

Obrazek B.11: Grotriantiv diagram Ne I. Zkopirovano z Moore and Merrill (1968,
str. 38).
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B.5.6 Struktura prvki s nezaplnénymi d a f slupkami

Sobelman (1992, kapitola 3.5), odkaz z kapitoly 5.2.4.4

d slupky

skupina Zeleza (Sc, Ti, V, Cr, Mn, Fe, Co, Ni)
skupina paladia (Y, Zr, Nb, Mo, Tc, Ru, Rh, Pd)

skupina platiny (Lu, Hf, Ta, W, Re, Os, Ir, Pt)

,,soutéz” mezi hladinami s a d (naptiklad 4s a 3d)
d elektrony — velké mnoZstvi termt a hladin
piiklad: konfigurace 3d>4s: 16 termd, 38 hladin
= vysoké mnozstvi Car

absence velmi silnych Car

rezonancni ¢ary — spiSe vice Car
piiklad Fe 1, konfigurace zakladniho stavu 3d%4s>
rezonanéni prechod 3d%4s* °Dy 31,0 — 3d%4s[°DJ4p° DY 55 o

Vv,

priklad FeT, obr. B.12

f slupky

lanthanoidy (Ce, Pr, Nd, Pm. Sm, Eu, Gd, Th, Dy, Ho, Er, Tm, Yb)
aktinoidy (Ac, Th, Pa, U, Np, Pu, Am, Cm, Bk, Cf)

f-konfigurace — extrémné vysoké mnozstvi terma a hladin

B.6 Poznamky ke strukture molekul

polyatomické molekuly

diatomické molekuly (ty v dal$im textu)
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B. DOPLNKY K ATOMARNI FYZICE

70
A X
40000 = 1 | | | | | | | 1

35000 —

—3.70

30000 —

3, 4071 \\

—3.09

9045, 406

20000 — —2.47

WAVE NUMBER

15000 — — 1.85

10000 — — .23

5000 — —o0.62

—0.00
o

Obrazek B.12: Grotriantv diagram Fe 1. Zkopirovano z Moore and Merrill (1968,
str. 62).

odlisnosti od atomi

* neexistuje stied, kolem kterého se elektrony v molekule pohybuji

* jednotlivé atomy v molekule se pohybuji — vibracni a rotacni pohyby atomti
v molekule

B.6.1 Energetické stavy molekul

Bornova-Oppenheimerova aproximace (Born and Oppenheimer, 1927)

* oddéleni pohybti jadra a elektront (protoze elektrony jsou lehké a pohybuji
se vyrazné rychleji)

* vilnovou funkci molekuly lze zapsat jako soucin vlnové funkce jadra mole-
kuly a vinové funkce elektront

* miZzeme odd¢lit i rotacni a vibracni pohyby

rotacni hladiny molekula se miiZe otacet,
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B. DOPLNKY K ATOMARNI FYZICE

J

B

m

moment setrva¢nosti molekuly: = ;R2 (model pevného rotétoru)
(Ry je rovnovazna vzddlenost mezi jadry, p = MaMp/(Ma + Mp)
je redukovana hmota molekuly)

energetické hladiny (vlastni hodnoty energie, Hubeny and Mihalas
2014, rovnice 7.163; Rybicki and Lightman 1979, rovnice 11.22; Ten-
nyson 2005, rovnice 9.15; Herzberg 1950, rovnice I11.7)

2 2

h
Erot:J(J—i_l)ﬁ:J(J—i_l)W
0

=J(J+1)B (B.16)
pro rychlou rotaci (velké 7) nutno zapocitat vliv odstredivé sily, hod-
noty Fiy. se trochu zméni (McQuarrie, 2008, kapitola 6.5)

nezdporné Cislo (rotacni kvantové Cislo), J =0,1,2, ...
(J:0:>Erot:())

rotacni konstanta molekuly (Hubeny and Mihalas 2014, rovnice 7.163;
Tennyson 2005, rovnice 9.16)

h2

= — B.17
T (B.17)

Rau (2002, rovnice 6.9) pouziv4 trochu jinou rotacni konstantu, B =
h/(m?uR?), R, = Ry a chybi mu tam &islo 8, zméni se tim vztah pro
energii rotacnich hladin

Herzberg (1950, rovnice II1.16) m4 rotaéni konstantu B = h/(87%cI)

kvantové Cislo primétu impulsmomentu do vyznaéné osy (Hubeny
and Mihalas, 2014, rovnice 7.162), Rau (2002) a ostatni knihy ho znaci
M

nabyva hodnot od —J do J (2J + 1 hodnot)

vibrac¢ni hladiny atomy v molekule mohou vibrovat

vibraéni potencidl V' (R) ve Schrodingeroveé rovnici
aproximace parabolou (ok pro nizké stavy)

V(R) =k (R - R.)’

R, — vzdalenost molekul

vlastni hodnoty energie vibracnich stavi (Hubeny and Mihalas, 2014,
rovnice 7.169)

1
Eo, = (v + 5) hw, v=20,1,2,3,... (B.18)
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B. DOPLNKY K ATOMARNI FYZICE

wo = +/k/u — pfirozend vibracni frekvence, 1 — redukovand hmota
molekuly, v — vibra¢ni kvantové Cislo
vztah plati dobfe pro nizké energetické stavy

Vv,

* nejnizs$i hodnota vibracni energie je %hw > (), dlisledek relace neurci-
tosti

* realisticky vibracni potencidl zahrnuje moZnost disociace molekuly
(Tennyson, 2005, obrazek 9.4)
ve vztahu pro E,;, nutno pouZzit vy$si mocniny (v + %) (vyssi Cleny
rozvoje)

elektronické hladiny energetické hladiny podobné atomtim, ale rozdily

* molekuly nejsou sféricky symetrické, aproximace centralniho pole nejde
pouzit
* orbitdlni impulsmoment jednotlivych elektront se nezachovava

* celkovy elektronicky impulsmoment L rotuje kolem mezijaderné osy

(precese)

» zachovava se pouze slozka orbitdlntho impulsmomentu ve sméru osy
molekuly

e Mpe(L,L—1,...,0,...,—L)

* AMj — pramét do vyznacné osy (mezijaderné osy)

7z Vs

* pouZivame kvantové ¢islo A = | M| — je degenerované (g=2)
e AN=0,1,2,3,4,...,znaceni X, [I, A, ® T"...

* celkovy spin S, primét do mezijaderné osy Mg = 3, také, neplést
s oznaenim pro A = 0

e znaleni: 251\

* symetrie (analogie parity) — Tennyson (2005, kapitola 9.2.2), McQuarrie
(2008, kapitola 10.2)
pro homonukledrni molekuly (napiiklad Hs) se oznaCuje symetrie vl-
nové funkce pfi zaméné atomi; pokud vlnova funkce neméni zna-
ménko, je sudd a oznacuje se g (gerade), pokud znaménko méni, je
licha a oznacuje se u (ungerade)
znaden{ >T1A, nebo 2514,

* (McQuarrie, 2008, kapitola 10.5): pro X stavy: zrcadleni vinové funkce
pro zrcadlo prochéazejici jadrem, neméni znaménko: +, méni znaménko:

Xand. 25+1 A/~ ¥ 2y + 3y — 1y+
znaceni: Ag T , napiiklad “X 7, °3 7, "3
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B. DOPLNKY K ATOMARNI FYZICE

» znaceni elektronickych hladin — analogie s atomy (pfed oznaceni termu

dat kvantové ¢islo n valen¢niho elektronu) by nebyla jednoznacnd, po-
uziva se ad hoc systém:

— X — oznacuje zdkladni elektronicky stav

- A, B, C, ...oznacuje stavy stejné multiplicity jako zdkladni stav

- a, b, c,...oznacuje stavy jiné multiplicity nez zdkladni stav
fazeni podle energie hladin, ale jsou vyjimky ptiklad Hy: zakladni hla-
dina: X'}, vy83i hladina: B'Y} jesté vysii hladina: C'IL,; ale hla-
dina b*% md niZii energii nez hladina a®%} (Tennyson, 2005, kapi-
tola 9.2.3)

* slozka celkového impulsmomentu ve sméru mezijaderné osy: {2 =
|A + X|, sklad4 se algebraicky (Hubeny and Mihalas, 2014, str. 218);
neni jednoznacny systém jak sklddani probihd, liSi se pro rizné mo-
lekuly a nékdy i pro rtizné hladiny jedné molekuly (Tennyson, 2005,
kapitola 10.4)

celkova vnitini energie molekul

Eing = Ee + Eyip, + Eiot (B19)

B.6.2 Prechody v molekulach
radové odhady poméru energif (viz Rybicki and Lightman, 1979, kap. 11.1)

Erot:Evib:EelN%: %11

M je hmotnost jddra molekuly

* elektronické prechody ~eV — opticky, UV obor

* vibraéni pfechody — near-IR, mid-IR

e rotaéni piechody — far-IR, mm
elektrické dipolové prechody analogické atomarnim dipélovym piechodiim
Cisté rotacni prechody nutny permanentni dip6lovy moment molekuly (d # 0)

* vybérova pravidla:
— AJ = +1 (absorpce) nebo AJ = —1 (emise)
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B. DOPLNKY K ATOMARNI FYZICE

- Am = 0 (McQuarrie 2008, kapitola 6.7; Hubeny and Mihalas
2014, str.221)
pouZzita aproximace pevného rotatoru

d # 0 = homoatomické dvouatomové molekuly nemaji Cisté rotacni
spektrum v dipélovém pfibliZzeni (jejich d = 0)

frekvence prechodu

Ej— E B h
Wit1,) = % =2(J+ )7 =(J + I)W (B.20)
0

piiklad cisté rotacniho spektra — obr. 5.10
zavislost na p = izotopy maji posunuté rotacni spektrum

rotacni spektrum Hy — elektricky kvadrupélovy prechod (viz Tenny-
son, 2005, kapitola 10.1.3)

— vybérové pravidlo AJ = +2
— prechody pozorovany v mezihvézdném prostiedi

vibrac¢né-rotacni prechody (viz McQuarrie, 2008, kapitoly 6.3 a 6.4)

energie pro excitaci vibra¢nich modii > energie pro excitaci rotacnich modd,

proto existence Cisté vibra¢niho spektra nepravdépodobna

* dal$i vybérové pravidlo
Av = +1, pro rozdily £2 atd. “vyssi harmonické” prechody

kombinovand vibra¢né-rotacni hladina v aproximaci pevného rotatoru a har-

monického oscilatoru
1
EU“]: (U+§) th—FJ(J—'—l)B

* jemna struktura zplisobena rotacnimi pfechody pfi absorpci
(Av = +1):

- AJ = 0,£1, je moZna rotacni emise i absorpce, protoze F.;, >

Erot
— AJ = +1: R branch,
- AJ = —1: P branch,
— AJ = 0: Q branch (pokud je dovolen, pro A # 0)

(Rybicki and Lightman 1979 m4 P a R obricen¢)
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B. DOPLNKY K ATOMARNI FYZICE

zapocteni rotacné vibracni interakce zplsobi posun hodnot energetickych
hladin danych rovnici (B.21)

obrazek vibracné rotacniho spektra (obr. 5.12)

elektronicko-vibra¢né-rotac¢ni prechody nutno zapocitat zmény elektronickych,
rotaCnich i vibracnich stavi

* kazdy elektronicky prechod je vlastné soustavou past (vibracni pre-
chody) s jemnou strukturou (rota¢ni prechody)

* vybérova pravidla

elektronické hladiny
x* AN =0,=+1
% AS = 0 (zachovani spinu)

vibra¢ni hladiny
% Aw jakékoli kladné nebo zdporné celé Cislo
— rota¢ni hladiny
x* AJ =-1,0,1,ale J = 0 — J = 0 zakazany
x AJ = 0 je zakdzany pro X elektronické stavy
— déleni jemné struktury:
* A.J = +1: R branch,
* AJ = —1: P branch,
x AJ = 0: Q branch
* priklad znaCeni pro Hs:
— X'S} (zdkladni stav) — B'Xf (prvni excitovany stav) — Lyman
band (~ 1010A)
— — CMI,; (druhy excitovany stav) — Werner band (~ 1100&)
— prechody jsou oznacované jako pdsy, maji hustou strukturu

Vv

* rotacni konstanta B se pro vys$$i hladiny méni, protoZe se méni vzda-
lenost mezi jadry (vetSinou se zvétsuje)

obrézek elektronicko vibracné rotacniho spektra (obr. 5.13)
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Priloha C

Numerické reSeni rovnice prenosu
zareni

C.1 Diskretizace Feautrierova reseni rovnice prenosu
zareni

V této Casti popiSeme diskretizaci feSeni rovnice prenosu zafeni druhého tadu,

kterou jsme zavedli v kapitole 6.3.5 a poté pouZili i v kapitole 7.4.

C.1.1 Diferencni rovnice

ZapiSeme si diferencni rovnici pro danou frekvenci v a smér Sifeni zafeni p. Pro
jednodussi zépis zavedeme oznaCeni j = j,, a T = 7,/ ft,. Schusterovu rovnici
prenosu zafeni (6.57) pak zapiSeme zjednodusSené jako

&
dr?

a podobné i okrajové podminky (6.59)

=j-8 (C.1)

dj _ _ dj ,

E = ](Tmin) —1I d_ =1 - j(Tmax) (C.2)
nebo symetrickou podminku (6.62),

di

ﬁ —0. (C.3)

Abychom mohli pfistoupit k numerickému feSeni problému, prostiedi nyni diskre-
tizujeme (viz kapitola 6.3.1.1) na D hloubkovych bodu, d = 1, ..., D. Derivace
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C. NUMERICKE RESENI ROVNICE PRENOSU ZARENI

J podle optické hloubky 7 vyjadiime pomoci diferencnich vztaht. Pro prvni deri-
vaci vyjadifenou v hloubkovych bodech d + % (mezibody dad-+1)ad— % (mezi
body d — 1 a d) mame

dj| Dy jen —Ja (C.4a)
dr g1 ATy Tayr —Ta

a
dj _ AJa-} _ Jd—Jd (C.4b)
dr a1 ATd_% Td— Ta—1 .

Analogicky pro druhou derivaci vyjaddfenou v bodé d pomoci prvnich derivaci
(C.4) miZzeme psat

dj dj

d24 dr 1 dr 1

| =T e (C.5)
Zavedeme oznacen{

1

Aty =5 (Atyyy + A7y (C.6)
a rovnici (C.5) pfepiSeme

d2 . 1 . _ . . _ . _

Jl _ Jdr1 7 Jd _ Jd T Jd-1 | (C.7)
dr?|, Amy AV 1 AT, 1

Nahrazenim druhé derivace v (C.1) vztahem (C.7) doplnénim indexu d na prav0
strané téZe rovnice dostaneme diskretizovanou rovnici prenosu zafeni pro Schuste-
rovy proménné prod = 2,..., D — 1,

1 (Jay1 —Ja  Ja— Ji— .
— = j;— 85, C.8
ATy < ATd_'_% ATd_% > Jd d (C.8)

Kromé samotné rovnice prenosu je tieba diskretizovat i okrajové podminky (C.2).
Diskretizovand horni okrajovd podminka presnd do 1. fadu je

J2— N
ATs
2

=h—1".
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C. NUMERICKE RESENI ROVNICE PRENOSU ZARENI

Diskretizovana rovnice prenosu (C.8) je vSak presna do 2. fddu. Okrajovou pod-
minku pfesnou rovnéz do 2. fadu ziskame z Taylorova rozvoje j(7) v bodé¢ ji,

1 d?j
ZATE 2L
+2 g dr?|,

Y

dj
= j1 + ATs ==
J2=n Tg 1r

1
odkud s vyuzitim (C.1) a (C.2) dostaneme
J2— )1

AT%

: o1 :
= =1 +5A73 (i = 5). (C.9)
Podobnym postupem dostaneme i vztah pro spodni okrajovou podminku pfesnou
do 2. fadu,
Jjo—Jjp-1 . . 1 .
——=1"—jp—-A — . .10
Arp s jp = 5ATp_1 (jp — Sp) (C.10)

C.1.2 Matice koeficientu diferen¢ni rovnice

Diskretizované rovnice (C.8), (C.9) a (C.10) tvori systém, ktery mizZeme formalné
zapsat jako (d =1,..., D)

—Aqja—1 + Baja — Cajarr = La, (C.11)

kde jednotlivé koeficienty

1
Aj= —m— d=2.....D—-1 C.12
1
Cj=—-—— d=2.....D—-1 C.12b
d ATd_i_%ATd ’ 5 5 ( )
By=1+A,+Cy d=2.... D—1, (C.12¢)
A =0, (C.12d)
2
B =1 — C.12
! + AT% + AT? ( ©)
2
2
C, = C.12
! AT2’ ( f)
2
Ap = Az (C.12g)
2 2
Bp=1 C.12h
p + ATD_% + AT%_;7 ( )
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Cp =0, (C.12i)
Lq=S, d=2,....D—1, (C.12))
2
Li=5 + I, (C.12k)
AT%
2 +
Lp=5p+ 1. (C.121)
ATD_%

Systém (C.11) s koeficienty (C.12) tvoii tfidiagonalni matici koeficienti (prvky
matice mimo hlavni diagondlu a sousedni diagondly jsou nulové) vynasobenou
vektorem intenzit j. Na pravé strané rovnice je vektor pravych stran L. Pro nizor-
nost maticovou diferencni rovnici zapiSeme,

B, -C 0 0 0 0
—-Ay By —-Cy ... ... ... 0 0 0
0 ... —Ayg By —Cy 0
0 0 0 0 —-Ap_, Bp_1 —-Cp_;
0 0 0 0 0 —Ap Bp
J1 Ly
J2 Lo
| g =1 o | @13
Jp-1 Lp_
JD Lp

Uvedené koeficienty zajiSt'uji presnost diferencni rovnice do druhého fadu. Exis-
tuje i formulace diferencnich rovnic pomoci Hermitovskych diferenci, které jsou
presné do 4. fadu (Auer, 1976), ale reSeni je pak méné stabilni.

C.1.3 Eliminacni schéma

Soustavu rovnic (C.11) feSime Gaussovou eliminaci, ktera probihd ve dvou kro-
cich. V prvnim kroku provddime doptfednou eliminaci (forward elimination), kdy
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pocitime pomocné veliiny D, a Zg,

D, = B;'Cy
Dy = (Bg— A¢Dq_1)"'C d=2,...,D
d (_cll alld 1) d (C.14)
7, = By'Ly
Zg=(Byg—AgDg 1) (Lg+ AaZa1) d=2,...,D.

V nésledujicim kroku ziskdme zpétnou substituci (backward substitution) z téchto
dvou veliCin feSeni rovnice pfenosu pro Schusterovu proménnou 7,

Jp = Zp

C.15
Ja = Dajas1 + Za d=D—-1,... 1. ( )

Toto numerické schéma poskytuje rychlé a stabilni feSeni planparalelni rovnice
prenosu zafeni.

VylepSend varianta elimina¢niho schématu (Rybicki and Hummer, 1991, Ap-
pendix A). odstraiiuje nékteré numerické nepiesnosti plynouci z od¢itani velkych
Cisel, kterd vzniknou jako prevracené hodnoty velmi malych optickych hloubek.

C.1.4 Monochromaticka rovnice prenosu zareni s rozptylem

Diferencujeme rovnice stejné jako v C.1. Jedind zména je, Ze vydatnost Sy v rov-
nici (C.8) je nyni vyjddfena souctem

M
Sa=[1=(£)g) Y Wl + ()4 Ba (C.16)
m=1
kde w,, jsou kvadraturni vdhy (6.43) pro integraci v intervalu (0; 1). Zavedeme
vektor (3,) = (Ja1,- - -, jan) @ napiSeme maticovou analogii rovnice (C.11),
—AaJa—1 +Bajs— Cajay1 = La, (Ca17

kde A4, B4 a C; jsou matice. Tuto rovnici fesime eleminacnim schématem (C.14)
a (C.15), vnémz jsou D, matice a Z; vektory. Podrobné vztahy Ize najit v Hubeny
and Mihalas (2014, kapitola 12.2).
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Priloha D

Abundance chemickych prvkiu a
metalicita

typické znaceni proménnych a obsah pojml abundance a metalicita se 1i$i mezi
riznymi astronomickymi podobory

vycet a odkazy na literaturu jsou zatim neuplné

abundance

relativni abundance (zastoupenf) &, prvku & vzhledem k celkovému poctu atomu
a iontd Ny podle poctu ¢astic
Nx

vyjadiend vzhledem k vodiku

Qg (D.1)

Y= 28 (D2)
ag
abundance podle hmotnosti (mass fraction)
N, kT N, kI
am = — =
Nym > w Nemy
Casty zdpis abundanci v astronomii (viz naptiklad Asplund et al., 2009)
priklad: abundance prvku X (logaritmickd abundance)

(D.3)

N
log £x = log (N—X> +12 (D.4)
H

alogey =12
pouziva jiz Russell (1929, Tabulka 16)
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D. ABUNDANCE CHEMICKYCH PRVKU A METALICITA

abundance se Casto udévaji vzhledem ke slunecni abundanci (referencni che-
mické slozeni)

metalicita

e X — abundance vodiku, Y — abundance helia, 7 — abundance vSeho ostat-
niho (metalicita)

* zjednodusené souhrnné vyjadreni chemického slozeni

* vyjadfuje se Casto vzhledem ke slune¢ni metalicité (Z, = 1)
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Priloha E

Linearizace

Newtonova-Raphsonova metoda, metoda teCen

iteracni metoda feSeni nelinearnich rovnic

jednorozmérny pripad

hleddme feseni rovnice f(x) =0

1.
2.

5.
6.

old)

mame odhad feseni rovnice 2(°'Y, ktery ale nepspliiuje rovnici pfesné

hledame feSeni x, které rovnici spliiuje presné, feSeni zapiSeme ve tvaru
z = zd 4 5y

. dosadime: f(x'Y 4 §z) =0

. rozvineme
d d?
f(x) = f(x©D) + d—i(x@d))(sx + d—;;(x((’ld))(éx)z ...
¢leny s vy$$imi mocninami zanedbame
hledame dz, feSime rovnici
df
(old) ~J (,..(old) Sr =0
F(@9) + S (D)o

pro dx
upravime feseni (") = x4 4+ 5z, feSeni opét nepresné

je-li 0x ,,malé”, mame vysledek; neni-li ,,malé”, vracime se s novym odha-
dem feseni na za¢atek (poloZime z(°©11) = g(rew))
~malost” uréujeme napiiklad pomoci podminky |dz /!
zavisi na problému, ktery reSime

°od)| < ¢, € je malé a
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Cviceni

236



Priloha F

Cviceni
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F. CVICENI

Priklady k procviceni Fyziky hvézdnych atmosfér (1)

Neni-li uvedeno jinak, odkazy se vztahuji k u¢ebnimu textu ,,Zéklady fyziky hvézd-
nych atmosfér” (verze 19. prosince 2022) uloZzenému v IS.

1. UkaZzte (pomoci obrazku 2.2), Ze specifickd intenzita je podél paprsku kon-
stantni.

w»

das

(kapitola 2.1)

2. Spocitejte slozky vektoru toku, tenzoru tlaku zareni a divergence tenzoru
tlaku zéfeni v rovinné a sférické geometrii.

(kapitola 2.7.1)

3. Ukazte, Ze tok popisuje celkové zareni vystupujici ze vzdalené hvézdy, kte-
rou miZeme povazovat za bodovy zdroj.

(kapitola 2.7.3)
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F. CVICENI

. Ze zakladniho obecného tvaru rovnice prenosu zareni (3.8)

L 09| 1) = ) =X O ),
C

odvod’te rovnici prenosu zafeni ve sférickych souradnicich. Jako pomticku
miiZete pouZit obrazek zndzornujici element drahy ve sférickych soufadni-
cich.

(kapitola 3.2.3)
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F. CVICENI

Priklady k procviceni Fyziky hvézdnych atmosfér (2)

Neni-li uvedeno jinak, odkazy se vztahuji k u¢ebnimu textu ,,Zéklady fyziky hvézd-
nych atmosfér” (verze 19. prosince 2022) uloZzenému v IS.

1. Odvod’te Casové nezavislé momentové rovnice prenosu zafeni pro planpa-
ralelni a sféricky symetrickou aproximaci. Pro oba ptipady zformulujte mo-
mentové rovnice prenosu druhého fadu pro stfedni intezitu zareni s pouZzitim
Eddingtonova faktoru.

(kapitola 3.6.1)
2. Spoctéte integral Planckovy funkce pres frekvence.

(kapitola 4.5)

3. Urcete hodnotu celkové hustoty zafivé energie pfi rovnovdZzném rozdéleni
zafeni.

(kapitola 4.5)
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F. CVICENI

Priklady k procviceni Fyziky hvézdnych atmosfér (3)

Neni-li uvedeno jinak, odkazy se vztahuji k u¢ebnimu textu ,,Zéklady fyziky hvézd-
nych atmosfér” (verze 19. prosince 2022) uloZzenému v IS.

1. Odvod’te Sahovu ionizacni formuli ve tvaru svazujicim koncentrace zaklad-
nich hladin neutrdlniho atomu a jednou ionizovaného iontu (4.20), jeji zo-
becnéni pro dva po sobé jdouci ionty (rovnice 4.21) a ve tvaru svazujicim
celkové koncentrace dvou po sob¢ jdoucich iontd (rovnice 4.24).

(kapitola 4.3)
2. Vyjadfete ioniza¢ni podil iontu j atomu £ (4.26)

N
fjk(ne, T) = ij (426)
pomoci Sahovych-Boltzmannovych Cinitelt d zavedenych v (4.24)

N; _ Uj(T)

— = N
N;—&-l U]+1(T)

‘SI]‘ ~

CiT 2e7 = ne®,(T). (4.24)

(kapitola 4.3)

3. Pro pfipad zadané teploty 7' a celkové konentrace N odvod’'te z rovnice
elektrické neutrality (4.33)

K Ty
ne=(N—n)Y x> jfix(neT) (433)
k=1 j=1
vztahy pro korekce dn, numerického iteracniho uréeni elektronové hustoty
linearizaci (Newtonovou-Raphsonovou metodou).
(kapitola 4.3.1)

4. Zapiste rovnici elektrické neutrality (4.33) pro plyn, ktery se skldda pouze
z vodiku a helia a ktery je v termodynamické rovnovaze. Zapoctéte i za-
porny vodikovy iont.

(kapitola 4.3.1)
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F. CVICENI

Priklady k procviceni Fyziky hvézdnych atmosfér (4)

Neni-li uvedeno jinak, odkazy se vztahuji k u¢ebnimu textu ,,Zéklady fyziky hvézd-
nych atmosfér” (verze 19. prosince 2022) uloZzenému v IS.

1. Odvod’'te Milneho vztahy mezi koeficienty vazané-volnych prechodu.

(kapitola 5.1.2)
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F. CVICENI

Priklady k procviceni Fyziky hvézdnych atmosfér (5)

Neni-li uvedeno jinak, odkazy se vztahuji k u¢ebnimu textu ,,Zéklady fyziky hvézd-
nych atmosfér” (verze 19. prosince 2022) uloZzenému v IS.

1. Najdéte formalni feSeni rovnice prenosu zareni

dr
—E; M 1) - S(7) (3.15)
mezi body 7 a 7.
(zacatek kapitoly 6)

2. Predpokladejte, Ze vydatnost (zdrojova funkce) je linedrni funkci optické
hloubky. Resenfm rovnice pfenosu zafeni

dI(r, )

= I(r,11) - 5(7) (3.15)
dr

odvodte vyraz pro ureni specifické intenzity (0, x1) vystupujici z polo-
nekonecné atmosféry. Jinymi slovy: odvod’'te Eddingtonovu-Barbierovu re-
laci.

(zacatek kapitoly 6)

3. Vydatnost ma tvar S (7) = a7 +b. Spoctéte .J (1), H (1) a K (7) pro piipad
planparalelni atmosféry. Zvolte vhodné okrajové podminky.

(vyuZijte vztah 6.6 a dosad’te do vhodnych rovnic v kapitole 2.7.1)
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F. CVICENI

Priklady k procviceni Fyziky hvézdnych atmosfér (6)

Neni-li uvedeno jinak, odkazy se vztahuji k u¢ebnimu textu ,,Zéklady fyziky hvézd-
nych atmosfér” (verze 19. prosince 2022) uloZzenému v IS.

1. Odvod’te feSeni planparalelni rovnice prenosu zéreni v difiuznim pribliZzeni.
(kapitola 6.1)

2. Z teSeni planparalelnf statické rovnice pfenosu zareni

T ) - st (315
dr

pro sméry +u a —pu v bodé 7, polonekonecné atmosféry bez z vnéjsku do-

padajiciho zarfeni odvod’te vyraz pro stfedni intenzitu zafeni v tomto bodé
(Schwarzschildovu rovnici).

(kapitola 6.2)
3. Zavedenim Schusterovych proménnych
_ 1
]VME§[[(+/L7V)+[(_N7V)]> (0<M<1)
1 (6.55)
b= 5 Ghpw) = L (—pw)],  (0<p<)
preved’te rovnici prenosu zireni
dl
LD _ 17, ) - 517 3.15)
8

na rovnici druhého fadu a zformulujte vhodné okrajové podminky.
(kapitola 6.3.5)
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F. CVICENI

Priklady k procviceni Fyziky hvézdnych atmosfér (7)

Neni-li uvedeno jinak, odkazy se vztahuji k u¢ebnimu textu ,,Zéklady fyziky hvézd-
nych atmosfér” (verze 19. prosince 2022) uloZzenému v IS.

1. S vyuzitim pravdépodobnosti zniceni fotonu

Ky

Ky, + 0,

&y = (7.19)

napiste pro pfipad tepelné absorpce a emise za predpokladu lokalni termo-
dynamické rovnovahy v kombinaci s koherentnim rozptylem vztah pro ur-
¢eni vydatnosti S,,.

Za predpokladu, Ze pro interakci v kontinuu mtizeme predpokladat lokalni
termodynamickou rovnovéhu (LTE), napiste vztah pro vydatnost pro piipad

oA

rozptylu ve spektrdlni ¢are s kontinuem v pozadi. VyuZijte pravdépodobnost
zniceni fotonu ¢, a predpokléadejte, Ze podil opacity v kontinuu k opacité ve
spektralni Cafe je r = x./x-

(kapitola 7.2.1)

. Odvod’te vztah pro termalizacni optickou hloubku koherentniho rozptylu a
vyjadrete ji pomoci pravdépodobnosti zniceni fotonu (7.19).

(kapitola 7.3)
. Ukazte, ze konvergence A-iterace je pro ¢ < 1 pomala.
(kapitola 7.5.1)

. Pro kombinovanou momentovou rovnici druhého fddu s Eddingtonovym
faktorem pro stfedni intezitu zareni

A (fX7,)

dr? =J =5

odvod’te okrajové podminky. VyuZijte okrajové podminky pro Feautrierovo
reSeni (6.59) a povrchovy Eddingtontv faktor (7.41).

(kapitola 7.5.2)
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F. CVICENI

Priklady k procviceni Fyziky hvézdnych atmosfér (8)

Neni-li uvedeno jinak, odkazy se vztahuji k u¢ebnimu textu ,,Zéklady fyziky hvézd-
nych atmosfér” (verze 19. prosince 2022) uloZzenému v IS.

1. Za ptedpokladti pro Sobolevovu aproximaci vyjdéte z rovnice (8.9)

dI(n,y)

2 =[50~ 1)

@]n-V'v~n|
c

vyjadiujici zavislost specifické intenzity zafeni / na proménné y zavedené

jako
y = / dv'o(V') pro n-Vv-n>0
y= / W) pro n-Voom <0

a odvod’te vztah pro specifickou intenzitu zéfeni v Sobolevové aproximaci.
Integraci rovnice odvod’te nejdfive vztah pro /(n,y) a pak vysledny vztah
zintegrujte pres profil spektralni ¢ary. VyuZijte vztah definujici Sobolevovu
optickou hloubku 7(n) (8.10),

XLC
vy |n- Vo n|

7(n) =

(kapitola 8.1)
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F. CVICENI

Priklady k procviceni Fyziky hvézdnych atmosfér (9)

Neni-li uvedeno jinak, odkazy se vztahuji k u¢ebnimu textu ,,Zéklady fyziky hvézd-
nych atmosfér” (verze 19. prosince 2022) uloZzenému v IS.

1. Faktor ziedéni W je definovan prostorovym uhlem =, pod kterym pozoro-
vatel vidi zdanlivy hvézdny disk, jako W = w/(47). Vyjadiete W pomoci
poloméru hvézdy a vzdalenosti pozorovatele od hvézdy.

(kapitola 11.1.1)

2. Pro dvé hladiny z pfiloZeného zjednoduseného Grotrianova diagramu ioni-

zovaného vapniku (Ca I1) napiSte rovnice kinetické (statistick€) rovnovahy
a vysvétlete je.

CONTINUUM
T 42r =1
52p =
42p=

7.22eVi- 525—

1420

1219
314 eV - a2 | JO®
1044 L

1.70eV - 933 (©)

(K) 32p

Oevl 42s J 0)

(kapitola 11.5, obrédzek z Linsky and Avrett (1970)).
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F. CVICENI

Priklady k procviceni Fyziky hvézdnych atmosfér (10)

Neni-li uvedeno jinak, odkazy se vztahuji k u¢ebnimu textu ,,Zéklady fyziky hvézd-
nych atmosfér” (verze 19. prosince 2022) uloZzenému v IS.

1. Pro tifhladinovy atom (hladiny 1,2, 3) porovnejte Cetnosti prechodil v po-
sloupnosti 1 — 2 — 3 — 1 a v posloupnosti 1 — 3 — 2 — 1. Zanedbejte
stimulovanou emisi a srdzkové prechody. Nerovnovazné zareni vyjadrete
zjednodusené pomoci faktoru zfedéni a Planckovy funkce, pouzijte Wie-
novu limitu Planckovy funkce.

(kapitola 11.5.1)

2. Pro jednohladinovy atom s moZnosti ionizace (jednohladinovy atom s kon-
tinurem) odvod’te D-faktory vdzané hladiny pro pfipad dominantnich sraz-
kovych prechodt a pro pripad dominantnich zéafivych prechodi.

(kapitola 11.5.1)

3. Zformulujte soustavu rovnic statistické rovnovahy pro excitacni rovnovahu

hladin J = 1 a J = 2 zdkladniho termu 2s*2p?P° ionizovaného uh-

liku (C11) v mezihvézdném prostfedi. Zanedbatelné Cetnosti prechodi za-
nedbejte a zanedbani zdlivodnéte.

Ulohu zopakuijte pro hladiny J = 0, 1,2 zdkladniho termu 25%2p? *P neut-
ralniho uhliku (C1).

(kapitola 11.5.1)

4. Za predpokladu hloubkové nezavislé pravdépodobnosti zniceni fotonu a
zanedbdni stimulované emise urcete pro dvouhladinovy atom termalizacni
délku pro Dopplertiv a Voigtiv profil.

(kapitola 12.1.1)

5. Pro dvouhladinovy atom bez kontinua odvod’te vztah pro vydatnost s vyu-
Zitim pravdépodobnosti zniceni fotonu €.

(kapitola 12.1.2)
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