13. EUKLIDOVSKE PRIESTORY

Nasge studium vektorovych priestorov sa doteraz nieslo prevazne v algebraickom duchu
a bolo vedené takmer vylucne algebraickymi prostriedkami. Geometria bola v tomto
ponati zredukovana vicsinou len na otazky rovno- ¢i rdéznobeznosti a pretinania li-
nearnych a afinnych podpriestorov, t.j. na tzv. strukturu incidencie. Popri tom vsak
geometricky nazor bol pre nas doélezitym zdrojom prvotnych motivacii alebo doda-
toc¢nych ilustracii mnohych pojmov. To bolo umoznené hlavne tym, Ze hoci sme sa
zaoberali vektorovymi priestormi nad Iubovolnym polom, ako typické priklady sme si
nych ¢isel a vektory v nich ako orientované tsecky (s poc¢iatkom v bode 0), ktoré maju
ur¢ita dizku, smer a orientaciu. Inak povedané, linedrnu algebru sme ¢asto vedome a
este Castejsie podvedome zasadzovali do ramca elementarnej geometrie roviny alebo
priestoru.

Prisne vzaté ndm vsak len samotné Strukttra vektorového priestoru (ani keby sme
sa obmedzili iba na pripad pola R) neumoziiuje vobec hovorit o dlzke — takyto pojem
v doterajsom kontexte nema ziadny zmysel. Pritom prave dlzka, a spolu s fiou tiez
uhol st zékladnymi kvantitativnymi velicinami elementarnej euklidovskej geometrie.
Naplnenie linedrnej algebry geometrickym obsahom teda v prvom rade vyzaduje dat
prave tymto pojmom urcity dobre zakotveny vyznam, ktory — hoci by sa neopieral
len o nas geometricky nazor — bol by s nim v dobrej zhode. V tejto kapitole sa o to
pokiusime vo vektorovych priestoroch nad polom R. Ukazuje sa, Ze celi zakladnt geo-
metricka §truktiru, vratane dlzok a uhlov, mozno odvodit z jedinej kladne definitnej
symetrickej bilinearnej formy na takomto priestore.

13.1. Skalarny sucin

Skalarnym alebo tiez vnutornym sucinom na realnom vektorovom priestore V' rozu-
mieme Tubovolni kladne definitnt, symetricka bilinedrnu formu na V. Hodnotu tejto
formy na vektoroch @,y € V budeme znacit (x,y).

Nezavisle na znalosti uvedenych pojmov mozno skalarny staéin na V' definovat ako
binarnu operaciu V x V' — R, ktora kazdej dvojici (x,y) vektorov z V priradi redlne
¢islo (x,y) také, ze pre vSetky x,y,x1, x5 € V a Tubovolné ¢ € R plati:

(x1 +x2,y) = (x1,Y) + (X2, Y) (aditivita),
(cx,y) = c(x,y) (homogenita),
(,y) = (y, x) (symetria),
r#0 = (z,z)>0 (kladna definitnost).

Spojenie aditivity a homogenity skaldrneho stc¢inu dava jeho linearitu ako funkcie
prvej premennej (pri pevnej druhej premennej). Vdaka symetrii z toho vyplyva aj
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linearita skaldarneho stéinu ako funkcie druhej premennej (pri pevnej prvej premen-
nej), t.j. rovnosti

<£L‘,y1 + y2> - <$,y2> + <$,y2>,
(z,cy) = c(x,y),

pre vietky x,y1,ys € V a ¢ € R. Z (bi)linearity takisto vyplyva nasledujici podrob-
nejsi rozpis podmienky kladnej definitnosti

(,x) >0& ((,2) =0 < = =0)

pre kazdé x € V. Prva cast tejto podmienky ndm umoziuje definovat normu alebo
dlzku vektora x rovnostou

2] = /().
Vyraz ||z||? treba zatial chédpat len ako iné oznacenie pre kvadratickt formu (z,z)
indukovant skaldrnym sté¢inom. O opravnenosti nazvu ,dlzka“ ako aj o dalsich vlast-
nostiach normy podrobnejsie pojedname az v paragrafe 13.3.

Euklidovskym priestorom nazyvame lubovolny konecnorozmerny redlny vektorovy
priestor so skaldrnym suc¢inom. Hoci sa v tejto kapitole hodlame sustredif prave
na euklidovské priestory, vSetky pojmy a vysledky, v ktorych konecnost dimenzie
nehra podstatni tlohu, sa budeme snazit formulovat tak, aby zahftali vSetky (teda i
nekonec¢norozmerné) priestory so skaldrnym staéinom.

13.1.1. Priklad. Na&s citatel sa uz na strednej skole v ramci analytickej geometrie,
pripadne v ramci fyziky, asi stretol so skaldrnym siuc¢inom (x,y) = x1y1+x2y2 v rovine
R? a so skaldrnym stéinom (x, y) = x1y1+22y2+r3y3 v priestore R?. Lahko sa mozno
presved¢it, Ze rovnaka formulka funguje pre kazdé n, t.j. pre € = (x1,...,2,)7
y=(y1,...,yn)" je predpisom

(@,y) szyz

definovany skaldrny st¢in na stlpcovom vektorovom priestore R™. V pripade riad-
kového priestoru R™ mame

Y

(@,y)=z-y" szyz

pre © = (z1,...,Zn), Y = (Y1,...,Yn). Takyto skalarny stéin budeme nazyvat $tan-
dardnym skaldrnym sicinom na R™. Standardny skalarny stcin vektorov x,y € R"
(¢i uz ide o riadkové alebo stlpcové vektory) sa obvykle znaé¢i « - y. Dlzka vektora x
vzhladom na $tandardny skalarny sucin je

n 1/2
lz| = vV -z = (Z xf) .
i=1
V réamci analytickej geometrie sa pre nenulové vektory «, y dokazuje zndmy vztah

x -y = |z [yl cosa,

ktory zviizuje standardny skaldrny sucin v R? ¢ v R3 s dizkou prislusngch vektorov
a nimi zvieranym uhlom a.
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13.1.2. Priklad. Nech V oznacuje vektorovy priestor C(a, b) vSetkych spojitych reél-
nych funkcii definovanych na uzavretom intervale (a,b), kde a < b st realne ¢isla,
pripadne jeho Tubovolny linedrny podpriestor. Pre f, g € V polozme

b
(f.g) = / F(2)g(x) da.

Z komutativnosti nasobenia v R a aditivity a homogenity integralu vyplyva, ze (f, g)
je symetrickd bilinedrna forma na V' (podrobne si premyslite ako). Na dokaz kladnej
definitnosti si sta¢i uvedomit, Ze pre f # 0 (t.j. f nie identicky rovné nule), je
f?(z) > 0 pre kazdé = € {a,b). Zo spojitosti funkcie f (a teda tiez f?) vyplyva
existencia nejakého netrividlneho uzavretého podintervalu (a1,b1) C (a,b) takého, zZe
f?(z) > 0 pre vietky z € (a1, b1). KedZe f na (aj,b1) nadobiida minimum, mdme

Ud) = [ P@arz [T P@ s 0 -a) i @) >0

a1 a1<z<b;

Teda predpisom (f,g) — (f, g) je definovany skaldrny saéin na C{a,b) ako aj na jeho
Tubovolnom linedrnom podpriestore, napr. na priestoroch polynémov R[z], R[],
n € N, uvazovanych ako spojité funkcie na (a,b). V pripade priestorov C(a,b), ¢i
R[z] ide o skalarny su¢in na nekonecnorozmerngch vektorovych priestoroch. Norma
spojitej funkcie f: (a,b) — R potom je

1= v - (| ' ) d:z:)l/g,

13.2. Gramova matica a Cauchyho-Schwartzova nerovnost

Nech o = (wuq,...,u;) je lubovolna usporiadana k-tica vektorov vo vektorovom
priestore V' so skalarnym sic¢inom. Takmer vSetky podstatné informécie o tychto
vektoroch st ukryté v tzv. Gramovej matici

Ga)=G(uy,...,ux) = ((ui, uj>)k><k
vektorov uq, ..., u,. Determinant Gramovej matice

<’l.L1,’lL1> <U1;uk>
det G(a) = |G(uy, ..., ux)| =

(uk;ul) . <uk,uk>

sa nazyva Gramovym determinantom vektorov ui, ..., u.
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13.2.1. Tvrdenie. Nech uy,...,u; su lubovolné vektory vo vektorovom priestore V
so skalarnym sucinom. Potom
(a) G(uq,...,u) je kladne semidefinitnd symetrickd matica;
(b) vektoryuy,...,uy su linedrne nezavislé prave vtedy, ked G(uy, . .., uy) je kladne
definitnd.

Doékaz. Oznatme G = G(uq,...,ui).

(a) Symetria matice G je priamym dosledkom symetrie skalarneho staéinu. Zostava
dokézat, ze pre lubovolny vektor ¢ = (c1,...,cx) € R¥ plati ¢- G - ¢” > 0. Polozme
v = ciuy + ...+ cpug. Potom z bilinearity a kladnej definitnosti skalarneho stacinu
vyplyva

kok
c-G-c'= chicj<ui’uj> = (v,v) > 0.
i=1 j=1

(b) Ak uq,...,u; st linedrne nezavislé, tak tvoria bazu linedrneho podpriestoru
S =[uy,...,ux] C V. Zizenie skaldrneho stéinu (x,y) na podpriestor S je skalarny
stéin (t.j. kladne definitna symetrickd bilinedrna forma) na S. G je maticou tejto
formy vzhladom na bazu uq, ..., u, teda kladne definitné matica.

Ak wq,...,u; st linedrne zavislé, tak v R"™ existuje vektor ¢ = (¢1,...,¢cx) # 0
taky, ze v = ciuy + ... + cpur, = 0. Potom podla (a)

c-G-c!'=(v,v)=1(0,0)=0,

teda G nie je kladne definitna.
Prave dokazané tvrdenie méa spolu s vetou 12.2.4 nasledujuici doésledok.

13.2.2. Dosledok. Pre lubovolné uq,...,u, € V plati
|G(uy,...,u)| > 0.

Pritom |G(uq,...,ur)| =0 prdve vtedy, ked vektory wy,...,uy su linedrne zavislé.

Specialne pre fubovolné dva vektory w,v € V plati

= (u,u)(v,v) — (u,v)(v,u) = [Ju]*||v]|* - (u,v)* >0,

pricom rovnost nastane prave vtedy, ked vektory w, v si linearne zavislé. Tym sme
dokézali nasledujuci vztah, zndmy ako Cauchyho-Schwartzova nerovnost.

13.2.3. Tvrdenie. Pre lubovolné vektory w,v € V v priestore V' so skaldrnym suci-
nom plat
[(w, v)| < [lul| [[v],

pricom rovnost nastane prdve vtedy, ked vektory w, v si linedrne zdvislé.
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13.3. Dizka vektora a uhol dvoch vektorov

Normou na readlnom vektorovom priestore V' rozumieme fubovolné zobrazenie V- — R,
ktoré vektoru & € V priradi redlne ¢islo ||x||, nazyvané normou alebo tiez dizkou
vektora x, také, Ze pre vSetky x,y € V a Iubovolné ¢ € R plati

|z +yl <z + [yl (trojuholnikova nerovnost),
lcx|| = |c| ||| (pozitivna homogenita),
]| =0 = =0 (oddelitenost).

Z uvedenych podmienok vyplyva nezapornost normy, t.j. ||| > 0 pre kazdé = € V.
Kedze vdaka pozitivnej homogenite plati |0 = 0 a ||—x| = ||z||, s pouzitim troj-
uholnikovej nerovnosti naozaj dostavame

]| =

1
(lzll +l-=l) = 5 llz — ] = 5 [lo] = 0.

N | =
| =

NavySe, vdaka oddelitelnosti mame ||x|| > 0 pre kazdé 0 # x € V; inak povedané,
kazdy nenulovy vektor mézeme pomocou jeho normy ,,oddelit* od nulového vektora.

Reélny vektorovy priestor s normou nazyvame normovany priestor. Intuitivne sa
na normovany priestor divame ako na vektorovy priestor, v ktorom mozno merat dizky
vektorov. Tri definujtice podmienky pre normu zarucuji, ze takéto meranie dizok, t. j.
priradenie & — |||/, m4 rozumné vlastnosti, aké od dlzok oc¢akavame.

Vzdialenostou bodov x, y vo vektorovom priestore V' s normou ||-|| nazyvame dizku
vektora  — y, t.j. ¢islo ||z — y||. Pomocou vzdialenosti bodov mozno trojuholnikovt
nerovnost vyjadrit inym, ekvivalentnym spésobom, ktory vari eSte nazornejsie osvet-
luje jej nazov:

le =yl + ly — 2 > | — 2|

pre vSetky x,y,z € V.
Vseobecnou problematikou normovanych priestorov sa v tomto kurze nebudeme
zaoberat. Obmedzime sa len na normy, ktoré pochadzaju od skaldrnych stcinov.

13.3.1. Tvrdenie. Nech V je redalny vektorovy priestor so skalarnym sucinom. Po-
tom rovnostou
2] =/ (2, )

je definovand norma na V.

Dokaz. Zvolme x,y € V. S pouzitim bilinearity a symetrie skaldrneho stcinu a
Cauchyho-Schwartzovej nerovnosti dostavame

le+yl*=(x+y,z+y) = (z.z)+ (z,y)+(y,z)+ (y,y)
2
= ||l&|* + 2(z, y) + |ylI* < lz)® + 2 ||lz| |yl + [ylI* = (=] + [y]])".

To dokazuje trojuholnikovi nerovnost. Jednoduchy dokaz dalsich dvoch podmienok
prenechavame citatelovi.
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Z Cauchyho-Schwartzovej nerovnosti vyplyva, Ze pre Tubovolné nenulové vektory
x, y vo vektorovom priestore so skalarnym sucinom plati

< 2y

“lliyl T

Preto existuje jediné realne cislo a také, ze 0 < a < 7 a

[yl

Cislo a nazyvame uhlom alebo tiez odchyjlkou vektorov =, y a znaéime ho o = <(z, y).
Zo symetrie skalarneho stucinu vyplyva <(x,y) = <(y, ), to znamen4, Ze ide o ne-
orientovany uhol.

Pri takejto definicii uhla dvoch nenulovych vektorov zostava vztah

(x,y) = ||| ||y cos <(x,y),

platny pre standardny skaldrny stéin v R? a R3, zachovany v ITubovolnom priestore
so skalarnym stc¢inom. Treba si v8ak uvedomit, Ze z logického hladiska postupujeme
obratene ako v stredoskolskej analytickej geometrii. Tam totiz vopred vieme (¢i aspor
sa tak tvarime), ¢o st to dlzky a uhly vektorov, a pomocou nich definujeme skalarny
st¢in uvedenym vztahom, pripadne rovnostou -y = > x,;¥;, kedy musime uvedeny
vztah dokézat. Pri nasom postupe vychddzame z pojmu skaldrneho stéinu a pomocou
neho definujeme dlzky a uhly vektorov tak, ze platnost klasickych pouciek analytic-
kej geometrie zostava zachované, ba dokonca ju rozsirujeme na vektorové priestory
lubovolnej kone¢nej i nekoneénej dimenzie vybavené skalarnym suc¢inom.

Hovorime, 7Ze vektory @,y € V st (navzajom) kolmé alebo tiez ortogondlne, ozna-
Cenie x L y, ak (x,y) = 0.

Teraz uvedieme niekolko bezprostrednych dosledkov nasich definicii. Ich jednoduché
dokazy prenechavame ako cvidenie ¢itatelovi.

13.3.2. Tvrdenie. Nech V je vektorovy priestor so skalarnym sucinom. Potom pre
lubovolné nenulové vektory x,y € V plati:

(a) <(x,y)=0 & (FceR)(c>0& x=cy);

(b)) <(z,y)=7 < (FceR)(c<0 & x=cy);

(c) <(z,y)=7/2 & x Ly;

(d) <[(—.’13,—y) = <I(£U,y), <I(_"an) = <X(113,—y) :7T—<I(a:,y).

Pokracujeme styrmi pouckami klasickej analytickej geometrie.

13.3.3. Tvrdenie. Nech V je vektorovy priestor so skaldarnym sucinom. Potom pre
lubovolné nenulové vektory x,y € V plati:
(a) (kosinova veta)
o+ 9P =2l + [y]]* + 2 2] [y] cos <(a. ).
|z —yll* = [lz|* + lyl|* — 2|zl |y]| cos <(z, y);
(b) (Pytagorova veta)
xly = |le+yl®=z—yl* =]zl + yl*
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(c) (pravidlo rovnobeznika)
Iz + gl + [lz — ylI* = 2([=]* + [yl]*);
(d) (uhlopriecky kosostvorca si na seba kolmé)
el =yl = z+y Lz—y.

(Samozrejme, tvrdenia (b), (c), (d) platia aj bez predpokladu nenulovosti vektorov
@, y — vidno to i z nasho dokazu.)

Doékaz. (a) Ako sme ukazali v dékaze tvrdenia 13.3.1, pre [ubovolné x,y € V mame
|z +yl? = llz]* + [ly]|* + 2(z, y).

Z toho uz okamzite vyplyva prva podoba kosinovej vety; jej druht podobu dostaneme
z prvej na zaklade 13.3.2 (d).

(b) Pytagorova veta je zvlaStnym pripadom kosinovej vety.

(c) Pravidlo rovnobeznika dostaneme séitanim oboch verzii kosinovej vety.

(d) priamo vyplyva z identity (x +y,x — y) = ||z||> — ||y||*.

13.4. Ortogonalne a ortonormalne bazy

Usporiadana k-tica a = (uq, ..., uy) vektorov z vektorového priestoru so skalarnym
st¢inom V, sa nazyva ortogondlna, ak uw; L wu; pre vSetky 1 < i < j < k. Volne
tiez hovorime, ze vektory wq,...,u; su (navzajom) ortogondlne alebo kolmé. Uspo-
riadana k-tica (w1, ..., u) sa nazyva ortonormdlna, ak je ortogonalna a ||u;|| = 1 pre
vSetky ¢ < k. Taktiez hovorime, ze vektory wuq,...,u; tvoria ortonormalny system.
Podobne mozno definovat pojmy ortogonalnosti a ortonormalnosti aj pre nekoneéné
postupnosti (uy)72, vektorov z V, pripadne pre mnoziny X C V.
Nasledujuce tvrdenie je bezprostrednym dosledkom nasich definicii.

13.4.1. Tvrdenie. Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym sucinom. Potom pre
lubovolni k-ticu a = (w1, ..., u) € VF plati:
(a) a je ortogondlna prave vtedy, ked jej Gramova matica G(a) je diagondlna;
(b) « je ortonormdlna prave vtedy, ked G(a) = Ij.

Z posledného tvrdenia a dosledku 13.2.2 priamo vyplyva

13.4.2. Doésledok. Ak uq,...,ur € V su navzdajom kolmé nenulové vektory, specidl-
ne, ak wy,...,ux tvoria ortonormalny systéem, tak su linedrne nezavisle.
V priestore R™ so Standardnym skaldrnym stc¢inom kanonicka bazae = (e, ..., e,)

je zrejme ortonormélna a v zhode s poslednym dosledkom mozno Tahko nahliadnut
rovnost G(g) = I,,. Ortogonalne a ortonormélne bazy vsak existuju v Tubovolnych
euklidovskych priestoroch.

13.4.3. Veta. Kazdy euklidovsky priestor ma ortonormalnu bazu.

Dokaz. Nech V je euklidovsky priestor. Kedze skalarny sucin je kladne definitné,
symetricka bilinearna forma na konec¢norozmernom realnom priestore V', na zakla-
de vety 11.3.5, dosledku 12.1.3 a tvrdenia 12.2.1 existuje taka baza 3 priestoru V,
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vzhladom na ktorti mé tento sucin jednotkovi maticu. Inak povedané, G(3) = I,
¢ize 3 je ortonormalna baza.

Nasledujice tvrdenie zhfnia niekolko uzitoénych vlastnosti ortonormélnych béaz
v euklidovskom priestore. Podmienka (c), rovnako ako isty jej nekoneénorozmerny
variant, sa nazyva Parsevalova rovnost.

13.4.4. Tvrdenie. Nech a = (u1,...,u,) je ortonormdlna bdza euklidovského prie-
storu V. Potom pre lubovoné vektory x,y € V plati:

(@) 2 =" (@ u)w, tj (o= (,u1), ..., (@ u,);
(b) <:13,y> = Z?:1<w>ui><ui7y>;
(c) llzl* =20 (e, ui)?.

Dokaz. (a) KedZze o je baza,  mozno vyjadrif v tvare = >, ¢;u; pre jednoznacéne
urcené koeficienty ci, ..., c,. Z ortonormalnosti vektorov uy,...,u, vyplyva

n
(@,u;) =) cifui,u;) =c;
i=1

pre kazdé 1 < j < n.

(b) Ak « je ortonormdlna béza, tak matica skalarneho st¢inu vzhladom na bazu
a je G(a) = I,. Preto (z,y) = ()L - (y)a pre vietky x,y € V. Potrebny zaver
vyplyva z (a).

(c) je Specidlnym pripadom (b).

Pre istotu este si eSte raz zopakujme, ¢o vyplyva z tvrdenia 13.4.1, vety 13.4.3 a
tvrdenia 13.4.4: V Tubovolnom n-rozmernom euklidovskom priestore V' skaldrny stéin
vektorov @,y € V splyva so standardnym skalarnym stac¢inom v R"

(z,y) = szyz = (@)a * (Y)a
i=1

ich stradnic (2)a = (71,...,20)T, (Wa = (W1,...,9yn)? vzhladom na Tubovolni
ortonormalnu bazu a = (uq,...,u,) priestoru V. Podmienka (a) posledného tvr-
denia ndm navyse udéava explicitny tvar tychto saradnic: z; = (x, u;), v; = (y, u;).

Teraz popiSeme algoritmus, ktory umoznuje zostrojit ortonormélne béazy, znamy
ako Gramov-Schmidtov ortogonalizacny proces.

Nech V' je vektorovy priestor so skalarnym stic¢inom a wq,...,u, € V sa linedrne
nezéavisle vektory. Chceme zostrojit ortogonalne vektory wvq, ..., v, tak, aby pre kazdé
k < n platilo

[v1,..., 0] = [ug, ..., ug]
Ak polozime v; = wy, tak samozrejme [vi] = [u1]. Vektor vy € [u1, us] = [v1, usg]

budeme hladat v tvare vy = av; + bug, kde a,b € R. Ak méa v8ak platit [vy,vs] =
[w1, us], musi byt b # 0. To najjednoduchsie dosiahneme volbou b = 1. Navyse vektor
vy = us + av; mé byt kolmy na vektor vy, t.].

0= <’l.72,’01> = <'U,2,’Ul> -+ CL<'l)1,’U1>.
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Odtial dostédvame
<'U;2 , U1 >

(v1,v1)

Predpokladajme, ze 2 < k£ < n a uz sme zostrojili ortogonalne vektory vy, ..., v5_1
také, ze pre kazdé 1 < i < k — 1 plati [vq,...,v;] = [u1,...,u;]. Pouceni pripadom
k = 2 budeme vektor vy € [uy,...,up_1,ux] = [v1,...,v5_1,u;] hladat v tvare
Vp = up +a1vy + -+ ap_1vi_1, kde aq,...,ap_1 € R. NavySe vektor vy musi byt
kolmy na kazdy z vektorov v; pre 1 < < k — 1, ¢ize

a = —

k—1

0= (vg, v;) = (ug, vi) + Zaj<'vja'vi> = (ug, vi) + a;(vi, vi),
j=1

lebo podla nasho predpokladu (v;,v;) = 0 pre j # i. Z toho dévodu

<ukv ’U7;>
a; = ————-.
(vi, ;)
Tym sme dokazali nasledujicu vetu.
13.4.5. Veta. Nech V je vektorovy priestor so skalarnym sicinom a wy,...,u, € V
su linedrne nezavisle vektory. Vektory vy, ...,v, € V definujeme rekurziou:
k—1
(ug, vi)
V1 = U a Vg = Uk — ﬁ i
i=1 v’L? v’L
pre 1 < k <n. Potom vy, ...,v, su ortogondlne vektory a pre kazdé 1 < k <n plati
[v1,..., 0] = [ug, ..., ug]
Specidlne, ak wi,...,u, je bdza priestoru V, tak vq,...,v, je ortogondlna bdza
J J g
priestoru V; potom vektory ||v1]tv1, ..., ||v.| " v, tvoria ortonormdinu bdzu prie-

storu V.

Poznamka. Gramov-Schmidtov ortogonalizacny proces funguje aj pre nekonecné po-
stupnosti (u)32, linedrne nezavislych vektorov v nekone¢norozmernom vektorovom
priestore so skalarnym stic¢inom V. Rekurziou cez mnozinu vsetkych prirodzenych cisel

k—1

Vo = Ug a VUV = Ui — E
1=0

<uk7 vi>

<v’iav’i> v

pre k > 0, je i v tomto pripade definovana ortogonalna postupnost (vy)32 , taka, ze

[’Uo,...,’vk] = [uo,...,uk]

pre kazdé k € N. Z toho uz vyplyva linedrna nezavislost postupnosti (vi)32,. Ak
(ur)72, bola bazou V, tak (v)32, je ortogonalna a (||’vk||_1vk)zozo ortonormalna
béza vo V.



10 PAVOL ZLATOS: LINEARNA ALGEBRA A GEOMETRIA

13.4.6. Priklad. Na zaklade Sylvestrovho kritéria (veta 12.2.4) Tahko nahliadneme,
ze symetrickd matica

2 1 -1
A=| 1 2 0 | eRr3*3
-1 0 3

je kladne definitna. To znamena, ze predpisom

(z,y)=a" Ay

je definovany skaldrny stéin na (stipcovom) priestore R3. Aplikaciou Gramovho-
Schmidtovho ortogonaliza¢ného procesu na kanonickti bazu (ej, ez, e3) zostrojime
ortogonalnu bazu (v, vs,v3) priestoru R? s uvedenym skaldrnym stcinom:

V1 = €1 = (17070)T7
(e2,v1) 1 T
= — - = =(-1/2,1,0
Vo = €9 <’Ul,’l)1> = €2 5 V1 ( / y L ) >
<e37 Ul) <6’3, ’U2> 1 1 T
V3 = €3 — (01, 01) VU1 (02, 03) V2 €3+2’Ul 3 V2 (2/3,-1/3,1)7,

kedze (e2,v1) = 1, (v1,v1) = 2, (e3,v1) = —1, (e3,v2) = 1/2 a (v, v3) = 3/2. Ak
este dopocitame (vs,v3) = 7/3, dostaneme dizky jednotlivych vektorov ||vi] = v/2,
|v2]] = +/3/2, ||vs|| = \/7/3. Prislusna ortonormalna baza je potom tvorena vektormi

1 1 (1) \/E L (5 3 1 21
— V1 = —= s — Vo = —— , —Vq = —— _
vailoval 37 VB \ [RVETI

13.4.7. Priklad. Na vektorovom priestore ]R[ ] Vsetkych realnych polynémov v pre-
mennej z je dany skalarny suéin (f, g) f f(x)g(x)dz (pozri priklad 13.1.2). Po-
stupnost (z")22, vSetkych mocnin premennej = tvorl bazu v R[z]. Gramovou-Schmid-
tovou metédou z nej zostrojime ortogonalnu bazu (Ln(:c))zo:o priestoru R[z] — jej
prvky sa niekedy nazyvaju Legendreove polynomy. Ak si uvedomime, Ze

1 m+n+1 71 2 Kk .
x , ak m +n je parne,
<xm’ ;L‘n> — / Imfl/’n dx S — m-+n+1 J p )
-1 mtn+1]_, 0, ak m + n je nepérne,

postupne dostaneme

Lo(w) = 1,
Li(z) =2 — <<L$OLL00>> Lo(z) = 1,
£a(e) = = {8 L)~ (P o) = {2 dale) = - S
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atd. Vidime, ze L,(z) = =™ — ... je polyném n-tého stupnia, ktory pre parne n
obsahuje len parne mocniny premennej xz a pre neparne n len neparne mocniny =x.
S trochou ndmahy mozno odvodif explicitné vyjadrenie

Lo(z) = (zn—n')' C% (22— 1),

V literattre sa Legendreovymi polynomami zvycajne nazyvaji nasobky

Py (z) i(2”>Ln(:c) L d" 2 gy

~on n :2"71!@

polynémov L, (z), normované tak, aby pre kazdé n platilo P, (1) = 1.

Gramovu-Schmidtovu ortogonalizdciu mozno alternativne vykonat len vhodnymi
upravami istych matic. Ak o = (uq,...,u,) je linedrne nezavisla n-tica vektorov
v priestore so skaldrnym st¢inom V', tak podla tvrdenia 13.2.1 (b) jej Gramova matica
G(a) je kladne definitné a je to matica skaldrneho sucinu zizeného na linedrny pod-
priestor S = [u1,...,u,] €V v baze a. Podla vety 12.2.3 ju mozno vyluéne upravami
typu (17) upravit na diagondlny tvar D = diag(dy,...,d,) s kladnymi prvkami na
diagonale. Elementarne stipcové operacie zodpovedajtce tymto tGpravam postupne
vykonané na matici I,, nés privedd k hornej trojuholnikovej matici P = (p;;) € R™*"
s jednotkami na diagondle, t.j. p;; = 1 a p;; = 0 pre kazdé ¢ <n a j < i. Ak polozime

a-P=03=(v,...,v,),

tak P = P, g, t.j. P je maticou prechodu z bazy 3 do bazy a (pozri paragraf 7.5).
Potom D je maticou skalarneho stucinu zizeného na podpriestor S v baze (3, teda
G(B) = D, takze 3 je ortogonédlna baza S. Navyse, vzhladom na tvar matice P, plati

k—1

V1 = Uy a Vg = up + E Pik U,
=1

pre 1 < k < n, z ¢oho mozno lahko nahliadnut rovnosti

[vl,...,vk] = [ul,...,uk]

pre vSetky k < n. Taktiez normy vektorov v, si mozno precitat priamo z matice
D. Plati totiz dj, = ||vg]|* pre kazdé k < n. Teda prislusnd ortonormdlna béza je
tvorena vektormi (1/+/dy)vs, ..., (1/v/d,)v,. Tento posledny krok mozno samozrejme
realizovaf upravami typu (4) matice G(3) a prislusnymi ESO na matici P (pozri
paragraf 11.3).

Ak V = R™ s akymkolvek (t.]. nie nutne Standardnym skaldrnym stéinom), tak
po stotozneni bazy a s maticou, ktorej stipce st vektory tejto bazy, mozno k baze 3
dospiet priamo (t.j. bez matice P), vykonanim prislusnych ESO na matici a.
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13.4.8. Priklad. Prepocitajme si eSte raz priklad 13.4.6 prave opisanou metédou.
Uvedena matica A je zarovenn Gramovou maticou G(g). Najprv pomocou prvku na
mieste (1,1) vynulujeme ostatné prvky prvého riadku i stipca. Potom pomocou prvku
na mieste (2,2) vynulujeme prvky na miestach (2,3) a (3,2):

2 1 -1 2 0 0 2 0 0
Ge)=|1 2 o ]=]0 32 12]=|0 32 0 |=aG(@)
-1 0 3 0 1/2 5/2 0 0 7/3

Zrejme §lo o tpravy typu (11). Vykonanim prislusnych ESO na jednotkovej matici
dostaneme

100 1 —1/2 1/2 1 —1/2 2/3
I,=(0 1 020 1 0 |:l0 1 -1/3]|=38.
00 1 0o o0 1 0 0 1

Citatel by si mal samostatne premysliet detaily vypoc¢tu. Vidime, Ze vysledné matice
sa presne zhoduju s vysledkom prikladu 13.4.6.

13.4.9. Priklad. Vrafme sa eSte k prikladu 13.4.7. Bez podrobnejsieho komentara
zortogonalizujeme systém (1, x,x2, 23) prvych styroch mocnin v R[x]. Postupnymi
tpravami typu (1*) Gramovej matice G(1,z, 2%, 23) dostaneme

2 0 2/3 0 2 0 0 0
> s | 0 2/3 0 2/5)_[0 23 0o 25
GLz,a®w) =193 0 255 0 |=|lo 0o 845 0
0 2/5 0 2/7 0 2/5 0 27
2 0 0 0
o 23 o o |
=lo o 8/45 0 = G(Lo, L1, Ly, L3).
0 0 0 8175
Prislusné ESO vykonané na jednotkovej matici davaja
1000 1 0 —1/3 0 1 0 —1/3 0
o 10 0 01 0 0 01 0 -3/5|
L=1oo0o10]' o0 1 of' oo 1 o |=F
000 1 00 0 1 00 0 1
Potom

1 3
(Lo, L1, Lo, L3) = (1,2,2%,2%) - P = (1, T, =3 + 22, —gx+w3),

rovnako ako v priklade 13.4.7. Pohlad na maticu G(Lg, L1, L2, L3) ndm navyse pre-
zradi normy polynémov L, (z) pre n < 3:

IZoll = V2, ||L1||:\/g’ ”LQH_\/E \[ " 3||—\/; \[

Pre normy Legendreovych polynémov P,(x), n < 3, z toho vyplyva

2 2 2
Byl = V2 Pl =4/ Pof| =4/ 2 Pyl =4/
PI=VE  IRl=y2 IRl=y2 =y
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13.4.10. Priklad. V euklidovskom priestore R* so standardnym skaldrnym stéinom
je dany lineadrny podpriestor S generovany stlpcami matice

0 1 -1
112
“T1-11 o

1 1 0

Néjdeme nejakii ortonormalnu bazu podpriestoru S. Zrejme stipce matice o st line-
drne nezavislé, teda a je bazou S. Jej Gramovu maticu G(a) = a® - a upravime
pomocou tprav typu (1) na s fiou kongruentny diagonalny tvar

3.1 2 30 0 30 0
Ga)=|1 4 1]|=0 11/3 1/3 |=[0 113 0 |=G(B).
2 1 3 0 1/3 11/3 0 0 40/11

Prislusnymi ESO na matici a dostaneme

0 1 -1 0o 1 -1 0 1 —12/11

S O I DR 7C B VE: B O (N 7L E VAR
-1 1 0 ~1 4/3 2/3 ~1 4/3 6/11 '
1 1 0 1 2/3 —2/3 1 2/3 —8/11

Ortonormaélna baza podpriestoru S je potom tvorena stipcami matice 3 vynasobenymi
prevratenymi hodnotami druhych odmocnin prislusnych diagonalnych prvkov matice

G(B3), teda vektormi

0 1 3 ~12/11 —6
11 3 (23] _ 1 2 11 14/11 | _ 1 7
N 1| 4/3) Va3 |4] 40| 6/11 | V110 | 3

1 2/3 2 ~8/11 —4

13.5. Ortogonalne matice

Videli sme, Ze z vyjadrenia stiradnic vektorov v euklidovskych priestoroch vzhladom
na ortonormalne bazy vyplyvaji dodatoéné vyhody, aké nam bézy, ktoré nespliiaji
tato podmienku, neposkytuji. Bude preto zaujimavé presktimat, ako vyzeraji ma-
tice prechodu medzi takymito bdzami. Odpoved na naznacent otazku je prekvapivo
jednoducha.

Matica A € R™*™ sa nazyva ortogondlna, ak plati

AT A=1,,

alebo, ¢o je to isté, A~! = AT. Uvedomme si, ze prva podmienka vlastne hovori, Ze
stipce matice A tvoria ortonormalnu bazu euklidovského priestoru R” so standardnym
skaldrnym stc¢inom. Potom tiez plati A- AT = I,,, teda takisto riadky matice A tvoria
ortonormélnu bazu v R™. Z tych dovodov by bolo vari priliehavej$ie nazyvat takéto
matice ortonormalnymi. Budeme sa vSak drzat zauZivanej terminolégie.



14 PAVOL ZLATOS: LINEARNA ALGEBRA A GEOMETRIA

13.5.1. Veta. Nech V' je n-rozmerny euklidovsky priestor, a je ortonormdlna a 3 je
lubovolnd bdza priestoru V. Potom bdza B3 je ortonormdlna prave vtedy, ked matica
prechodu Py g z bdzy B do bdzy a je ortogondlna.

Inak povedané, kazdd matica prechodu medzi ortonormalnymi bazami je orto-
gonalna, a tiez naopak, kazda ortogonalna matica je maticou prechodu medzi ortonor-
malnymi bazami.

Dokaz. Ozna¢me o = (u1,...,Uy), B8 = (v1,...,v,) a P = P, g. Podla definicie
matice prechodu z paragrafu 7.5 a tvrdenia 13.4.4 (a) pre ¢ < n plati

5i(P) = (vi)a = ((vi,u1), .., (vi,un))

teda P =((v;, uj>)nxn. KedZze baza « je ortonormalna, podla tvrdenia 13.4.4 (b) ma

(i, k)-ty prvok matice PT . P tvar

n

si(P)" - s,(P) =) _(vi,u5){uj,vp) = (v, v3).

j=1

Teda matica P je ortogonalna, t.j. PT - P = I,,, prave vtedy, ked (v;,v;) = d;, pre
vsetky i,k < n, t.j. prave vtedy, ked 3 je ortonormélna baza.

Ortogonéalne matice mozno tiez charakterizovat ako matice, ndsobenie ktorymi za-
chovavava Standardny skalarny saéin resp. euklidovska dizku vektorov.

13.5.2. Veta. Nech R" je stlpcovy euklidovsky priestor so standardnym skaldrnym
sucinom a A € R™. Potom nasledujice podmienky siu ekvivalentné:

(i) A je ortogondlna matica;

(ii) pre vsetky x,y € R™ plati (A-x, A-y) = (x,y);

(iii) pre vsetky x € R™ plati ||A - x| = ||x].

Doékaz. (i) = (ii) Nech A je ortogonalna a x,y € R". Potom

(A-z,A-y)=(A-z)" - (A-y)=z" (AT -A) y=a" - I,-y=(z,y).
(ii) = (i) Z podmienky (ii) pre vektory = = e;, y = e;, kde i,j < n, vyplyva
SZ‘(A)T . Sj(A) = <SZ(A), S](A)> = <A . ei,A . 6j> = (61763') = 5ij7

teda AT - A = I, ¢ize A je ortogonilna.
(ii) = (iii) plati trividlne a (iii) = (ii) je désledkom rovnosti

1
(@, y) =5 (I +yl* = ll=|* = [lyll*)-

Podrobnejsi popis Struktury ortogonalnych matic ndm umoznia az niektoré dalsie
poznatky o spektralnych vlastnostiach matic a linedrnych zobrazeni, ktoré si zacneme
zadovazovat poc¢nic kapitolou 18. Ortogonalne matice rddu n < 2 vSak mozno preski-
mat celkom elementarnymi prostriedkami.

Cisla 1 st zrejme jediné dve ortogonalne matice rozmeru 1 x 1. Prvy netrividlny
pripad teda nastava pre n = 2.
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13.5.3. Veta. Nech A € R?*2, Potom A je ortogondlna prdve vtedy, ked je maticou
rotdacie okolo pociatku, t.j.

A= (COSO./ —sma) :Ra

sin o COoS &

pre nejaké a € R, alebo maticou osovej sumernosti podla osi prechddzajicej pociat-

kom, t. 7.
_ [cos2B sin23 \
A_(sin2ﬁ —cosQﬁ)_Sﬁ

pre nejakée B € R.

Doékaz. Nech A = (‘; Z). Potom

T 4_f(a ¢\ (a b\ _[(d®+c ab+cd
A A_(b d) (c d)_(ba—i—dc b2+d2)’

teda podmienka AT - A = I, je ekvivalentna s rovnostami

a2+ =1,
ab+ cd = 0,
b*+d* =1.

Prva z nich je ekvivalentna s existenciou a € R takého, ze a = cos a, ¢ = sin o, a tretia
s existenciou 3 € R takého, ze b = sin 3, d = cos 3. Podla druhej rovnice musi pre ne
platit

cosasin 3 + sinacos § = sin(a + ) =0,

t.j. a4+ 8 = km, kde k € Z. Pre k parne z toho dostavame b = sin(3 = —sina,
d = cos f = cosa, teda A ma tvar

A= (COSO& —sma) :Ra.

sin « COS (v

Pre k neparne mame b = sin 3 = sin«, d = cos 3 = — cos «, ¢o vedie na maticu tvaru

COS & sin o
A= . = Sa/2'
sinaa —cosa

Substittciou (teraz uz iného) # = «/2 dostavame tvar uvedeny v zneni vety.



