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Abstrakt

V této bakalafské praci se vénujeme aplikacim obycejnych diferencidlnich rovnic prv-
niho a druhého fadu. Préce je rozClenéna do péti kapitol, pficemz kazda z nich se zabyva
jednim typem diferencidlnich rovnic. Vybér typt rovnic je urCen zvolenymi aplikacemi;
prace se tedy zaméfuje na rovnice se separovanymi proménnymi, linedrni rovnice prvniho
a druhého tddu, Bernoulliho rovnice a rovnice exaktni. VSechny kapitoly maji stejnou
strukturu, ve které je nejprve uvedena zakladni teorie ke konkrétnimu typu rovnice, nésle-
duje metoda feSeni dané rovnice a posledni ¢ast kapitoly tvori fesené slovni dlohy.

Abstract

In this thesis we study the applications of ordinary differential equations of first and
second order. The thesis consists of five chapters, each of them dealing with one type of
differential equations. Selection of the types is determined by the chosen applications;
the thesis thus focuses on separable equations, linear equations of first and second order,
Bernoulli’s equations and exact equations. Every chapter has the same structure; the first
part consisting of fundamental theory for the particular type of equation is followed by its
solution technique and solved word problems.
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Uvod

Diferencidlni rovnice jsou jednim z nastrojii, pomoci kterého miZeme matematicky po-
psat jak prirodni, tak i napt. ekonomické déje. Tato bakalarska prace se zabyva rliznymi
typy diferencidlnich rovnic, jejichz vybér byl urCen vybranymi aplikacemi. Text prace
je Clenén do péti kapitol, pficemz kazda z nich se zabyva jednim typem diferencidlnich
rovnic. VSechny kapitoly maji stejnou strukturu. Na zacatku kazdé kapitoly je uvedena te-
oretickd Cast, ve které jsou definovdny nezbytné pojmy. Hlavnimi zdroji teoretickych ¢asti
prace jsou [14], [20], [29], [32], [41], [51]. V kazdé kapitole je také uveden postup feSeni
daného typu rovnice véetné vzorového matematického prikladu. Nasleduji feSené slovni
ulohy vedouci na jednotlivé typy rovnic. Tyto tlohy jsou t€Zistém bakalarské prace, jejich
hlavni zdroje jsou [6], [7], [12], [17], [23], [28], [44], [49], [55], [57], [65], [66]. Dalsi
pouZzité zdroje jsou uvedeny v kazdé z kapitol.

Prvni kapitola se zabyvé diferencidlnimi rovnicemi se separovanymi proménnymi.
V tvodu kapitoly jsou také uvedeny zakladni pojmy, napf. definice diferencidlni rovnice
¢i véta o feSitelnosti a jednoznacnosti feseni. Tato kapitola zaroven obsahuje podkapitolu,
jez se struné vénuje homogennim rovnicim. Ve druhé kapitole je pozornost vénovéna
linedrni diferencidlni rovnici 1. fadu. Uvedeny jsou zde dv€ metody feSeni, a to metoda
integraniho faktoru a metoda variace konstant. Obé metody jsou ukdzany na vzorovych
piikladech a procviceny pii feSeni slovnich uloh. Tteti kapitola se vénuje Bernoulliho
rovnici. Ve Ctvrté kapitole je ukdzana exaktni diferencidlni rovnice, jakoZ i pojem total-
niho diferencidlu ¢i kmenové funkce. I zde najde ¢tendri dva feSené matematické priklady
ilustrujici dvé rizné metody feSeni. Zavérecna kapitola se zabyva linearnimi diferencial-
nimi rovnicemi 2. ¥4du s konstantnimi koeficienty. Ctenaf se zde sezndmi nap¥. s pojmy
fundamentélniho systému feSeni a wronskidnu ¢i s metodami feSeni tohoto typu rovnic,
konkrétné metodou variace konstant a metodou neurcitych koeficienti.

V textu je predpokldddna zakladni znalost matematické analyzy, a to predevsim dife-
rencidlniho a integralniho poctu. Cilem této prace je ukazat riizné aplikace diferencidlnich
rovnic. Ctendf se v praci sezndmi jak s fyzikdlnimi aplikacemi, tak s tlohami z oblasti jako
jsou ekonomie, marketing, biologie, chemie ¢i psychologie. Praice mize zaroven slouzit
jako dopliujici materidl k pfedmétu Matematickd analyza II.

Prace je vysazena v I&TXu, k vytvoreni ilustraci a grafi dopliujicich text byly vy-
uzity programy GeoGebra a Circuitikz, kofeny transcendentnich rovnic byly vypocteny
s vyuZzitim softwaru Maxima.






Kapitola 1

Diferencialni rovnice se separovanymi
promeénnymi

Definice 1.1. Bud’ F funkce, jejiz defini¢ni obor G je podmnoZinou trojrozmérného eu-
klidovského prostoru R3. Rovnice

F(x,y,y)=0 (1.1)

se nazyva obycejnd diferencidlni rovnice prvniho rdadu. Nebude-li s rovnici soucasné uve-
den obor G, budeme jim rozumét mnoZzinu vSech bodi, pro nézZ je funkce F definovéna.
Resenim této rovnice se rozumi funkce y(x), kterd je definovana v n&jakém intervalu J C R
a pro vSechna x € J spliiuje

k@YW €6 a Flry(),yx)=0.

Neni-li interval J otevieny, pak v kazdém krajnim bodé intervalu J znad¢i y'(x) pfislusnou
jednostrannou derivaci. Obecnym resenim diferencidlni rovnice (1.1) rozumime kazdé jeji
feSeni y = y(x,¢), z néhoZ volbou parametru ¢ obdrzime feSeni. Partikuldrni Feseni je fe-
Seni y(x) diferencialni rovnice (1.1), v némz maji integra¢ni konstanty konkrétni ¢iselnou
hodnotu. Trividlnim resenim nazyvéame feSeni, které je identicky rovno nule, tj. y = 0.

Poznamka 1.2. Vyrazem y’' rozumime podil diferencidla %. Pii feSeni diferencidlnich

rovnic prvniho fadu, v nichZ se proménnd x vyskytuje pouze v prvni mocniné a hledana
funkce y se vyskytuje v argumentu elementdrnich funkci, je mozné vyuzit tzv. metodu

zdmény proménnych. Vyraz y' je poté vyhodné zapsat jako y' = 4 = 4. Timto zpiiso-

dy
bem muZeme rovnici pievést na rovnici jiného typu, jejiz feSeni umime explicitné urdit,
a hledané fesent je ve tvaru x(y).
Termin obycejnd v Definici 1.1 znali, Ze hledana funkce je funkci jedné proménné.
Dalsim typem diferencidlnich rovnic jsou rovnice parcidlni. Na rozdil od obycejnych di-
ferencidlnich rovnic zavisi u rovnic parcidlnich hledané funkce na vice proménnych.

Poznamka 1.3. Obdobné definujeme diferencialni rovnici n-té€ho fadu

F(x7y7y/7 ce ,y(n)) = Oa

je-li F definovéna na né&jaké oblasti (n + 1)—-rozmérného prostoru R 1,
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Definice 1.4. Obycejna diferencidlni rovnice 1. faddu (1.1) se nazyva rozresend vzhledem
k derivaci, pokud ji 1ze upravit do tvaru

/
Y =f(xy).
V opacném piipad€ se nazyva neroziesend vzhledem k derivaci.

Definice 1.5. Necht (xo,yo) € G. Uloha najit feSenf diferencidlni rovnice y’ = f(x,y) spl-
nujici tzv. pocdtecni podminku y(xo) = yo se nazyva pocdtecni (Cauchyova) iiloha nebo
pocdtecni (Cauchyho) problém.

Véta 1.6. Necht’ funkce f : (a,b) x (c,d) — R je spojitd, pFicemz? —eo < a < b < o a zd-
roveri —eo < ¢ < d < eo. Necht’ [xo,y0] € (a,b) X (c,d), pak pro poédtecni problém

Y =fxy),  y(o)=yo (1.2)

existuje FeSeni y(x) s maximdlnim definicnim oborem (&, ®) C (a,b), kde @ < xp < ®.
JestliZe a < «, pak
lim y(x)=c nebo  lim y(x)=d,

x—ot x—ot
a pokud ® < b, potom
lim y(x)=c nebo  lim y(x)=d.

X—0" X—0"

Jsou—li navic parcidlni derivace funkce f vzhledem k y, tj. %, spojité na (a,b) x (c,d),

y
pak md pocdtecni problém (1.2) jediné reseni.

Ciést véty pojedndvajici o existenci feSeni rovnice vychézi z Peanovy véty, jejiz di-
kaz mliZeme najit napt. v [2]. Druhd ¢ast hovorici o jednoznacnosti feSeni vychazi z véty
Picardovy-Lindelofovy. Tuto vétu miiZzeme dokdzat se znalosti Banachova principu o pev-
ném bodu. Dikaz Ize najit napt. v [32].

V literatufe (napt. v [8] ¢i [11]) se také miZeme setkat s nahrazenim podminky spo-

jitosti parcidlni derivace ‘3—’; lipschitzovou podminkou. Pokud m4 funkce f(x,y) parcidlni
derivaci podle y, potom predpoklad, Ze funkce f(x,y) je lipschitzovskd v y znamend, Ze

tato derivace je ohrani¢ena lipschitzovou konstantou L : %(x,y) < L. Naopak, z pred-

pokladu spojitosti parcidlni derivace funkce f(x,y) podle y plyne omezenost této parcialni
derivace a tim i lipschitzovskost. Tyto dva pfedpoklady jsou tedy v tomto sméru ekviva-
lentni.

Definice 1.7. Diferencialni rovnici ve tvaru

Y =fx)-g), (1.3)

kde f(x) a g(y) jsou spojité funkce na (n&jakych) otevienych intervalech, nazyvame di-
ferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi. Jejich specidlnim pripadem jsou auto-
nomni diferencidlni rovnice, ve kterych je f(x) = c.

Diikaz nasledujiciho tvrzen{ l1ze najit napt. v [29].
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Véta 1.8. Necht’ f: (a,b) - Ra g: (c,d) — R (pFicemZ miiZe nastat a = —oo, ¢ = —oo,
b = oo, d = o) jsou spojité funkce takové, Ze g(y) # 0 na (c,d). Pak md pocdtecni problém

y=f(x)-g0(), yxo)=0yo, (1.4)

kde xo € (a,b), yo € (c,d), prdvé jedno Feseni, které je urceno implicitné vzorcem

/y:(X) g(z—;) = /x:f(s) ds.

Na nésledujicim prikladu si ukdZeme, co se stane, nejsou—li splnény predpoklady pied-
chozich vét.

Poznamka 1.9 (Singularni reSeni). Pocatecni problém (1.4) nemusi mit vZdy jediné fe-
Seni. Existuji i fesSeni, kterd maji porusenou jednoznacnost v kazdém bod¢ svého definic-
niho oboru, tato feSeni se nazyvaji singuldrni reseni. Singuldrni Feseni nejsme schopni
obdrzet Zadnou volbou parametru ¢ v obecném feSeni. Pfiklad singuldrniho feSeni si nyni
ukdZeme na pifkladu autonomni diferencidlni rovnice y = 3y% s pocatecni podminkou
y(1) = 0. Resit takovéto rovnice se nauéime déle v textu, nyni si pouze chceme ilustrovat
nejednoznaénost feseni. Resenim této rovnice je

— N

yi=(x—1)3 = nebot prongjplati y]=3(x—1)>=3y3,
a zdroven spliiuje pocate¢ni podminku, nebot’ y;(1) = 0. Tato rovnice ma ale i trividlni
feSeni y, = 0, které je pro uvedeny piiklad singularnim feSenim. V tomto prikladé nebyl
splnén predpoklad Véty 1.6 o spojitosti parcidlni derivace funkce f = By%, nebot’ v bodé
y =0 neni vyraz ‘3—§ = 2y’% definovan. V kontextu Véty 1.8 neni splnén predpoklad ne-
nulovosti funkce g(y). Uvedeny pocateéni problém tedy nema jediné feSeni.

V nasledujici pozndmce popiSeme obecny zpusob feseni rovnice (1.3).

Poznamka 1.10 (ReSeni diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi). Nejprve
najdeme nulovy bod funkce g(y), tj. feSeni rovnice, pro kterd je g(y) = 0 (pouze tato fe-
Seni mohou byt singularni). Reseni y takovd, Ze g(y) # 0, nalezneme rozepsénim y’ = g—)yc
a separovanim proménnych, kterym rovnici upravime do tvaru g‘g—y) = f(x) dx. Tuto rovnici
nasledné zintegrujeme, ¢imz ziskdme obecné feSeni. Pokud je to moZné, vyjadiime z této
rovnice y a jestlize 1ze ziskat konstantni feSeni vhodnou volbou integracni konstanty c, za-
hrneme toto feseni do feSeni obecného. Tento postup ukdZeme na vzorovém Piikladu 1.1.
Pfi feSeni autonomni rovnice postupujeme obdobné, pii separaci proménnych vSak na
pravé stran¢ ziskame integrdl z konstanty. Podrobnéjsi postup feSeni autonomni rovnice
bude predmétem Poznamky 1.11.

Priklad 1.1. VyfeSme diferencidlni rovnici
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Reseni. Nejprve najdeme nulovy bod funkce g(y), kterym je v tomto piipadé y = 0.
Tato diferencidlni rovnice ma tedy trividlni feSeni, coZ musime zohlednit ve vysledném
feSeni. Poté rovnici za predpokladu, Ze y # 0, upravime separaci proménnych do tvaru

dy dx

y - 1+x

Odtud integrovanim obou stran uvedené rovnosti ziskame
Inly|=In|l+x|+¢c, ceR.
Odlogaritmovanim obou stran pak dostaneme
ly| =k|14+x|, k=¢e°>0,
z ¢ehoZ po odstranéni absolutni hodnoty plyne
y=I(1+x), [=2e"€R\{0}.

Soucasné samoziejmé musime uvazit, Ze hodnoty, které mizZe integracni konstanta nabyt,
se s Upravami méni také, coZ je ve vypoctu naznaceno. Takto podrobné znaceni integracni
konstanty jiZ v ndsledujicich pfikladech pouZivat nebudeme, pismeno ¢ bude oznacovat jeji
viechny moZné tvary. Reeni y(x) = 0 miizeme ziskat volbou konstanty / = 0. Rozifiime—
li tedy defini¢ni obor [ na celé R, ziskdme obecné feseni y(x) =I(1+x), [ € R.

A

Poznamka 1.11 (Autonomni rovnice). Autonomni rovnici y = ¢ - g(y) fe§ime obdobné
jako rovnici se separovanymi proménnymi, pri¢emZ integral na pravé strané je integralem
z konstanty. Navic diferencidlni rovnici ve tvaru

y = flax+by+c)

lze pomoci substituce z = ax + by + ¢ prevést na autonomni rovnici. Derivaci podle x
ziskdme 7/ = a+ by, z &ehoZ dosazenim za y' dostaneme autonomni diferencialni rovnici
v proménné z, kterd je ve tvaru

=z, neboli 7 =bz+a=f(2).
Tento postup si nyni ukdZeme na konkrétnim prikladu.
Priklad 1.2. Vyfesme diferencialni rovnici
y =x+y+1.
Reseni. Nejprve zavedeme substituci z = x+y -+ 1. Derivaci podle x poté ziskdme

7 =14y, zc&ehozdosazenim zay’ dostaneme z' =1-+z.
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Nulovy bod pravé strany je v tomto piipad€ bod z = —1, pro pivodni proménnou tedy
y = —x — 2. Toto feSeni pak musime zohlednit ve vysledném feSeni. Rozepsanim 7/ = g—fc
dostaneme

dz

d
el 14z, zcehoz dpravou ziskame l_jz = dx.

Integrovanim obou stran rovnice obdrzime
In[l4+zl=x+¢, c€eR,
coz obdobné jako v Prikladu 1.1 upravime na
z=ce*—1, ceR\{0}.

Po dosazeni za z a zahrnuti vySe uvedeného konstantniho feSeni y = —x — 2 ziskdme
obecné feseni ve tvaru
y=ce'—x—2, ceR.

A

V teorii jsme zatim uvazovali y = y(x), v nésledujicich pfikladech se setkdme s apli-
kacemi, ve kterych jsou zdvisle proménné napiiklad funkci Casu, coZ oznacime y = y(z).
V zadani i feSeni slovnich dloh bude vzdy naznaceno, jakd proménna je zavisla a jaka neza-
visl4. Postup uvedeny vySe na matematickém prikladu nyni vyuZijeme pii feSeni slovnich
uloh. Hlavnimi zdroji dloh v této kapitole jsou [3], [4], [12], [13], [16], [18], [27], [28],
[35], [37], [40], [41], [54], [56], [57], [59], [61], [65]. PouZita data o Ceské republice je
mozné najit v [72].

Zacneme nejjednodussimi autonomnimi rovnicemi, které mizeme najit v biologic-
na rovnice se separovanymi proménnymi. Piiklad, ktery nasleduje, je typickou aplikaci
slovni tdlohy vedouci na autonomni rovnici. Jedna se o popis zmény velikosti populace,
kterd roste primo umérné své velikosti. Tento predpoklad se mize zdat nerealisticky, ale
pro kratky Casovy tsek nebo pro populace bakterii, které rostou v laboratornim prostredi
(tj. populace, které nejsou omezeny nedostatkem zdroji nebo mista), miZeme takovyto
vyvoj priblizné predpoklidat.

Piiklad 1.3. Rust populace bakterii

Tempo ristu populace bakterii je piimo imérné velikosti této populace. Jestlize se z pu-
vodniho poctu 100 jedincti populace rozrostla na 400 za 24 hodin urcete, jaka byla velikost
populace po 12 hodinéch.

Reseni. Oznacme y = y(t) mnozstvi bakterii v ase r méfeném v hodindch a k > 0
konstantu imeérnosti. Ze zadani sestavime rovnici

¥(t+h) = (1) +ky(t)-h  neboli  y(t+h) —y(t) = ky(t)-h,

ktera fik4, Ze rozdil mezi velikosti populace v Case t 4/ a v Case ¢ je piimo imérny velikosti
této populace a tomuto Casu. Tuto rovnici nyni upravime na

y(t+h) —y()

D2~ k),
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pfi¢emZ limitnim pfechodem pro 4 jdouci k nule dostaneme na levé strané derivaci y' (7).
Hledana diferencidlni rovnice je ve tvaru

Y (1) =ky(t)

a jejim konstantnim feSenim je trividlni feSeni. Rozepsanim y' = % a Upravou pak ziskdme

d d
Y kdt, z cehoz plyne /_y = k/dt.
y y

Integrovdnim obou stran rovnice dostaneme
In|y| =kt +c,

z ¢ehoz tpravou obdrzime

y=ce, ceR,

pti¢emZ volbou ¢ = 0 ziskdme trividlni feSeni, a proto miZeme psit ¢ € R. Pozorovana
populace tedy roste exponencidlné. Pro vypocet konstant k£ a ¢ vyuzijeme pocatecni pod-
minky ze zadani, tj.

100 = ek, 400 = cet?,

¢im7 ziskdme ¢ = 100 a e¥>* = 4, z &eho? logaritmovéanim k = 0,05776. Hledany pocet
bakterif v ¢ase t = 12 je y(12) = 100295776 = 200.
A

Tento jednoduchy model miZeme v literature (napt. v [7] Ci [44]) najit i pod ndzvem
Malthustv ¢i Malthusidnsky model. Zajimavosti je, Ze mySlenky Thomase Malthuse, kla-
sického anglického ekonoma Zijictho na pielomu 19. stoleti, tomuto modelu plné neod-
povidaji. Malthusova teorie se opirala o fakt, Zze populace se vyviji fadou geometrickou
a potraviny fadou aritmetickou. Ve svém pozdéjsim dile Malthus dosel k zavéru, Ze popu-
lace se musi téZ vyvijet fadou aritmetickou, tedy stejné€ jako Zivotni podminky. Roste—li
populace rychleji, dochazi k vétsi umrtnosti z divodu horsich Zivotnich podminek. Mal-
thus tedy pfipousti pouze takovy vyvoj populace, pfi kterém jsou Zivotni podminky jedince
dosdhnout pouze jakousi moralni zdrZenlivosti.

S vyuzitim modelu popsaného vyse muzZeme fesit i piiklad populace, kterd se zmensuje
rychlosti pfimo imérnou své velikosti, napf. kvili nedostatku zdrojd. DalSim zptisobem
modelovani populace je Gompertziv model uzivany rovnéz ke zndzornéni pribéhu zdjmu
o nové uvedeny vyrobek. S Gompertzovym modelem se mizZeme setkat také pfi popisu
nddorového bujeni, kde P = P(¢) reprezentuje pocet nadorovych bunék v Case 7. Tento
model si nyni ukazme na ptikladu populace ryb.

Priklad 1.4. Gompertzuv model populace
Gompertzova diferencialni rovnice je ve tvaru

E = kPlnA—/I,
dr P
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kde M je nosnd kapacita prostiedi a P = P(¢) pocet jedincd v Case r méfeném v letech.
JestliZze je v rybnice ptivodné 400 ryb a jejich pocet se za prvni rok ztrojnasobil, urCete
pocet ryb za 7 let za predpokladu, Ze nosna kapacita je 10 000 ryb.

Reseni. Gompertzovu diferencidlni rovnici vyfeSime s pomoci substituce
P
y=In— =InP—1nM.
M

Derivaci podle ¢ a dosazenim za P’ ziskdme

P M P
= —kInZ = —kln— = —
yY=p=""p ny TR

coz je autonomni rovnice. Nulovy bod pravé strany y = 0 odpovida pro ptivodni promén-
nou konstantnimu feSeni P = M. Tuto rovnici feSime separaci proménnych a naslednou

integraci, tj.
dy /
— = [ —kdt,
/5

Inly|=—kt+c, ceR.

¢imz ziskame

Obecné reSeni (se zahrnutim trividlniho feSeni y = 0) je ve tvaru

y=ce ™ ceR.

Dosazenim substituovaného vyrazu dostaneme

P
In— =ce ™

) P
i ,  z ¢ehoZ odlogaritmovanim obdrzime i e

Ponechme pro jednoduchost rovnici v tomto tvaru a vypoctéme hodnoty konstant ¢ a k.
Ze zadani vime, Ze M = 10000, P(0) =400 a P(1) = 1200. S vyuZitim té€chto podminek
miZeme sestavit soustavu rovnic, tj.

400 1
10000 — e,  zcCehoz Gpravou dostaneme ¢ =In 25— —2In5,
1200 . In g5
0006 = “2inSef - kehoz tpravou ziskdme k= —In ﬁ =0,41749.
Za 7 let bude v rybnice

“21n 5_670.41749'7

P =10000e = 8410 ryb.

A

Dalsi rozsiteni Gompertzova modelu je mozné najit napr. v [58]. Nasleduje dalsi ty-
picka aplikace tohoto typu rovnic, a to radioaktivni rozpad, ktery je predmétem nésleduji-
cich dvou pfiklada.
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Priklad 1.5. Nasledky jaderné havarie

V bieznu roku 2011 se kvili havarii jaderné elektrarny ve Fukusimé dostaly do ovzdusi ra-
dioaktivni izotopy jédu I'3! s polo¢asem rozpadu 8 dnf a cesia Cs!3” s polo¢asem rozpadu
30 let. Za jak dlouho se rozpadne 99 % tohoto radioaktivniho materidlu?

Re§eni. Necht' y = y(t) je mnozstvi jédu I'3! v ¢ase + méfeném ve dnech, pricemz
¥(0) = yo. Ozname k > 0 konstantu imérnosti rozpadu. Podobné jako v pfedchozim pfi-
kladu si zapiSeme zménu y(z + h) — y(t) = —ky(t)h, ze které limitnim pfechodem pro h
jdouci k nule, tj.

t+h)—y(t

h—0
dostaneme diferencidlni rovnici
Y(t) = —ky(t).
Jednim z feSeni této rovnice je opét trividlni feSeni y = 0. Tuto rovnici déle feSime obdobné
jako v predchozim pfipadé€ separaci promeénnych a integrovanim, kterym ziskame

d
/_y = /—kdt, z Cehoz plyne  Inl|y| = —kr +c.
y

Obecné feseni (se zahrnutim trividlniho feSeni) miZzeme zapsat ve tvaru

y:ce_kt, ceR,

pfi¢emz z podminky y(0) =y ziskdme hodnotu integra¢ni konstanty ¢ = yy. Ulohu vy-
fesme nejprve pro j6d I'3!, pro jehoZ polocas rozpadu plati
1

—8k
—yo =Yyo€ .
Z této rovnice logaritmovanim ziskdme konstantu imérnosti k = %. S vyuzitim téchto
znalosti jiz miZeme urdit, za jak dlouho se rozpadne 99 % jédu I'3!, tj. hleddme ¢, které
vyhovuje rovnici

0,0lyo=yoe ¥, corje t=253,151 dni.

137

Reseni dlohy pro cesium Cs'>’ ponechdme na Ctenéfi. JAN

Priklad 1.6. Radiokarbonové datovani
Metodou urychlovacové hmotnostni spektrometrie (AMS) provedenou na kosti a tkani
ledového muze Otziho nalezeného v roce 1991 bylo zjisténo, Ze obsah uhliku C'* se snizil

na 53 % ptvodni hodnoty, viz [34]. Urcete stafi tohoto ndlezu za predpokladu, Ze polocas
rozpadu uhliku C'* je 5730 let.

Reseni. Necht' y = y(t) je mnozstvi uhliku C'* v Case r méfeném v letech, piicemz
¥(0) =yo, a k > 0 je konstanta dmérnosti. Ze zadan{ pak stejné jako v pfedchozim piikladu
sestavime rovnici

¥ (1) = —ky(z).
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Konstantnim feSenim této rovnice je trividlni feSeni y = 0. P11 feSeni pak postupujeme
obdobné jako v predchozim pfipadé€ separaci proménnych a integrovanim, kterym ziskame

Inly| = —kt +c,

obecné feseni je tedy

y:ce_kt, ceR,

pfi¢emz volbou ¢ = 0 obdrzime trividln{ feSeni. Z podminky y(0) = yo pak dostaneme
¢ =Yo. Ze zadani zndme polocCas rozpadu, pro ktery plati
1 k5730
Y0 = Yo€ .

2
Z této rovnice logaritmovanim ziskdme konstantu imérnosti k = %. Ze zadani vime,
7e obsah uhliku C'* se sniZil na 53 % své ptivodni hodnoty, hleddme tedy Cas ¢, ktery
vyhovuje rovnici

0,53y0 = yoe 570,  coZje t=5248 let.

Otzi tedy zemfel piiblizng 3 257 let pied nasim letopoStem. JAN

Priklad 1.7. Vyparovani kapky vody
Kulové kapka vody se vyparuje imérné svému povrchu. Jeji polomér je piivodné 3 mm,
po pil hodiné 2 mm. Najdéte vyraz pro polomér jako funkci ¢asu. Kdy se kapka vypaii?

Reseni. Oznaéme k > 0 konstantu imérnosti, V = V(¢) objem kapky v mm?, § = S(¢)
povrch kapky v mm? a r = r(t) jeji polomé&r v milimetrech, pfi¢emZ vie uvazujeme v Case
t méfeném v hodinach. Objem kapky v Case 7 + h vyjadiime jako V (t +h) =V (1) —kS(t)h.
Upravou této rovnosti ziskdme

V(t+h)—V(t)
h

= —kS(1),

z ¢ehoZ limitnim pfechodem pro 4 jdouci k nule jiZ miZeme sestavit diferencidlni rovnici

v

— = —kS.
dr

Nis ale zajimd vztah pro polomér, tedy ?1—;. JelikoZ pro povrch a objem koule plati
S=4nr* a V= —77:1’3,

mizZeme podil (31_‘; prepsat jako

av d(%m’3)

dv d
i z ¢ehoZ plyne — = 2

d[ r E
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Pro vztah % tedy plati
dr 1 dV
dr — 4mr? dt’

pricemz %—‘t/ muiZeme za pomoci puvodni diferencidlni rovnice a vzorce pro povrch koule

vyjadfit jako %—‘; = —k(4mr?). S vyuzitim viech vyse uvedenych informaci ziskdme dife-
rencidlni rovnici
dr

[—k(4mr*)]  neboli o=k

dr B 1
dt  4mr?

Tuto rovnici vyfe$ime integrovdnim obou stran
/ dr = / —kdt,

r(t) = —kt+c, ceR.

kterym dostaneme

Z danych pocétecnich podminek pak ziskdme rovnice
r(0)=3=—k-0+¢c a r(0,5=2=—-k-0,5+c,

ze kterych vypocitdme hodnoty konstant k = 2 a ¢ = 3. Kapka se vypaii v Case ¢ takovém,
Ze plati rovnost

3
0=-2t+3, cozje t= 5 hodiny.
A

Vysledek, ke kterému jsme dospéli, je pomérné oCekavatelny. Zajimavé je ale odvo-
zeni vztahu pro zménu poloméru, ktery iikd, Ze jestlize se kapka vypafuje imérné svému
povrchu, zmensSuje se jeji polomér stéle stejné rychle, nezavisle na své velikosti.

Priklad 1.8. Chemicka reakce

Sloucenina C je tvorena ldtkami A a B, pficemz C se pfi chemické reakci tvofi tak, Ze na
kazdy gram latky A pripadaji 4 gramy latky B. Uvazme situaci, kdy se za 10 minut reakce
vytvori 30 grami slouceniny C. Urete mnozstvi slouceniny C v Case ¢, jestlize rychlost
reakce je pfimo imérnd soucinu zbyvajicich mnoZzstvi latek A a B. Zaroven predpokla-
dejte, Ze latky A bylo ptivodné 50 grami a latky B 32 grami. Kolik grami slou¢eniny C
mame po 15 minutéch reakce?

Reseni. Oznaéme y = y(¢) mnoZstvi latky C v gramech v ase t méfeném v minutach.
Ze zadéani vime, Ze y(0) = 0 a y(10) = 30. Zaroven vime, Ze k vytvofeni y gramu slou-
¢eniny C obecné potfebujeme %y gramu latky A a %y gramu latky B. Zbyvajici mnoZstvi
latek A a B v reakci mizeme vyjadrit jako

1 4
—— 2——y.
50 5y a 3 5y
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Nyni jiz mizeme sestavit diferencidlni rovnici, kterd odpovida této dloze. MnoZstvi slou-
Ceniny v Case 7 + h zapiSeme jako y(t +h) = y(t) + k(50 — %y)(32 — %y) -h. Upravou a li-
mitnim pfechodem pro /4 jdouci k nule pak ziskame diferencidlni rovnici ve tvaru

dy 1 4
Y k(s0—=Zy)(32-2
dr ( sy)( 5y>’

neboli (pro zjednoduseni nasledujicich vypoctit)

d

= = k(250 - y)(40—y).

dt

Konstantni feSeni jsou v tomto pfipadé y; = 250 a y, = 40. Jedna se o autonomn{ rovnici,

kterou vyfeSime obdobné jako v pfedchozich ptikladech, tj.

dy
/(250—y)(40—y) :/kdt’ (15

integral na levé strané vyresime napt. doplnénim vyrazu ve jmenovateli na ¢tverec a vyu-

Zitim vzorce [ ﬁdu = 5 In| 44| + ¢. Mdme tedy

dy 1 1
/(250—y)(40—y) /(y—145)2—11025 Y /1052—(y—145)2 Y
_ L | 1054y—145 1] y—40
210|105 —(y—145) 210 [250—y

ln‘ ‘—Fc.

Reseni rovnice (1.5) tedy miZzeme zapsat jako

1 y—40
——1 = kt
210 n‘250—y‘ +e
z ¢ehoZ Upravami ziskdme
250ce 21 440
y= 2 T ceR\{oh

1+ ce—210k

Reseni y, = 40 ziskdme volbou ¢ = 0 z obecného feseni, feSeni y; = 250 je singuldrnim
feSenim, nebot’ jej nelze obdrzet Zadnou volbou konstanty c. S vyuZzitim podminek ze
zadani spocitdme hodnoty konstant c a k jako

0 250c +40 z ¢ehoZ plyne 4
= — CcC= ——
e ply 25

—40e 20k 440 In &
30 = 1_%6_210% ,  z¢ehoZ plyne k:—ZIOO

= 5,99267-107%.

Po 15 minutich reakce budeme mit

—4
_406—210-5,99267~10 -15 140

y(15) = - 24—567210'5799267‘1074'15 = 34,786 gramu slouceniny C.
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Priklad 1.9. Intenzita svételného paprsku ve vodé

Svételny paprsek prochdzejici vodou je ji ¢astecné pohlcovan. Pokles intenzity svétla to-
hoto paprsku pfi prichodu prostiedim je imérny soucinu velikosti intenzity dopadajiciho
svétla a tloust'ce vrstvy, kterou prochdzi. V hloubce 1 metr je intenzita paprsku sméfuji-
ciho kolmo doli rovna tfem ¢tvrtindm jeho povrchové intenzity. Jaka je intenzita paprsku
v hloubce 5 metrg, jestliZe plati pocéate¢ni podminka Q(0) = Qg?

Reseni. Oznaéme Q = Q(x) intenzitu paprsku v hloubce x metri a k > 0 konstantu
umérnosti. Ze zadani vime, Ze pro intenzitu paprsku prochdzejictho vrstvou vody x + A
plati Q(x+h) = Q(x) — khQ(x), z ¢ehoz tpravou ziskame w = —kQ(x). Limit-
nim prechodem pro / jdouci do nuly ziskdme na levé strané derivaci Q'(x), tj.

i Q0 +1) =00

h—0 h

=Q'(x) = —kQ(x),

coz je autonomni rovnice, jejimz konstantnim feSenim je feSeni trividlni. Tuto rovnici fe-
$ime zpusobem, kterym jsme fesili jiz predchazejici tlohy, a to separaci proménnych

4o _

—kdx,
o

a naslednou integraci, kterou ziskdme
In|Q| = —kx+c, z&hoZplyne Q(x)=ce X, ceR,

coZ je obecné fesent, které zahrnuje i feSenti trividlni. Jestlize Q(1) = %Qo ac= Qo (z pod-
minky Q(0) = Qp), miizeme konstantu k vypocitat dosazenim do obecného feseni

3
ZQO = Qpe ¥,

z ¢ehoZ tpravou a logaritmovanim ziskdme k = ln%1 =0,287682. V pétimetrové hloubce
je intenzita paprsku

5
0(5) = Qoe 35 = Qe+ = (Z) = 0,2373 Qo

tj. necelych 24 % jeho povrchové intenzity.

A

Priklad 1.10. Zelezna koule

UvaZme dutou Zeleznou kouli v klidovém stavu, kdy jeji teplota nezavisi na Case, ale miize
se liit v riznych bodech koule. Za predpokladu, Ze vnitini polomér koule je 6 cm a teplota
vnitfniho povrchu je 200 °C a Ze vnéjsi polomér je 10 cm a teplota vnéjsiho povrchu je
100 °C, urcete, jaka je teplota 8 cm od stfedu koule, jestlize vite, Ze mnozstvi tepla Q
prochdazejici povrchem o obsahu A je pfimo umérné soucinu tohoto obsahu a teplotniho
gradientu %—Z.

Reseni. S vyuZzitim informaci ze zadani miZeme psat
dr

— kA
0=—ka,
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kde T = T(r) je teplota v r, k je tepelna vodivost a r je vzdélenost od stfedu koule méfend
v centimetrech. Pro kouli s polomérem r je povrch A = 47r2. Ze zadéani vime, Ze koule je
v klidovém stavu, jeji teplota je tedy konstantni. Diferenciélni rovnice je tedy ve tvaru

dr
Q = —kdnrr—.
dr

Separaci proménnych pak ziskdme

/ Qd—zr = / —4krdT,
r

z ¢ehoZ integraci a Gpravou

@ = —4knT +c.
r
Pro T tedy plati
0_.
T 4km

Dosazenim podminek 7'(6) = 200 a 7'(10) = 100 obdrZime soustavu dvou rovnic o dvou
nezndmych

2 -
200 = 100 —
sk 8 Ak’

jejiz podrobnéjsi feSeni ponechdme na Ctendfi. Pro hodnoty konstant plati Q = 6000k7
ac=200km, a tedy
6000KT _ 200k7 1500

T = 50.
4km r
Hledan4 teplota ve vzdalenosti 8 centimetrii od stfedu koule je
1500
T(8)= 5 —-50=137,5°C.

Za povSimnuti stoji fakt, Ze tato teplota T nezdvisi na konkrétni hodnoté konstanty tepelné
vodivosti k. Zavisi na ni ovSem jak hodnota integracni konstanty ¢, tak mnoZstvi tepla Q.

A

Priklad 1.11. Vypousténi valcové nadoby
Néadoba tvaru vélce o poloméru R je naplnéna kapalinou do urcité vysky. Ve dné této
nadoby je maly kruhovy otvor o poloméru r, jejZz v Case t = 0 uvolnime. Necht' funkce
y = y(t) popisuje vysku hladiny v nddobé v Case r méfeném v sekunddch. Prifez vilce je
pro ilustraci zndzornén na Obrazku 1.1. Za predpokladu, Ze kapalina z nddoby vytéka do
volného prostoru (tj. neuvazujeme okolni tlak), urete dobu 7', za kterou kapalina z nddoby
vyteCe. VyuZijte pfi tom pocatecni podminku y(0) =y a Torricelliho vztah pro vypocet
rychlosti, ktery ziskdte z rovnosti objemovych tokd, tj.
1

mgy = 5mvy,
kde m je hmotnost kapaliny v nddobé, v, je rychlost vytoku kapaliny z ndidoby a g =9, 88%
je gravitacni zrychleni. S vyuZitim nalezeného vztahu vypoctéte, za jak dlouho se vypusti
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valcova naddoba s polomérem R = 20 cm, jestliZze vySka hladiny yp = 2 m a polomér otvoru
jer=2cm.

2R
< >
dy A
Yo
0 O v
2r

Obrazek 1.1: Prifez vélce

Reseni. NaSe ivaha miZe zacit nasledovné. Objem v nadrZi se za jednotku ¢asu zmensi
o objem, ktery vytece ven, coZ popisuje tzv. rovnice kontinuity, kterd je ve tvaru

Svi = svo,

kde S je plocha kruhové podstavy nadrZe, v| rychlost poklesu hladiny a s plocha kruhového
otvoru ve dné nadoby. Pro rychlost v miiZeme psat

dy

Vlz_dt7

pfi¢emZ znaménko minus je v rovnosti proto, Ze hladina s ¢asem klesa (derivace % tedy
bude s klesajici hladinou zaporna). Rychlost v, pak mizeme tpravou Torricelliho vztahu

vyjadrit jako
vy = \/2gy.
Dosazenim téchto vyrazli do rovnice kontinuity obdrzime

d d
——yS:s\/Z ,  zc¢ehoZ plyne —y:—fx/2gy.
dr dr S
Oznacme k = $+/2g > 0. S touto tpravou ziskdme diferencidlni rovnici

y/ = _kﬁ7

coZ je autonomni rovnice, kterou feSime obdobné jako v predchozich prikladech. Jejim
konstantnim feSenim je feSeni trividlni. Integrovanim obou stran dostaneme

Ll = /—kdt,
VY
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z ¢ehoZz plyne
2\y=—kt+c, c€eR.

ReSeni y = 0 je v tomto piipad€ singuldrnim feSenim. Ze zaddni vime, Ze T je doba, za
kterou voda z nadoby vyteCe. Obecné feSeni tedy miizeme zapsat ve tvaru

B T(—kt+c)?> pro0<t<T
o prot >T.

Hodnotu integracni konstanty ¢ ziskdme dosazenim pocéate¢ni podminky y(0) = yo do
obecného fesent, tj.

1
-2

Yo= 7 zc¢ehoZplyne ¢ =2,/yo.

Cas T, za ktery se nadr? vyprazdni, pak ziskdme s vyuzitim podminky y(T) = 0, tj.

1 2
0= Z(—kT+2\/y_o)2, z Cehoz plyne T = \/Ty_o'

Pro nd8 priklad ze zaddni staci nynf spocitat k = 5+/2g, pro konkrétni hodnoty

10,0004

= ———1/2:9,8=0,04427
0,047 ’ ’ ’

kde jsou obsahy § a s uvedeny v metrech ¢tvere¢nich. Hledany ¢as T vypusténi naddoby je

2V/2
r= 0.00047 /g ¢
0,0dr V< '

= 63,88766 sekundy.

A

V naésledujicich pfikladech se podivdme na mozZnost vyuZiti diferencidlnich rovnic
v ekonomii. Za¢neme piikladem z finan¢ni matematiky, konkrétné spojitym piipisovanim
uroku. Poté se podivame napf. na model prizptisobeni cen a reklamni model.

Priklad 1.12. Sporeni

Profesor P. zacal Setfit na diichod hned po ndstupu do préace, a proto ma ted’ na sporicim
uctu 500 000. Na tomto uctu je urok 3 % pripisovan spojite. JestliZze profesor planuje ode-
jit do dichodu za 10 let, kolik penéz mizZe na uctu oCekavat? Dile zjistéte, jak se tato
¢astka zméni, jestliZe bude profesor v téchto deseti letech uklddat vzdy 10 000 rocné. Na

jak dlouho profesorovi nasporena castka vydrzi, jestlize si bude po odchodu do diichodu
vybirat kazdy rok 60 000?

Reseni. Oznatme P = P(t) &astku penéz na Gétu v tisicich v &ase t mé&feném v letech

a k drokovou miru. Ze zaddni vime, 7Ze P(0) = 500 a Ze je drok pfipisovan spojité. Po

uplynuti ¢asu 42 mizeme na Uctu oCekavat Castku P(t +h) = P(t) + khP(t). Tento vyraz
nyni upravime na

P(t+h)—P(1)

= kP(1),
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z ¢ehoZ limitnim prechodem pro £ jdouci k nule jiZ miZeme sestavit diferencidlni rovnici

dp
— =kP.
dr
Tato rovnice md opét trividlni feSeni P = 0. V naSem piipad¢ je k = 0,03. Tuto rovnici
feSime obdobné jako rovnice predchozi separaci proménnych, ¢imz ziskdme feSeni

P(t)=ce"  ceR,

které v sobé zahrnuje 1 feSeni trividlni. Hodnotu integracni konstanty ziskdme dosazenim
pocéteéni podminky do obecného feseni rovnice, tedy

P(0) =500 = ce®?,
z ¢ehoZ plyne, Ze ¢ = 500. Pfi odchodu do diichodu miiZe profesor o¢ekavat castku
P(10) = 500e*0310 = 675,

tedy necelych 675 000. JestliZze si profesor zaroven kazdy rok ukldda 10 000, bude mit
v Case t +h na Gétu P(t +h) = P(t) +0,03P(¢t)h + 10h. Z této rovnosti miZzeme P'(t)
vyjadrit jako

dp

— =0,03P+10.
dr

Jedna se o autonomni rovnici, jeZ vyfeSime separovanim proménnych a integrovanim, tj.

dP 1
S ———, [ ¢ehoz pl ——1In|0,03P+ 10| =t +c.
/0,03P+10 ,  z¢&ehoZ plyne 0.03 n|0, +10|=t+c¢

Upravou a odlogaritmovéanim poté dostaneme

10
0,03P+10 = ce®%¥, 7z &ehoZ miZeme vyjadfit P jako P = ——— + ce®0¥,

0,03
Hodnotu integracni konstanty ziskdme dosazenim pocatecni podminky do tohoto obec-
ného feSeni rovnice, t.
10 0,030 2500

P(O)zSOOz—m+ce , atedy c=—.

Pfi odchodu do diichodu miize profesor ocekavat ¢astku

10 2500
I (00310

P(10) = -G53

= 791,549.

Dalsi ¢ast prikladu miZeme fesit obdobné. Hledana diferencialni rovnice je v tomto pii-

padé ve tvaru

4 0.03P—60, 1 > 10.
dr
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s Y 7

Vzhledem k podobnosti této rovnice a rovnice v prvni Casti prikladu ponechdme podrob-
néj$i reSeni na Ctendri. Vysledek této rovnice je potom
60
P= 0.03 +¢ce®%¥ kde ¢ = —895,242.
Toto ¢ jsme ziskali dosazenim podminky P(10) = 791,549 z pfedchozi ¢asti piikladu.
Zbyva tedy odpovédét na otdzku, na jak dlouho mu naspofend ¢éstka pii vybirani 60 000
ro¢né vydrzi. Hleddme tedy ¢, které fesi rovnici

0 = 2000 — 895, 242293

Upravou a logaritmovéanim se dostaneme k vyrazu
2000
_ 1n(895,242)

0.03 z ¢ehoz po vycisleni dostaneme ¢ = 26,79 let.

Musime ovSem vzit v uvahu, Ze prvnich 10 let profesor stdle uklada 10 000 ro¢né. Profe-
sorovi, ktery v 11. roce poprvé vybere 60 000 a pak s vybérem nepiestava do té doby, nez
mu dspory dojdou, naspofené penize vydrzi na témér 17 let stravenych v dichodu.

A

Priklad 1.13. Sporeni II.

Klara zacala ve svych 25 letech spofit na dichod tak, Ze na tcet se spojitym pfipisovanim
urokid ukladala 15 tisic rocné. Ve svych 40 letech se zacala strachovat, zda se ji timto
zpisobem podaii vysnénou ¢astku milion korun nasporit do jejich 65 let, kdy ma v planu
odejit do diichodu. Jestlize je tirokova sazba 2 %, vypoctéte, zda se ji to podaii. Jestlize
nepodafi, vypoctéte, kolik musi zacit rocné ukladat, aby svého cile doséhla.

Reseni. Stejné jako v Piikladu 1.12 oznaéme P = P(t) &astku penéz na tiétu v tisicich
v Case t méfeném v letech. Ze zadani vime, ze P(0) = 0 a Ze je tirok pfipisovan spojité,
coz muzeme obecné vyjadrit diferencidlni rovnici
dpP
— =kP.
dr

Zaroven si Klara ro¢né uklada 15 000, vysledna diferencidlni rovnice je tedy ve tvaru

j2
92 0.02p+15.
dr

JelikozZ se jedna o rovnici podobnou té z Prikladu 1.12, ponechdme jeji podrobné;jsi feSeni
na Ctendfi. Obecnym feSenim této rovnice je pak

P(t) = 750(e>%* —1).

Nejprve si vypoctéme, kolik penéz takto Kldra za 40 let spofeni naspofi, coZ zjistime
dosazenim ¢t = 40 do obecného feseni, ¢imZ ziskame

P(40) = 750(e*%240 — 1) =919, 155696.
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Ukladanim patnécti tisic rocné svou vysnénou castku nenaspori, ve 40 letech se tedy roz-
hodne uklddat vic. Ozna¢me nyni x ¢4stku, kterou bude uklddat pro # > 15. Diferencialni
rovnici tedy miZeme zapsat jako

dP | kP+15 pro <15,
dt | kP+x pro t>15.

Podrobnéjsi feSeni druhé ¢asti rovnice opét ponechme na Ctenafi. Jeji obecné feseni mi-

Zeme zapsat jako
X
P(l) :—m —I—CCO’OZt. (1.6)

Zaroven si mizeme spocitat, kolik penéz bude nasporeno po 15 letech, coZ ndim pomiize
pri vypoctu integracni konstanty. Mame tedy

P(15) = 750(e%9%1> — 1) =262,3941.

Nyni vypocteme integracni konstantu ¢ z rovnice (1.6) jako

262,3941 = _0,% 0215 s %ehoz plyne ¢ = (262, 3941 + ﬁ) e 03,
Nyni zbyva dosadit tuto konstantu do obecného feSeni rovnice, ¢imZ dostaneme
X X
P=———4(262,3941 + —— |e 03002,
o,oz+( ’ +0,02>e ©

Hledanou c¢astku x vypocitdme dosazenim podminky P(40) = 1000, coz je Klafin cil.
Ziskame tedy rovnici

X x
1000 = ———— + ( 262,3941 4+ —— | e 0300240
0702—'_( ) 9 +0702>e € ,

ze které upravou obdrzime

0,02(1000 —262,3941e")
- e — 1

X =17,49242.
Pokud chce Klara dosdhnout svého cile, musi od svych 40 let ro¢né ukladat pfiblizné
17 500.

AN

Priklad 1.14. RovnovaZzna cena

Ozna¢me P = P(t) cenu zboZi v Case t vyjadfeném v tydnech, D = D(P) = a — bP po-
ptavku po zbozi pfi cené P a S = S(P) = o + BP nabidku zboZ{ pfi cen¢ P. Rychlost,
s jakou se méni cena, je umérnd rozdilu mezi poptdvkou a nabidkou. Najdéte rovnici pro
P(t) v piipadé, Ze poptavka je ddna rovnici D(P) = 25 — 2P a nabidka S(P) = 5+ 3P.
Firmy ovSem tyto rovnice neznaji a nastavily tak cenu za kus rovnu 5,5. V prvnim tydnu
prodeje zboZi se prodejcim nedafii tak, jak predpokladali, a proto zacnou cenu spojité sni-
Zovat tak, Ze po prvnim tydnu je P = 5,4. Za jak dlouho se trh dostane do bodu vzdaleného

s~ 2

maximalné 5 % od rovnovazného stavu?
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Reseni. Rovnovazna cena P* je cena, kterd vyrovnava nabidku zboZi a poptavku po
ném, plati pro ni tedy

D(P*) = S(P*) =25—2P* =5+3P*, z&ehoiplyne P*=4.
Ze zadani nyni sestavme rovnici

P(t+h)—P(1)

P(t+h) =P(t)+k(D—S)h, zekteré Gpravou mame Y

= k(D - S).

Limitnim pfechodem pro /4 jdouci do nuly ziskdme hledanou diferencidlni rovnici ve tvaru

dp

S =k(D—$) =k[a—bP— (a+BP)] = kla—a—P(b+p)

Jde o autonomni rovnici, kterou vyfeSime nejprve obecné. Jejim konstantnim feSenim je
P= Z:Lg Separovanim proménnych a integrovanim dostaneme

/ka o— Pb+ﬁ /dt

z ¢ehoZ ziskame
1
k(b+B)

Odtud stejnym postupem jako v predchozich tlohdch dostaneme obecné feSeni rovnice,
které je nyni ve tvaru

Inja—a—P(b+p)|=t+c, c€eR.

— Zlg —ce_k(b+ﬁ)t, ceR.

Toto feSeni v sobé zahrnuje i feSeni konstantni. S vyuzitim konkrétnich hodnot ze zadani
muiZeme psat

25-5
=513 ce K =4 ce™M,
Zaroven vime, Ze P(0) = 5,5, z ¢ehoz plyne ¢ = —1,5, a P(1) = 5,4, z ¢ehoz ziskdme

rovnici pro k, tj.

In -4
54=4+1,5c% atedy k= —% = 0,0138.

Nyni najdeme cas, ve kterém bude cena maximdaln€ 5 % od své rovnovazné hodnoty.
Vzhledem k tomu, Ze P je klesajici funkce (ovéfeni ponechdme na Ctenéfi), a P(0) = 5,5,
nds zajima Cas, ve kterém cena klesne na hodnotu 4,2. Pro tento Cas plati rovnost

42-4
In s

4,2 =4+ 1,5¢ > 00138 &eho? pl t=——"—" =292 dne.
, +1,5e , z cehoz plyne ~5.0,0138 ,2 dne
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Priklad 1.15. Nova ména

Mala zemé ma v obéhu hotovost v celkové hodnoté 10 miliard. Kazdy den se do banky
dostava 50 miliond z této hotovosti. Banka se rozhodne zavést novou ménu tak, Ze starou
hotovost nahradi novou vzdy, kdyz se penize dostanou do banky. Kdy se timto zpiisobem
obméni 90 % mény?

Reseni. Oznatme y = y(¢) hotovost nové mény v desitkdch milionéi v ase ¢ méfe-
ném ve dnech. Objem nové mény miiZeme tedy vyjadrit jako 10%’ kde 1 000 je celkové
mnozstvi hotovosti v obéhu. Do banky kazdy den prichdzi

y
(1 1000) .

staré mény, kterd bude nahrazena novou. Zménu y(¢) tedy muzeme zapsat jako

dy y y
Z_(1-——L—).5=5-Z_
dt ( 1000> 200’

coZ je autonomni rovnice. Po nalezeni konstantniho feSeni y = 1000 postupujeme pfi vy-
poctu obdobné jako u pfedchozich uloh, tj.

dy /
= [ dt,
[55

z ¢ehoZz plyne

S—L =t+c, ceR.

2001
17 %00

Upravou této rovnice ziskdme obecné feseni ve tvaru
y=200(5—ce”20) =200(5—ce 0% ceR.
S vyuzitim poéate¢ni podminky y(0) = 0 vypocteme hodnotu integraéni konstanty c, tj.
0=200(5—ce %90 z&ehoZ plyne ¢=>5.
Hledané partikularni feSeni je tedy ve tvaru
y=1000(1—e 00"

Nyni miizeme vypocitat, za jak dlouhou dobu bude 90 % mény vyménéno za novou. Hle-
dame tedy ¢, pro které plati

—0,005¢ S diz In(1 - 555)
900 = 1000(1 —e ™), cozdava = —— 005~ 460,517 dne.
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Piiklad 1.16. Nerloveuv—-Arrowuv model

Nerlovetiv—Arrowtiv reklamni model je jednoduchy model, ktery popisuje vliv reklamy
na pocet lidi, ktefi znaji propagovany produkt, viz [70] a [36]. Tento model ik, Ze zména
poctu lidi, ktef{ znaji produkt, roste piimo imérné s intenzitou reklamy g = ¢(¢) a klesd
pifmo dmérné poctu lidi, ktefi jiz produkt v Case ¢ znaji A = A(¢). Ozna¢me b konstantu
popisujici uc¢innost reklamy a k konstantu miry zapominani. Firma se rozhodla propagovat
svij novy produkt rovnomérné béhem celého roku, pricemz jeji rozpocet na reklamu je
12 000. Za predpokladu, Ze k = % a b = 25, urcete, kolik lidi zn4 produkt na konci roku.
Jak se vaSe odpoveéd’ zméni, jestlize bude firma propagovat produkt pouze prvni polovinu
roku? Muze firma dosdahnout vétsiho poctu lidi, ktefi na konci roku znaji produkt, jestlize
rozpocet na reklamu rovnomérné rozdé€li do prvnich & mésict a po zbytek roku nebude
produkt propagovat?

Reseni. Uvazujme ¢ v mésicich. Ze zaddni mGizeme sestavit rovnici
A(t+h) =A(t) +bq(t)h — kA(t)h,

ze které Upravou
A(t+h)—A(r)
h
Limitnim pfechodem pro 4 jdouci do nuly ziskdme diferencidlni rovnici, kterou miizeme
popsat zménu poctu lidi, ktefi znaji produkt. Tato rovnice je ve tvaru

= bq(t) — kA(1).

dA
— =bg — KA.
dr 9

Pro konkrétni hodnoty ze zaddni médme rovnici

1
A =25¢—-A
q hi

kde g = %, nebot’ rozpocet na reklamu chce firma rozdélit rovhomérné do celého roku
at bereme v mésicich. Vyslednou autonomni rovnici

1
A’ =25000 — ZA’

jejiz konstantni feseni je A = 100000, vyfesSime separovdnim proménnych a ndslednym

integrovanim, tj.
dA
= [ dt
/ 25000 — 0,254 / ’

1
—mln\ZSOOO—O,ZSAI =t+c, ceR.

Po tpravé dostaneme pro A vztah

25000 — 0,254 = ce %% z&hoZplyne A =100000—ce %> ¢ecR.

(Pti této upravé se hodnota i znaménko integracni konstanty méni, v naSem vypoctu ji ale
stidle oznacujeme c.) V tomto obecném feSeni je zahrnuto i feSeni konstantni. Dosazenim
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A(0) = 0 do tohoto obecného feseni ziskdme hodnotu integraéni konstanty ¢ = 100000.
Nyni jiz miZeme spocitat pocet lidi, ktefi produkt znaji po jednom roce, ten je

A(12) = 100000(1 —e **12) = 95021 lidt.

V tomto piipadé neustdlého propagovani produktu roste pocet lidi, ktefi ho znaji, neli-
nedrné a pribliZuje se své maximalni hodnoté A,,,, = 100000. Ve druhém piipadé bude

firma propagovat produkt pouze v prvnich 6 mésicich, g tedy bude pro prvni polovinu roku

q= 12—800, a pro druhou g = 0. Diferencidlni rovnici miiZeme zapsat ve tvaru

A 50000 —3A  pro0 <t <6,
1A pro 6 <t < 12.

7 Yz

ReSeni prvni &asti rovnice je obdobné jako v predchozi &asti pifkladu, a proto jeho po-
drobng&jii postup ponechdme na &tendii. Pro ¢ < 6 plati A(r) = 200000(1 —e~%%"). Po
6 mésicich propagace produkt zna

A(6) =200000(1 —e "*0) = 155373 lidi.
Druh4 ¢ast rovnice je opét autonomni rovnice, jejiz podrobnéjsi feSeni ponechdme na Cte-

néfi. ReSenim je funkce
A(t) = ce 0231,

Hodnotu integracni konstanty ¢ miZeme ziskat ze znalosti poctu lidi, ktefi znaji produkt
po 6 mésicich, miZzeme tedy psat

155373 = ce 92>% 7 &ehoZ plyne ¢ = 696333,4759.

Reseni rovnice miZeme zapsat ve tvaru

A1) = 200000(1 —e %*")  pro0 <1 <6,
] 696333,4759¢ 025 pro 6 <t < 12.
V tomto pfipadé bude po 12 mésicich znat produkt pouze
A(12) = 696333,4759e %312 = 34668 lidi.

Pro posledni ¢ast ptikladu je diferencidlni rovnice ve tvaru

A1) = p1200 kA pro0 <t <h,
—}‘A proh <t <12.

kde & je pocet m&sict od zalatku roku, ve kterych firma propaguje produkt. Resenim této
rovnice je poté

1200000 (1 _ o—0,25¢
Alr) = T (1—e ) pro0<t<h,
ce 0,231 proh <t <12.
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Obrazek 1.2: Nerloveuv—Arrowuv reklamni model

Konkrétni hodnoty konstant ¢ pro jednotlivé pocty mesici 4 bychom vypocitali obdobné
jako v predchozi Casti prikladu. Na Obrazku 1.2 jsou zobrazeny kfivky zobrazujici po-
Cet lidi, ktefi znaji produkt, pro 7 = 6,...,11 oznacené postupné hy,...,hs. Zaroven je
zde kiivka f, kterd zobrazuje pocet lidi, ktefi znaji produkt, pti propagaci béhem celého
roku (tj. pro h = 12). Z tohoto grafu vidime, Ze nejvétsiho dosahu reklamy na konci roku
dosdhne firma pravé propagaci vyrobku rozloZenou rovnomérné béhem celého roku.

A

V tomto pfikladu jsme vidéli, Ze v pfipadé investovani do reklamy nezaleZi pouze
na rozpoctu, ale také na ¢asovém horizontu. DileZity je samoziejmé cil, ktery firma ma,
pro riizné cile jsou vhodné rizné reklamni strategie. Napf. dosdhnuti co nejvétsiho roz-
sahu reklamy by znamenalo volbu velké investice v pribéhu kratkého ¢asového okamziku.
V dal$im pfikladu se podivdme na dalSi zajimavy problém, ktery 1ze popsat jednoduchou
diferencidlni rovnici, a to ptiklad hubnuti.

Priklad 1.17. Hubnuti

Martina vazi 60 kg a ptijima 1 600 kalorii denné, z ¢ehoz 850 jeji télo vyuZije automaticky
bazalnim metabolismem. Zaroven cvicenim denné spali 15 kalorii za kazdé kilo, které
vazi. Jestlize 1 kg tuku obsahuje 10 000 kalorif a jestliZe je uklddédni kalorii ve formé tuku
100% efektivni, najdéte vahu Martiny jako funkci ¢asu. Kolik bude Martina vazit, jestlize
se ji podafi jist a cvicit podle planu kazdy den v priibéhu jednoho roku? Jaky je maximaln{
pocet kalorii, ktery mize Martina denné pfijmout, aby po pil roce vazila 55 kg?

Reseni. Oznaéme y = y(t) vahu Martiny v kilogramech v &ase ¢ uvazovaném ve dnech.
Ze zadani vime, Ze pocet kalorii, ktery Martina denné pfijme a ktery neni pouZit bazal-
nim metabolismem, je 1600 — 850 = 750. Zaroven denné spali 15 - y(¢) kalorii cvicenim.
x . P . . . .o - 750—15y(t)
Z téchto informaci miZeme sestavit rovnici zmény jako y(t 4 h) = y(t) +h~—g55-—~» kde

délenim 10 000 dostaneme zménu v kilogramech. Upravou této rovnice ziskdme

y(t+h)—y(1) 750 — 15y(t)
h 10000

z ¢ehoZ limitnim pfechodem pro 4 jdouci k nule dostaneme diferencidlni rovnici

dy 750 —15y(t)
de 10000
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Rovnici miZeme prepsat do tvaru
y =0,075—0,0015y.

Nulovym bodem pravé strany je y = 50. Ddle tuto autonomni rovnici vyfesime obdobné

jako predchozi priklady, tj.
d
/ Y = / dr.
0,075 —0,0015y

Integrovéanim ziskame

1
—————1n[0,075—0,0015y| = R
070015 n| 9 5 ) y| +C7 CE )

z ¢ehoz tpravou dojdeme k obecnému feSeni

—0,0015¢
)

y=50+ce ceR,

ve kterém je zahrnuto i konstantni feSeni. Dosazenim pocate¢ni podminky y(0) = 60 vy-
pocteme hodnotu integracni konstanty c, tj.

60=50+c¢, zcehoz ¢=10.
Hledané partikularni feSeni je tedy ve tvaru
y =50+ 10e~0%0",
JestliZze bude Martina dodrzovat vySe uvedeny plén, za rok bude jeji vdha rovna
¥(365) = 50 4+ 1000015365 = 55 78 kg.
V druhé ¢asti dlohy sestavime obdobnym zplisobem diferencidlni rovnici
y = M — 850 — 15y
10000 '
Podrobnéjsi feseni této rovnice ponechdme na Ctendafi, obecné feSeni miZeme zapsat jako
M 170 00015
=———4ce .
15 3 +
Hodnotu integracni konstanty ziskdme dosazenim pocéteéni podminky y(0) = 60, z Cehoz
pro ¢ dostaneme

y

60 M n 170 350 M
c=60——+—=———.

15 3 3 15
JestliZze chce Martina po pul roce (tedy po 183 dnech) vazit 55 kg, musi denné pfijimat M

kalorii, pro které plati rovnost

M 170 (350 M
55=——— 20Y ) o —0,0015¢
53 " ( 3 15)e ’

coz je priblizné M = 1437,56 kalorii denné.
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Priklad 1.18. Uceni na zkousku

Mira toho, jak se student u¢i novy materidl, je tmérna rozdilu mezi maximem toho, co se
ma naudit M a mnoZzstvim toho, co uz v ¢ase r méfeném v hodinach umi A = A(r). Jestlize
se Viktorie za 100 hodin nauci 50 % materiali z Mikroekonomie 1, a chce umét nejméné
85 %, aby dostala dobrou zndmku, kolik hodin navic musi uc¢eni vénovat?

Reseni. Oznacme k > 0 konstantu umérnosti. Ze zaddni pak sestavme vyraz pro mnoz-
stvi, které studentka umi v Case ¢ + h, tj.

A(t+h)—A(t
A(t+h)=A(t)+hk(M —A), znéhoz dpravou ziskime (14h) —A()

— k(M —A).

Pro h jdouci limitné k nule je na levé strané derivace A’(¢), hledand diferenciélni rovnice

je tedy

dA
— =k(M—A).
3 K )

Nulovy bod pravé strany je v tomto piipadé A = M. Rovnici vyfeSme separaci proménnych

dA
/M—A _/kdt’

z ¢ehoz integraci a ndslednou tpravou ziskdme
—In|M —A| =kt +c,
A=M—ce ™™ ceR,

cozZ je obecné feSeni rovnice, ve kterém je zahrnuto i feSeni konstantni. Za predpokladu,
7e A(0) = 0 a s vyuzitim podminky A(100) = 0,5M vypoctéme konstanty ¢ a k, tj.

A0)=0=M—ce ™ atedy c=M,

—1n(0,5)
100

K tomu, aby se Viktorie naucila 85 % materidli, musi studiu vénovat ¢ hodin studia, pfi-
¢emZ t vyhovuje rovnici

A(100) =0,5M =M —Me %10 atedy k= = 0,00693.

A=0,85M = M — Me 000093
Hledané ¢ je tedy
_ —In(0,15)
~0,00693

coz pro studentku znamena dal$ich téméf 174 hodin vénovanych studiu.

= 273,754687,

A

Priklad 1.19. Alkohol v krvi
Pokles koncentrace alkoholu v krvi je umérny této koncentraci, pficemzZ konstanta umér-
nosti je k =0, 4. Pro dospélého muZe o hmotnosti 70 kg, ktery vypije 3 piva v jedné hodiné€,
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je koncentrace 1 %. Maximélni povolend koncentrace alkoholu v krvi pfi fizeni v Ra-
kousku je 0,05 %. Jak dlouho musi tento fidi¢ pockat, aby neporusil zdkon? Jak dlouho
musi pocCkat v Ceské republice, kde je tolerance nulova?

Reseni. Oznaéme A = A(t) koncentraci alkoholu v krvi (v %) v ¢ase t méfeném v ho-
din4ch. UvaZzujme ¢ = 0 v Case, kdy ma fidi¢ koncentraci alkoholu v krvi rovnu 1 %, tj.
A(0) = 1. Koncentraci A(t + h) miZeme zapsat jako A(t + h) = A(t) — khA(t), z ¢ehoz
tGpravou ziskdme w = —kA(t)
staneme diferencidlni rovnici

. Limitnim pfechodem pro 4 jdouci k nule pak do-

dA

T
Jedna se o autonomni rovnici, kterou vyfeSime nam jiz zndamym zpusobem. Jejim kon-
stantnim feSenim je A = 0. Rovnice

4=

At)=ce ™™, ceR,

—kA.

ma feSeni

ve kterém je zahrnuto i feSeni konstantni. Hodnotu integracni konstanty ¢ miZeme ziskat
dosazenim podminky A(0) = 1 do obecného feseni. JelikoZ ¢ = 1, je feSeni ve tvaru

Alt)=e™™,

nebot’ ¢ = 1. JestliZe fidi¢ nechce v Rakousku porusSit zakon, musi pockat po dobu #y, pro
kterou plati
0,05 = 40
neboli
In(0,05)
0,4

Jelikoz obor hodnot exponencidlni funkce je R™ a tato funkce se pouze limitné bliZ{ k nule,
musel by fidi€ pro fizeni v Ceské republice teoreticky pockat nekone¢né dlouhou dobu.

A

o= = 7,489 hodiny.

Z posledni ¢asti feSeni tohoto pfikladu vidime, Ze uvedeny model zmény koncentrace
alkoholu v krvi rozhodné plné neodpovida realité. I pres tuto nepfesnost se jedna o zaji-
mavou aplikaci, coz je hlavnim diivodem pro ponechani této slovni tlohy. V nésledujici
kapitole se v Piikladu 2.10 podivdme na moZné zpiesnéni popisu tohoto problému za po-
moci linedrni diferencidlni rovnice.

Priklad 1.20. Lék

Tekutina, kterd obsahuje 6 miligrami na cm? 1éku, je nitroZilné vpravovéana do krevniho
ob&hu pacienta rychlosti 120 cm? za hodinu. Lék je absorbovén nebo jinak opousti krevni
obéh rychlosti imérnou jeho pfitomnému mnozstvi. Za predpokladu, Ze konstanta Gmér-
nosti k = 0,5, najdéte mnozstvi 1éku v krevnim obéhu po delsi dobé tohoto procesu.
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Reseni. Oznaéme y = y(t) mnoZstvi 1éku v obéhu v Case + m&feném v hodinich. Ze
zadani vime, Ze 1€k se do obéhu dostdva konstantni rychlosti, a to
3

mg cm mg

— - 120—— =720—.

cm? h h
Lék poté krevni obéh opousti rychlosti ky(t), pficemz pro nas piiklad je k = 0,5. Z téchto
informaci jiz miZeme sestavit diferencidlni rovnici

dy

E =720— 0, Sy,
kterou feSime obdobné jako pfedchozi priklady. Konstantnim reSenim je y = 1440. Inte-
grovanim obou stran rovnice ziskame

1
—Eln|720—0,5y]:t+c, ceR,

Y

z ¢ehoZz tpravou
720—0,5y =ce ', atedy y=1440+ce ", ceR,

coZ je obecné feseni, ve kterém je zahrnuto i feSeni konstantni. Integracni konstantu mu-
Zeme dopocitat za pomoci poéatecni podminky y(0) = 0, tj.

0=1440+k, zcehoZzplyne k= —1440.
Vysledné feSeni miiZeme zapsat ve tvaru
y=1440(1—e ).

Po velmi dlouhé dobé bude v krevnim obéhu pfitomno priblizné 1440 mg 1éku, nebot’
s rostoucim 7 jde vyraz e~ k nule.

A

Dalsi dva priklady jsou zaloZeny na Newtonové zdkonu ochlazovani, ktery fik4, Ze
rychlost ochlazovéni télesa na vzduchu je pfimo imérnd rozdilu teploty tohoto télesa a tep-
loty vzduchu. Se znalosti tohoto zakona miZeme napfiklad uréit dobu smrti obéti vrazdy,
jak uvidime v nasledujici dloze.

Priklad 1.21. Vrazda v Orient Expresu

Pan Ratchett, postar§i Americ¢an, byl nalezen mrtvy v 7 hodin v jednom z kupé vlaku
Orient Express vytopeném na 22 °C. Teplota jeho téla v case ndlezu byla 28 °C, o hodinu
pozdéji 27 °C. Za predpokladu, Ze normélni teplota ¢lovéka je 37 °C, urcete dobu smrti.

Reseni. Oznaéme y = y(¢) teplotu téla v Case ¢ méfeném v hodinéch, T teplotu okolf

a k > 0 konstantu imérnosti. Uvazujme 7 hodin jako Cas, kdy ¢t = 0. Ze zadani pak sesta-

vime rovnici pro teplotu v Case 7 + h ve tvaru y(¢ + h) = y(t) — kh[y(t) — T]. Tuto rovnici
muiZeme upravit na

y(t+h)—y({)

, = —k[y(t) = T].
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Limitnim prechodem pro /4 jdouci k nule dostaneme diferencialni rovnici

Konstantni feSeni této rovnice je y = T. Rovnici dale feSime obdobné jako predchozi pfi-
klady separovanim proménnych a integrovanim obou stran, tj.

/ﬂ:/—kdt,
y—T

Inly—T|=—kt+c¢c, ceR.

kterym dostaneme

Upravou obdrzime obecné feSeni, které je ve tvaru
_ —kt
y=T+4ce™, ceR,

pricemz volbou ¢ = 0 dostaneme konstantni feSeni rovnice. Dosazenim podminek 7" = 22
a y(0) = 28 do obecného feseni ziskdme

28=224ce ¥0 atedy c=6.

S vyuZitim téchto znalosti a pofate¢ni podminky y(0) = 27 najdeme hodnotu konstanty
umérnosti k, tj.

5 6
27 =22+6e7 %, z&hoiplyne e *= o @ tedy k= 1ng =0,18232.

Nyni potfebujeme zjistit Cas smrti, tedy ¢ takové, Ze y(¢) = 37, k ¢emuz vyuZijeme rovnici

5 t
37 =22+ 6 M8 =22 4 6™ = 2246 (6) ,

ze které vypocitdme hledané ¢ jako

—
[NS11)]

n

-~
I

= —5,02573.

—_—
o)1)

n

Smrt nastala pfiblizné€ pét hodin a dvé minuty pied nalezenim téla, tedy v 1:58.
A

Priklad 1.22. Horka kava

Kristyna a Barbara jdou na kdvu. Servirka jim nardz pfinese stejné teplé ndpoje. Kristyna
si do kdvy ihned zamicha mléko a poté deset minut pockd, nez zacne pit. Barbara vyckava,
po deseti minutdch si do kdvy pridd mléko a pije ihned. Kdo pije teplejsi kavu?

Reseni. Oznaéme T = T (1) teplotu kdvy v Case t méfeném v minutich a T, konstantni
teplotu v kavarné. Stejné€ jako v predchozim prikladu je diferencidlni rovnice ve tvaru

T'(t) = —k(T —Tp),
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jeji feSeni tedy miiZeme zapsat jako
T(t) =T, +ce ™.
Oznacime-li teplotu kavy v Case t = 0 jako Tp, miZeme feSeni psat ve tvaru
T(1) =Tp+ (To—Tp)e ™,

nebot’ plati Ty = 7'(0) = T, + c. Jestlize mléko pfiddme do kdvy ihned, tedy v ¢ase t = 0,
muZeme teplotu kdvy v tomto Case zapsat jako
- ViTo+ViuTn

T(O+) Vi+V, ’
m

kde V; je objem kdvy, T pocatecni teplota kdvy, V,, objem mléka a T, jeho teplota. Tato
rovnice ndm obecné ik, jaka je teplota dvou latek, které smichdme. Rovnici pro teplotu
kavy za predpokladu, Ze mléko pfidame ihned, pak miZeme zapsat jako

Ty + VT,
YiTo+ Vil —T,,> e (1.7)

Tt)=T,+
() p < Vk+Vm

V ptipadé, Ze mléko piiddme v Case #; > 0, bude do tohoto Casu platit
T(t;) =T+ (To—Tp)e ™,

po pridani mléka mtizeme teplotu kavy vyjadfit jako

VkT(Z‘l—) + Vi T

T() = VitV

Teplotu kavy v Case t > t; v pripad€, Ze mléko do kavy priddme v Case t; > 0, pak miZeme
popsat rovnici

—ki
ViT, + (To — Tp)e ™) + Viu Ty —Tp} o kt=1) (1.8)

T(t)=T,+
() p [ Vk+Vm

Pro urceni toho, kdo pije teplejsi kdvu, musime porovnat vyrazy (1.7) a (1.8) v Case t;.
Upravou vyrazu (1.7) vyjadieného v ase #; ziskdme

ViTo + Vi T — ViTp — Vi T,
T(n):Tp+("°+’"’" o ’”P)e—k“:

VeI + VT + ViToe M + V,, Te ™M1 — Vi Te ™1 — V,, Tpe 1 (1.9)
Vyraz (1.8) vyjadfeny v Case r; miZeme zapsat jako
ViT, +Vi(To — Ty)e M + V. T,y ViT, + ViToe ™8 —V; T,e ™ 4V, T,
T(l‘l): kp"’ k(O p) +mm: kp+ k10 kip +mm. (1‘10)
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Oba tyto vyrazy (tj. (1.9), (1.10)) obsahuji

ViT, + ViToe ™1 — V; T,e =k
Vk + Vm ’

Jmenovatele obou zlomk jsou taktéZ shodné. Jestlize se tedy vyrazy rovnaji, musi platit
rovnost Citateld, tj.
Vi Ty 4 Vi Te ™ =V, Tye ™81 =V, T,,,.

Tuto rovnici miZeme vydeélit vyrazem V,,, po tpravé poté ziskame
Ty(1—e ) =T,,(1—e "),

z Cehoz vidime, Ze rovnost nastane pouze v pfipad€, ze T, = T,,. V piipad¢, Ze mléko
ma pokojovou teplotu, tedy nezdlezi na tom, kdo ho do kavy ptidé dfive, a obé divky piji
stejné teplou kdvu. V pfipad€, Ze mléko je uchovavano v chladné€jSim misté, tj. T,, < T,
je rozdil teplot

Ty —Tpe ™ — T+ Tue ™M = T, (1 —e ™) — T,,(1 —e ™M) = (T, — T,) (1 —e ")

kladny, nebot’ vyraz 1 —e X je kladny, protoZe k > 0, coZ odpovida ochlazovani kdvy.
To znamen4, Ze Kristyna, kterd prida mléko do kdvy hned, pije po Case #; teplejsi kavu.
Pro T,, > T), je situace piesné opacna.

A

Priklad 1.23. Zavod

V automobilovém zavodé vede fidi¢ A, ktery jede 5 km pred fidicem B, pricemz oba
jedou stejné rychle. Kilometr pred cilem zacne fidi¢i A dochazet palivo a jeho viiz zacne
zpomalovat imérné ke ¢tverci své aktudlni rychlosti. O pil kilometru dél je jeho rychlost
polovina ptivodni rychlosti. Za predpokladu, Ze se rychlost fidice B neméni, urcete, kdo
vyhraje zavod.

Regeni. Ozna¢me v v kilometrech za hodinu rychlost, kterou ptivodné jedou oba Fidici,
v =v(¢) rychlost fidi¢e A v Case t méfeném v hodindch a § = S(¢) drdhu, kterou za Cas ¢
fidi¢ A urazi. Pro tento piiklad uvazujme ¢t = 0 v moment¢, kdy zacne fidi¢ A zpomalovat.
Nejprve si ureme, za jak dlouho do cile dorazi fidi¢ B. S vyuzZitim zdkladnich znalosti
fyziky mizeme psat, Ze Cas, za ktery dorazi fidi¢ B do cile, je t, = %, nebot’ fidi¢i v Case

vvvvvv

zpomaluje imérné ke Ctverci své aktudlni rychlosti, coZ miZeme zapsat jako
v(t+h) = v(t) — kv (t)h,
z ¢ehoz tpravou dojdeme k vyrazu

v(t+h)—v(t)
h

Limitnim pfechodem pro 4 jdouci do nuly pak ziskdme diferencidlni rovnici ve tvaru

= —kv*(1).

lim —V(H—h) —v() = dv = —k”.
h—0 h dr
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Konstantnim feSenim této rovnice je v = 0. Integrovanim obou stran dostaneme vztah pro

rychlost v(z), tj.
dv
— = | —kdt
/v2 / ’

b —kt+c,  zcehoz po Gpravé plyne  v(t) = : :
v kt —c

V bodech, ve kterych konstanta ¢ nabyva hodnot k¢, ma funkce v(z) singularitu. V nasem
piipadé ovSem po dosazeni pocate¢ni podminky v(0) = vy ziskdme hodnotu integracni
konstanty ¢ jako ¢ = —%7 a muZeme tedy psat

1
kl—i—%

v(t) (L11)

Vzhledem ke kladnosti &, 7 i vo nedojde k nulovosti jmenovatele. Refeni v = 0 v tomto
pfipad€ neziskdme Zadnou volbou integracni konstanty, jedna se tedy o singuldrni feSeni.
Toto feSeni pro nds ovSem neni zajimavé ani dileZité. Zaroven vime, Ze rychlost je rovna
derivaci drahy neboli

s 1 In(kt + L)

v=-—=———, zcCehozintegraci S(¢) = +C.

Hodnotu integra¢ni konstanty C ziskdme dosazenim podminky S(0) = 0, mdme tedy

C=—
k

Pro drahu S(r) tedy dostaneme tpravou vyraz

vokt+l
1 | In| —2
) — ln(kt+%) —ln(%) B ( 1 ) _ In(vokt +1)
(1) = - = L (1.12)

Ze zadani vime, Ze ve vzdalenosti 0,5 km pred cilem je rychlost zavodnika A rovna jedné
poloviné vy. Dosazenim S = 0,5 do rovnice drdhy (1.12) ziskdme

1 IH(V()kl‘() + 1)

2 k ’

z ¢ehoz muzeme Cas f(, za ktery zdvodnik A urazi 0,5 km, vyjadfit jako

V()k
Tento vyraz nyni dosadime do rovnice pro rychlost (1.11), ¢imZ dostaneme

1
2-1 1

Ol S
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Z této rovnice pak jiz vyjadiime k jako k =21n V(Vt%) .S vyuZitim znalosti podminky v(fp) =
0,5vp mizeme k vyjadfit jako

k=2In2=1,38629.

Nyni miiZzeme konecné spocitat Cas, ve kterém zavodnik A dojede do cile. Vime, Ze drdha
bude rovna 1 (nebot’ mu do cile chybél 1 km). Sestavime tedy rovnici

In[v(2In2)7+1]

S(t)=1=
(®) 2In2

Jeji upravou se postupné dopracujeme k hledanému Casu, tj.
In2% =1In [vo(2In2)z+1],  z&ehoZ dpravou dostaneme 4 = 2vt(In2) + 1.

Zavodnik A tedy dokonci zavod v Case

3 2164
© 2y9ln2 vy

Porovnanim tohoto ¢asu s casem, ve kterém zavod dokonci zavodnik B (7, = vﬁ), ziskame

hledanou odpovéd’ na otdzku: zdvod i pres technické problémy vyhraje zavodnik A.
A

Priklad 1.24. Baseball

Hrac ve vnéjSim poli, ktery stoji 85 metrti od domaci mety, hodi mi¢ pfimo na chytace tak,
Ze pocateéni rychlost mice je 30,5 metrti za sekundu. Predpoklddejme, Ze zména rychlosti
mice je kvili odporu vzduchu pfimo imérna jeho rychlosti, pficemz konstanta dmérnosti
je k= —%. Za jak dlouho doleti mi¢ na doméci metu? ManaZer tymu chce také védeét,
jestli se vyplati, aby mi€ chytil hra¢ ve vnitifnim poli a hodil ho na doméci metu sdm. Tento
hra¢ dokdze miC hodit tak, Ze pocatecni rychlost micCe je 32 metri za sekundu. ManaZer
navic vi, Ze celd akce (chytit, otocit se, hodit) by trvala 0,5 sekundy. Jak daleko od domaci
mety by se mél hrd¢ ve vnitinim poli postavit, aby minimalizoval celkovy cas akce? Co
je tedy pro tym vyhodné;j$i? Zméni se odpovéd’, jestliZze je hra€ v poli schopen hodit mic
tak, Ze jeho pocatecni rychlost je 35 metrid za sekundu? Cel4 situace je zndzornéna na
Obrazku 1.3.

Reseni. Ozna¢me S = S(t) vzdélenost mi¢e od hrace ve vné&jsim poli v Gase t m&feném
v sekundéch. Plati tedy S(0) = 0 a S(zp) = 85, pfiemz 1y je Cas, za ktery mi¢ dolet{ na
domaci metu. Ze zadani si pro rychlost mice miizeme sestavit diferencidlni rovnici
dv 1

—=——V
dr 10~

nebot’ vime, Ze zménu rychlosti mtizeme popsat jako v(¢ +h) = v(t) — kv(t)h. Jedna se

0 autonomni rovnici, jejiZ podrobnéjsi feSeni ponechdme na Ctenéfi. Jejim obecnym feSe-

nim je funkce
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SS‘X_:' Vnéjsi pole

. Domaci meta
Chytac

Obrazek 1.3: Baseball

ve které je zahrnuto i konstantn{ feeni. S vyuzitim pocatecni podminky v(0) = vg ziskame
p— L pd v 7 v O v
v =yvpe 10. Ziroven vime, Ze rychlost miZeme zapsat ve tvaru

ds ated ds e
y=— — =
dt’ Y 0

Podrobné;jsi feSeni této rovnice opét ponechdme na Ctendfi. Integrovanim ziskdme feSeni

I~

=

S=—10vge 10 4 k.

Integracni konstantu k pak ziskdme dosazenim pocate¢ni podminky S(0) = 0 do obecného
reSeni, mame tedy

0=—10vo+k, zcehozplyne k= 10vy.

Hledané partikulérni feSeni je S = 10vg [1 — e_lﬂ . Nyni jiz staci dosadit 30,5 za vy a ma-
Zeme vyjadrit hledany Cas ¢ z rovnice

85=10-30,5]1 —e—%} . zZlehoZméame = —101n<1 — %) = 3,2668 sekundy.
Nyni uvazme situaci, pti které mic¢ chyti hra¢ v poli (ozna¢ime hra¢ 2) a hodi ho na do-
maci metu sim. Ozna¢me x pocet metrti od domaci mety, kde stoji hra¢ 2. Oznacme také
po&atedni rychlost mie, ktery hodi hrag 2, jako v,. Cas, ktery celd akce potrva, si miizeme
rozepsat jako t =t; + 1, + 0,5, kde #; znali Cas, ve kterém se mi¢ dostane od hrace ve
vnéj$im poli k hraci 2 (mi€ tedy uleti vzdalenost 85 — x) a Cas f, znadi Cas, ve kterém se
miC dostane od hrace 2 na domaci metu (miC tedy uleti vzdalenost x). Pro vypocet téchto
Casl vyuZijeme znalosti vyrazu pro ¢ z predchozi ¢asti prikladu. S vyuzitim vy = 30,5 tedy
muiZeme pro Cas t; psat

, 85 —
85—x=10-30,5[1—e 1], z&eho plyne “:_mln<1_ 305x)'
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Pro Cas 1, pak obdobné

x=10-w[l—e 1], z&ehozplyne f=—10In(1———).
10\/2

V tomto vyrazu zatim ponechme obecny zdpis v;, nebot’ nds budou zajimat jak vysledky
pro v, = 32, tak pro v, = 35. Nyni ndm zbyva najit x takové, pro které bude celkovy Cas
akce  minimélni. Minimum najdeme derivaci vyrazu

85—x X
= —10|In( 1 — In({1——
t(x)=0,5 0|:Il( 305 )—1— n( 10V2):|7

ktery si pro usnadnéni prepiSeme do tvaru

220+ x 10vy, — x
=0,5—-10{(1 i 1.13
Hx) =0, [n< 305 >+n< 10v, )} (1.13)

a poloZenim jeho derivace rovné 0. ReSime tedy rovnici

305 1 10v 1
£ (x) = —10 : - =0
(x) [220+x <305)+10v2—x< 10\;2)}

Po tpravé dostaneme rovnici

1 1
—10 — =0 1.14
(220+x 10vz—x) ’ (1.14)

kterou pro vy = 32 fesi x = 50. Ovéreni tohoto vysledku ponechdme na ¢tenéfi. Druhou
derivaci ovéfime, Ze se opravdu jednd o minimum, plati totiZ

, i i
)= 10{(220+x)2+ (10vz—x)2] >0

Vysledny Cas pro toto minimélni x = 50 vypocitdme dosazenim do rovnice (1.13), ¢imzZ
pro v, = 32 ziskdme

220450 10-32—50
1(50)=0,5—10 {m (—+) ln(—

=3,41 k .
305 1032 )] 3,4179 sekundy

Porovnanim tohoto Casu s ¢asem, za ktery miC doleti od hrace ve vnéjSim poli na domaci
metu, vidime, Ze hdzet pres hrdCe stojicitho ve vnitinim poli se tymu nevyplati. Nyni nds
zajim4, zda nasi odpovéd’ zméni to, Ze je hrac ve vnitfnim poli schopen hodit mi€ rychleji,
tj. v = 35. Obdobnym zpisobem tedy nejprve najdeme x, které minimalizuje celkovy
Cas akce, k ¢emuz pouzijeme rovnici (1.14). Pro v, = 35 fe$i tuto rovnici x = 65, hrac
si tedy nyni musi stoupnout dal od doméci mety. Zbyva vypocitat Cas, za ktery se mi¢
v tomto pripadé dostane na doméci metu. K tomuto vypoctu op€t pouzijeme rovnici (1.13),
pfi¢emZ nyni za v, dosadime 35, ¢imz ziskdme

220+65) ln(10-35—65

t(65) =0,5—-10(1 = 3,2327 sekundy.
(65)=0, [“( 305 10-35 )} £l SEUNEY
V tomto pripadé by tedy mél manazer podporit hod pres hrace ve vnitinim poli, nebot’ se

zapojenim druhého hrace se mi¢ dostane na domdci metu v krat§im Case. JAN
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Priklad 1.25. Rychlost padajiciho mice

V roce 1939 se baseballovy hra¢ Joe Sprinz pokusil chytit mi¢ pustény ze vzducholodi
letici priblizn€ 245 metr nad zemi. Urcete, jak dlouho trvalo, nezZ mi¢ spadl na zem a jaka
byla jeho rychlost, za pfedpokladu nulového odporu vzduchu.

Reseni. Oznaéme y = y(t) vzdalenost mezi mi¢em a zemi v Case ¢ méfeném v sekun-
dach, H vysku, ze které byl mi¢ vyhozen. Jestlize neuvazujeme odpor vzduchu, piisobi
na micek pouze gravitacni sila. Vzddlenost y se tedy s ¢asem méni tak, Ze v Case t + h
muZeme psét y(r + h) = y(t) — gth, z Cehoz Gpravou ziskdme

y(t+h) —y({)

= —gt.
h g

Limitnim pfechodem pro 4 jdouci k nule pak sestavime diferencidlni rovnici

dy _

= —gt,
a8

kde g =9, 8% znadi gravitacni zrychleni. Integraci této rovnice ziskdme vztah

8.2
= ——1
y > +c,
kde c je rovno H, nebot’ je to vyska, ve které byl mi¢ v ase t = 0. V dobé dopadu je y =0,

dobu trvani padu miizeme tedy najit feSenim rovnice

. 2H
0=H— gtz, z Geho vyjadienim 7 ziskime 1= ;| —,
g

coZ je Cas, za ktery mi¢ uleti H metrii smérem dold. Pro nas pripad je

[2-24
t= 9—85 =5V2= 7,07 sekund.

Rychlost padajiciho mi¢e mizeme zapsat jako

d 2H
v=——y, atedy v=gt=g4/—,
dr 8

pricemZ zéporné znaménko u % znaci, Ze y se s pribyvajicim casem zmenSuje. Hledana
rychlost je tedy

2.245
v =98]0 _49v2 =693 2.
9.8 S

A
Pfi tomto pokusu o zlomeni svétového rekordu si Joe pravdépodobné nespocital silu

a rychlost, s jakou mi¢ do jeho rukavice dopadne. Tato rychlost zpiisobila, Ze rukavice
s mickem narazila do jeho hlavy tak, Ze mu vyrazila n¢kolik zubd a zlomila Celist. Navic
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mu pii tom mi¢ vypadl z ruky, vice viz [62]. V roce 2013 prekonal Zack Hample svétovy
rekord tim, Ze chytil mi¢ vypustény z helikoptéry ve vysce pfiblizné 305 metrt (viz [68]).
S vyuzitim feSeni predchoziho prikladu si ctendf miiZze snadno vypocitat rychlost tohoto
mice v okamziku, kdy dopadl do jeho rukavice.

Priklad 1.26. Krivka

Najdéte rovnici kiivky z Obrazku 1.4, jestlize vite, Ze
tato kfivka rozd€luje obdélnik OBMA na dvé Casti tak,
Ze plocha pod kiivkou je polovina plochy nad kiivkou,
zaroven pro jednoduchost predpokléadejte, Ze kiivka je
grafem spojité funkce. §¢ T

v

Obrazek 1.4: Krivka

Reseni. Oznaéme hledanou kfivku y = y(x). Pro bod M plati M = [x,y(x)]. Obsah
obdélniku OBMA muzeme vyjadrit jako x - y, coZ si ozna¢ime S. Ozna¢me déle Q plochu
pod kiivkou. Tato plocha je dédna integralem Q = [ y(¢)dr. Ze zadéni vime, Ze Q = %S
neboli § = 3Q, miZeme tedy psat

X
xy:3/0 y(r)de.

Derivovanim této rovnice ziskame

d

d X
a(xy) =4 {3/0 y(t)dt} neboli  xy' +y=3y(x),

pfiemZ pfi integraci jsme vyuZili pfedpokladu spojitosti funkce y. Jednd se o rovnici se
separovanymi proménnymi, jejimzZ reSenim je trividlni feSeni y = 0. Rovnici dale feSime
tpravou a separaci proménnych, tj.

dy dx

2y x

Integrovdanim obou stran rovnice pak ziskdme
1
§1n|y| =Inlx|4+¢, c€eR,

z ¢ehoz Upravou dostaneme

1 .
y2 =cx, neboli y=cx’.

Hledanou kiivku dostaneme dosazenim podminky y(B) = A, ¢imZ pro ¢ ziskdme ¢ = %.

Rovnice kfivky je tedy y = %xz.

A

Nésledujici dvé tlohy jsou piiklady z fyziky ze zdkladni Skoly. Obé tyto ulohy je

mozné vyreSit bez pouZiti diferencidlnich rovnic, tyto priklady vSak ilustruji dal$i moz-
nosti jejich vyuziti, coz bylo diivodem pro jejich zarazeni do této préce.
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Priklad 1.27. Brzdéni vlaku

Vlak piijizdi do stanice Ceskd Tfebova. Strojvedouci za¢ne plynule (tj. line4rng) ubirat
rychlost z pocatecnich 160 km/h tak, Ze vlak za 3 minuty v nddraZzi zastavi. Kolik kilometrt
pred stanici musi strojvedouci zacit brzdit?

Reseni. Ze zadani vime, 7e rychlost je linedrni funkci asu. Zarovei z fyziky vime,
Ze rychlost je derivace vzdalenosti jako funkce Casu. Ozna¢me v = v(t) rychlost v Case ¢,
A bod, ve kterém zacne vlak brzdit, a S = S(¢) vzdalenost od bodu A v Case r méfeném
v hodinach. Z téchto informaci miZeme sestavit diferencidlni rovnici

ds
=—=at+b.
15 ar at +
Integraci této rovnice pak ziskdme
S= gtz +bt +c.

Ze zadani miZeme také vypsat podminky, které vyuZijeme k urceni konkrétnich hodnot
konstant. Jsou to

b(0) = 160, v (%) —0,  S(0)=0.

Dosazenim téchto podminek do naSich dvou rovnic snadno ziskdme hodnoty konstant
a, b, c. Vyslednd podoba rovnice drahy je poté

2
S:—¥t2+160t,

ze které po dosazeni t = % ziskdme hledanou odpovéd’ § = 4. Strojvedouci tedy musi
zacit brzdit 4 kilometry pred stanici.

A

Priklad 1.28. Vana

Simon vi, 7e se jeho vana napousti rychlosti 10 litrG za minutu, ale zdroveti z ni kvili
$patnému t&snéni voda vytékd rychlosti 6 litréi za hodinu. Simona by zajimalo, kolik vody
je ve vané po 20 minutdch napousténi. Pomozte mu na tuto otdzku odpovédeét.

Reseni. Vzhledem k tomu, 7e Simon uspésné absolvoval predmét M2100, miiZe si
k tomuto problému sestavit diferencidlni rovnici. Ozname V = V(¢) objem vody ve vané
v Case t méfeném v minutdch, F rychlost napousténi a L rychlost vytékani vody. Nejprve
sepiSme rovnici zmény. Po kritkém Casovém okamziku 4 bude ve vané

V(t+h) =V ()

V(t+h)=V(t)+h(F—L), coZmiZeme upravit na =F—L.
Pro h jdouci k nule je vyraz na levé strané roven derivaci V'(z), diferencidlni rovnice bude
tedy ve tvaru

av

—=F—L.
dr
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Integrovanim vySe uvedené rovnice ziskame
V(t)=(F—L)t+c.

Po dosazeni po¢ate¢ni podminky V (0) = 0 a pfevodu jednotek na litry za minutu mizeme
psét
V(0)=0+c¢, zcehozplyne c¢=0,

V(20) = (10— 0,1)20 = 198.

Po 20 minutich je v Simonové vané 198 litri vody. A

Priklad 1.29. Populace ovlivnéna sezonnimi zménami
Nabidka potravy pro urcitou populaci podléha sezonnim zménam, které ovliviiuji jeji rust.
Jako dalsi model populace miiZeme uvazit napf.

dy

= — kycost

q = kyeost,

kde y = y(r) je velikost populace v Case ¢, k > 0. Je zndma velikost populace y(0) = yp.
Najdéte minimdlni a maximélni hodnotu, mezi kterymi bude velikost populace oscilovat.

Reseni. Ze zadani vidime, Ze se jednd o rovnici se separovanymi proménnymi. Jeji
konstantni feSeni je y = 0, coZ musime uvaZit ve vysledném fesSeni rovnice. Po separovani
proménnych feSime rovnici integrovanim, kterym ziskdme

d
/_y :/kcostdt,
y

In|y| =ksint+¢, c€eR,
y = ceksin, ceR,

nebot’ volbou ¢ = 0 ziskdme konstantni feeni. S vyuzitim pocatecni podminky y(0) = yo
pak mlizeme psat
ksint

y=DYoe

Velikost pozorované populace tedy osciluje mezi hodnotami yge =% a ygek. JAN

Jednou z dalsich ekonomickych aplikaci diferencidlnich rovnic je popis dynamiky aku-
mulace stitniho dluhu, ktery si ukdZeme v nasledujici uloze. Pro tento priklad vyuZijeme
data o dluhu a HDP Ceské republiky v letech 2016 a 2017 (z [72]). Tento piiklad je pouze
modelovy, pfedpoklady o konstantnim ristu HDP i o dluhu, ktery je proporciondlni k HDP,
jsou zde pouze pro ilustraci dalsi aplikace, kterou miiZzeme popsat diferencidlni rovnici.

Priklad 1.30. Statni dluh

Piedpoklddeijte, 7e v Ceské republice roste HDP konstantni rychlosti 3 % ro¢né. Vldda se
rozhodla, Ze udrzi dluh proporcionalni k HDP. V roce 2016 bylo HDP 4 773,240 mili-
ard K¢ (v béZnych cendch) a dluh 1 613,4 miliard K¢. JestliZze se vldda rozhodla, Ze dluh
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v roce 2017 udrZi na hodnoté 1 625 miliard K¢, urcete, kdy vladni dluh preroste hodnotu
1 700 miliard K¢.

Reseni. Oznaéme D(t) hodnotu dluhu v miliarddch v ase ¢ méfeném v letech a Y (¢)
HDP v miliardach v Case t. Ze zad4ni vime, Ze HDP roste konstantni rychlosti 3 %, tj.
Y(t+h) =Y(t) +0,03Y(t)h. Z této rovnice miZeme dpravou dojit k vyrazu

Y(t+h)—Y ()
h

= 0,03Y (),

pfi¢emZ limitnim pfechodem pro % jdouci k nule ziskdme na levé strané derivaci Y’ ()
a miZeme tedy psat diferencidlni rovnici
dy
— =0,03Y.
dt
Konstantnim feSenim této rovnice je Y = 0. Zaroveil vime, Ze vlada chce udrzet rtist dluhu
proporciondlni k HDP, tedy
dD
d
kde k£ > 0. Diferencidlni rovnici pro HDP nyni vyfeSime obdobné jako v pfedchozich
prikladech, tj.

kY,

dy
/ v = / 0,03dr,  z&ehoZplyne Y = ce®%%.
Dosazenim pocatecni podminky Y (0) = 4773, 240 ziskame ¢ = 4773,240. Dosazenim vy-
razu pro Y do diferencidlni rovnice pro dluh dostaneme

D
C;—t — 4773, 240ke" 0%

Tuto rovnici miiZzeme vyfesit metodou separace promeénnych, z ¢ehoz ziskame

1
/ dD = / 4773,240ke®%'dr  neboli D = 4773, 240keo’03’m +b,

kde b je integradni konstanta. Obecné feseni je tedy D = 159108ke®%% + b. Hodnotu para-
metrl k a b dostaneme dosazenim pocatecnich podminek do obecného feseni, mame tedy
soustavu rovnic

1613,4 = 159108k +b a 1625 = 159108ke"" + b,

ze které feSenim ziskame

162516134
~159108(e%93 — 1)

1625 —1613,4
20,03 _ |

=2,3939-107° a b=16134— = 1232,5.
Zbyva odpovédét na otdzku, kdy dluh preroste 1 700 miliard. Hledame tedy ¢, které vyho-

vuje rovnici
1700 = 159108 -2,3939 - 10 3¢%0% 4 1232 5.
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ReSenim této rovnice je

I 170012325
_ 1591082,3939-10 3

0,03

= 6,8297.

Za predpokladu, Ze hodnota dluhu je pocitdna meziro¢né, presdhne dluh hodnotu 1 700 mi-
liard za 7 let.
JAN

Priklad 1.31. Paretiv zakon

Podle ekonoma Vilfréda Pareta je ve stabilni ekonomice mira poklesu poctu obyvatel
y = y(x), ktef{ maji piijem nejméné x dolart, pfimo umérnd poctu takovych lidi a ne-
pfimo imérnd jejich pfijmu. V roce 2001 bylo v USA 15,2 miliont lidi, ktefi maji piijem
vétsi nez 75 000 $ a 90,9 miliond lidi, ktefi vydélavaji vice nez 25 000 $. Za piedpokladu
platnosti Paretova zdkona urcete pocet lidi (v milionech), ktefi vydélavaji (a) vice nez
20 000 $, (b) vice nez 100 000 $.

V roce 2014 bylo v Ceské republice pfiblizné 25 % obyvatel s pifjmem v&tiim neZ
30500 K¢, 75 % obyvatel mélo prijem vétsi nez 16 500 K. Kolik lidi mélo podle Paretova
zakona prijem vétsi nez 43 000 K¢? Jakou medianovou mzdu tento zakon predpovida? Ja-
kou medianovou mzdu bychom ziskali, kdybychom misto vySe uvedenych dat vyuZili fakt,

YV s Vv

ze 90 % obyvatel mélo prijem vySsi nez 12 000 K¢ a 10 % prijem vySsi nez 43 500 Ke?

Reseni. Ozna¢me konstantu imérnosti k > 0 a uvazujme x v tisicich, y(x) v milionech.
Z Paretova zakona vime, Ze
_ ky(x)h y

n) —
y(x+h) = y(x) .,z &eho tipravou ziskdme M — k2.
X x

Limitnim pfechodem pro 4 jdouci k nule ziskame diferencidlni rovnici

dy__»

dx X

Jde o rovnici se separovanymi proménnymi, jejimz konstantnim feSenim je y = 0. Tuto
rovnici feSime dpravou a naslednym integrovanim obou stran

d dx
bl
y x
kterym ziskdme
In|y| = —kln|x|4+¢, z&ehoZ dpravou dostaneme y=cx ¥, ceR,

coz je hledané obecné feSeni, ve kterém je jiZ zahrnuto feSeni konstantni. Pro ziskani
konkrétnich hodnot integracni konstanty a konstanty imérnosti pouZijeme udaje ze zadani
y(75) = 15,2 a y(25) = 90,9, které dosadime do obecného feseni

152=c¢-757%, 90,9=c-257%.
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Regenim této soustavy ziskdme k = 1,6279 a ¢ = 17 152. Tyto hodnoty vyuZijeme k zod-
povézeni otdzek ze zaddni, pro prvni ¢4st tlohy ziskdme

y=17152-20"1627% = 130,7278,

a tedy pocet lidi, ktefi v roce 2001 vydélavali vice nez 20 000 $, je priblizné 131 miliont.
Reseni podbodu (b) prvni &asti tlohy ponechdme na tenfi.

Druhou &ast piikladu pro data z Ceské republiky vyfesime obdobn&. Oznaéme N cel-
kovy pocet obyvatel a uvazujme x v jednotkach a y v procentech. Diferencidlni rovnice je
stejnd jako v predchozi &asti pitkladu, jeji feSeni je y = cx~X. S vyuZitim tdaji ze zaddni
dopocitime hodnoty konstant, tj.

0,25N =¢-305007% a  0,75N = ¢-165007F,

z Cehoz feSenim této soustavy ziskdme

k=——==1,7882 a ¢=0,25N-30500" = 26107481,65N.

S vyuzitim téchto hodnot miZeme nyni spocitat piiblizny pocet lidi, ktefi vydélavali vice
nez 43 000 K¢, méme tedy rovnici

y = 26107481,65N - 43000~ 7882 = 0, 13527N, tedy pfiblizné 13,5 % obyvatel.

V datech je v této prijmové skupiné priblizné 11 % obyvatel, ndS odhad tedy témérf odpo-
vida realité. Podivejme se jeSté na problém nalezeni medidnové mzdy, cozZ je mzda, kterad
rozdé€luje prijmové rozdéleni na poloviny, 50 % obyvatel mé pfijmy pod touto hranici,
druhych 50 % nad. Do nasi rovnice tedy dosadime 0,5N za y, tj.

0,5N =26107481,65N - x~ 1782,

Resenim této rovnice ziskame
0,5
I 10738165

Inx = T1.7882 atedy x=20670.

Medidnova mzda ve Ctvrtém Ctvrtleti roku byla necelych 23 000 K¢, i tato jednoducha
diferencidlni rovnice je tedy schopna popsat realitu celkem ptesné. Posledni podbod této
ulohy ponechdme ctendii k samostatnému feSeni. Zajimavym faktem je, Ze pfi takto zada-
nych drovnich pf{jma se hodnota medidnové mzdy jiZ pomérné vyrazné odchyli od reality.

A

Priklad 1.32. Reklama

Marketingové oddéleni firmy rozjizdi novou reklamni kampan ve mésté, ve kterém Ziji
2 miliony lidi. S vyuZitim znalosti o minulych kampanich védi, Ze §iteni povédomi o no-
vém produktu miiZze byt popsano diferencidlni rovnici

P

— =kt(N—P
dt ( )7
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kde P = P(t) je poCet lidi, ktef{ o produktu védi v Case t vyjadifeném ve dnech, N je celkovy
pocet lidi Zijicich ve mésté€ v milionech a k > 0 je konstanta imérnosti. JestliZze pri zahajeni
reklamni kampané produkt neznd nikdo a po 10 dnech o ném vi 20 % obyvatel, urcete, kdy
se o produktu dozvi 1 500 000 lidi.

Reseni. Jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi, u které nejprve uréime nu-
lovy bod pravé strany rovnice, kterym je P = N, coZ je konstantni feSeni. Rovnici dal
feSime Upravou a naslednou integraci, tj.

dpP
& [
N-P
z ¢ehoZz plyne
2
t
—In|N —P| :k§+c.

Obecné feseni je tedy
2

P:N—ce*k%, ceR.

S vyuzitim informaci ze zadan{ ziskdme integracni konstantu ¢ a konstantu k jako
P0)=0=2—¢, atedy c=2,

In0, 8
50
Zbyva odpovédét na otazku, kdy se o produktu dozvi 1 500 000 lidi. Hleddme tedy ¢, které

vyhovuje rovnici

P(10) =0,4=2(1 —e %),  z&eho? po tipravé mame k= — = 0,00446.

2
_ [
175 _ 2(1 —e 0,004462 )
Upravou této rovnice ziskdme

2 In0,25
—0,00446% _ ) 25 geho? (i dost =2
e s s Z Cenoz upravou ostaneme 0,00446

Resenim této rovnice je ¢ = 24,933, tii Gtvrtiny obyvatel mésta se o produktu dozvédi
priblizné za 25 dni.

A

Priklad 1.33. Cena maximalizujici zisk

Slovenska spole¢nost vyrdbi a proddva ru¢niky. Mezni ndklad (tj. ndklad na vyrobu do-
date¢né jednotky) na vyrobu jednoho daliiho ruéniku je 0,15€. Setieni trhu ukézalo, Ze
kazdé zvyseni ceny o 0,1 € znamena sniZeni objemu prodeje o 50 ruéniki za tyden. V sou-
Casnosti spolecnost prodava 1 000 ru¢nikl tydné za cenu, ktera maximalizuje jejich zisk.
Urcete vysi této ceny.

Reseni. Oznaéme x pocet ruénikl prodanych za tyden, P = P(x) cenu pfi prodeji x ruc-
nikti a C = C(x) nédklady na vyrobu x ru¢nikd. Ze zaddni a znalosti zdkladi ekonomické
teorie nejprve sestavme diferencidlni rovnici pro ndklady. Vime, Ze mezni naklad na vy-
robu dalsiho ru¢niku je 0,15 €, miZzeme tedy psat

C(x+h)=C(x)+0,15h,
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z ¢ehoz za predpokladu spojitosti x sestavime diferencidlni rovnici

dC
— =0,15.
d_x b

Obdobné sestavime i rovnici pro cenu P(x), ze znalosti zaddni miZeme psét

0,1
P(x+h)=P(x)— 5’—0h,

kde délenim 50 ziskdme zménu ceny, kterd by vedla ke sniZeni objemu prodeje o jeden
ruénik za tyden. Mdme tedy diferencidlni rovnici

P 0,1
dx 50

Tyto diferencidlni rovnice miiZeme upravit a nasledné integrovat, tj.

1
dc= [ 0.15dx dP= [ ——dx
/C /0’5 a / / 500"

z ¢ehoz ziskame funkcni podobu ndkladl a ceny

1
(x)=0,15x+¢; a (x) 500x+cz,
kde c; a ¢; jsou integracni konstanty. Zisk firmy 7(x) je dan rozdilem jejich piijmu a vy-
dajd, coz lze zapsat jako

1
w(x)=x-P(x)—C(x) = —%xz—kczx—O, 15x—cy.
Ze zadéani vime, Ze spole¢nost maximalizuje svuj zisk pfi prodeji 1 000 rucnika tydné,

musi tedy platit % =0, pricemz

dn 2
—_— = —0,15.
or 500x+C2 0,15

Druhou derivaci nyni ovéfime, Ze se skute¢né jednd o maximum, plati totiz

1
' =—— <0.

Z vyse uvedenych vztahii pak mlizeme sestavit rovnici

drw 1
it | —0.15=
& 50 0004+c¢,—0,15=0

a najit tak hodnotu konstanty ¢, = 4, 15. Hledana cena, kterd maximalizuje zisk, je tudiz

1
P(x) = —gioxt 2= —2+4,15=2,15€.



44 Kapitola 1. Diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi

Hodnotu konstanty c, kterd vyjadfuje fixni ndklady (nebot’ i pifi vyrobé O rucnikl jsou
tyto ndklady stale pfitomny), bychom potitebovali pouze k presnému vyjadreni ndkladové
funkce. Pro zajimavost si mlizeme dopocitat zisk, ktery firma vykazuje, t;.

1
7£(1000) = —%10002 +4150 — 150 — ¢ = 2000 — ¢} .

Bez dalsich znalosti ekonomické teorie nemtizeme ani zisk, ani hodnotu konstanty
c1 blize urdit. Jestlize predpokladdme, Ze trh rucnikii je dokonale konkurencni a situace
odpovida dlouhému obdobi, miizeme fict, Ze ekonomicky zisk této spolecnosti, stejné jako
ekonomické zisky ostatnich spole¢nosti na tomto trhu, je nulovy.

A

Priklad 1.34. Snéhovy pluh

V dopolednich hodindch zacne ustavicné snézit a béhem dne snéZeni neprestavd. V po-
ledne vyjede snéhovy pluh, ktery odklizi snih konstantni rychlosti. Tato rychlost je pfimo
umeérnd soucinu prifezu odklizeného snéhu a rychlosti pluhu. Pluh odklidi dva kilometry
v prvni hodiné a jeden kilometr v hodiné druhé. Urcete, kdy zacalo snézit, za predpokladu,
Ze silnice je vSude stejné Siroka ().

Reseni. Oznaéme t Eas méfeny v hodindch po poledni, tj. f = 0 odpovidé poledni, b Cas
pied polednem se zdpornym znaménkem, ve kterém zacalo snézit, x = x(¢) vzddlenost,
kterou pluh urazil v ¢ase t méfeném v hodinach, a H = H(r) vysku snéhu v Case t. Ze
zadani vime, Ze snih pada konstantni rychlosti, vy§ku sn€¢hu v Case ¢ + h tedy miZeme
zapsat jako H(t +h) = H(t) + kh, z ¢ehoZ tpravou ziskdme

H(t+h)—H(t)

=k.
h

Limitnim pfechodem pro 4 jdouci k nule dostaneme diferencidln{ rovnici
dH
— =k,
dr
kde k je konstanta popisujici rychlost padani snéhu. Integrovanim této rovnice ziskdme

H=kt+c, ceR.

Z tohoto vztahu miZeme integracni konstantu ¢ vypocitat tak, ze vime, ze H(—b) =0
(nebot’ v ¢ase b hodin pied polednem bylo 0 centimetri snéhu), z cehoz 0 = —bk+ ¢, a tedy
¢ = bk, H(t) = k(t +b). Ozna¢me nyni a konstantni rychlost odklizeni snéhu. Vime, Ze a
je imérna prafezu odklizeného snéhu a rychlosti pluhu. S vyuzitim predpokladu o stejné
Sifce silnic pak mizeme psat
— oH ()
a=a e
Po dosazeni vyrazu pro H(t) a dpravé ziskdme

k___a
dt  wk(t+b)
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Tuto rovnici miiZzeme vyfesit integraci, kterou dostaneme

x=Lnlt+b|+C, CeR.
Wk

Dosazenim podminky x(0) = 0 ziskame hodnotu integra¢ni konstanty C = —%,'f". Rov-
nici tedy mizeme psat jako

a
= —|In|t+b|—In|b||.
x =2 [inft+b| ~nb]
Dosazenim dal§ich dvou podminek x(1) =2 a x(2) = 3 ziskdme rovnice
2= [in[1+b/—In|p]] a 3=—[In]2+b—Inb]].
wk wk
JelikoZ nés zajima pouze hodnota konstanty b, miZzeme soustavu feSit napf. nasleduji-
cim zpisobem. Nejprve si se znalosti pravidel pro préci s logaritmy pfepiSeme v obou

rovnicich rozdily logaritmi na logaritmy podilu logaritmovanych vyrazi a poté vydélime
rovnici vlevo rovnici vpravo, ¢imz dostaneme

V tomto kroku jsme také odstranili absolutni hodnoty, nebot’ b atedy i b+ 1, b+ 2 jsou
kladn4 ¢isla. Déle rovnici upravime do tvaru

In 2+b 2—ln L+b)’ z CehoZ plyne 240 2— L+’
b )~ "\Ub ) Py b ) b )
Upravou této rovnice dostaneme kvadratickou rovnici

b*4+b—1=0, jejizkofenyjsou bjp=—=+

o[ —
[ S

Pouze kotfen b = —% + \/75 = (0,618 je kladny, a tedy odpovida hledanému feSeni. Snézit
zacalo priblizné 0,618 hodiny pied polednem, tj. asi v 11:23.
A

Priklad 1.35. Nadrz se slanou vodou

V nadrzi je 500 litrt vody, ve které je rozpusténo 30 kilogrami soli. Do této nadrze pritéka
Cistd voda rychlosti 20 litrii za minutu, ven vytéka dokonale promichany roztok rychlosti
15 litrd za minutu. JestliZe je objem nadrze 1 500 litrti, jaké bude mnoZstvi soli rozpusténé
ve vode v okamziku, kdy se nadrz naplni?

Reseni. Nejprve sestavime diferencidlni rovnici odpovidajici vySe uvedenému pro-
blému. Oznalme y = y(#) mnoZstvi soli v nadrzi v ¢ase r méfeném v minutdch, V =V (¢)
celkovy objem kapaliny v Case ¢. Hledand diferenciélni rovnice bude ve tvaru
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f}’Chl(zSt Z/me?y _( rychlost, kterou rychlost, kterou
mnozstvi soli stil pritéka stil vytéka.
v nadrzi

Rychlost odtoku soli miizeme vypocitat jako

!
% 15, kde 15 je rychlost odtoku dokonalé smési.
Vzhledem k tomu, Ze do nadrZe pritékd pouze voda bez soli, je rychlost pfitoku soli rovna
nule. Z téchto informaci sestavme rovnici

00— 222 .15. (1.15)

Nyni ndm zbyv4 urcit celkovy objem kapaliny v Case ¢, oznaeny V (¢). Vime, Ze objem v
Case t = 0 je V(0) = 500 litrt a také, Ze kazdou minutu pfibude v nddrzi 5 litrd kapaliny,
z ¢ehoZz plyne

V(t) =500+ (20— 15)t = (500 + 5¢),

pfi¢emz V(1) je vyjadfen v litrech. Dosazenim vztahu pro objem do rovnice (1.15) ziskdme

—=——"15=———.
dt 500 + 5¢ 100 +-¢
Jednd se o diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi, jejiZz konstantni feseni je
y = 0. Rovnici feSime obdobné jako predchozi piiklady, tj.
dy dr

3y 100 +¢’

dy y 1 3y

1
gln\y\z—ln\IOO—l—tH—c, ceR,

Infy|s =In|100+¢| ! +c,

%_ C
YT 1004+

C
N=—><___  cecR
Y= Toor ©

V obecném feSeni rovnice je jiz zahrnuto jeji konstantni feSeni. Dosazenim pocatecni pod-
minky y(0) = 30 do obecného feseni uréime hodnotu integracni konstanty c, tj.

c

30 =
(100)3

¢ =130-(100)>.

Ctendr snadno ovéfi, Ze Cas, ve kterém se nadrZ naplni, je r = 200. MnoZstvi soli v nadrzi
v tomto Case ziskdme dosazenim ¢ a ¢asu ¢ = 200 do obecného feSeni rovnice. Hledané
mnoZzstvi soli v plné nadrzi je tedy

30-(100)° 10

YR = "G00~ o
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Priklad 1.36. Rust listu kaktusu

Mlady list ur€itého druhu kaktusu (pozn. vicuna plant) ma pri- \ l yZ
blizn¢ kruhovy tvar. Plocha listu ma tempo riistu, které je pfimo = —
timérné soucinu poloméru listu a intenzité paprskl svétla, jez - —
na list dopadaji. Tato intenzita je pfimo imérna soucinu plochy / [\ N
listu a kosinu thlu mezi smérem paprsku svétla a ptimkou kol-

mou k zemi. Vyjadrete plochu listu jako funkci Casu, jestlize

tato plocha byla 0,16 cm? v 6 hodin a 0,25 cm? v 18 hodin. Pro

jednoduchost pfedpokladejte, Ze slunce ten den vychdzelo v 6

hodin a zapadalo v 18 hodin. =

Reseni. Oznaéme S = S(t) plochu listu v &ase ¢ m&feném v hodinach, pfi¢em? sta-
novme, Ze t = 0 pro 6 hodin rdno. Ze zadani vime, Ze S(0) =0, 16 cm? adS/dt = aur(¢)1(¢),
kde r = r(t) je polomér listu v Case t a I = I(t) je intenzita svétla dopadajiciho na list v Case
t. Ze zadani vime také, ze I(t) = BS(t) cos 0(¢), kde B je konstanta a 6 = 6(t) je tihel mezi
paprskem svétla a pfimkou kolmou k zemi. Za predpokladu, Ze slunce je ve své nejvyssi
pozici v poledne a Ze uhel 0 je priblizné linedrni funkci ¢asu, mdme

0(r) = at + b, 9(0):—%, 6(6) =0, 9(12):%,

v ~ T o _ n(t—6)
zcehoza={5,b=—5a0(t)= =7

Ze zadéni vime, Ze S(t) = wr’(t), a tedy r(t) = \/g . S vyuzitim vztaht uvedenych vyse
muiZeme hledanou diferencidlni rovnici zapsat ve tvaru

% — ap \/gS(t)cos {@1 |

Jedna se o diferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi. Ozna&ime-li k := o8 /\/7,
miiZzeme problém zapsat ve tvaru

Integrovdnim obou stran obdrZime

2 12k {n(z—é)} e

— = —S8I1n 2

VS

Hodnoty konstant k a ¢ ziskdme dosazenim podminek S(0) = 0,16 a S(12) = 0,25 do vyse
uvedeného feSeni, ¢imz dostaneme soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych, tj.

-2 12k . —671 n -2 12k . 6r n
074—7rs1n 7 c a ,S_nsm 7 c.

Po tdpravé mame rovnice
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Resenfm této soustavy jsou k = 55 ac = —%. Po dosazeni téchto hodnot a tpravé rovnice
muiZeme hledanou plochu listu v zavislosti na Case vyjadfit jako

16

S(t) = —= :
[sin( (126)) —9] ’

Graf této funkce je pro ilustraci zndzornén na Obrazku 1.5.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12‘r
Obrazek 1.5: Rust kaktusového listu

V nésledujicim prikladu se podivdme na jednu z tzv. stihacich kfivek, které obecné
popisuji trajektorii objektu, ktery nasleduje jiny pohybujici se objekt. Jednim z priklada
muZe byt napf. pes, ktery béZi za zajicem v poli, i osoba, kterd je taZena psem.

Priklad 1.37. Psi krivka

Y v

Pes spatii zajice, ktery béZi polem, a zacne ho prondsledovat. Zajic se pohybuje rovnomér-
nym piimocarym pohybem rychlosti v, a pes béZi ve sméru k zajici rovnomérnou rychlosti
v,. UrCete tvar drahy psa a Cas T, za ktery pes zajice dohont, jestliZe zajic béZi z bodu (0,0)
kartézské soustavy soufadnic ve sméru osy y a pes vybihd z bodu (a,0) a v kazdém oka-
mziku béZi pfimo za zajicem. UvaZujme a > 0, pro a = 0 jde o jednoduchou ulohu, pro
a < 0 je drdha psa stejnd, osov€ soumérnd. Sestavte diferencidlni rovnici, jejimz feSenim
Ize najit rovnici drahy psa, a vyfeste ji pro stejné rychlosti béhu psa i zajice, tj. v pfipade
v, = v, = v. Situace je ilustrovdna na Obrazku 1.6. Body, ze kterych zajic a pes vybihaji,
jsou oznaceny jako Zy, resp. Fy, body, ve kterych jsou zajic a pes v Case t1, jsou poté Z;
a P;. Na obrazku je také znazornén smér, kterym pes v Case t; beéZzi.

Reseni. Drihu psa vyjadiime jako funkci y = y(x). V éaset =0jex =a ay =0, tj.
y(a) = 0. Pfedpokladejme, Ze y'(0) = 0, tj. pes vybihd z klidu. V Case 0 < 1; < T se zajic
nachézi v bodé (0,v.1) a pes v bodé (xo,y(x0)), kde xg € (0,a), nebot’ zajic béZi po ose y.
Rovnici tecny k psi kiivce, kterou oznacime K, miZeme psat jako

s —y(x
K:y=y(x)+y(x)(x—x9), z&ehoZ plyne y/<xO):yx_y(xoo).

Tato te¢na je znazornéna na Obrazku 1.7. JelikoZ tato te¢na prochdzi bodem Z; = [0, v 1]
dostavame odtud volbou x = 0 rovnost

1 — — Vvt
yl(xO) — VZ 1 y(X()) y(X()) VZ 1

—X0 X0

Y
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Obrazek 1.6: Psi kiivka

a pro rychlost psa tedy miZeme psat

/ _y—vii
y(x)= .

Za Cas t1 urazi pes drdhu v,t1, jejiz délku miizeme zapsat jako

Vpti :/ax\/lﬁ-[y’(u)]zdu: —/xa\/H—[y’(u)]zdu.

Dosazenim vyrazu pro #; do rovnice (1.16) dostaneme

a
o =y+ 2 [ 14 e
VP X

Obrazek 1.7: Te¢na psi kiivky

(1.16)

(1.17)
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Derivovanim obou stran rovnice (1.17) podle x ziskdme

Y4 =y 4 STV EP neboli n” = S\ 14 Y@PR, (1L18)
P 14

coz je hledana diferencialni rovnice, kterd je nelinedrni rovnici 2. fadu. Uvazujme déle
pripad, ve kterém je v, = v, = v. Tuto rovnici vyfe$ime substituci z(x) = y’. Mdme tedy

x7 =V 1+722,

co0Z je rovnice se separovanymi proménnymi. Tuto rovnici vyfeSime integrovdnim

/ﬁ%?z/%, (1.19)

Injz+V1+2% =Inlx|+c.

Odlogaritmovanim a odstranénim absolutnich hodnot ziskdme rovnost

kterym dostaneme

2+ V1+72=cx.

Hodnotu integrani konstanty ¢ najdeme s vyuZitim podminky y'(a) = z(a) = 0, mdme
tedy ¢ = é Vysledek integrovani (1.19) mZeme zapsat také jako

arcsinhz = In|x| + ¢ = Incx,

coZ lze upravit na

hl 1 1 1<x a)
=sinhlnecx==(ecx—— | ==(-——).
¢ 2 cx 2\a x

Pfi této dpravé jsme vyuzili definice hyperbolického sinu, pro ktery plati
X _ a—X
iy —
sinhx 5

Dréhu y ziskdme integrovdnim z, tj.

1 X a 1/ x?
yZ/”"‘E/(E‘E)“‘E(%_“ln‘x‘)“"

kde k znadi integracni konstantu, jejiZz hodnotu ziskdme s vyuZitim podminky y(a) = 0.
Resime tedy rovnici

a2 a a a2

O:E—Elna—l—k, z ¢ehoZ plyne kzilna—a.

Drahu y tedy mizeme zapsat jako

x2 a a a2 XZ — (12 a. X

N Ty .
V=g iyt gymam o= Ty
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Cas T, ve kterém pes zajice dostihne, miZeme ziskat limitnim pfechodem pro x jdouci
k nule, ;.

2 2 2 2
T = lim y= lim (x a —‘—’1nf> — lim (x ? +flna—glnx> -

x—0t x—0t da 2 a x—07T da 2
- a Cll a i 1 .
I R T S

Vv

V pripadé, Ze pes i zajic bézi oba stejnou rychlosti, pes zajice nikdy nedohoni. Pfi feSeni
rovnice pro ruzné rychlosti behu bychom postupovali obdobné, jejich podrobnéjsi feseni
ponechdame na Ctendfi. Inspiraci je moZné najit napt. v [48] Ci [50].

A

1.1 Homogenni rovnice

Dalsi typ rovnice, ktery uvadime v této kapitole, je homogenni diferencidlni rovnice. N4-
zev homogenni rovnice vychdzi z definice homogenity funkci uvedené nize. Hlavnim dii-
vodem zarazeni homogennich rovnic k rovnicim se separovanymi proménnymi je postup
jejich feSent, ktery je uveden v Poznamce 1.14.

Definice 1.12. Diferencialni rovnici ve tvaru

= f<X) (1.20)

X

nazyvame homogenni diferencidlni rovnici 1. rddu.

Definice 1.13. Necht' funkce dvou proménnych f(x,y) je definovana na néjakém kuzelu
K, tj. na mnozing s vlastnosti, Ze s kazdym bodem [x,y] € K je také [rx,ty| € K pro kazdé
t > 0. Tato funkce se nazyva homogenni k-tého stupné, kde k € R, jestlize pro kazdé r > 0
plati

flex,ty) =1 f(x,y).

Diferencialni rovnice ve tvaru
P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0

je homogenni rovnici prvniho stupné pravé tehdy, kdyz jsou funkce P(x,y) a Q(x,y) ho-
mogenni téhoZ stupné.

Poznamka 1.14 (ReSeni homogenni diferencialni rovnice). Homogenni rovnici preve-

y(x)

deme substituci z(x) = na rovnici se separovanymi proménnymi. Touto substituci zis-

X
kdme y' = 7/x+ z, coZ je ekvivalentni rovnici 7 = )—IC ( flz)— z) , kterou vyreSime vzhledem
k z. Toto feSeni pak vyuZijeme k nalezeni feSeni y ptivodni rovnice, pficemz y muzZe byt

implicitné zadand funkce. Tento postup si ukdZeme na nasledujicim ptikladu.
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Priklad 1.38. Vyfesme diferencidlni rovnici

2 2
;Y =X

Y= 2yx

Reseni. Rovnici nejprve upravime do tvaru
2xydy = (y* —x7)dx,

ze kterého vidime, Ze f(x,y) je homogenni funkce druhého stupné. Tuto rovnici tedy mui-
Zeme fesit jako homogenni rovnici. Citatel i jmenovatel zlomku na pravé strané¢ vydélime

x2, abychom rovnici dostali do podoby y' = f ()Xc)’ mame tak
y/ _ ()y_c)z —1
2

Nyni miiZeme zavést substituci z(x) = 2, neboli y = zx. Pro y’ pak miizeme psit y’ = z'x+z.
Dosazenim substituce ziskame

/ -1 R / (Z2 +1)
724+x7 = 7 z Cehoz upravou dostaneme x7 = — P
74 74

coZ je rovnice se separovanymi proménnymi pro z(x). Ze zadani je ziejmé, Ze y # 0, a tedy
z # 0. Tuto rovnici feSime ndm jiz zndmym zplisobem nasledovné

/ 2z dr — /dx

2Z2+1 °= x’

In|z>+1| = —In|x|+¢, ceR,
z2+1:§, c e R\ {0}.

Po navraceni substituce tedy

2
(X> +1=£, z&hoZplyne y*+x*=cx, ceR\{0}.
x x

Hledané obecné reSeni je ve tvaru

y=+vVex—x2

Nésledujici priklad vychazi z [37].

Priklad 1.39. Elasticita
Jestlize y = C(x) reprezentuje naklady na produkci x jednotek ve vyrobnim procesu, mi-
Zeme definovat elasticitu jako

E(x) = mezni ndklady  C'(x) _x Q

 primérné naklady €&  y dx
X
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Najdéte nakladovou funkci, jestlize elasticita je

~ 20x—y

— XY ide €(100) =500 a x> 100.
5y 1oy Kde C(100) axr=

E(x)

Reseni. Ze zadani miZeme rovnou napsat diferencidlni rovnici

dy =Y 20x—y kterou upravime na =
dr  x 2y—10x’ P dr  x 22-10°

Nyni zavedeme substituci z = )X(, neboli y = zx, ¢imZ ziskdme

0-2 e 20z — 72 —z(2z—10)  3(10z—2?)
U Z U V1 X = =
22— 10° P ‘ 2210 2210

x+z=z2

Separovanim proménnych a integrovanim obou stran dostaneme

27— 10 3
dz= [ 2d
10z—2°° /x ’

a tedy
—1n|10z —z*| = 31n x| +c.

Upravou a odlogaritmovanim dojdeme k vyrazu
¢
z2(10—2) = a3 € R\ {0},

pro puvodni proménné tedy mame

2

Y (10 — )—}) = i, z ¢ehoZ upravou obdrzime 10y — Y _ %
X X X X
Hodnotu integrani konstanty ¢ ziskdme dosazenim podminky y(100) = 500 do feSent, tj.

2
1002 (5000 - %) —c=25-10°.

Reseni mlizeme zapsat ve tvaru

kde y(x) je hledand ndkladova funkce vyjadiend implicitné. JAN






Kapitola 2

Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Definice 2.1. Diferencidlni rovnici ve tvaru

Y+ fx)y = g(x) 2.1)

nazyvame linedrni diferencidlni rovnici 1. Fddu. Pokud je g(x) =0, hovotime o homogenni
linedrni diferencidlni rovnici, v opacném piipadé tuto rovnici nazyvame nehomogenni li-
nedrni diferencidlni rovnici.

Nézev linedrni vyjadiuje linearitu funkce f(x,y) = —f(x)y+ g(x) vzhledem k zdvisle
proménné y. Vzhledem k nezavisle proménné x muze byt funkce libovolna, coZ oviem
nefikd nic o feSitelnosti takové rovnice. O feSitelnosti rovnice (2.1) pojednava Véta 2.3.
Pojem homogenni zde ma zcela odliSny vyznam neZz v rovnici (1.20), kde homogenita

znadi skute¢nost, Ze pravou stranu rovnice Ize prepsat do tvaru y' = f (}y—c)

Poznamka 2.2. PridruZenou homogenni rovnici rozumime rovnici y' + f(x)y = 0, kterd
vznikla nahrazenim g(x) v rovnici (2.1) nulovou funkeci.

Diikaz nésledujiciho tvrzeni je uveden napt. v [32].

Véta 2.3. Necht’ f: (a,b) - Ra g: (a,b) = R (pFicemz —oo < a < b < o) jsou spojité
Jfunkce. Pak md pocdtecni problém

Y+ fx)y=gx), y(x)=yo,

kde xo € (a,b), yo € R, jediné resent, které Ize explicitné zapsat ve tvaru

yx)=e" [y £1) <yo—|—/ j"Of dt). 2.2)

Homogenni linearni diferencialni rovnice
Obecné feseni homogenni linearni diferencidlni rovnice ziskdme pomoci metody separace
proménnych. Reseni rovnice y = — f(x)y lze potom explicitné vyjadrit jako

y= ce  JIWd R

—55—
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Homogenni linearni diferencidlni rovnice ma vzdy (bez ohledu na konkrétni tvar funkce
f(x)) trividlni feSeni y = 0, coz lze ovéfit pfimym dosazenim.

Nehomogenni linearni diferencialni rovnice

Obecné feseni nehomogenni linedrni diferencidlni rovnice lze ziskat dvéma zpiisoby, a to
metodou integra¢niho faktoru nebo metodou variace konstant. Obé tyto metody si nyni
obecné popiSeme a ukdZeme na konkrétnich prikladech.

Poznamka 2.4 (Metoda integracniho faktoru). Integracnim faktorem rozumime vyraz
e/ F)dx pro jeho ur€eni neni nutné uvazovat integrani konstantu c, tj. k funkei f(x) staci
najit jednu primitivni funkci. Obecny postup feSeni metodou integra¢niho faktoru je tedy
nasledujici. Nejprve rovnici vyndsobime integra¢nim faktorem, ¢imz ziskame

yel 0y r(x)yel FX) A — g(x)ef f(x)dx

kde na levé strané rovnice mame rozepsanou derivaci soucinu. Rovnici tedy miizeme pie-
psat na

(ye T8 — g(x)el S

Integrovanim obou stran rovnice ziskdme
x)dx / ) gy 4+ c,

z ¢ehoZ osamostatnénim y ziskdme obecné feSeni nehomogenni rovnice (2.1). Pro poca-
te¢ni problém y(xp) = yo tento vysledek odpovidd explicitnimu zépisu feSeni z Véty 2.3.

Priklad 2.1. Pro x > 0 vyfeSme diferencialni rovnici

xy/ = x2 + 3y.

Reseni. Nejprve rovnici upravime do tvaru
/ y

y—=3~=x
X

—3In 3

a poté ji vynasobime integraCnim faktorem e~ JRdx = g =3Ik — - , ¢imZ ziskdme

y/x_3 - 3yx_4 =X

Na levé strané rovnice mame rozepsanou derivaci soucinu, muzeme tedy psat
(yx_3)/ =x2

Integrovanim obou stran rovnice ziskdme
3:/xzdx:—xl—kc, ceR,

z ¢ehoZ osamostatnénim y ziskdme obecné feSeni nehomogenni linedrni diferencialni rov-
nice, které je
y:—x2+cx3, ceR.
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Poznamka 2.5 (Metoda variace konstant). Myslenka této metody spociva v tom, Ze zis-
kame feSeni pridruzené homogenni rovnice, které poté vyuZijeme pro feSeni rovnice neho-
mogenni. Nejdfive najdeme feSeni pridruzené homogenni rovnice (tj. y(x) = ce™ Jf@x)dry
ve kterém pak nahradime integracni konstantu ¢ nezndmou funkei ¢(x). S vyuZitim pra-
videl pro derivovéni pak vypocitdme y'(x), jeZ spole¢né s feSenim homogenni rovnice
dosadime do zadani rovnice nehomogenni. Pokud jsme postupovali spravné, obdrzime di-
ferencidlni rovnici se separovanymi proménnymi pro funkci c(x), ve které se neobjevuje
Zadny vyraz obsahujici nederivované c(x). Tuto diferencidlni rovnici pak vyfesime a jeji
feSeni dosadime do obecného feSeni pridruzené homogenni rovnice, ¢imz ziskdme hledané
obecné feseni rovnice nehomogenni. I tento postup si nyni ukdzeme na prikladu.

Priklad 2.2. Vyresme diferencidlni rovnici

y =143ytgx.

Reseni. Nejprve se zaméfime na pridruZenou homogenni rovnici, ktera je ve tvaru

y =3ytgx.

Tuto rovnici miZeme vyfesit separovanim proménnych. Nulovym bodem funkce g(y) je
v tomto pripadé y = 0. Poté za predpokladu, Ze y # 0, separujeme proménné a ob¢ strany
rovnice integrujeme, ¢imz ziskdme

d
Y 3tg xdx,
y

In|y| = —3In|cosx| +c,

In|y| =In|cosx| > +¢, ceR,
ly| = ¢|cosx| 3, c>0,
y=ccos >x, c e R\ {0}.

Se zahrnutim trividlniho feSeni miZeme obecné feseni pridruzené homogenni rovnice psat
ve tvaru y = ccos > x, ¢ € R. Nyni uvazujme tuto funkci, v niZ konstantu ¢ nahradime
nezniamou funkci ¢(x), éim# ziskdme y = c(x) cos 3 x. S vyuZitim pravidel pro derivovan{
miZeme spocitat y'(x) jako

¥ (x) = ¢'(x) cos > x+c(x)[=3cos x- (—sinx)] = ¢/(x) cos > x+3c(x) cos ™ x- sinx.

Dosazenim vyrazu pro y'(x) a y(x) do ptivodniho zadani ziskdme

' (x)cos > x4 3c(x) cos #x-sinx = 1 +3c(x)cos > x tg x.
Ve, __ sinx o v . . .
S vyuZitim vzorce tgx = cosx MUZeme tuto rovnicl upravit na
d(x)cos x=1,
coz je diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi pro funkci c(x), jejiz feSeni

ziskdme integraci

/c'(x)dx: /cos3xdx.
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Integral na pravé strané feSime substituci # = sinx, df = cosxdx, kterou dostaneme

3 -3
t
/cos3xdx:/(1—t2)dt:t—§+c:sinx— SH; x—f—c.

Hledané feseni je tedy
) sin’ x
c(x) =sinx —

+c.

Dosazenim ¢(x) do feSeni pridruzené homogenni rovnice dostaneme obecné feSeni pi-
vodni (nehomogenn{) rovnice ve tvaru

.3
. sin” x _
y= (smx— 3 +c> cos3x, ceR.

A

PrestoZe jsou vySe uvedené zptisoby odli$né, stoji za povSimnuti, Ze je pfi nich potieba
spocitat stejné primitivni funkce.

Obé vySe uvedené metody feSeni linedrnich diferencidlnich rovnic si nejprve ukdZeme
na ptikladech dvou slovnich dloh vedoucich na autonomni rovnice. Autonomni rovnice
muZeme chdpat také jako linearni rovnice, a proto je mozné je feSit metodami uvede-
nymi vySe. Zaroven v nékterych pfipadech mize byt metoda integra¢niho faktoru vyrazné
rychlejsi neZ separace proménnych. Piiklady v této kapitole vychdzi ze zdrojti uvedenych
v uvodu a [26], [36], [38], [43], [70].

Priklad 2.3. Volny pad s odporem vzduchu
Parasutista ma i s paddkem hmotnost 100kg. Paddk je otevien 30 sekund po vyskoku
z vysky 2 000 metrd. Konstanta popisujici odpor prostiedi je

15  pfineotevieném padéku,

100  pfi otevieném paddku.

Jestlize predpokladdme, Ze odpor vzduchu je pfimo umérny rychlosti paraSutisty, urcete,
za jak dlouho paraSutista dopadne na zem. Jaka je jeho rychlost pfi pfistani?

Reseni. Oznaéme V/(t) = a zrychleni paraSutisty, na kterého plisobi dvé proti sobé&
jdouct sily, a to sila gravitacni F, = mg a sila odporova, kterou se znalosti zadani miZeme
zapsat jako F, = —kv, kde k je konstanta popisujici odpor prostfedi. Z Newtonova druhého
zakona, ktery iikd, Ze velikost zrychleni télesa je pfimo imérnd velikosti vyslednice sil
pusobicich na téleso a nepifimo imérnd hmotnosti télesa, miZeme psat

_F_F+F  mg—kv k

a="V{(t) =g,

m nm m

coz je hledana diferencidlni rovnice, kterou vyfesime metodou integra¢niho faktoru. Rov-
.. . e ‘. kdt we
nici tedy upravime a vyndsobime integrainim faktorem e/ %, &my dostaneme

p ko ko ok kt
vem + —yem =gem,
m
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Na levé strané mame rozepsanou derivaci soucinu, mizeme tedy psat
kt kt
K\ KL
(Ve m ) = gem .

Integrovdnim obou stran rovnice ziskdme obecné feSeni, které je ve tvaru

m ka
V= %—Fce_ni, ceR.
Hodnotu integrani konstanty mizeme ziskat dosazenim podminky v(0) = 0 do obecného
reSeni, ¢imz ziskdme ¢ = —ng. Pro konkrétni ddaje ze zadani miZeme po tGpraveé rovnici
pro skok pfi zavieném padédku psét ve tvaru
196 3
vi=—(l—e ).
= (1)
Pti otevieni paddku (tj. 30 sekund po vyskoku) ma parasutista rychlost
196 330, m
vi=—- (1—e ) =64,608 —.
3 S

Oznacme S(t) drdhu, kterou paraSutista urazi v Case ¢. Ze znalosti vztahu v = % napiiklad
z Prikladu 1.27 miZeme drdhu, kterou parasutista piekond za ¢as t = 30 sekund, psat jako

! 196 196 _ 3 100\1" 196 3920 3920
Sl(t):/vl(u)du: [Tu—Te_EO-(—F)} _ 0 e _ 2N
0

r+
0 3 9 9
Coz pri dosazeni r = 30 mizZeme vy¢islit jako
13720 3920 _o

S1(30) = 5 + e 2 = 1529,283 metru.
Rychlost parasutisty pfi otevieném padiaku muzZeme psat jako
V) = % + ce*%.

Hodnotu integracni konstanty ¢ miiZzeme spocitat ze znalosti pocatecni rychlosti v Case,
kdy se otevie padék, ktery ted” pro jednoduchost opét oznaéme jako ¢t = 0, tj.

196 3.30 833 196 9

—(1 —e_T) =9,84ce’, z&ehoy plyne c¢=———-¢ 2 =254,808.
3 15 3
Rychlost, kterou parasutista leti po otevieni paddku, mizeme tedy zapsat jako
833 196 _9
t)=9,8 — ——e 2 ]e”. 23
va(f) ,+(15 3¢ >e (2.3)

Stejné jako v predchozi ¢ésti tlohy ziskdme drdhu, kterou paraSutista uleti s otevienym
paddkem, integrovanim vyrazu pro rychlost. Mame tedy

' t 833 196
Sz(t):/ vz(u)du:/ 9,84 (22 23 )eu =
0 0 15 3
833 196 o\ _, !
_ _ (=11 =
{9,8u+( G 3 © )e ( )]0

_og (B33 196 9\ (833 19
7 15 3 15 3 ‘

[\S/N=)

S/}
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Celkovou drdhu S miZeme zapsat jako soucet Sj a 7, Upravou ziskame

833 196 o 71099 3332
S=98——e !4 —e 24— 47

, 15 e+ 3 e 2e  + 15 + 9
Ze zadani vime, ze paraSutista vyskoCil z 2 000 metrt, hledame tedy ¢, které vyhovuje

rovnici

_92
2

— g ! ﬁ 3t 71099 @ -
2000 =9, 8 156 + 3 e 2e '+ 15 + 9

Jednd se o transcendentni rovnici, ze které nemtiZeme #; explicitné vyjadrit. Hodnotu 7
tedy zjistime napf. za pomoci softwaru Maxima, ktery najde kofen #; = 42,4397. ParaSu-
tista dopadne na zem po necelych 43 sekundach letu s otevienym paddkem, celkova doba
letu je tedy necelych 73 sekund. Rychlost paraSutisty pfi dopadu vypocteme dosazenim
tohoto #; do rovnice (2.3) pro v,, pfiCemZ musime vzit v potaz, Ze v této rovnici méfime ¢
od okamziku, kdy paraSutista otevie paddk. Pfi dopadu se tedy parasutistova rychlost blizi

hodnoté 9, 8%

[STN=}

A

Priklad 2.4. Populace hmyzu ohroZovana predatory
Populace hmyzu v urcité oblasti roste imérné k soucasné populaci a bez pritomnosti ji-
nych faktort je Cas potiebny k jejimu zdvojnasobeni jeden mésic. Pivodné je v oblasti

500 jedinct, pricemz predatofi jich zahubi 100 mésicné€. Za jak dlouho se hmyz v oblasti
pfemnoZi, jestliZze hranice pfemnoZeni je tisicindsobek piivodniho poctu?

Reseni. Predpokladejme nejprve, Ze se v oblasti nevyskytuji predétofi, a oznaéme P =
P(t) populaci hmyzu v Case + méfeném v mésicich. Tato situace odpovidd diferencidlni

rovnici 4P
— =kP,
dt
kde k je kladné konstanta, jejiZ hodnotu potfebujeme zndat pfi feSeni druhé Casti prikladu.

Jednd se o autonomni rovnici, jejimz feSenim je
P=ce ceR.

Ze zadéani vime, Ze P(0) = 500 a Ze se populace zdvojndsobi za jeden mésic, plati tedy
P(1) = 1000. Dosazenim téchto podminek do feSeni ziskdme ¢ = 500 a k = In2. Podrob-
n¢j$i postupy ponechdme na Ctendfi, nebot” se jednd o analogii Pfikladu 1.3. Nyni uvazme
situaci s predatory. Diferencidlni rovnice bude v tomto piipad¢ ve tvaru

E = kP — 100.
dr

Jednd se op€t o autonomni rovnici, kterou vyfeSime metodou variace konstant, nebot’ jiz
z predchozi ¢asti ilohy zndme feSeni pfidruzené homogenni rovnice. V tomto feSeni nyni
uvazujme konstantu ¢ jako nezndmou funkci ¢ = ¢(¢), tedy

P=c(r)e".
S vyuzitim pravidel pro derivovani miZeme psat

P = (1)eX +ke(r)e®.
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Dosazenim tohoto vyrazu a feSeni pridruZené homogenni rovnice do linearni diferencidlni
rovnice ziskame
' (1)eX 4+ ke(r)ed = ke(t)e — 100,

z Cehoz ziskdme diferencidlni rovnici pro c(t) ve tvaru
c(t) = —100e ™",
kterou vyfeSime integrovdnim obou stran. ReSeni

100
— _e—kz

)=,

+c

dosadime do feSeni pridruzené homogenni rovnice, ¢imzZ ziskdme

100 100
P= (Te_kt +c) ekt = < +cel,

Hodnotu konstanty ¢ ziskdme z podminky P(0) = 500, tj.

100
=500 — —,
¢ k
pficemZ hodnotu k = In2 jsme vypocitali v prvni ¢asti piikladu. Zbyva jiz jen odpovédet
na otdzku, kdy se hmyz v oblasti pfemnozi. Tuto odpovéd’ ziskdme vycislenim ¢ z rovnice

100 100\ 1,0, 100 100
500000 = — + ( 500 — —— Jem2" = = 4 (500 — — )2".
m2 " ( ln2>e m2 " ( ln2)

Hmyz se tedy premnoZi pfiblizné za

100
- ( 500000— 190

100
500— 15

=
In2

) = 10,4565 mésice.

A

Nyni si ukdZeme slovni tlohy vedouci na rovnice ve tvaru (2.1). V nékterych pfipadech
pujde o rozsifeni uloh, které jsme jiz vyfesili v predchozi kapitole. Setkdme se zde opét
jak s fyzikdlnimi, tak s ekonomickymi a dalSimi aplikacemi.

Priklad 2.5. Znecisténi jezera

V jezere je 200 miliont litrt vody. Kvili chemické tovarné, kterd pouziva vodu z tohoto
jezera k ¢isténi, se do vody kaZzdou hodinu dostava 1 000 litrG vody. V téchto 1000 litrech
je 100(1 + cost) kilogramti rozpusténych necistot. Za predpokladu, Ze do jezera nic jiného
nepritéka a Ze z jezera do tovarny teCe kaZzdou hodinu 1 000 litrG vody, uréete mnozstvi
necistot v Case . Mnozstvi necistot v = 0 je yo.

Reseni. Oznaéme y = y(¢) hledané mnoZstvi necistot v Ease t m&feném v hodinach.
Zména tohoto mnozstvi zdvisi na tom, jak rychle necistoty pritékaji a odtékaji. Pfitok
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nedistot je zaddn vztahem 100(1 + cost) kg/hod. Ze zadéni také vime, Ze objem jezera je
v kazdém Casovém okamzZiku 2 - 108 litri. Koncentrace neistot na litr je tedy dana jako
y(t)/(2-10%). Kazdou hodinu se z jezera dostdva 1000 litri vody. Odtok neistot miizeme
tedy zapsat jako 1000y(z)/(2 - 10%). Z t&chto informaci jiz miizeme sestavit diferencialni
rovnici ve tvaru q 1000y(1)
y Y
Fri 100(1 + cost) — 5108
Jedna se o nehomogenni linedrni diferencidlni rovnici, kterou vyfeSime napf. metodou
integracniho faktoru. Pro zjednoduseni si rovnici upravime do tvaru

/—_

y = —ay+100(1 +cost),

kde a := ﬁ = 5.107%. Ob& strany rovnice potom vyndsobime integra¢nim faktorem

el adl — ea' imy dostaneme
ye® +aye™ = 100(1 + cost)e”,

coZ muzeme psat jako
(ye™)" =100(1 +cosr)e®. (2.4)

Upravou a integrovanim pravé strany rovnice ziskame

100
/ 100e® df -+ / 100coste df = —2 e 1100 / coste® dr
a

u=sint v =e#

u' =cost v=1led

u=cost Vv =e#

pficemz posledni uvedeny integrdl nyni vyreSime metodou per-partes, tj.
= —sint v=1led

/ coste dt
u a

cost 1 /sint 1 cost sint 1
=y - (—e“r —— /coste‘” dt) = —e"+—5e'" - /coste‘” dr.
a a\ a a a a a

CcoSt 1 .
=y —/smte‘”dt
a a

JelikoZ na obou stranich predchozi rovnosti mame nyni stejny integral, plati
1 acost 4 sint
<1 + —2) /coste‘”dt = ———,
a a

z ¢ehoz uz ziskame hledanou hodnotu integralu. Integrovanim obou stran rovnice (2.4)
tedy obdrzime

1 t int
Jedl — 1006“(——1— a0052 +sin )
a as+1

neboli

t)=100{ -
y() (a a’?+1

S vyuzitim znalosti toho, Ze v Case t = 0 bylo v jezefe yy neCistot, miizeme vyjadfit inte-
gracni konstantu ¢ ve tvaru

1 acosH—sint) —u
———F | tce .

a
a?+1

2a2—|—1>

1
=100{ -
Y0 (a+ a*+a

> +c¢, zcehozplyne c¢=yy— lOO(
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Hledané obecné fesenti je ve tvaru

1 sint+acost 2a°+1
H=ye “+100 -+ ——— ) —100 —at,
y(t) = yoe " + <a+ a+1 ) (a3+a)e

Pro ilustraci je tato funkce pro hodnoty yo =0, 1, 5, 10 vykreslena na Obrazku 2.1, méfitko
osy y je ve stovkach kilogramd.
A

2 10 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Obrazek 2.1: Znecisténi jezera

Priklad 2.6. Sporeni III.

Vezméme znovu v dvahu profesora P. z Piikladu 1.12. V tomto pfikladu jsme vypoci-
tali, na jak dlouho mu vydrzi naspotfend Castka, jestlize bude nasledujicich 10 let sporit
a poté vybirat vZdy 60 000 ro¢né. Nyni uvazme, Ze si profesor po odchodu do diichodu
bude vybirat 60000 + 1000¢, protoZe si v kazdém roce chce doprfit stejny luxus a boji se
zdraZovani zbozi. Na jak dlouho mu diichod vydrzi v tomto ptipadé? Jak se zméni odpo-
véd’, jestliZe se profesor rozhodne vybirat 60000+ 3 500cos(75), nebot’ si chce jednou za
4 roky doprat vétsi dovolenou?

Reseni. Stejné jako v Pifkladu 1.12 oznaéme P = P(t) ¢4stku penéz na Gétu v tisicich
v Case t méfeném v letech. Se znalosti Pfikladu 1.12 miiZzeme napsat diferencidlni rovnici

dP_ ]0,03P+10 pro 0 <t < 10,
d  ]0,03P—60—(r—10) prol0<r<T.

T nyni znaci Cas, kdy profesor uspory vycCerpd. V druhém piipadé je vyraz t — 10, nebot’
v prvnim roce diichodu (tj. roce 11) chce profesor vybrat 61 000. ReSen{ prvni ¢asti rov-
nice zndme z Ptikladu 1.12, vyfeSme tedy nyni druhou Cast rovnice, a to napf. metodou
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integra¢niho faktoru. Upravou a vynasobenim celé rovnice vyrazem e~ J0.03d 7iskdme
Ple™%%% —0,03Pe™ "% = —(50+1)e >
Na levé strané je rozepsand derivace soucinu, mizeme tedy psat
(Pe—0,03t)/ _ —(50—|—t)e_0’03[.
Integraci této rovnice pak dostaneme
pe003 / (50 +1)e 003 gy, 2.5)
pricemz integrél na pravé strané vyreSime metodou per-partes, tj.
1 u—=1 1 =003
— / (50+1)e 0B dr = —50e00% . [ —— ) — / re 003 qr | 003 | =
0,03 u=1 v= ~70.03
~0,03 ~0,03
_ 50006_0703t _ _le - / _e dt _
3 0,03 0,03
_ 5000 0,03 te_0703t N 6_0703t e
3 0,03 0,032
Dosazenim tohoto vysledku do rovnice (2.5) pak po vyndsobeni vyrazem %% ziskdme

5000 ¢ 1 0.031

P .
3 T003 0032

Hodnotu integra¢ni konstanty ziskame dosazenim podminky P(10) = 791,549, ;.

791,549 — 00 — 10 — 5
c= = = —1718,374.

Zbyva jen najit ¢, které fesi rovnici

5000 1 1

0 3 +0,03+0,032

—1718,374e%0%

Toto ¢ miZeme najit napt. s pomoci softwaru Maxima, ¢imz ziskdme ¢ = 24,64523. Pro-
fesorovi, ktery bude nasledujicich 10 let ukladat vzdy 10 000 a poté v diichodu vybirat
60000+ 10007 rocné, nasporené penize vydrzi na priblizné 14,5 let stravenych v dichodu.
V druhé ¢asti piikladu postupujeme obdobné. Diferencidlni rovnice je nyni ve tvaru

dP ]0,03P+10 pro 0 <t < 10,
dr ]0,03P—60—3,5c0s(t%) prol0<t<T.

V této Casti prikladu neni v argumentu funkce kosinus uvazovana doba t — 10. Vzhledem
k periodicité funkce neni prili§ podstatné, zda za¢indme ¢t = 1 ¢i t = 11. Profesor tedy
zacind vybirat tak, Ze v prvnim roce (tj. roce 11) vybere 60 tisic, ve druhém 63,5, atd.
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ReSeni prvni Casti rovnice jiZ zndme, druhou Cast opét vyfeSime metodou integracniho
faktoru. Vyndsobenim celé rovnice vyrazem e~ %0% ziskdme

Ple 00— 0,03Pe 00 — — 60000 -3 5c0s (1) ¢ 0%,
coZ mizeme zapsat jako
T
(Pe003) — _60e =093 _3 505 <t§> 003 2.6)

Nyni integrujeme obé€ strany rovnice, pficemz integral na pravé strané si rozepiSeme na
rozdil dvou integrald, tj.

003t T\ —003tq, _ —0,03t 1, T\ 0,03 4,
/60e 3,SCos<t2>e dr = 60/e dr 3,5/cos<t2>e dr

0683 —003 _ 3 5/cos ) e 003 g,

Nyni zbyvajici integral vyfe§ime metodou per-partes, tj.

_ T ! __ .—0,03¢
T\ 003 u=cos(t7) V=e
cos(t=)e dr| , T o o003 | =
2 u = _ESIH(IE) V= —W
T o bid ! .—0,03¢
_ —COS(’E)G—omz T /sin (/r) o003 g | U sin(t3) VvV =e ol =
T o003 - B I_ X z — e T
0,03 0,06 2 u'=5cos(ty) v=—55;

tZ t5
cos( )e 003 T [ sin( )e 003’+L0/cos <t72—r> 6_0’03’dt} _

0,03 0,06 0,03 0,06
cos(tF) ooz , FSIN(F) 03 T T\ 0,03
L2003 T2 2003~ 1= 03t gy
0,03 0.0018 © 0,062/COS< 2> €

Upravou poté ziskame

2 b9 : T
T y AN cos(t3) _ msin(t3) _o03
1 (t—) 0,03 g — _ 2/ .—0,03t 2 03t
( +0,062)/COS 2)° 0.03 < T 0008 ¢

z ¢ehoZ plyne

E —0,03¢ . 07062 e_O’O3t 7'L'Sln(t%)_ E
/C°S<t2>e d’_(0,062+n2 0,03 | 0,06 C°S<t2> '

Integrovdnim obou stran rovnice (2.6) obdrZime

60 0,062 e 003 Trrsin(t %) n
Pe—003 _ —0,03% _3 5 ) 2) (t_>
© 0,03° P lo062122)170.03 | 006 Uz)|[T¢

z ¢ehoz Upravami dostaneme

7
P =2000— (m) |:77:Sll'l( 2) 0 O6COS< 2>:| +C6003t
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S vyuzitim podminky P(10) = 791,549 pak vycislime integraéni konstantu jako
¢ = —895,2110057.

Nyni zbyva najit ¢, které fesi rovnici

7 ) VA T 0,03
0 = 2000 — (m) [ﬂsm <t§> —0,06c0s <t5>] —895,211¢%0%

Toto t najdeme opét s pomoci softwaru Maxima, ziskdme tedy ¢ = 26, 83. V tomto ptipadé
profesorovi diichod vystac¢i na necelych 17 let. Tento vysledek je v podstaté stejny jako
vysledek, ke kterému jsme dosli v Pfikladu 1.12, coZ je dano tim, Ze profesor vybira jednou
za 4 roky vice, jednou méné a dva roky stejné jako v Ptikladu 1.12. Vysledek ale neni
tplné stejny, cozZ je zplisobeno charakterem uroceni. K jinému vysledku bychom dosli
i napf. v pfipadé, ve kterém by profesor zacal vybérem 63,5 tisic.

A

Priklad 2.7. Elektricky obvod

Baterie v elektrickém obvodu vyrdbi v Case ¢ R

méfeném v sekundéch napéti U = U (¢) voltu AVAVAY,
(V) a proud I = I(t) ampérid (A). Do ob-
vodu zapojime rezistor s odporem R ohmi
() a civku s induk¢nosti L henry (H). Podle
Ohmova zdkona je tbytek napéti zpiisobeny £ T—__— L
rezistorem roven RI a ubytek napéti zptliso-
beny zapojenim civky L(d//dt). Podle dru-
hého Kirchhoffova zdkona je soucet téchto
ubytkl napéti roven napéti zdroje. X

Jinymi slovy tento zdkon fikd, Ze algebraicky soucet napéti je roven nule. Sestavte
a vyfteSte diferencidlni rovnici tak, abyste nasli proud prochdzejici obvodem po jedné
sekundé od zapojeni pro hodnoty R = 12Q, L =4H a U(t) = 60V. Déle uvazujme stejny
elektricky obvod, misto baterie v§ak tentokrat pouzijeme generator, ktery vyrabi stiidavé
napéti U = U(t) = 60sin(30¢) volti. Najdéte vyraz pro proud I = I(z), kde r méfime
v sekundéch. Jaky proud prochédzel obvodem 10 sekund po zapojeni?

Reseni. Se znalosti Kirchhoffova zdkona muZeme hledanou diferencidlni rovnici na-

psat ve tvaru
(Y s ri=u(
dt N '

Tuto rovnici vyfesime napt. metodou variace konstant. Nejprve tedy vyfeSme pfidruZenou
homogenni rovnici

dr
L(E> 4+RI=0 neboli LI'=—RI.
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Jedna se o autonomni rovnici, kterou vyfeSime separaci proménnych a naslednym integro-

A

vanim obou stran (podrobnéjsi feSeni ponechdme na Ctenéri)

dI
/— :/—Sdt.
1

ReSeni pridruZzené homogenni rovnice je tedy I = ce™
hrad’me nezndmou funkei ¢(2), tj.

3 ¢ € R. Nyni konstantu ¢ na-

I=c(t)e ™,
a s vyuzitim pravidel pro derivaci pocitejme
I/:C()—3t 3C()_3t.

Tento vyraz a obecné feSeni pfidruzené homogenni rovnice nyni dosadime do pivodniho
zadani, mame tedy

L[ (t)e ™ —3c(t)e ] +R[c(t)e ¥ =U
Po dosazeni konkrétnich hodnot ze zadani miZeme psat
41 (1)e > —3c(t)e ] + 12[c(t)e ] = 60.

Pro ¢/(t) tedy plati
c(t)e™ =15 mneboli c'(r) =15¢¥,

z ¢ehoz integraci ziskdme
c(r) =5 +C,

kde C € R je integracni konstanta. Tento vysledek dosadime do feSeni pfidruzené homo-
genni rovnice. Vysledné feseni je ve tvaru

I=(5"+C)e ™ =5+Ce™
Integracni konstantu miZzeme dopocitat za pomoci pocatecni podminky 7(0) = 0, z Cehoz
0=5+C, atedy C=-5.
Zbyva najit proud, ktery obvodem prochézi v ¢ = 1. Jeho hodnotu ziskdme dosazenim, tj.
(1) =5(1—e 1) =475 A.

Nyni vyfeSime situaci, ve které je v obvodu generator sttidavého napéti. Stejné jako
v predchozi ¢asti prikladu sestavime s pomoci Kirchhoffova zdkona diferencidlni rovnici,
ktera bude nyni ve tvaru

d/
45 +121 = 60sin(30t)  neboli I’ +31 = 15sin(30¢).
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Jde o linearni diferencidlni rovnici 1. fadu. Vzhledem k tomu, Ze jiZ mame feSeni pridru-
Zené homogenni rovnice, vyfesime tuto rovnici opét metodou variace konstant. Po dosa-
zeni feSeni homogenni rovnice do zadani ziskdme rovnici

c(t)e ™ —3c(r)e 3 4 3ce ¥ = 15sin(30r),
ze které upravou obdrzime diferencidlni rovnici pro c(z), tj.
' (t) = 15sin(301)e*

Integrovanim obou stran rovnice mame
c(t) =15 / sin(30r)e™ dt,

pricemz integral na pravé strané vyfesime dvojndsobnym pouzitim metody per-partes. Po-
stup feseni tohoto integralu je ndsledujici

u=sin(30t) V' =e¥

131 _
— 30c0s(30r) v:%e3 —sm(30t) /30cos 307) - 3¢ dr =

/ sin(30¢)e™ dr y

u = cos(30¢) Vv =e¥
u' = —30sin(30¢) v=e¥

1
= Esin(30t)63t — 10/cos(30t)e3tdt

1 1 1

= gsin(30t)e3’—10{5003(30t)e3t—|— / 3OSin(30t)§e3’dt1 =
1 10

= gsin(30t)e3’ — ?cos(3Ot)e3t — 100/sin(30t)e3’ dt.

Z tohoto vyrazu ziskdme tpravami rovnost
o3t
/sin(30t)e3’ dr = 303 [sin(307) — 10cos(30¢)] +C.
Pro c(t) tedy mame vztah
o3
c(t) = T —— [sin(30r) — 10cos(30r)] +C.

Po dosazeni do feSeni pfidruZzené homogenni rovnice ziskdme pro proud / rovnost

15¢% Y
=303 [sin(307) — 10cos(30¢)] 4 C pe

kterou po tpravé miiZzeme psat jako

15 Y
I = 303 —[sin(30r) — 10cos(30¢)] 4+ Ce ™.

Integraéni konstantu C ziskdme dosazenim pocate¢ni podminky 7(0) = 0 do tohoto feSent,
tj.
50

0 101°

= o1 [sin(0) — 10cos(0)] +C,  z&ehoZplyne C=
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Hledany vyraz pro [ je

5 50
I(t) = o1 [sin(30¢) — 10cos(30r)] + me_3t.

Proud prochézejici obvodem po deseti sekundach mtizeme spocitat jako

50

T e300 -
+ TN 0,03855 A.

1(10) = 1(5)—1 [sin(300) — 10cos(300)]

A

Priklad 2.8. Priprava na zimu

V olejové rafinérii je v nadrzi 7 500 litri benzinu, ve kterych je rozpusténo 45 kg aditiva.
Pfi pripravé na zimu do nadrZe ptidavaji benzin, ktery obsahuje 0,25 kg aditiva na litr.
Tento benzin je do nadrZe napoustén rychlosti 150 litrGi za minutu, ven vytékda dokonale
promichana smés rychlosti 170 litri za minutu. Kolik aditiva je v nadrzi po 20 minutich
této procedury?

Reseni. Ozna¢me y = y(t) mnoZstvi aditiva v kilogramech v nadrZi v Ease ¢ méfeném
v minutdch a V = V() objem smési v litrech v nadrzZi v Case r. Pfitok i odtok smési budeme
uddvat v litrech za minutu. Z Pfikladu 1.35 jiZ vime, Ze hledana diferencidlni rovnice bude
ve tvaru
zména mnozstvi aditiva = (pfitok aditiva) — (odtok aditiva).

Nejprve vypocitdme objem smeési v nadrzi, tj.
V(t) =7500+ (150 — 170)t  neboli V() = 7500 — 20r.
Nyni vyjadfeme to, jak se aditivum dostdava ven. Tento proces miZeme popsat vyrazem

90) g 1Y)

V(t) C 750 -2t
Pfitok aditiva je pak dédn vyrazem
150-0,25 = 37,5,
nebot’ v kazdém litru benzinu je 0,25 kg aditiva. Z vyse uvedenych informaci jiZ miizeme

sestavit diferencialni rovnici

dy 17y
= =375——~2 .
dr 37,5 750 — 2t

Jedna se o linedrni diferencidlni rovnici 1. fadu, kterou miizeme fesit napt. metodou inte-
gracniho faktoru. Nejprve pfevedeme Cleny obsahujici y na levou stranu rovnice, tj.
/ 17y

o502 =3

y

poté rovnici vyndsobime integra¢nim faktorem

17 17 17
efmdt — 6—71H‘375—t| — |375 —t|_7.
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Pii feSeni této tlohy nds primédrné zajimé Cas t = 20, pro ktery je vyraz 375 — ¢ kladny.
Ulohu tedy vyfesime pro jednoduchost jen pro t € (—o0,375), po dpravé tedy mizeme psat

17
Y(375—1)"7 + 5375 )% =37,5(375—1)" 7.

Na levé strané mame rozepsanou derivaci soucinu, miZeme tedy psat

y(375—1)" 2] =37,5(375—1)" 2,
z ¢ehoz integraci (za pomoci substituce u = 375 —¢t, du = —dr) ziskdme

17 15

y(375—1)"2 =5(375—1t)" 7 +c.

Hledané obecné feseni je tedy
y=5(375—1)+¢(375-1)7.

Hodnotu integracni konstanty ziskdme dosazenim pocate¢ni podminky y(0) = 45 do obec-
ného feseni, ¢imZ dostaneme

45=5(375)+¢(375)7, atedy c=-2,416-10"",
Po dvaceti minutich procesu bude v nddobé
~19 17 .-
v(20) =5(375—-20) —2,416- 10" 7 (375 —20) 2 = 626,746 kg aditiva.
A

Priklad 2.9. Nerloveiav—Arrowiv model IT

Vezméme znovu v tivahu Piiklad 1.16, ve kterém jsme zkoumali vliv reklamy na pocet lidi,
ktefi znaji propagovany produkt. UvaZme nyni firmu, kterd chce propagovat sviij vyrobek
nejvice v 1. mésici a postupné vydaje za reklamu sniZovat, a to tak, Ze pro intenzitu re-
klamy plati g(r) = 100(13 —¢), kde ¢ je Cas v mésicich. Za ptedpokladu, Ze k = }‘ ab=25
urcete, kolik lidi zn4 produkt na konci roku. Jak se tento pocet liSi od poctu, ktery jsme
ziskali v Prikladu 1.16? Jaky jsou v tomto piipadé celkové ndklady na reklamu? Dale
upravme priklad tak, aby vydaje na reklamu byly rozloZeny v priibéhu celého roku tak, Ze
celkovy rozpocet je stejné jako v Prikladu 1.16, tj. 12 000 K¢.

Reseni. V Prikladu 1.16 jsme sestavili diferencialni rovnici

dA
= by(r) —KA(1),
kde A = A(r) je pocet lidi, ktefi v Case r méfeném v mésicich znaji propagovany produkt,
q = q(t) je intenzita reklamy, b je konstanta popisujici intenzitu reklamy a k je konstanta
popisujici zapomindni. Tuto rovnici nyni opét vyuZijeme. Za predpokladu, Ze g neni kon-
stantni, se jednd o linedrni diferencidlni rovnici, kterou vyfeSime napt. metodou integrac-
niho faktoru. Rovnici si nejprve prepiSeme do tvaru

A’ +kA = bgq,
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déle ji vyndsobime integraCnim faktorem, ktery je v tomto piipadé ve tvaru el kdr — okt

Dosazenim za ¢(t) pak ziskame
A'e¥ 1 kA = 100b(13 —1)e"  neboli  (Ae!) = 100b(13 —1)e
Integrovdnim obou stran dostaneme

Ael = 100b/(13—t)e’“dz, (2.7)

pficemz integral na pravé strané vyfesime metodou per—partes ndsledujicim zpisobem

/(13—t)e"’dt:/13e’“dt—/te"’dt

13 t 1 13 —¢ 1
- ?ek’ — (%ek’ — / 1- %ek’ dt) p = ek 2 ek e,

u=t v =ek

1 kt| —

u =1 V=€

Dosazenim tohoto vysledku do rovnice (2.7) ziskdme rovnost

13— 1
kt okt kt
Ae —100b< k —l——kze —|—c),

ze které plyne

1005 1
A= p (13—t+ k) +ee M,

Dosazenim pocéteéni podminky A(0) = 0 a konkrétnich hodnot konstant b a k do tohoto
obecného feseni ziskdme
0=10000(13+4) +c,

z ¢ehoz miizeme vyjadrit hodnotu integracni konstanty ¢ = —170000. Nyni jiZ miZeme
spocitat pocet lidi, ktefi produkt znaji po jednom roce, coz je

A(12) = 10000(13 — 12 +4) — 170000e % = 41536 lid.

Firma v tomto piipadé vyuZila rozpocet

12
Y 100(13 —1) = 7800.

t=1

Po roce znd vyrobek firmy v tomto piipadé vétsi pocet lidi neZ v druhé Casti prikladu 1.16,
pficemz s touto reklamni strategii vyuZila firma méné prostredkd. Nyni piiklad zménime
tak, aby vydaje za reklamu byly v priibéhu celého roku rovny 12 000, ¢emuz odpovida
q(t) =100 17280(%0 (13—1)= 2000 257 (13 —1). Podrobnéjsi ovéfeni toho, Ze pfi takovéto strategii
budou celkové naklady 12 OO() ponechme na Ctenéfi. Pri feSeni této Casti ilohy postupu-
jeme obdobné jako v pfedchozi ¢asti. Vysledek diferenciélni rovnice

2000 20006 1
/ 200U _ : _ b, L —kt
A +kA= 7 b(13—1) je Ar) T3k (13 t+ k) +ce ™.
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Integracni konstantu pak s vyuzitim podminky A(0) = 0 vyjadiime jako ¢ = —261538, 46.
Pocet lidi, ktefi na konci roku znaji produkt, je tedy

2000254
A(12) = == (13- 1244) 261538,46e~ 7 = 63901.

Zvysenim rozpoctu o 4 200 K¢ jsme sice dosdhli navyseni poctu lidi, ktefi na konci roku
znaji vyrobek, o vice nez 20 000, ovSem ani v tomto pfipadé neni tento pocet vétsi nez pri
rovnomérném investovani.

A

V nasledujicim piikladu si ukdazeme dalsi zpasob, kterym lze popsat zménu koncent-
race alkoholu v krvi. Tento priklad vychézi z ¢lanku [38], ve kterém je odvozen a experi-
mentélné otestovan model, ktery budeme v dloze pouZzivat. Hodnoty konstant k; a k> jsou
téZ prejaty z tohoto Clanku.

Priklad 2.10. Alkohol v krvi II

Oznac¢me A = A(t) koncentraci alkoholu v krvi a Z = Z(t) koncentraci alkoholu v Zaludku,
pfi¢emZ obé tyto koncentrace méfime v miligramech na litr v ¢ase ¢ méfeném v minutéch.
Koncentrace alkoholu v Zaludku se zmensuje imérné této koncentraci, pficemz tuto kon-
stantu imérnosti oznaéme k. Koncentrace alkoholu v krvi roste pfimo imérné koncentraci
alkoholu v Zaludku a zdroven klesa pfimo imérné koncentraci alkoholu v krvi (konstantu
timérnosti oznacme k). Pfedpokladejme dale, Ze A(0) = 0. Jestlize pro dospélého muze
o hmotnosti 75 kg, ktery vypije 15 mililitrd 95% alkoholu, je po deseti minutdch koncent-
race A(10) = 150 a jsou zndmy hodnoty konstant k; = 0,109456 a k, = 0,017727, urcete,
za jak dlouho klesne hodnota A pod 50 mg/1 a za jak dlouho klesne pod 10 mg/l. Vypoctéte
také hodnotu pocatecni koncentrace alkoholu v Zaludku Z(0) = Z.

Reseni. Sestavme nejdfiv diferencidlni rovnici pro Z. Ze zadani vime, Ze koncentraci
v Case 1 + h mizeme vyjadfit jako Z(t +h) = Z(t) — k1 Z(t)h, z Cehoz Gpravou ziskdme

Z(t+h)—Z(1)
h

=—-kiZ (l‘ )
Limitnim pfechodem pro 4 jdouci k nule pak dostaneme autonomnf rovnici
7' =—k2Zz,
kterou fesime obdobné jako piiklady v predchozi kapitole. Jeji obecné feSeni miZeme
zapsat jako Z(t) = ce 81| ¢ € R, pfi¢emZ hodnotu integraéni konstanty ziskdme vyuZitim
podminky Z(0) = Zy. Mame tedy
Z(1) = Zoe 1.

Nyni sestavme rovnici pro A. Ze zaddni miZeme pro A(z + h) napsat vztah A(r +h) =
A(t) + k1 Z(t)h — koA(t)h, ze kterého dpravou ziskame

A(t+h)—A(1)

= klz(l) — sz(t).
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Limitnim pfechodem pro % jdouci k nule dostaneme na levé strané derivaci A’(¢). Hledana
diferencidlni rovnice je s dosazenim za Z ve tvaru

A, = qu — sz = kIZ()e_klt — sz.

Tuto linearni diferencidlni rovnici vyfeSime metodou integracniho faktoru. Rovnici tedy
upravime a vyndsobime vyrazem e/ ©2d = ek2!j.

Alek! 1 joAek! = ki Zge F1Tek! =y Zpe! k2 k1),
Na levé strané vidime rozepsanou derivaci soucinu, mizeme tedy psat
(Aekzl‘)/ — k]ZOet(szkl) .
Integrovanim obou stran rovnice ziskdme

1

Aekt — pznelte—k)  __ ©

+c,

z ¢ehoz tpravou dojdeme k obecnému feseni rovnice, kterym je

ky

—kit —kot
—e +ce .
(k2 — k1)

A=17

S vyuZzitim podminky A(0) = 0 ur¢ime hodnotu integracni konstanty ¢ jako

ki ki

0=Zp———+4c¢, zcehoZplyne c=—-Zp—.
(ko —k1) Y (ka—k1)

Resen je tedy ve tvaru
ki

(k2 — k1)
Hodnotu Z ziskdme s vyuzitim znalosti k; a k» a podminky A(10) = 150, tj.

A=2y (eikl[ — eikzt).

0,109456 ~0,109456-10  .—0,017727-10
150 = 7, : —e 0
00017727 —0.109436 © © )

Y

z CehoZz plyne Zp = 249,98. Nyni odpovézme na otazku, za jak dlouho klesne A pod 50
mg/l. Hleddme tedy ¢, pro které plati rovnost

_ 0’ 109456 —0,109456¢ —0,017727¢
30= 249,98 5517727 0, 109456 © © )

Kofen této rovnice opét najdeme s pomoci softwaru Maxima, ziskdme tedy ¢+ = 100,7472
minut. Nalezeni Casu, za ktery klesne koncentrace alkoholu v krvi pod 10 mg/l, ponechdme
na Ctenari.

A
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Ani tento model neodpovida realit¢ dokonale, je vSak mnohem presné;jSi neZ model
v Prikladu 1.19. V ¢lanku [38], ze kterého tento pifiklad vychazi, byly experimentalné zis-
kané vysledky srovnény s vysledky predpovidanymi timto modelem. Shoda modelu s daty
je témét 94 %, z cehoz muzeme soudit, Ze jde o dost presny, pritom ale dostatecné jedno-
duchy model. Ani v tomto piipadé ovSem koncentrace alkoholu v krvi nikdy neklesne na
nulovou hodnotu.

Priklad 2.11. Sporeni IV.

Jan zacal ve svych 25 letech sporit na dichod tak, Ze na tcet se spojitym pfipisovanim
drokd s 2% trokem uklddal 2000+/7e%%% korun ro¢ng&. Podobné jako Kldra z Piikladu 1.13
si chce za 40 let spofeni naspofit milion korun. Povede se mu to? JestliZe ne, jakd je vySe
konstantni ¢astky, kterou musi kazdy rok pridat, aby mél v 65 letech na t¢tu milion? Jak
se situace zméni, jestlize Jan ve svych 30 letech zdédi 100 000, které se rozhodne uSetfit?
Sta&f mu nyni uklddat 2000+/7e%92! korun ro¢né, aby milion naspofil?

Reseni. Obdobné jako v Piikladu 1.13 je diferencidlni rovnice ve tvaru

dpP

— = kP +2/1e"0%"

dr

kde P = P(t) vyjadfuje mnoZstvi penéz na ucétu v tisicich v Case r méfeném v letech.
Konstanta & je opét rovna 0,02. Tuto rovnici miZeme opét fesit napf. metodou integracniho
faktoru, upravou a vyndsobenim vyrazem e~/ 0:02dr — =0.02 qostaneme

/ .—0,02¢ —0,02r __
Pe —0,02Pe =21,
coz mizeme zapsat jako
(Pe—07021)/ — 2\/;
Integrovdnim obou stran této rovnice ziskdme

3
2

Pe—0:02 _ 25 +c¢, neboli P(t)=
2

3
£36002 | 002

4
3
Jestlize P(0) = 0, pak hodnota integrani konstanty je ¢ = 0. Za 40 let si timto zpisobem
Jan naspofti

4
P(40) = §4o%e0’02'40 = 750, 696 tisice korun.

Jan chce ale naspofit milion korun, rozhodne se tedy ke svym 21/7e%0? tisicim ro¢ngé
pridat jesté Castku d, jejiz vySi nyni spocCitdme. Rovnice je v tomto pfipade ve tvaru

dpP
i kP +2/1e®%%" 1 q,

jeji podrobnéjsi feSeni ponechdme na ¢tendfi. Obecné fesSeni této rovnice miZeme zapsat

ve tvaru 4 4
3
P(t) = — 13 0,02t 0,02t‘
(1) e 0.02 +ce

(98]
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V piipadé, 7ze P(0) =0jec = ﬁ, s vyuZitim toho miZeme psat
4.3 00 d_ ., 002
P(t) = = 12e002 (002 _ 1),
() =3¢+ 502 )

Aby Jan za 40 let spofeni naSetfil milion, musi kaZdorocné navic uloZit ¢4stku

1000 — % 403¢0.0240
00,0240 _ |

d=0,02 = 4,068 tisice korun.

V druhé ¢asti dlohy predpokladame, Ze Jan prvnich 10 let spofi ndm znamym zptisobem,
a po 10 letech pak na ucet ulozi 100 000 navic. Jan chce védét, kolik takto naspofi. Prvni
cast ulohy je tedy obdobnd, po deseti letech bude mit Jan na uctu (jak ze sporeni, tak
z dédictvi)

4
P(10) = g10%(30’02‘10 4100 = 151,4989 tisice korun.

Z feSeni rovnice v prvni ¢asti piikladu vime, Ze

P(t) = %‘tgeo,ozz T 02
dosadime-li do této rovnice hodnotu P(10) = 151,4989, mizeme vypocitat hodnotu kon-
stanty ¢ jako ¢ = 81,8731. (Fakt, Ze Jan po 10 letech uloZi na dcet 100 000, tedy mate-
maticky odpovidd situaci, ve které by pii zaCatku sporeni ulozil necelych 82 000.) Poté jiz
s vyuZzitim znalosti ¢ staci spocitat, kolik Jan naspofi za 40 let spofent, t;.

4
P(40) = 340%(30»02'40 +81,8731e%9240 = 932 908 tisice korun.

Ke stejnému vysledku bychom dospéli i s vyuZitim znalosti diferencidlni rovnice, ktera
odpovida spojitému troceni bez dalsich vkladd (tj. P’ = kP), kterou zname napf. z Pii-
kladu 1.12. Vklad 100 tisic bychom pak nechali trocit 30 let, ¢imZ bychom ziskali

P(30) = 100e*9%30 = 182,2119 tisice korun.

Soucet této C¢astky a Castky, kterou Jan ziska svym spofenim (750,696), je pak opét roven
priblizné 933 tisic korun. Ani s uspofenim tohoto ne¢ekaného piijmu tedy Jan bez dalSich
Uspor milion za 40 let nenaspofi.

A

Priklad 2.12. Chladnuti dortu

Sona pece dort na oslavu. KdyZ ho vynda z trouby, mé dort teplotu 180 °C, pficemZ v mist-
nosti je 22 °C. Jelikoz Sona spéchd, otevie okna, aby teplotu v mistnosti sniZila a urychlila
tak ochlazovani dortu. Venku je 15°C. Zménu teploty v mistnosti i zménu teploty dortu
muiZeme popsat Newtonovym zdkonem ochlazovani. Jestlize se v mistnosti teplota po 20
minutich sniZi na 20 °C a dort ma 10 minut po vyndani z trouby teplotu 150 °C, urcete, za

jak dlouho se teplota dortu sniZi na 30 °C a bude mozné dort ozdobit. Jak4 je v tomto Case
teplota v mistnosti?
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Re§eni. Oznaéme T, = T,(t) pokojovou teplotu v Case t méfeném v minutich, 7, ven-
kovni teplotu a T; = Ty(t) teplotu dortu. Nejprve sestavme diferencidlni rovnici pro ochla-
zovani mistnosti, ktera bude ve tvaru

dT,
d—t” =—k(T,—T,).

Tuto rovnici jsme jiz vidéli napr. v Prikladu 1.21, ze kterého vime, Ze feSeni miZeme
napsat ve tvaru

T,=T,+ce ™.
Ovéfeni tohoto ponechme na Ctendfi. Dosazenim podminek 7,(0) = 22, 7,(20) = 20

a konstanty 7, = 15 ziskdme hodnoty ¢ a k z rovnic

22=154¢, atedy c=7,

In2
20=15+7¢%% atedy k:—2—07i0,0168236.

Pokojovou teplotu tedy miZeme psat jako 7, = 15 + 7e~0.01682367 Nyni uréeme teplotu
dortu v Case ¢ + h, kterd je T;(t + h) = Ty(t) —m(T; — T,,)h, kde m je konstanta Gmérnosti.
Z této rovnice pak upravou dojdeme k

Ty(t+h) — Ty(t)

h = —m(Td — Tp>.
Limitnim pfechodem pro 4 jdouci k nule dostaneme diferencidln{ rovnici
d7y
o = Ta=Tp).

V tomto pifpadé neni 7, konstantni, nemiiZzeme tedy postupovat jako v pfedchozi Cdsti
tlohy. Vyraz pro T, tedy dosadime do pfedchozi rovnice, tj.

d7,
d_td — [Ty — (15 4 Te~001682361)) — o (15 4 7¢ 001682361 )

coz je linearni rovnice, kterou vyfesime metodou integraéniho faktoru. Upravou a vyndso-
benim rovnice vyrazem e/ ™ = ¢ dostaneme

Téemt +deeml _ lsmeml +7me—0,0168236temt.

Pro zptfehlednéni vypoctu se vratime ke k. Na levé stran€ mame rozepsanou derivaci sou-
¢inu, miZeme tedy psat
(Tye™) = 15me™ + Tme™ .

Integrovanim obou stran rovnice ziskdme
T, = / (15me™ + Tme™ ) di = 15m / ™ dt +Tm / et m =) g
z ¢ehoZ plyne

7
T,e™ = 15e™ + I mt—kt +c.
m—k
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Upravou pak dostaneme obecné feSeni rovnice, které je ve tvaru

7
T, =15+ "

e M 4 ce™™.
m—k

S vyuzitim podminky 7,(0) = 180 vyjadiime integracni konstantu c, tj.

7 7
180 =15+ —" 4c¢,  z&hoiplyne c¢=165— —
m—k m—k
Vyraz pro T; miizeme psat ve tvaru
7
Ty=15+ " ek 4 (165 — L Jem = 154+ 165 ™ 4 1 (e~k — 1),
m—k m—k m—k

Ze zadani vime, Ze teplota dortu v Case t = 10 je 150 °C. Vyuzitim této podminky mi-
Zeme napt. za pomoci softwaru Maxima najit hodnotu konstanty m = 0,0209714. Nyn{i jiz

v,

muZeme urcit ¢as, ve kterém se teplota dortu snizi na 30 °C. Resime tedy rovnici

7.0,0209714
30 =15 165 —0,0209714-t ) —0,0168236r _ ,—0,0209714-¢ )
+100e + 0,0209714—0,0168236(e © )

S vyuzitim softwaru Maxima ziskdme koren této rovnice jako r = 120,554. Sona tedy
mize zacit zdobit dort priblizné za dvé hodiny. Teplotu v mistnosti po dvou hodinach
dopocitdme dosazenim tohoto Casu do rovnice pro T, tj.

Tp —15 +7e—0,0168236-120,554 =15,92.

V pokoji je po dvou hodinéach vétrani necelych 16 °C. A

Priklad 2.13. Tovarna

V tovarné pfijali nového pracovnika Jaroslava, ktery bude pracovat na vyrobni lince ve
dvandactihodinovych sménéch. Jaroslav za prvni hodinu prace vyrobil 25 kusi zboZi, za
druhou hodinu pak 45 kusti. Pomoci diferencidlni rovnice urcete, jakd je jeho maximalni
produkce za hodinu, jestliZe vite, Ze to, jak rychle se u¢i vyrabét vyrobky, je pifimo umérné
rozdilu mezi maximem M a tim, kolik jich v Case ¢ vyrobi. V dalsi ¢asti vyuZijte hodnotu
maxima, kterou jste nasli, a zménte rovnici tak, Ze do ni vloZite faktor Uinavy, ktery je
u(t) = 0,25¢2. Tato tinava modeluje situaci, ve které pracovnik, jenz je v praci déle, vyrabi

méné neZ na zaCatku smény. V druhé ¢asti piikladu uvazujme t = 1,...,12. O kolik méné
vyrobi pracovnik v Case t = 12 neZ v Case t = 6? Kdy je jeho denni produkce maximalni?

Reseni. Sestavme nejprve diferencidlni rovnici bez tinavy, kterd je obdobné jako v P¥i-
kladu 1.18 ve tvaru
> = k()
dt - y Y

kde y = y(t) je pocet vyrobku vyrobenych v ¢ase t méfeném v hodinach. Z Ptikladu 1.18
vime, Ze feSeni této rovnice miiZzeme zapsat jako

y(t)=M—ce ™™,
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pfi¢emz z podminky y(0) = 0 dostaneme ¢ = M. Dosazenim podminek ze zaddn{ ziskdme
soustavu dvou rovnic

y)=25=M(1-e®) a yQ2)=45=M(1—-e*).
Z této soustavy nejprve vyjadiime M, ziskame tak rovnost

25 45
l—ek —e 20

ze které Upravou dostaneme rovnici

5¢ 2k _9e k14 =0.

—k

Substituci x = e ™" miZeme rovnici prepsat do tvaru

5x2 —9x+4 = 0.

Jejimi feSenimi jsou x| = %1 a xp = 1. Druhé feseni odpovida situaci, kdy e ¥ = 1, tj. k = 0.
Toto feSeni pro nds neni zajimavé, nebot’ pro nulové k by byla produkce pracovnika stile
stejnd, a to y = M — ¢, coz je za predpokladu ¢ = M rovno nule. Pfi dal$Sim feSeni tilohy

se tedy zamé&fme na e K = x| = %‘, ze kterého miiZzeme k vyjadfit jako k = — ln% = ln% =
0,223. Maximadlni produkce Jaroslava je poté
25 25
M= 7 = 125 vyrobki za hodinu.
1 —elns 07 2

Toto M = 125 nyni vyuzijeme v druhé Casti ulohy. Diferencialni rovnice je nyni ve tvaru

dy

5 = kM —y) - 0,25¢* = k(125 —y) — 0,25¢>.

Tuto linedrni rovnici vyfeSime napf. metodou integra¢niho faktoru. Upravou a vyndsobe-
nim celé rovnice vyrazem el kKt — ekt ziskame

el +kyel = 125ke! —0,25¢%",

coZ miZzeme zapsat jako
(yek)' = 125kek — 0,25¢%M .

Integrovdnim obou stran rovnice dostaneme

yekl = 125¢M — 0,25 / 1>k d (2.8)

a zbyvajici integrél vyfeSime metodou per-partes
—2 Y=kt

2 kt
dr = —
/ u =2t v= }Ce’“

P 2(tu kt - 2sz 2
:ze —z(%e —%/e dr :Ee ke —|—k—3€ +C
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Reseni rovnice (2.8) je tedy

1 /> 2t 2 t2 t 1
y=125— — M —125— —H
3 (k 2 k3) L TR TER TE R

S vyuZzitim podminky y(1) = 25 ze zadani miZzeme c vyjadfit jako

Lo\
— (~100 —
= ( WP TER 2k3)

Nyni zbyva urit hodnotu konstanty k, k ¢emuz vyuZijeme podminku y(2) = 45, mame
tedy rovnici

(O B | 111
+—> k125 -4

45— (—1
3 ( TR TR T [N AETER

ze které za pomoci softwaru Maxima ziskdme k = 0,22984. Konstantu ¢ mtiizeme vycislit
jako ¢ = —84,56011. Resen{ rovnice (2.8) mizeme se znalosti ¢ a k zapsat ve tvaru

2
t t 1
=125—- —
Y 4.0,22984 + 2-0,229842 2.0,229843

— 84,56011e 0229847

Tato funkce je pro ilustraci zndzornéna na Obrazku 2.2.

Nyni jiZ miZeme porovnat vyrobu pracovnika v 6. a 12. hodiné prace, spocteme tedy
y(6) =80,16 a y(12)=3541.
Maximalni produkci miZeme najit jako nulovy bod funkce y’, feSime tedy rovnici

t 1
— 19.4352 —0,229841‘.
0= =370.22082 " 2.0,2008a2 T 19:435296¢

Koften této rovnice opét ziskdme s vyuZzitim softwaru Maxima, hledané ¢ = 6,402. Pomoci
druhé derivace ovéiime, Ze se skute¢né jednd o maximum, nebot’ touto derivaci ziskdme

~5 o398 " 19,435296e 0229841 . (_0,22984) < 0.

Jednd se tedy o maximum. Jaroslav vyrobi nejvic kusd pfiblizn€ po 6,4 hodiny prace.
V tento Cas vyrobi pfiblizné y(6,402) = 80,42 kusu. A
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Obréazek 2.2: Vyroba pracovnika Jaroslava v tovarné

Priklad 2.14. Uceni na zkousku II

Jana si pii pripravé na zkousku spocitala, Ze mira toho, jak se u¢i novy material, nezavisi
pouze na rozdilu mezi maximem toho, co se md naucit M a mnoZstvim toho, co uz v ¢ase ¢
umi A = A(r), ale i na zapomindni z = z(), které miiZeme popsat rovnici z(t) = 0, 5¢ 4 cost.
Jana v Case t = 0 umi pouze 0, 1M a na konci prvniho dne studia umi 0,21M. Kolik dni
uceni potiebuje k tomu, aby se naucila alespon 60 % latky a méla tak Sanci udé€lat zkousku?
Kdy bude umét nejvice latky?

Reseni. Pro jednoduchost si polozme M = 100. Ze zad4ni pak miiZeme sestavit rovnici

zmény A(t+h) = A(t) + k(100 —A)h — 0,5th — hcost, ze které tpravami dostaneme

A(t+h)—A(t)
h

Limitnim prechodem pro 4 jdouci k nule dostaneme na levé strané derivaci, hledand dife-
rencidlni rovnice je tedy ve tvaru

= k(100 —A) — 0,5t — cost.

A" = k(100 —A) — 0,5t — cost.

Jednd se o linedrni diferencidlni rovnici, kterou vyfeSime napf. metodou variace konstant,
nebot’ z Prikladu 1.18 jiZ zndme feSeni pfidruZené homogenni rovnice

A= k(M —A),

které je ve tvaru
A=M—ce ™.
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Jestlize M = 100, miZeme feSeni pridruzené homogenni rovnice zapsat ve tvaru
A(t) =100 —ce ™.

Nyni misto integracni konstanty uvazujme nezndmou funkci c(z), tj. A = 100 — c(¢)e™¥.
S vyuzitim pravidel pro derivovani spocitdme

A= (t)e ™™ +ke(t)e ™.

Dosazenim tohoto vyrazu a feSeni pridruzené homogenni rovnice do ptivodniho zadani
dostaneme rovnici

—c (t)e ™M +ke(t)e ™ = k[100 — 100 + c(t)e ¥] — 0,5t — cost,

ze které plyne
d(t)e™™ = 0,5t +cost.

Jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi pro c(z), kterou vyfes$ime dpravou a in-
tegrovanim obou stran, tj.

/c’(t)dt:/<0,5tekt+costek’> dt:O,S/tek’dt+/costektdt. (2.9)

Integraly na pravé strané vyfeSime postupné metodou per-partes, tj.
kt
e t t 1

—0,5( Lk — / kg okt _ L okt
Ed ( k B A

Druhy z integrélii jsme jiZ spocitali v Pfikladu 2.5, jeho feSeni je

kcost +sint
kt kt

t dr = _
/cos e e 21

O,S/Ie’“dt “=

V
=1 v=

S vyuzitim té€chto informaci miiZeme zapsat feSeni rovnice (2.9) ve tvaru

t okt _ 1 ot i kcost +sint
%" 2w k41

Dosazenim c(t) do feSeni pfidruZzené homogenni rovnice dostaneme

c(r) =

+c.

1 kcost+sint kt

A—IOO— +— ce ",

2k 2k K21
coz je hledané feSeni rovnice nehomogenni. S vyuZitim toho, Ze Jana v Case ¢t = 0 umi
A(0) = 10, miZzeme vypocitat integracni konstantu jako
1 k

¢ehoz pl =—90— —+-—+—.
+c, zcehozplyne ¢ +k2+1

10 =100+ 8]

22 k21

Konstantu k vypocitime za pomoci softwaru Maxima s vyuZitim podminky A(1) = 21
z nésledujici rovnice

1 1 kcosl+sinld 1 k —k
21 =100 — 2E LT 4 (90 - L.
% T Rt +( 2k2+k2+1)e ’
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ziskame tedy k = 0,14332. Jana bude 60 % latky umét za ¢, které fesi rovnici

t 1 kcost + sint 1 k ket
60 =100 — 4 — _xeostEsInt [ gq 4 K ek
% T T T R +< 2k2+k2+1>e

Tato rovnice ma dva redlné kofeny a to t; = 8,39539 a 1, = 13,4238, coz znamen4, Ze
Jana je na zkousSku pfipravend po priblizné 8,4 dne studia. Na stejnou droven se dostane
i po pfiblizné 13,4, nebot’ s rostoucim Casem roste i hodnota zapominani z(¢). Kfivka uceni
Jany je pro ilustraci zndzornéna na Obrazku 2.3. Maximum toho, co se Jana dokdZe naucit,
ziskdme nalezenim nulového bodu funkce A’. Resime tedy rovnici

1 ksint, —costy 1 k —kty,
0= "%t et k ( 20 2k2+k2+1)e ’

které pro k = 0, 14332 vyhovuje t,, = 10,8305. Toto t,, jsme opét ziskali za pomoci soft-
waru Maxima. Ovéfeni toho, Ze jde opravdu o maximum, ponechdme na Ctenéfi. V tomto

Case umi Jana vzhledem ke svému zapomindni pouze A(10,8305) = 63,36 % latky.
A

0 10 20 30 40

Obrazek 2.3: Kfivka uceni Jany



Kapitola 3

Bernoulliho rovnice

Definice 3.1. Diferencialni rovnici ve tvaru

Y =f(x)y+g(x)y", kde neR\{0,1},
nazyvame Bernoulliho diferencidlni rovnice.
Pro n = 0 se jednd o rovnici linedrni, pro n = 1 jde o rovnici se separovanymi proménnymi.

Poznamka 3.2 (ReSeni Bernoulliho rovnice). Pro n > 0 je vzdy trividlnim feSenim rov-
nice y = 0, které nelze zahrnout do obecného feseni. ReSeni y # 0 Bernoulliho rovnice
nalezneme tak, Ze ji vydélime y", ¢imz ziskdme

Yy =y T+ g(x).

Poté zavedeme substituci z = y' =" a obdrzime tak linedrn{ diferencidlni rovnici 1. fddu

d=(1=n)[f(x)z+gx)],

kterou feSime jednim z postupli uvedenych dfive. Postup feSeni Bernoulliho rovnice si
ukdZeme na nésledujicim piikladu.

Priklad 3.1. Vyfeste diferencidlni rovnici

Y =4y +x/y.

ReSeni. Trividlnim feSenim té€to rovnice je y = 0. Rovnici nejprve vydé€lime /y, tj.

/

Yy
— =4,/y+x.
v vy

/
Nyni zavedeme substituci z = /y, pro jejiz derivaci plati 7= 2y

. Dosazenim z do rovnice

S

y
tedy obdrzime

<

27 =4z+x, cozupravimedotvaru 7 —2z=7=.

[\

_83—
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Tuto linearni diferencidlni rovnici vyfeSime napt. metodou integracniho faktoru. Nejprve
tedy rovnici vyndsobime vyrazem e~ J2dx — o=2x ¥imy ziskdme

_ — X _
Z/e 2)6_2Ze 2x:§e 2x

Y

z ¢ehoz tpravou dostaneme

1
Ze—Zx — /%C_Zxdx — _EC—Zx . ge—Zx +e.

Tento integrél jsme vyfesili metodou per-partes. Obecné feSeni diferencidlni rovnice pro

proménnou Z je ve tvaru

1
z:—;—c—g—f—cezx.

Po dosazeni pivodni proménné y ziskdme hledané feSeni

24+ 1\2
y:(cez"— al > a y=0.

8

Bernoulliho rovnice ve tvaru
Y =Ay—By’

se nazyva logistickd (nékdy té€Z Verhulstova) rovnice. Tato rovnice se vyuziva napft. pri
popisu riistu populace, coZ si ukdZeme na Pfikladu 3.5. Pfi popisu populacniho ristu je
rovnice typicky ve tvaru

y = ry(l — %) nebo také  y =ry(K —y), (3.1)

kde r znaci riistovou konstantu a K nosnou kapacitu prostfedi. S touto rovnici se miZzeme
setkat také pfi modelovani Sifeni nemoci v uzaviené populaci. Tento problém bude pred-
métem nésledujictho prikladu.

Zdroje ptikladi v této kapitole jsou [5], [6] a [22]. Priklad 3.5 vychazi z [42]. Zdroje
pouzitych dat je mozné najit v [72].

Priklad 3.2. Chripka

Sest lidi z 1000 pasazérii a posadky vyletni lodi ma chfipku. Po jednom dni plavby se po-
cet nemocnych zdvojnasobi. Pfedpokladejme, Ze rychlost Sifeni chfipky je pfimo imérna
soucinu poctu nakazenych a zdravych lidi na palubé. Kolik lidi bude trpét chiipkou na
konci sedmidenni plavby?

Reseni. Oznaéme y = y(t) pocet nemocnych v ¢ase ¢ méfeném ve dnech, pocet zdra-
vych pak mizeme zapsat jako Z = Z(t) = 1000 — y(¢). Ze zaddni vime, Ze rychlost $ifeni
chiipky je pfimo imérna soucinu y(r) a Z(¢), a mizeme tedy psat

dy

3 = k(1000 —y) = 1000ky — ky*,
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kde k > 0 je konstanta umérnosti. Jedna se o Bernoulliho rovnici s n = 2, jejiz konstantni
feseni jsou y; = 0 a y, = 1000. Tuto rovnici vydélime vyrazem y” a upravime ji na

y' 1000k ¢
» ooy '
Déle rovnici feSime substituci z = % Pro toto z plati 7/ = —y]—zy’ , diferencidlni rovnice pro

z je tedy tvaru
—7 —1000kz = —k neboli 7+ 1000kz = k.

Jednd se o autonomni diferencidlni rovnici, kterou vyreSime napf. metodou integracniho
faktoru. Jde o postup, ktery byl jiz popsan vyse, uvedeme ho tedy pouze ve strucnosti.
Nejprve rovnici vyndsobime integra¢nim faktorem a poté integrujeme obé strany rovnice,
¢imz ziskdme

/1000 | 1000kze! 000k — je 1000k

kel 000kt

1000kt __ 1000kt 4,
ze = /ke dr = 1000k +c.

Obecné feseni pro proménnou z pak mizeme psat jako

e!000% 1+ 1000c
IOOOeIOOOkz ’

Z:

pro piivodni proménnou y tedy plati

1000e 1000kt

Y 1000k o)

Do tohoto obecného feseni dosadime pocate¢ni podminky y(0) = 6 a y(1) = 12, z ¢ehoz
ziskdme hodnoty konstant ¢, (= 1000c) a k, tj.

1000 497
= Tre a tedy (po zkriceni) c¢; = =
IOOOCIOOOk

12 =

= oo 4970 A tedy k=0,0006992.
e + 3

Na konci sedmidenni plavby bude chiipkou trpét
100061000'070006992'7

107 = 446 lidi.

y(7) = 1000-0,0006992.7

A

Priklad 3.3. Drb

Meéstem, ve kterém Zije 5 000 obyvatel, se §iti drb. Rychlost Sifeni drbu je pfimo umérna
sou¢inu odmocniny z poctu lidi, ktefi drb jiz slySeli, a rozdilu celkového poctu lidi a od-
mocniny z poctu lidi, ktefi drb jiz slySeli, a nepfimo imérnd Casu. Jestlize drb v Case
t =1 slySelo 100 lidi a v ¢ase ¢ = 2 ho zné 350 lidi, urcete, za jak dlouho ho bude znat
75 % obyvatel.
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v/ v

Reseni. Oznatme N pocet obyvatel, ktefi ziji ve mésté, P = P(t) pocet lidi, ktefi v Case
t méfeném ve dnech znaji drb. Ze zadani miZeme sestavit rovnici pro pocet lidi, ktefi
v Case t + h znaji drb, P(t +h) = P(t) + @(N — +/P)h, ze které tpravou a limitnim
pfechodem pro £ jdouci k nule ziskdme diferencidlni rovnici

dr t t t

dP_@(N_\/I—)):kNﬁ_E

Y

kde k > 0. Trividlnimi feSenimi této rovnice jsou Py =0a P, = N? = 5000%. Tuto rovnici
budeme fesit obdobné jako v pfedchozim piikladé prevedenim na

P kJ/P kN
- =
VP t t
a naslednou substituci z = v/P, pro jejiz derivaci plati z = #}f)P’ . Touto substituci ziskdme
linedrni diferencidlni rovnici
k kN k kN
27+ = neboli o=
t t 2t 2t

Tuto rovnici vyfresime metodou integraéniho faktoru. Celou rovnici tedy nejprve vyndso-
. . k kg oo
bime vyrazem e/ 2% =¢2 &im7 ziskdme
kN « kv kN k4
=—t2 z ¢ehoZ plyne t2) = —t27 .
T TR plyne (ar2) =

Integrovanim obou stran rovnice dostaneme

[Tk
Sk

z2t2 = Nt2 +c,

a obecné feSeni je tedy ve tvaru

STk

z=N-+ct 2.
Pro ptivodni proménnou P mame vztah
P(t) = (N+ct )%
Dosazenim pocatec¢nich podminek do tohoto vztahu vypocteme konstanty ¢ a &, tj.
100 = (5000—|—c)2, atedy c¢1=-4990, ¢, = —5010.
Pro ¢ pak dopocitdme hodnotu k z rovnice
350 = (5000 —4990-27%)2,

ze které upravou obdrzime k; = 5,0398 - 103 ak, = —1,6553- 1072. Pro ¢, pak obdobné
ziskdme dvojici feSeni k3 = —5,011 - 103 aks=1,6581-1072. Reseni ky a k3 nevyhovuji
zadani, nebot’ k£ > 0. Rovnice

_ 1,6581-1072 2
5000 —5010¢ 2 =0
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ma koren 1,27252. Toto reSeni tedy také nevyhovuje zadani, nebot’ jestliZze drb v Case pfi-
blizn€ 1,27 nezna nikdo, nikdo dalsi se ho jizZ nemiize dozvédét. Hodnoty konstant, které
odpovidaji zaddni, jsou tedy c; a k. Tyto hodnoty bychom ziskali i v pfipadé, kdybychom
postupovali pfes substituovanou proménnou z, tento postup tedy vyuZijeme i v ndsledu-
jicich ptikladech. Zbyva uZ jen urcit Cas #y, ve kterém bude drb znat 75 % obyvatel. Ten
najdeme vyfeSenim rovnice

5,0398:1073 2
3750 = (5000 —4990¢, 2 ) .

PP A

Podrobnéjsi feSeni této rovnice ponechdme na Ctendri, ovSem vysledkem je, Ze 75 % oby-
vatel bude drb znét po priblizné 60 dnech. Funkce

—1,6581-10—2 )2 —5.0398-1073 )2

f(t) = (5000—50107 " > a  g(r) = (5000—4990¢ 2

jsou pro ilustraci zobrazeny na Obrazku 3.1. A

3500 1

3000 §

f(f) = (50[)0 _ 50' Uf I_ni!’,‘!|.|.,—_)2

2500 §

G

g(t) = (5000 — 4990 = )°

2000 §

1500

1000

500

0 10 20 30 10
A=(1.27252,0)

Obrazek 3.1: Siieni drbu

Priklad 3.4. Prodej

Novy model tabletu byl pravé uveden na trh. Saturace (nasyceni) trhu je predpokladana
na 3 miliony tableti. Ozna¢me S = S(¢) pocet miliond kust prodanych v Case t méfeném
v mésicich. Pocet prodanych tableti se méni imérné poctu jak jiz prodanych tabletd, tak
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rozdilu 3 —+/S. JestliZe vite, Ze konstanta im&rnosti je rovna é a Ze v den, kdy byl produkt

uveden na trh, se prodalo 1 000 kusti, najdéte diferencidlni rovnici popisujici vyvoj prodeje
a zjistéte, kdy se prodaji dva miliony tohoto nového tabletu.

Reseni. Ze zad4ani muZeme sestavit diferencidlni rovnici

ds 1 1 1 3

— =-SB3-VS§)=-5-_52

d 6 ( ) 27 6 7

nebot’ hodnotu konstanty imérnosti zname ze zadani. Konstantni feseni této rovnice jsou
S1 =0 a S =9. Tuto rovnici vyfeSime podobné jako rovnice v pfedchozich prikladech,
a to vydélenim nejvyss$i mocninou S a naslednou substituci z(¢) = %, tj.

S 1
$3 2§ 6’
1 1 ) 1 1
—27 — EZ =% neboli 7 + ZZ =1

coz je autonomni rovnice. Jeji podrobnéjsi feSeni ponechme na ¢tenédfi. Obecnym feSenim
diferencidlni rovnice pro z je

1 1,

7= § +ce #,
pro S(t) tedy plati
9e3!
S(t) = 1 .
(ed' +3c)?

Pro jednoduchost miiZzeme hodnotu integracni konstanty zjistit s vyuZitim rovnosti pro z,
se znalosti podminky S(0) = 0,001, tedy sestavime rovnici

ze které plyne ¢ = 31,28944. Dva miliony tohoto nového tabletu se tedy prodaji za Cas 1y,
ktery vyhovuje rovnici

11
—=3 £31,28944e 30, cozje  fo = 17,7095 mésice .

V2

Tento Cas jsme pro jednoduchost vypocitali s vyuZitim vztahu pro z, pro ptivodni promén-
nou S bychom se dostali ke stejnému vysledku, tento postup by vsak trval déle. Ovéreni
tohoto ponechame na Ctenéfi.

A

Priklad 3.5. Logisticky rust populace

Predpokladejme, Ze vyvoj japonské populace miizeme popsat logistickou rovnici (3.1),
pricemz nas odhad nosné kapacity v tisicich je 130 000. Vypoctéte pocCet obyvatel Japon-
ska v roce 2010, jestliZe vite, Ze pocet obyvatel v tisicich v roce 1960 byl 94 092 a k roku
1970 vzrostl na 104 345.
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V druhé casti prikladu zkuste za pomoci logistického modelu zjistit pocet obyvatel
Ceské republiky (v jednotkéch) v roce 2017, vite-li, Ze v roce 1960 byl pocet 9 659 818
a v roce 1970 vzrostl na 9 805 157. Uvazujte ptitom nosnou kapacitu 11 300 000.

Reseni. Podle (3.1) 1ze logistickou rovnici zapsat ve tvaru

ry2

/
y =ry— K
kde y = y(t) je velikost populace v tisicich v ¢ase r méfeném v letech, r je ristova kon-
stanta a K je nosnd kapacita prostredi. Trividlnim feSenim této rovnice je y; =0ay, =K.
Tuto rovnici vyfesime jako Bernoulliho rovnici vydélenim nejvyssi mocninou y, dpravou

a ndslednou substituci z(¢) = %, postupné tedy dostaneme
y or r
7R

po zavedeni substituce mame .

/
—7 —r7=— X

Tuto rovnici vyreSime metodou integracniho faktoru, kterou ziskdme reSeni

1 —rt
=—+ce .
Z +c

Ponechme pro zjednoduseni rovnici v tomto tvaru, hodnoty integra¢nich konstant miizeme
spocitat s vyuzitim podminek y(0) = 94092 a y(10) = 104345, ;.
1 1 10 1 1
= ted = —
94002~ 130000 ¢ MY €T 55002 T 130000

1 1
104345 130000

Reseni pro ptivodni proménnou miiZeme zapsat ve tvaru

=2,9356-107°,

+2,9356-10 %10 atedy r=0,04397.

K 130000

)= = )
M) = T Kee — 13130000 2,9356- 106 0.04397:

Predpovéd’ velikosti japonské populace v roce 2010 je tedy

130000 . .
y(50) = [ 130000.2,9356 10 6e 00939750 = 124718 tisic obyvatel.

Pro srovnédni uvadime redlna data. V roce 2010 bylo v Japonsku priblizn¢ 128 milionti
obyvatel. Procentudlni rozdil mezi realitou a predpovédi modelu tedy neni nijak zévratny.

Vysledek logistické diferencidlni rovnice vyuzijeme i pro modelovani ceské populace.
Z feSeni
B K
14 Kce ™"

y(t)
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vyjadiime s vyuzitim podminek y(0) = 9659818 a y(10) = 9805157 konstanty c¢ a r jako
c= 1,5026~1078 a r=0,01077.

Pocet obyvatel Ceské republiky v roce 2017 pfedpovézeny modelem je tedy

11300000
57) = = 10348938.
y57) 1+ 11300000 -1,5026 - 10~8 - e~0,01077:57 ?

Ani v tomto pfipadé neni tento jednoduchy model daleko od skutecného poctu, pocet
obyvatel ke konci roku 2017 byl totiz 10 610 055.
A

Priklad 3.6. SiFeni inovaci

Rychlost Sifeni inovaci mezi firmami je pfimo imérna soucinu poctu firem, které inovaci
jiZz pouZzivaji (oznacme y), arozdilu N — y%, kde N je celkovy pocet firem v odvétvi. Jestlize
v Case t = 0 pouzivd inovaci jedind firma a v Case t = 3 firmy tfi, urCete, kdy bude inovaci
vyuZivat vice neZ polovina firem v odvétvi, ve kterém jich je 2 000.

Reseni. Oznacme y = y(t) pocet firem s inovaci v ¢ase  méfeném v mésicich. Ze zadani
. x PR s v 2 v 3 o\ <
vime, Ze rychlost $ifeni inovaci je imérnd soucinu y(z) a N — y%, a miZeme tedy psat

d
5 y3) = Nky — ky#.

-N-»)

= ky(N

. - e PV 4
Jedna se o Bernoulliho rovnici s n = %, jejiz konstantni feSeni jsou y; = 0 a yp = 20003.

. . “1s . 7 PETIRPS .
Rovnici tedy nejprve vydélime vyrazem y# a poté ji dile upravime na

/
Yy Nk
-3 ="k
ya ooy4
Tuto rovnici feSime zavedenim substituce z = y_%. Pro toto z plati 7 = —%y %y a dife-
rencidlni rovnice je ve tvaru
4, 3 3
——7 —Nkz=—k neboli 7' +>Nkz= k.
3 4 4

Jedna se o autonomni rovnici, kterou fesSime napf. metodou integracniho faktoru. Jde o po-
stup, ktery byl jiz popsédn vySe, uvedeme ho tedy pouze ve strunosti. Pro usnadnéni za-
ved’me novou konstantu m = %N = 1500. Potom

3
Z/emkt + mkzemkt _ Zkemkl’

mkt
_ / ket 4 —

mkt
—mkt _ +cm
== + ce”"™ = ————
m memkt
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Pro ptivodni proménnou tedy miiZzeme psat

4
4 ek 4 em\ T me™kt 1\ 3
me™kt ekt 1 cm
Pro jednoduchost vypocitdme hodnoty konstant ¢ a k z rovnosti pro z. Dosazenim podmi-
nek N(0) =1 a N(3) = 3 tedy ziskdme

4
3

1 1 1499
0)=-=—= ted = —
A)=7=1550 Te ady =15
1 1
) =—= 1+ 1499¢ 12003 tedy k=1,8329-10"%.
z(3) 3 1500( + e ), atedy ,
K vice nez poloviné firem v odvétvi se inovace dostane za ¢, které fesi rovnici
1 4
1 - 1499 ¢~ 15001,8329-107%1
9271 ~ 1500 ( * © ) ’
cozjet = 19,067 mésice. A

Model Sifeni inovaci a jeho dalsi rozsifeni je moZné nalézt napt. v [49].

Priklad 3.7. Schaeferuv model

Populace néjakého druhu ryb (napf. tunidka) mize byt popsana logistickou rovnici (3.1).
Tyto ryby jsou zdrojem obZivy a v pfipadé, Ze by jich rybéfi vylovili pfili§ mnoho, by se
mohlo stét, Ze jejich populace klesne pod jakousi ,,uziteCnou hodnotu“. Predpokladejme,
Ze loveni zavisi na populaci té€chto ryb, coz miZeme popsat diferencidlni rovnici

dy y
~ —rl1-2)y—E
> ( k)y y

kde y = y(¢) je poCet ryb, r je ristova konstanta populace, k je nosnd kapacita prostiedi
a E je usili vynaloZené na chyceni ryby. Hodnotu Ey tedy miZeme povazovat za pocet
chycenych ryb. Tato rovnice se nazyva Schaeferova rovnice podle biologa M. B. Schaefera,
ktery ji vyuZzil k modelovéani populaci ryb. Tuto diferencidlni rovnici vyfeSte a ukazte, Ze
pro E < r je feSenim rovnice funkce y; = k(1 —E/r) > 0.

Reseni. Nejprve upravime Schaeferovu rovnici do tvaru

2 r 2
y’:ry—Ey—%:(r—E)y—%. (3.2)

Ihned si miiZeme v§imnout, Ze rovnice ma trividlni feSeni y = 0. Rovnici poté vyfeSime
1

obdobné jako rovnice v predchozich prikladech zavedenim substituce z = ¥ , 4.
’ r
—Z—(r—E)z=—-

coZ je autonomni rovnice, kterou vyieSime metodou integracniho faktoru. Ten je v tomto
piipadé ve tvaru e/ " —E)4 — ¢("—E) yyngsobenim celé rovnice timto faktorem ziskdme

ZelEN 4 (r—E)zel ) = %e("E)‘ :
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v v

Podrobné&jii feseni tohoto piikladu ponechdme na Gtenafi. ReSeni této rovnice miZzeme
zapsat ve tvaru
—E)t
oo n e ek E)
k(r —E)elr—E)t

r
)= ——vr
) k(r—E)
Pro ptivodni proménnou y tedy miZeme psat

k(r—E)el—E)
re(r=Et 4 ck(r—E)’

y(t) =
Nyni ovéfime, Ze y; = k(1 — E/r) je feSenim této rovnice. Pro ¢ = 0 ziskdme

k(r—E)eUEX  k(r—E)

M e T e

Toto ovéteni jsme mohli ziskat 1 pfimym dosazenim y; do rovnice (3.2), tj.

E E\ rik*(1-£%)?
si=0=r(1-5) ope(1 - E) T
r r k

podrobnéjsi provéfeni platnosti této rovnosti ponechdme na Ctendfi. Toto feSeni je zaji-
mavé, nebot’ udrzitelny pocet vylovenych ryb Y, coZ je mnoZstvi, jehoZ lovenim miZeme
chytat ryby nekonecné dlouho, je din pravé souCinem Y = Ey;.

A

Priklad 3.8. Solowiiv model

V tomto prikladu si ukdZzeme Solowitv (nékdy téZ Swaniiv—Solowiiv) model ekonomic-
kého ristu. Vice podrobnosti o tomto modelu najde ¢tenaf napt. v [21], [63] a [64]. Pred
tim, nez tento model zavedeme, si uvedeme nékolik ekonomickych pojmi a zavedeme
znaceni. Ozname K = K(t) celkovy kapitdl dané zemé, Y = Y (¢) produkt (tj. HDP),
L = L(t) celkovou pracovni silu, k(¢) = k = K /L kapital na osobu (tzv. kapitdlova inten-
zita), y(t) =y =Y /L produkt na osobu, pficemz vSechny tyto ukazatele uvaZujeme v Case
t. Oznaéme déle L' = dL/dt zmé&nu po&tu obyvatel, n = L' /L tempo riistu populace, které
budeme uvazovat konstantni (tj. miZzeme ho zapsat napt. jako tempo riistu ve vychozim
Ii((;(?)) ), ¥ &ast produktu, kterou investujeme do kapitélu, a & > 0
depreciaci kapitalu (tj. to, jak se kapitdl v Case opotrebovavd). V tomto prikladu budeme
déle uvazovat Cobbovu-Douglasovu produkéni funkci, ktera je ve tvaru

casovém okamziku n =

Y =AK*L'7%

kde A > 0 oznacduje produktivitu a a € (0, 1) je koeficient udavajici podil kapitdlu. Tato
produkéni funkce spliiuje klasické predpoklady, kterymi jsou konstantni vynosy z rozsahu
(coz mizeme pro produkéni funkci obecné zapsat jako F(zK,zL) = zF(K,L)) a kladny
a klesajici mezni produkt (tj. F/(K,L) >0, F};(K,L) < 0). Ovéfen{ toho, Ze pro Cobbovu—
Douglasovu jsou tyto pfedpoklady splnény, ponechdme na &tenafi. Jestlize Y = AK*L! =%,
miZeme produkci na osobu zapsat jako

Y AK%Ll-@ K\® /L'
y=—=n = A= = — AkY.
L L L L
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Pro jednoduchost uvazujme model, ve kterém je A konstantni, a ktery odpovidd situaci
v uzaviené ekonomice (tj. plati, Ze investice ¥Y se rovnaji isporam). Zménu kapitdlu mui-
Zeme z definice zapsat jako rozdil investic do kapitdlu a depreciace kapitdlu, mdme tedy
rovnici

K(t+h)=K(t)+h(yY — 6K),

ze které ipravou a limitnim pfechodem pro 4 jdouci k nule dostaneme diferencidlni rovnici
K'(t) = y¥ — 6K.

Nyni se zaméfme na tzv. kapitadlovou intenzitu k, pro niZ miZeme psat

. = 2= kn=yy— Sk—kn.

v (K " KL-KLU' K KL yY-8K
B - L» L LL L

Vezmeme-li v tivahu Cobbovu-Douglasovu produkéni funkci, tj. y = Ak%, ziskdme
k' = Ayk® — k(8 +n), (3.3)

coz je Bernoulliho rovnice. Tuto rovnici vyfesSte a najdéte hodnotu kapitdlové intenzity
v dlouhém obdobi (pro ¢t — o) za ptedpokladu, Ze & +n > 0. Jaky je pro tuto hodnotu
produkt na osobu y?

Reseni. Rovnici (3.3) vyfesime obdobné jako v predchozich piikladech. Nebot’ ¢ > 0,
ma rovnice také feSeni y = 0, toto feSeni ale neni z praktického pohledu viibec zajimavé,
protoZe odpovidéd konstantné nulovému produktu na obyvatele. Rovnici nejprve tpravou

prevedeme na
/

k _
v =Ay—k'"%(8+n)

a ndsledné zavedeme substituci z = k' =%, 7/ = (1 — o)k~ *k’, kterou dostaneme rovnici

Z/

-«

=Ay—z(8+n).

Jedna se o autonomni rovnici, kterou vyfeSime napf. metodou integracniho faktoru, tj.
Z/e(8+n)(lfoc)t —|—Z(5 _|_n)(1 _ a)e(SJrn)(lfa)z _ (1 . a>Ay€(5+n)(17(x)z,

z ¢ehoZz Upravou ziskdme

ce(8+n(1-a) :/(1 — o) Aye(8m(1-a)g, Ay e(+m(1—a) | .
0+n

Pro z tedy plati rovnost

A
Z(t) _ 5—_3/” _f_cef(ﬁJrn)(lfoc)t'

Pro kapitalovou intenzitu pak miiZzeme psat

1
-

k() = <6A_—Zn+ce(6+n)(la)t>
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Za predpokladu, 7Ze 0 +n > 0, jde vyraz e~ (0+m(1-a) pro ¢ jdouci do nekonecna k nule,

1
v dlouhém obdobi bude kapitdlova intenzita v blizkosti hodnoty £** := ( SAIn> "= Znagenf

k** a pozdéji i y** jsou zde pouzity zdmérné, nebot’ tyto hodnoty oznacuji tzv. stabilni ¢i
ustdlené stavy neboli ,.steady states, ke kterym se urovné kapitédlu a produktu dlouhodobé
bliZi. Tento ustdleny stav miZeme definovat jako bod, ve kterém se proménnd jiZ neméni
v Case, tj. jeji derivace podle Casu je nulova. Z tohoto plyne, Ze ke stejnému vysledku jsme
mohli dojit poloZenim K’ = 0 v rovnici (3.3). Produkt na osobu miizeme s vyuZitim znalosti
rovnice kapitdlové intenzity psat

o

Y =akt=a (% +"e_(5+")“‘“)t> T A (51:1 +Ce_(5+n)(1—06)t> e

kde C = 7. V dlouhém obdobi je y v blizkosti hodnoty, kterou ozna¢ime y**. Pro tuto

hodnotu plati
a oy \e
S = A I-a .
Y ( o+ n>

Hodnoty £** a y** jsou vyznamné vystupy tohoto modelu, nebot’ pomoci nich miZeme
porovnéavat zemé, které se 1i$i napf. jen v rdstu populace n. Tyto hodnoty udavaji jakési sta-
bilni drovné kapitdlové intenzity a produktu na osobu, ke kterym jednotlivé zemé smétuji.
Tento model tak umoziuje riist pouze, pokud se zmensi n, nebo se sniZi Groven depreciace
0, nebo se zvysi produktivita A ¢i ¢ast dspor investovana do kapitalu 7.

Ackoli je tento model velmi jednoduchy, srovndme-li jeho vysledky s daty, predpovida
dobte urcité trendy, jako napfiklad fakt, Ze zemé& s vyS$§i mirou tspor y maji tendenci mit
vyssi kapitdlovou intenzitu. Model je samoziejmé moZné rozsitit napt. o zahrnuti lidského
kapitalu (tj. jakési kvality pracovnikli) nebo o rozsifeni produktivity na soucet efektivnosti
a technologie, které jiz nejsou konstantni. V piipadé téchto rozSifeni modelu jiZ nelze
obecné fici, jakou rovnici miizeme model popsat, nebot’ zdlezi na konkrétnich podobach
jednotlivych funkci.

A



Kapitola 4

Exaktni rovnice

Exaktni rovnice je poslednim typem diferencidlnich rovnic 1. fddu, které jsou zafazeny
v této praci. Exaktni rovnice Uzce souvisi s ostatnimi typy rovnic, které jsme vidé€li v pred-
chozich kapitolach, coz je patrné napt. z Poznamky 4.6. Pfed tim, neZ definujeme exaktni
diferencidlni rovnici, uvedeme definici diferencidlu, ktery s exaktni rovnici izce souvisi.

Definice 4.1. Rekneme, e funkce f : R? — R definovand v okoli bodu [x0,Y0] je v tomto

z Y2

bodé diferencovatelnd, jestlize existuji redlna Cisla A, B takov4, Ze plati

lim f(x0+h,yo+k) — f(x0,y0) — (Ah+ Bk)
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2

Linedrni funkce Ah+ Bk proménnych h, k se nazyva diferencidl funkce v bodé [xo,yo|
a znadi se df (xo,y0) (h, k), ptipadné df (xo,yo)-

=0.

Takto definovany diferencidl se nazyva totdlni nebo také Fréchetiiv diferencidl. Pti-
rustky A, k nezavisle proménnych x, y v definici diferencidlu se Casto znaci dx, dy. Dikaz
néasledujiciho tvrzeni je uveden napt. v [14].

Véta 4.2. Necht’ je funkce f(x,y) definovand v néjaké oblasti Q roviny (x,y) a md v této
oblasti spojité parcidlni derivace prvniho vddu. Pak md v Q totdlni diferencidl, ktery je

roven af af
df(x,y) = adx—i— a—ydy.

Funkce f(x,y) se nazyvd kmenovd funkce tohoto diferencidlu.

Definice 4.3. Diferencidlni rovnici ve tvaru
M(x,y)dx+N(x,y)dy =0, (4.1)

kde M, N jsou funkce definované na néjaké oblasti Q roviny (x,y), nazyvame exaktni
diferencidlni rovnici, jestlize existuje funkce f(x,y) takova, Ze na Q plati

df(x,y) = M(x,y)dx+N(x,y)dy.

Diikaz nasledujiciho tvrzeni je uveden napt. v [29].

—95—
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Véta 4.4. Necht’ M,N, %M , %1;’ Jsou funkce spojité v okoli bodu [xq,yo)|. Je~li v tomto okoli

N(x,y) # 0 a plati
IM(x,y) _ IN(x,y)

dy  odx
je rovnice (4.1) exaktni a md v jistém okoli bodu x jediné FeSeni y(x) spliiujici pocdtecni
podminku y(xo) = yo. Toto FeSenti je ddno implicitné rovnici f(x,y) = 0, kde

4.2)

f(x,y) /Mtydt+ N(xo,t)dt.

Pozniamka 4.5 (ReSeni exaktni diferencialni rovnice). Nejprve si diferencidlni rovnici
prepiseme do tvaru M(x,y)dx+ N(x,y)dy = 0 a ovéfime, Ze se jednd o exaktni diferenci-
aln{ rovnici. Poté uréime kmenovou funkci, pro kterou plati F(x,y) = [ M(x,y)dx+c(y),
kde pfi integrovani podle x povaZzujeme y za konstantu a ¢(y) je integraéni konstanta. De-

rivaci pravé strany a ze vztahu N(x,y) = %);y) ziskdme N(x,y) = a% I M(x,y)dx+c'(y),
z CehoZ integraci uréime hledanou funkci c(y), ve které vystupuje integracni konstanta
c. Kmenovou funkci pak ziskdme dosazenim c(y) do F(x,y) = [M(x,y)dx+ c(y). Je-li
F(x,y) nalezend kmenové funkce, je obecné feSeni exaktni diferencidlni rovnice ureno
implicitné rovnici
F(x,y)=c, c€R.

Pfi vypocltu lze analogicky postupovat i s vyuZitim vztahu F(x,y) = [ N(x,y)dy+c(x).

Oba tyto postupy ale nemusi byt stejné obtizné.

Priklad 4.1. VyfeSme diferencidlni rovnici
(3x% 4 6xy%) dx + (6x°y +4y*) dy = 0.

Reseni. Oznaéme M (x,y) = 3x> + 6xy? a N(x,y) = 6x°y +4y>. Nejprve parcidlni de-
rivaci ovéfime, Ze se jedna o exaktni diferencidlni rovnici. V naSem pfipadé se o exaktni
rovnici jednd, plati totiZ

IM(x,y) _ IN(xy)
= 12xy
Jy - ox

Nyni najdeme kmenovou funkci, a to ze vztahu

F(x,y) = /N(x,y) dy = / (6x2y+4y3) dy = 3x2y2+y4—|—c(x).

Zaroven vime, Ze plati
5 (38 5+ e(x) = M(xy),
z ¢ehoZz plyne
6xy? + ¢’ (x) =3x%+6xy> neboli  ¢/(x) = 3x°.

Tuto rovnici vyfeSime integraci, ziskame tedy

:/3x2dx:x3—i—c.
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Hledand kmenova funkce je tedy
F(x,y) =3y +y*+ 2 +¢
a feSeni rovnice miiZeme zapsat ve tvaru
x4 3xzy2 +y4 =c.
JAN

Poznamka 4.6 (Integracni faktor). Nékdy je mozné rovnici, kterd neni exaktni, upravit

na rovnici, kterd exaktni je, a to vynasobenim vhodnym vyrazem m(x,y). Tento vyraz se

nazyva integracni faktor. Naptiklad pro linedrni rovnici y' = f(x)y+ g(x) je integraéni fak-

tor m(x,y) = e’ a($)ds rovnice se separovanymi proménnymi y’ = f(x)g(y) ma integracni

faktor m(y) = ﬁ. O existenci integracniho faktoru pojednava nasledujici véta.
Nasledujici véta i jeji dikaz jsou uvedeny v [30], [31].

Véta 4.7 (Kamkeho). Jestlize v néjakém okoli bodu [xq,yo| jsou funkce M, N spojité di-
ferencovatelné a N(xg,yo) # 0, pak existuje integracni faktor m(x,y) rovnice (4.1) defino-
vany v jistém okoli bodu [xg, o).

Dalsim zptisobem feSeni exaktni diferencidlni rovnice je nalezeni kmenové funkce vy-
poctem obou integrald [ M(x,y)dx a [ N(x,y)dy. Kmenova funkce pak vznikne jako sou-
Cet téchto dvou vysledki, pricemz Cleny, které se objevi v obou primitivnich funkcich,
uvaZzujeme pouze jedenkrat. Tento postup se miZe na prvni pohled zdat jednodussi a rych-

vvvvvv

stejné a jak tedy vypada vysledné feseni. Dalsi nevyhodou tohoto postupu miiZze v nékte-
rych pfipadech (napt. v Prikladu 4.3) byt nutnost vypoctu obou integrali. Tento postup si
nyni ukdZeme na prikladu.

Priklad 4.2. Vyfesme diferencialni rovnici

2
ydx + (x+—> dy=0.
y

Reseni. Stejné jako v predchozim piikladu nejprve ovéfime, Ze se jednd o exaktni rov-
nici, tj.
0 d 2
a—yyzlza(”;)'
Rovnici déle feSime integrovanim, kterym ziskdme

/ydx:xy+6(y)

2
/ (x—k;) dy =xy+2In|y| + c(x).

Porovnanim téchto dvou vyrazti dostaneme kmenovou funkci F(x,y) = xy+In y? +c afe-
Seni tedy miZzeme zapsat jako
xy—+In y2 =c.
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Aplikace uvedené v této kapitole vychazi prevazné z [17], dalSim uZiteCnym zdroj
byl [71], odborné informace tykajici se termodynamické identity, elektrického potencidlu
a proudnic nalezne Ctendf napt. v [24], [46] a [9].

Priklad 4.3. Konstantni naklady

Jste vedoucim vyrobni linky firmy, kterd vyrdbi ozubend koletka. Reditel vam nafidil,
abyste zvySsil produkci, ale odmitl vdm zvysit rozpocet. Rozhodl jste se to provést tak, Ze
do kazdého ozubeného kolecka budete davat méné kovu. Necht' C = C(S, M) jsou celkové
naklady, S pocet ozubenych kolecCek, ktery vyrobite, a M pocet grami kovu v kazdém
kolecku. Vezmeme-li v potaz pocet gramii kovu na kole¢ko M a jejich pocet S, pak

aC _ M(5+10) . 9C _
IS \/(5+10)>—100 oM

V/(5+10)2 - 100.

Najdéte a vyfeste rovnici davajici do souvislosti S a M, kterd udrzi vaSe celkové naklady
konstantni.

Reseni. Zapisme si stav C(S +h, M + k) jako

oC  aC
C(S+h,M+K) = C(S,M) +h- o +k- 5.

Ze zadani vime, ze C(S+h,M +k) = C(S,M), vyraz

aC aC
he— 4k —
as T am
je tedy roven nule. Piiristky A, k nezavisle proménnych S, M oznac¢ime dS, dM, obdobné

jako v Definici 4.1. S vyuzitim této znalosti miZeme psat

oC oC
ﬁdS—i— 8_MdM_ 0.
Ozna¢me si oc 2c

Nyni jiz miZeme sestavit diferencidlni rovnici ve tvaru

M(S+10)
v/ (S+10)2 - 100

ds + \/(S+ 10)2 — 100dM =0,

ktera je exaktni, nebot’ plati

P S+10 90
oM \/(§+10)2—100 S

Pro kmenovou funkci C(S, M) plati

C(S,M) = / P(S.M)dS+ k(M) = / 0(S,M)dM + k(S),
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pfi¢emz k(M) a k(S) oznaluji integrani konstanty zavisejici na piislu§nych proménnych.
Zde si mizeme vSimnout rozdilné obtiZnosti integrovani, pro usnadnéni vypoctu budeme
integrovat vyraz Q(S,M), ¢imz ziskdme

C(S.M) = M/ (S+10)2 — 100+ k(S).

Derivaci pravé strany podle S a ze vztahu P(S,M) = 3—§ dostaneme rovnici

M(S+10)
v/ (S+10)2 — 100

M(S+10)

RS = V1102100

ze které plyne &' (S) = 0, a tedy k(S) = k. Resenf exaktni rovnice miizeme zapsat ve tvaru

M/ (S +10)2 — 100 = k.

Tato rovnice fikd, jakym zplisobem se musi zménit M, zménime-li S tak, abychom zvysili
produkci, ale celkové touto zménou nezménili ndklady (tj. £ se nezménilo). Konkrétni
hodnotu k bychom ziskali ze aktudlniho stavu vyroby.

A

Priklad 4.4. Osviceny objekt

Zdroj svétla se silou S sviti na objekt, ktery je vzdalen x metrti. Uvazujme takovy piipad,

Ze pti zvySeni sily zdroje se osvétleni objektu I zvysi podle % = %, kde k je kladnd

konstanta. Ddle uvaZujme situaci, ve které se osvétleni sniZi podle % = % v pfipadé, Ze

objekt posuneme dél od zdroje. Napiste a vyfeste diferencidlni rovnici, kterd fika: ,,Jak S,

s,

tak x se o malinko zvysi tak, Ze nedojde k Zddné zméné osvétleni objektu.

Reseni. Obdobné jako v predchozim piikladu sestavime rovnici

k 2kS
Pro ptehlednost ozna¢me M (S,x) = % aN(S,x) = —2;‘—35. Tato rovnice je exaktni, nebot’

plati rovnost
oM(S,x) 2k  JIN(S,x)
ox ¥ 98
Vyse uvedenou diferencidlni rovnici vyfesime nalezenim kmenové funkce I(S, x). Pro tuto
funkci plati

1(S,x) = /M(S,x) dS + c(x) = /§d5+ c(x),
a tedy
1(8,%) = ’;—f o).
Hodnotu integraéni konstanty c(x) ziskdme zderivovanim pravé strany a ze vztahu

AI(S,x) —2kS
N(S,x) = (8x ): N




100 Kapitola 4. Exaktni rovnice

Pro tyto vyrazy plati rovnost

—2kS

2S
)C3 N

33

+(x)

Y

z ¢ehoZz plyne
d(x)=0, G.c(x)=c, ceR.

Hledanou kmenovou funkci Ize tedy vyjadfit ve tvaru

kS
I(S,x) = 2 +c.

Zméni-li se vzdalenost objektu, musi se pro zachovani stejného osvétleni zménit sila
zdroje svétla tak, aby platila rovnost

Konkrétni hodnotu konstanty ¢ bychom obdobné jako v predchozim ptikladu ziskali z po-
¢atecniho stavu.

A

Priklad 4.5. Termodynamicka identita

Termodynamicka identita pro plyn v uzaviené nddobé (tj. plyn obsahujici konstantni pocet
molekul) ddva do souvislosti zménu vnitini energie plynu U a zmény v jeho entropii S
a objemu V: dU = TdS — PdV, kde T je teplota a P tlak plynu, vice ¢tendf najde napf.
v [24]. Pro idedlni monoatomicky plyn jsou dany

C CNk
— ——  (25)/(3Nkp) _ "B (25)/(3Nkg)
r= ‘/(2/3)e voP= V(5/3)e )

kde N je pocet molekul, kp Boltzmannova konstanta a C jind konstanta, kterd z4visi na N.
Z termodynamické identity odvod’'te vztah mezi S a V, ktery plati pro idedlni plyn, ktery
prochdzi procesem pfi konstantni vnitfni energii.

Reseni. Ze zadani sestavime diferencialni rovnici

C CNk
_ = o(28)/(3Nkp) y¢ _ ZHYRB (2S)/(3Nkg) gy —
V273 e ds V) e dv =0.

Diéle ovéfime, Ze je rovnice exaktni. Plati

oT 2 C 56Nk _ 9P

v 3yeR° s

Kmenovou funkci najdeme pomoci integrace

C 3CNk
U(S,V)= / V(z/S)e(ZS)/(3NkB)dS_|_C(V) = 2V(2/3B) e(25)/(3Nkg) +¢(V).

Pro derivaci tohoto vyrazu podle V a vyraz pro P plati rovnost, tj.

CNkB (25)/(3Nks) 1y . CNKB (25)/(3Nks)
Ve © eV =yEme ’
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ze které plyne
d(V)=0, atedy c(V)=c.

Hledany vztah miZeme zapsat jako

3CNkg (25)/(3nks)
2V 2/3)

=C.

A
Priklad 4.6. Délka objektu

Ve specidlni relativit€ je délka objektu dand vzorcem L = Lpy/1 — E—i, kde Ly je délka
objektu zméfend pozorovatelem, ktery je vici tomuto objektu v klidu, v je rychlost objektu
a ¢ je rychlost svétla. Vypocitejte zménu dL délky objektu, ke které dojde v disledku
zvySeni klidové délky objektu Ly o malé dLy. Déle vypocitejte zmeénu dL délky objektu,
kterd vznikne v disledku zvyseni rychlosti objektu v o malé dv. Déle napiste a vyreste
diferencidlni rovnici, kterd fika: ,Jak L, tak v se malinko zvétsi tak, Ze nedojde k Zddné
skute¢né zméné délky objektu.

Re§eni. Zménu dL, kterd vznikne v disledku zmény Lo, miiZzeme vyjadfit jako

V2
C

Zménu dL, ktera vznikne v diisledku zmény rychlosti v, miiZeme zapsat jako

dL = Lz. (_g) dv = _id\,_
V

2
24/1— pel Cz\ /1 — :—2
S vyuzitim téchto informaci mtizeme sestavit hledanou diferencidlni rovnici
2
v vLy
- —5dLy— —F——=dv=0.

c? o) v2
C 1— 2

Nyni za pomoci parcidlnich derivaci ovéime, Ze jde o exaktni rovnici. Pocitejme tedy

d /1 v —y B d vLo B —v
dv c? 02\/1—% dZo c? 1—% c? 1—%,
C C

z této rovnosti vidime, Ze rovnice je exaktni. VyfeSime ji integrovdnim, tj.

[ 2 [ 2
/ l—gdLOZLO l—c—2+C(V)

a naslednym derivovanim pravé strany podle v, kterym dostaneme

VLO
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z &ehoZ plyne, Ze ¢/ (v) = 0, a tedy ¢(v) = c¢. Hledany vztah tedy miZeme zapsat ve tvaru

2
v
L 1— 5= = C.
c
Tato rovnice fik4, Ze jestlize se Ly zméni a v se zméni odpovidajicim zplisobem, celkova
délka objektu zistane stejna.
A

Priklad 4.7. Elektricky potencial
Hodnota kmenové funkce V(x,y) v bodé (x,y) ve fyzice obvykle odpovidd potencidlni
energii v daném misté. V elektrostatice se funkci V reprezentuje ploSny elektrostaticky
potencial. Elektricky potencidl v bodé 7 ve dvoudimenzionalnim statickém elektrickém
poli E je dan kiivkovym integralem

/Edr— /de—I—Edy)

kde C je libovolna kfivka spojujici bod s nulovym potencidlem a 7. Z toho vyplyva, Ze pro
vztah elektrického potencialu V' a elektrického pole plati

aV oV
5o =-E a 5-=-E,

JestliZe je kiivka uzaviend, je kiivkovy integrdl nulovy (coZ je ekvivalentni podmince, Ze
nezélezi na integracni cesté, viz [19]). S vyuzitim znalosti Greenovy véty miZeme psat

v 9%V
0= ?{de—i—Edy //( y)dXdy //(8)68)7 8y8x)dXdy 0-

Elektricky potencidl tedy miizeme spocitat jako kmenovou funkci diferencidlni rovnice
—E,dx— Eydy = 0. VyfeSenim této diferencidlni rovnice ziskime ekvipotencidlni kiivky
V(x,y) = c elektrického potencidlu V (x,y), které spojuji body se stejnym elektrickym po-
tencidlem. Najdéte V(x,y), jestlize méfeni elektrického pole ddvaji

s (~we Y1) _(E
B —2ye_x2_y2 N Ey .

Reseni. Ze zadani sestavime diferencialni rovnici ve tvaru

(2xe " —1)dx+ (2ye ™ >")dy =0.
Nejprve ovéfime, Ze se jednd o exaktni rovnici, tj.

J0E, » 2 OE
— _dyye ¥V = 2
dy e ox’
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z Cehoz vidime, Ze tomu tak skutecné je. Nyni obdobné jako v pfedchozich piikladech
najdeme kmenovou funkci V (x,y). Integraci ziskdme

2 2
= s > = _/ / el W i S A
V(x,y) /<2xe 1) d R R I RN
=—x— /et dt = —x—e ™ +¢()
a zdroven vime, Ze plati
V(x,y) = /2ye—x2_yz dy t = —x? _y2 _ —/et dr — _e_xz_yz +e(). 4.3)
’ dt = —2ydy

Kmenovou funkci tedy mizeme ziskat jako soucet téchto vyrazi, pricemz Cleny, které
se objevuji v obou vyrazech, bereme pouze jednou. Ziskame tedy

Vx,y) = eyt
A

Priklad 4.8. Proudnice
Proudnice jsou mnoZina kiivek, které jsou te¢né k vektoru rychlosti proudu. Tyto kiivky
ukazuji smér, ve kterém se pohybuji ¢édstice proudu, pricemz kazdym bodem proudici
kapaliny prochdzi pravé jedna proudnice (tj. proudnice se neprotinaji). UvaZzujme rych-
lostn{ pole (u,v) dvoudimenzionélniho nestlacitelného proudu. Pro nestlaitelny proud
jsou zmény hustoty zanedbatelné. Necht’ je mnoZina kiivek proudu zadédna y(x,y) = c.
Vektory rychlosti jsou k témto kiivkdm tecné, situace pro jednu proudnici je zndzornéna
na Obrazku 4.1. Podél kiivky y(x,y) = ¢ tedy plati nasledujici

dy ay

dy v
& u v ox +8y Y

Z toho plyne

u a v tedy miZzeme zapsat jako

Protoze proud je nestlacitelny, plati

du dv Y Py Iy
a‘i‘a_y —0, z ¢ehoz plyne m = 3);76

Tim jsou splnény podminky pro exaktni diferencidlni rovnici a ¥ najdeme vyfeSenim rov-
nice
vdx —udy = 0. 4.4)
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Y(x,y)

| X

Obrazek 4.1: Proudnice

\

S vyuzitim téchto znalosti najdéte proudnice, jestlize vite, Ze

y a X
- V= —5——.
x2+y2 x2_|_y2

Reseni. Nejprve dosadime hodnoty ze zadani do rovnice (4.4), ¢imZ ziskame

xdx ydy xdx—+ydy
+ = =0.
x2 _|_y2 x2 _|_y2 .X2 _|_y2

vdx —udy =

Ovéfteni exaktnosti této rovnice ponechdme na Ctendfi. Rovnici ddle feSime jako v pted-
chozich ptikladech, tj.

viey)= [

X

1 2 2

Funkci ¢(y) ziskdme z rovnosti

2(x2+y?) te

z ¢ehoZ plyne
d(y)=0, atedy c(y)=c.

Reseni tedy miZzeme zapsat ve tvaru
1 2 2
5 111 |)C +y | - C7

z ¢ehoZz tpravou ziskdme
x>+ y? =e* =k.

Proudnice jsou v tomto ptipadé kruhy se sttedem v pocatku.



Kapitola 5

Linearni diferencialni rovnice 2. radu
s konstantnimi koeficienty

Definice 5.1. Diferencialni rovnici ve tvaru
y'+ay' +by = f(x), (5.1)

kde a, b jsou redlné konstanty a f je redlnd spojitd funkce definovand na néjakém otevie-
ném intervalu J, nazyvame linedrni diferencidlni rovnice 2. iddu s konstantnimi koefici-
enty. Pokud je f(x) = 0, hovofime o homogenni rovnici (5.1), v opaéném piipadé rovnici
(5.1) nazyvame nehomogenni. Resenim rovnice (5.1) v otevieném intervalu J rozumime
kazdou funkci, ktera mé v J spojité derivace do fadu dva a splituje rovnost (5.1). Uloha
najit feseni y(x) rovnice (5.1) spliiujici pocatecni podminky

y(x0) =yo,  ¥'(x0) =y1, (5.2)
kde xg € J, yo, y1 € R se nazyva pocdtecni (Cauchyho) tiloha (Ci problém).
Dtikaz nésledujiciho tvrzeni je uveden napt. v [51].

Véta 5.2 (O existenci a jednoznacnosti feSeni). Necht’ je funkce f :J — R spojitd a necht’
Yo, Y1 € R, xo € J. Pak existuje prdvé jedno reSeni y(x) diferencidlni rovnice (5.1) defino-
vané na intervalu J a splitujici podminky (5.2).

Homogenni linearni diferencialni rovnice 2. radu
Podobné jako v piipadé homogenni linearni diferencidlni rovnice 1. fddu nazyvame rovnici

y'+ay +by=0 (5.3)

pridruzenou homogenni rovnici rovnici (5.1). Rovnice (5.3), obdobné jako homogenni
linearni diferencidlni rovnice 1. fadu, ma vzdy trividlni feSeni y = 0. Dikaz nasledujiciho
tvrzeni je uveden napft. v [53].

Véta 5.3 (Princip superpozice). Necht’ yi,y; jsou libovolnd FeSeni rovnice (5.3) na inter-
valu J. Pak je téz
y=ciy1t+c2y2, kde C17C2€R7

FeSenim rovnice (5.3) na J.

—105-
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Definice 5.4. Dvojice feSeni y;, y, rovnice (5.3) definovanych na intervalu J se nazyva
Sfundamentdlni systém resent, kdyZz

Wiyi(x),y2(x)] = det B,ig; iggﬂ #0, VxelJ.

Determinant W y; (x),y2(x)] se nazyva Wronskidn funkci y;, y.
Dtikaz nasledujiciho tvrzeni je uveden napft. v [53].

Véta 5.5. Reseni yy, y» rovnice (5.3) jsou linedrné nezdvisld na intervalu J prdvé tehdy,
kdy? je jejich Wronskidn riizny od nuly v néjakém bodé x intervalu J.

Dtikaz nasledujiciho tvrzeni je uveden napt. v [51].

Véta 5.6. Necht’ yi, y, je fundamentdlni systém reSeni rovnice (5.3). Pak je

y=ciy1+c2y2
obecné veseni rovnice (5.3).

Stejné jako v pfipadé linearni diferencidlni rovnice 1. fadu se nejprve naucime feSit
homogenni rovnici, k ¢emuZ potfebujeme spocitat kofeny charakteristického polynomu
A% +al +b = 0. O riznosti vysledkd a jejich vyznamu pro feSeni homogenni rovnice
hovorti nasledujici véta, jejiz dikaz je uveden napt. v [51].

Véta 5.7. Necht’
A2 +al+b=0 (5.4)

Jje charakteristickd rovnice pro rovnici (5.3). Koreny charakteristické rovnice miiZeme
obecné vyjddrit jako

V zdvislosti na hodnoté diskriminantu D = v/ a* — 4b pak rozliSujeme 3 pripady:

1. Jestlie D > 0, pak md rovnice (5.4) dva ruzné redlné koreny

M= (—a+\/a2—4b), A= (—a— a2—4b)

| =
N =

a funkce eM* a e** tvori fundamentdlni systém Feseni rovnice (5.3). Jeji obecné

reSenti je ve tvaru

y=rcj eM 4 cze}“ﬂ.
2. Jestlize D = 0, pak md rovnice (5.4) dvojndsobny redlny koren A = —%a a funkce
e* a xe* oFi fundamentdlni systém FeSeni rovnice (5.3). Jeji obecné resent je

y =eM(c1 + ex).
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3. JestliZe D < 0, pak md rovnice (5.4) komplexné sdruZené koreny

1 1
Ma=o=xif, kde a=—5a, ﬁ:?/4b_a2_

Fundamentdlni systém FeSeni tvori funkce e**cosfx a e* sinfx. Obecné FesSeni
rovnice (5.3) je v tomto pripadé

y =e%(cycos Bx+ cpsinfx). (5.5)

Poznamka 5.8. Vzorec (5.5) 1ze upravit na tvar
y=ce®sin(fx+ o), ceR, we]l0,27),

Yev s

ktery miiZze byt pfi nékterych dvahdch vhodnéjsi. Tento tvar lze z (5.5) odvodit dpravou,
nebot’ plati

sin Bx

. €1 €2
cicosfx+crsinfx=/c?+ 3 | ———=cos fx+ ——
\ e+ NG R

Tuto rovnost miZeme prepsat jako

y = ce*sin(fx+ o),

kde ¢ = 4 /c% + c% a o je uréeno rovnicemi

C1 2 .
————=cos® a —— =sino,
2, 2 2, 2
\Vertea crte
ze kterych plyne
€2
W = arctg —.
1

Nehomogenni linearni diferencialni rovnice 2. radu
Dtikaz nésledujiciho tvrzeni je uveden napft. v [53].

Véta 5.9. Obecné reSeni nehomogenni rovnice (5.1) muZeme zapsat jako

Y(x) = yp(x) +yu(x),

kde y, je partikuldrni 7eSeni rovnice (5.1) a y, je obecné FeSeni pridruzené homogenni
rovnice (5.3).

Obecné feSeni nehomogenni rovnice (5.1) lze ziskat napt. metodou variace konstant.
Dalsim zplsobem je metoda neurcitych koeficientl, kterou je mozné pouzit pouze v pii-
padé specidlni pravé strany. Oba tyto postupy si nyni podrobnéji popiSeme a ukdZeme na
prikladech.
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Poznamka 5.10 (Metoda variace konstant). Obdobné¢ jako u linedrnich rovnic prvniho
fadu spociva myslenka této metody v tom, Ze ziskdme feSeni pridruZzené homogenni rov-
nice, které poté vyuZijeme pro feSeni rovnice nehomogenni. Nejprve tedy najdeme feSeni
pridruzené homogenni rovnice (5.3), jeZ mlizeme obecné zapsat ve tvaru y = c1yj + ¢2y2.
Konstanty ¢ a ¢; poté nahradime nezndmymi funkcemi c¢j(x) a ¢ (x). Partikuldrni fe-
Sen{ rovnice (5.1) miZeme zapsat ve tvaru y, = c1(x)y (x) +c2(x)y2(x). Derivovanim této
rovnosti ziskdme
Yy = €1¥1 4 chy2 + 1y + cayh.
Predpokladejme, Ze nezndmé funkce ¢ (x) a cp(x) spliiuji rovnost
cy1+cay2 =0. (5.6)
S vyuzitim tohoto predpokladu mizZeme psat
/ / /
Yp = €1 T2y
Derivovanim tohoto vyrazu dostaneme
1/ ) 2 ) /!
Yp = C1Y1 T C1yy + 6yt C2y).
Nyni vyrazy pro y,, y; a yg dosadime do rovnice (5.3), ¢imZ po tprave ziskdme
10 +ayy +by1) +ea(y7 +ayh + bya) + iy + oy = f(x). (5.7)
Funkce y; a y, jsou feSeni pfidruzené homogenni rovnice, a tedy pro né plati
Wtayi+by1 =0 a Yy+ay,+by,=0.
Rovnici (5.7) miiZzeme zapsat ve tvaru
) )
ciy1+cayy = f(x). (5.8)

Rovnice (5.8) spolecné s rovnici (5.6) tvori soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych,
ze které jiz miZeme najit konkrétni hodnoty c; a c,. Jejich dosazenim do feSeni pridru-
zené homogenni rovnice ziskdme partikuldrni feSeni rovnice nehomogenni, které bude
ve tvaru y, = ¢1(x)y1(x) + c2(x)y2(x). Obecné feSeni nehomogenni rovnice je pak podle
Véty 5.9 souctem partikularniho feSeni nehomogenni rovnice a obecného feseni rovnice
homogenni. Tento postup feSeni si ukdZzeme na nasledujicim prikladu.

Priklad 5.1. Vyfesme diferencialni rovnici

Y —4y +4y = xe*.

Reseni. Nejprve se zaméfime na pfidruzenou homogenni rovnici, ktera je ve tvaru
/! /
Y =4y +4y=0.
Charakteristicka rovnice je tedy

A2 —4A4+4=0=(1—2)%
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Tato rovnice mé dvojnasobny kofen A; = A, = 2. Podle Véty 5.7 tvorfi fundamentalni
systém feseni funkce y; = e** a y, = xe>*. Obecné feSeni piidruzené homogenni rovnice
muZeme zapsat ve tvaru

yn = e (c1 + cax).

Nyni s vyuzitim pfedchozi pozndmky sestavime soustavu rovnic pro ¢ a b, tj.
cie® +chxe* =0

2cie* + ch (e + 2xe>) = xe™,

ze které napf. pomoci eliminace nebo Cramerova pravidla ziskame

/ N v o z_ 7 vz x2
¢y =x, zcehoZintegrovanim obdrzime ¢ = 5
Dosazenim tohoto vztahu do prvni rovnice pak pro c; dostaneme
2 X
¢} +x*=0, zc&ehoZintegrovinim ziskdme c¢| = 3
Partikularni feSeni nehomogenni rovnice je tedy ve tvaru
3 2 3
2x 2x Ao X 2 X ox
yp =cC1€7 +cpxe” = ——€e7 + —xeT = —e7.
g 3 2 6
Nyni jiz miZeme zapsat hledané obecné feSeni
3 3
X2 2 X 2
y(x) =yp+yn= 6 e (1t ex) = (g +cC1 +62X)6 "

A

Poznamka 5.11 (Metoda neurcitych koeficientii). Metodu neurcitych koeficientt mu-
Zeme pouzit v pripad¢ specidlni pravé strany. I v tomto pifipadé ovSem musime nejprve
vyresit pridruZenou homogenni rovnici. Poté hleddme partikuldrni feSeni nehomogenni
rovnice, pro které v piipadé pravé strany f(x) ve tvaru

f(x) = Om(x)e™,
kde Oy, (x) je polynom m-tého stupné, plati
yp = xkém(x> e(xx7

kde k je ndasobnost ¢isla o coby korene charakteristického polynomu a Qm (x) je polynom
stupné nejvySe m. JestliZe je prava strana ve tvaru

£(x) = €% [Pu(x) cos B+ 0, (x) sin B,

kde B, (x) je polynom stupné m a Q,(x) polynom stupné n, pak pro partikuldrni feSeni
nehomogenni rovnice plati

yp = ¥e% [P.(x) cos Bx + Oy (x) sin Bx],
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kde k je nasobnost &isla o + i coby kofene charakteristického polynomu a P,(x), Oy (x)
jsou polynomy stupné nejvyse r, kde r = max{m,n}. Tento postup miZzeme vyuZit i v pfi-
padé, Ze je na pravé strané soucet vice nehomogenit, napf. prava strana je ve tvaru

f(x) = Om(x) ™ + ™ [Py (x) cos Bx+ Op(x) sin Bx].

V tomto pfipadé¢ je feSeni souctem jednotlivych feSeni, které odpovidaji prisluSnym ne-
homogenitdm. Podle Véty 5.9 miZeme feSeni zapsat jako soucet partikuldrniho feSeni
nehomogenni rovnice a obecného feSeni rovnice homogenni. I tento postup feSeni si nyni
ukazeme na prikladu.

Priklad 5.2. VyfeSme diferencidlni rovnici
y" =2y 45y = 2e* cos 2x. (5.9)
Reseni. Nejprve se zaméfime na pridruZenou homogenni rovnici, kterd je ve tvaru

y' =2y +5y=0.
Charakteristicka rovnice je tedy

A?—24+5=0.
Tato rovnice ma komplexné sdruZené kotfeny

AMo=1%2i.

Podle Véty 5.7 tvoii fundamentélni systém feSeni funkce y; = e*cos2x a y, = e*sin2x.
Obecné feSeni pridruZzené homogenni rovnice miZeme zapsat ve tvaru

yn = ¢€*(c1co82x+ ¢y sin2x).

Nyni najdeme partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice. Prava strana nehomogenni rov-
nice je ve tvaru

£(x) = €% [P (x) cos B+ O (x) sin B,

kde v =1, =2, P(x) =2, 0(x) =0. Cislo A = a+iff = 1+2i je jednoduchym kofenem
charakteristické rovnice
A2 =24 +5=0.

Partikularni feSeni je tedy podle vySe uvedené poznamky ve tvaru
yp = xe* (ﬁo cos2x + Qpsin 2x).
Derivaci tohoto vyrazu ziskdme
y;, = Pye* cos2x + Pyxe® cos 2x — 2 Pyxe” sin 2x + éoex sin2x + éoxex sin2x + ZQoxex cos 2x,
coZ muZeme upravit na

yp, = ecos 2x[Py 4+ x(Py +200)] + € sin 2x[Qo + x(Qp — 2By)].
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Druhou derivaci a tpravou dostaneme
Yy = e*cos 2x[Py(2 — 3x) +4Q0(1 +x)] + " sin 2x[—4R (1 4 x) + Qo (2 — 3x)]
Dosazenim do rovnice (5.9) a naslednou tpravou ziskdme rovnost
4éoex cos 2x — 4Pye* sin2x = 2e* cos 2x,

z ¢ehoZ porovnanim koeficientd uzZ mizeme urcit hodnoty

1 ~
- P = 0.
2 &

Partikularni feSeni nehomogenni rovnice je tedy

Qo =

yp = =xe"sin2x
2
a obecné feseni miiZzeme psat ve tvaru

1
y(x) =yn+yp =e"(c1co82x+cp8in2x) + Exex sin2x.

A

Typickou aplikaci vedouci na rovnice druhého faddu je kmitdni, o kterém se Ctendfr
docte vice napt. v [10], [15], [16] ¢i [52]. V nésledujicich piikladech budeme uvaZovat
zavésenou pruZinu, na jejiz konec upevnime zavazi o urcité hmotnosti m, ilustrace takovéto
pruziny je na Obrazku 5.1. Toto zavazi zptsobi natazeni pruziny o délku s. Podle Hookova
zakona je deformace télesa rovna sile, kterd na toto téleso pusobi. V naSem piipadé€ si
deformaci (tj. zménu plvodni délky pruziny) miZeme zapsat jako soucin k - s, kde k je
konstanta tuhosti. Tato konstanta uddva odolnost pruziny vaci nataZeni Ci stlaceni, jeji
jednotka je N-m~!. Na tuto pruZinu plsobi zdroveii gravita¢ni sila mg. Pro pruZinu se
zavazim, kterd je v klidu (tj. rovnovaZzné poloze), tedy musi platit rovnost

ks = mg.

Predpokladejme nyni, Ze pruZinu se zdvazim natdhneme o néjaké yy doll a poté ji pus-
time. Oznacme y = y(¢) vzddlenost zdvazi od rovnovazné polohy (ve které y = 0), pficemz
uvazujeme y kladné ve sméru svisle dolt. Sily plisobici na zdvazi jsou tedy: gravitacni sila
F, = mg s kladnym znaménkem, nebot’ tato sila piisobi smérem svisle doli (a my v tomto
sméru uvazujeme y kladné). Déle na téleso plsobi tlumici sily (v€etné vnitfniho odporu
pruziny), které jsou umérné rychlosti y', tedy F, = —c% = —cy'. Posledn( sila, kterd na
téleso pusobi, je rovna deformaci, miZzeme tedy pséat F; = —k(s+y). Vyslednou silu F
miZeme zapsat jako F' = F, — F,, — F;. Podle Newtonova druhého zdkona plati rovnost
F = ma, kde a = y" je zrychleni. Z téchto informaci miZeme sestavit diferencidlni rovnici

my" =mg —ks —ky—cy'.
Zaroven vime, Ze ks = mg, rovnici tedy mliZeme upravit na

my” +cy +ky = 0.
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Obrazek 5.1: Pruzina

Pocdte¢ni podminky tohoto problému miZeme zapsat jako y(0) = yp a y'(0) = v, pfi¢emZ
druha podminka fikd, Ze jsme nataZenou pruzinu pustili s poc¢atecni rychlosti vy. Nyni si na
konkrétnich piikladech ukazeme rtizné moznosti toho, jak bude pruzina kmitat. Zacneme
nejjednodussi moznosti, a to prikladem, ve kterém zanedbame tlumici sily (tj. ¢ = 0).

Priklad 5.3. Harmonické kmitani

PruZina se zdvaZzim o hmotnosti 0,1 kg m4 v klidu délku 0,5 metru. Abychom tuto pruzinu
natdhli na 0,7 metru, musime vynaloZzit silu 2 N. Najdéte pozici zdvazi jako funkci Casu
t v pripadé, Ze pruzinu takto natdhneme a poté ji pustime s nulovou pocétecni rychlosti.
Uvazujte tlumici silu rovnu nule.

Reseni. S vyuZitim vztahd uvedenych vyse sestavime rovnici
iz
my" +ky =0,

kde v nasem piipadé m = 0,1 a k = 10, nebot” plati rovnost k- 0,2 = 2. Mame tedy homo-
genni rovnici
0,1y +10y =0 neboli y”+ 100y = 0.

Charakteristicky polynom A2+ 100 = 0 m4 kofeny 1, 2 ==x10i. Reseni rovnice je ve tvaru
y(t) = c1cos 10t + ¢ sin 10z.
Dosazenim podminek y(0) = 0,2 a y’(0) = 0 ziskdme hodnoty konstant c; a ¢, z rovnosti

0,2 =c1cos0+cpsin0, zcehoZplyne ¢} =0,2

y(t) = —7Tcysin10t +7ccos 10t,  z &ehoZ dosazenim y'(0) = 0 mdme ¢ = 0.
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Vzdilenost od rovnovdzné polohy v Case ¢ tedy mtZzeme zapsat jako y(¢) = 0,2cos 10z.
Pribéh této funkce je pro ilustraci znazornén na Obrazku 5.2.

A

Funkce y(r) = 0,2cos 10z ¢i napt. g(r) = 0,2cos5¢ popisuji tzv. harmonické kmitdni.
Obecné miizeme feseni rovnice y” + g%y = 0, kde ¢> = n%, s podminkou y'(0) = 0, zapsat
ve tvaru y = ygcosqt, kde y(0) = yy. Uhlovi frekvence kmitd je poté dana konstantou g,
periodu kmiti miZeme zapsat jako T = 27”

Obrazek 5.2: Harmonické kmitani

V dalSich ptipadech uvazime redlnéjsi situaci, ve které jiz vystupuji tlumici sily. Rov-
nice je tedy ve tvaru
my’ +¢cy +ky=0

a jeji charakteristicky polynom muZeme zapsat jako mA? + cA + k = 0. Kofeny tohoto

polynomu jsou
—c+Vc?—4mk

2m
Nyni vezméme v tivahu v8echny situace, které mohou nastat.

1. Pro V¢ —4mk > 0 bude mit charakteristicky polynom dva riizné redlné kofeny,
feSeni rovnice tedy bude ve tvaru

llt

y=c1eM + ¢,

Vzhledem k tomu, Ze m,k a c jsou kladna ¢&isla, bude v/¢2 — 4mk < ¢ a oba kofeny
rovnice budou zdporné. V tomto piipadé¢ tedy nedojde ke kmitani. Tento piipad silné
tlumeného neharmonického pohybu (tj. ¢? > 4mk) ukazeme v Piikladu 5.4.

2. Pro v/c¢? —4mk = 0 bude mit charakteristicky polynom dvojndsobny reélny kofen,
reSeni rovnice tedy bude ve tvaru

y=cieM +cytet.

Ani v tomto piipadg, ktery nazyvame tzv. kriticky iitlum (tj. ¢*> = 4mk), nedojde ke
kmitani, coz ukazeme v Prikladu 5.5.

3. Pro v/¢% — 4mk < 0 bude mit charakteristicky polynom dvojici komplexnich kofend.
Reseni rovnice tedy bude ve tvaru

y =el"/2M1 (¢} cos wt + ¢ sinwr),
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Vamk—c2 » . e ey gl
kde o = %. Tento ptipad tzv. tlumenych kmitii je nejCastéjsi a nejzajimavéjsi

z téchto variant. Tlumené kmitani ukazeme v Prikladu 5.6.

Priklad 5.4. Silné tlumeny neharmonicky pohyb

UvaZzme stejnou pruzinu jako v predchozim pfikladu se zavazim o hmotnosti 0,1 kg, kterou
opét s vynaloZenim sily 2 N natdhneme o 0,2 metru. Na pruZinu ale zaroven pisobi tlumici
sila takova, Ze konstanta ¢ = 2,5. Najdéte pozici zavaZzi v Case, jestliZe vite, Ze pruzina je
vypusténa s pocatecni rychlosti 0,5 metru za sekundu.

Reseni. Ze zadani sestavime diferencidlni rovnici ve tvaru
0,1y" +2,5¢'+10y=0 neboli  y"+25)y'+ 100y =0,

kde k je opét rovno 10. Charakteristickd rovnice A% +25A + 100 = 0 m4 dva rizné redlné
kofeny, nebot’ D = 252 —4-100 = 225 > 0. Tyto kofeny jsou Ao = % Reseni tedy
muiZeme zapsat jako

y= 1o 4 cpe 20

Hodnoty konstant ¢ a c; ziskdme s vyuzitim podminek y(0) = 0,2 ay'(0) = 0, 5. ReSenim
soustavy
02=ci+c; a 0,5=-5ce” —20cze”

dostaneme c; = 0,3 a ¢, = —0, 1. ReSen{ tedy miizeme zapsat ve tvaru

y=0.3e""—0,1e .

Pribéh této funkce (oznacené jako ys) je znazornén na Obrazku 5.3. AN
y
0.3 T
0.2 -
0.1t
+ + + + t T i . i s
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 09 t

Obrazek 5.3: Silné tlumeny neharmonicky pohyb a kriticky utlum

Priklad 5.5. Kriticky dtlum

Uvazme opét pruzinu se zavazim z Ptikladu 5.3. Konstanta tlumici sily je v tomto piipadé
¢ = 2. Najdéte pozici zavazi v Case, jestlize vite, Ze pruzina je vypusSténa s pocatecni
rychlosti 0,5 metru za sekundu.

Reseni. Pi feSeni tohoto piikladu postupujeme obdobné jako v Pfikladu 5.4, pfi¢emz
rovnice je ve tvaru
y" +20y + 100y = 0.
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Charakteristicky polynom
A% 4204 +100 =0

ma dvojnasobny kofen A = —10, nebot’ D = 20? — 400 = 0. Resenf rovnice tedy miiZzeme

zapsat jako

10¢ 10¢

y=cie = +cate

Hodnoty konstant ¢} a ¢; dopoéitdme z podminek y(0) = 0,2 a y'(0) = 0,5, ¢imZ ziskdme
C]ZO,Z a 62:2,5.
Hledané feSeni tedy je
y(t) =0,2e 1% 42, 57710

Graf feSeni je v tomto pifipadé velmi podobny grafu feSeni predchoziho pfikladu, funkce
oznacend y; je zndzornéna na Obrazku 5.3. Ani v tomto pfipadé nebude pruzina kmitat,
pouze se vrati do své ptivodni polohy.

A

Priklad 5.6. Tlumené kmitani

UvaZme nyni pruzinu se zdvazim o hmotnosti 1kg, kterou z ptivodni délky 0,5 metru na-
tdhneme na 1 metr s vyuzitim sily 13 N. JestliZze vite, Ze ¢ = 2, najdéte rovnici pro po-
lohu zdvazi v Case. Porovnejte situaci, ve které je pruZzina vypusténa s pocatecni rychlosti
0,5 metru za sekundu, s pfipadem, ve které je vypusténa s nulovou rychlosti.

Reseni. Obdobné jako v pfedchozich piikladech ozna¢me y(¢) polohu zdvaZzi v Case ¢
méfeném v sekundéch. Ze zadani pak sestavime rovnici, kterd je nyni ve tvaru

y'+2y +26y =0,

nebot’ z rovnosti ks = 13 as = 0,5 plyne k = 26. Charakteristickd rovnice A2 +24 +26 =0
ma dvojici komplexné sdruZzenych kofend, protoze D =4 —4-26 = —100 < 0. Tyto koreny
jsou A; o = —1+£5i ateSeni rovnice tedy miZeme zapsat jako

y =e '(cycos5t+ ¢y sin5t).

Hodnoty konstant ¢ a ¢, najdeme nejprve pro piipad, kdy y(0) = 0,5 a y'(0) = 0,5.
ReSenim soustavy ziskdme

0120,5 a 6220,2,
hledané obecné feseni tedy miZzeme zapsat jako
yi(t) =e7"(0,5co0s5t +0,2sin5¢).

Vypustime-li pruZinu s nulovou po&ate¢ni rychlosti, tj. y'(0) = 0, dostaneme hodnoty kon-
stant c; = 0,5 a ¢, =0, 1, feSeni bude tedy ve tvaru

y2(t) = e7*(0,5c0s 5t +0, 1sin5¢).

Oba tyto ptipady jsou ilustrovany na Obrazku 5.4. V grafu je zdroven pro zajimavost zna-
zornéna funkce y3(r) = e (0,5cos 5t + 0,5sin5¢), kterd odpovidd vyse uvedené pruziné
v ptipadé, Ze y'(0) = 2.

A



116 Kapitola 5. Linedrni diferencidlni rovnice 2. ¥ddu s konstantnimi koeficienty

Obrazek 5.4: Tlumené kmity

Poslednim pfipadem kmitl, ktery zde bude uvazovan, jsou tzv. vynucené Ci nucené
kmity. Situaci, ve které na pruzinu zaroven pisobi né¢jaka vnéjsi sila F(¢), mizeme pomoci
Newtonova druhého zdkona zapsat jako

my” +cy' +ky =F(t).
Tato sila je obvykle modelovana pomoci funkce F(t) = Fycos mpt, kde ay # \/% , COZ si
bliZe objasnime v nédsledujicim pfikladu a komentéfi.

Priklad 5.7. Vynucené kmity
Vyfeste obecné rovnici nucenych kmitl v piipadé, ze c =0 a F(t) = Fycos wyt.

Reseni. Rovnice, kterou chceme vyfesit, je ve tvaru
my” + ky = Fycos ayt. (5.10)

Resen{ piidruZzené homogenni &4sti je, obdobné jako v Piikladu 5.3, ve tvaru

yu(t) =cicost +cysinwt,

kde o = \/%, nebot’ kofeny odpovidajici charakteristické rovnice jsou ;o = ii\/% .

Nyni metodou neurcitych koeficienti najdeme partikuldrni feSeni rovnice nehomogenni.
Toto feSeni bude ve tvaru

yp =Asinwyt +Bcos wyt.

Derivovanim pak ziskdme
yp = pAcosmyt —wyBsinagt a y, = —w Asinwyt — 03 Bcos myt.
Dosazenim do rovnice (5.10) dostaneme rovnici
A(k —mag) sinayt + B(k — mag) cos wyt = Fycos ayt,

ze které plyne
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Reseni rovnice tedy miiZzeme zapsat jako

y(t) =cicos@t +crsinwr +

A

V pripadé, Ze se frekvence vnéjsi sily rovnd prirozené frekvenci systému, tj. @ = @y,
jsou vysledkem vibrace o velké amplitudé. Tento jev se nazyva rezonance. Rezonance pro
funkci y(¢) = 0,57 cos 5t je pro ilustraci zndzornéna na Obrdzku 5.5.

Obrazek 5.5: Rezonance

Zajimavosti je, Ze rezonance muze byt pii¢inou padu mostu, jako tomu bylo napf.
v Brougtonu (ve Velké Britdnii) v roce 1831 ¢i v Ostravé v roce 1886, viz [45]. Pii pre-
chazeni pési jednotky vojaku se oba mosty rozhybaly a spadly. Pad mostu v Ostravé vedl
v Rakousku—Uhersku k vydani nafizeni, Ze vojakiim pfechdzejicim most musi byt vydan
rozkaz zrusit krok.

V nésledujicich prikladech se podivame na dalsi fyzikdalni aplikace, jako je napf. ma-
tematické kyvadlo, volny pad s odporem vzduchu ¢i RLC obvod. Tyto piiklady jsou inspi-
rovany piiklady z [33] a [67]. Dalsimi zdroji piikladi v této kapitole jsou [1], [25] a [69].

Priklad 5.8. Matematické kyvadlo

Matematickym kyvadlem rozumime hmotny bod zavéSeny na tenkém vldkné, jehoZ hmot-
nost je zanedbatelnd. Ozna¢me 6 = O(r) thel, ktery popisuje polohu kyvadla v Case ¢.
Matematické kyvadlo je zndzornéno na Obrazku 5.6. Na hmotny bod pisobi tthova sila
a tahova sila vlakna. Silu plsobici na téleso mizeme zapsat jako F = —mgsin 0, kde m
je hmotnost, g je gravitacni zrychleni. Podle Newtonova druhého zdkona plati F = ma,
a tedy a = —gsin 0. OznaCme L délku vldkna. OkamZzité zrychleni a souvisi se zménou
uhlu 6 podle vzorce obloukové délky. OznaCme r délku oblouku, pak » = L6. Rychlost
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O W . 7 * 2 b4 . z z
muZeme zapsat jako v = g—: = L%, a zrychleni je a = L%. Z téchto informaci sestavime
pohybovou rovnici kyvadla

d?e d’0 g
— = —gsinf, neboli —5 +=sinf =0.
dr? g 2 L
Oznacme o = %, tato konstanta se nazyva frekvence kyvadla. Pro malé 6 miZeme

pouZzit aproximaci sin@ =~ 6. S vyuzitim této aproximace je pohybové rovnice linearni.
Vyieste pohybovou rovnici nejprve obecné a poté pro hodnoty L = 1 metr, 8(0) = ¢
av(0) = 7 za sekundu. Jakd je maximaln{ hodnota 6? Za jak dlouho bude poprvé 6 = 0?
Jak dlouho trv4 jeden kmit kyvadla?

Obrazek 5.6: Matematické kyvadlo

Reseni. Nejprve vyfesime homogenni rovnici

e,

Charakteristickd rovnice 12 + @* = 0 m4 kofeny A, » = +i®, obecné fesenf je tedy
0(t) =cicos@t+cysinwr.

Ze soustavy rovnic

T .
i 0(0) =cjcos0+cpsin0  a
ziskdme hodnoty konstant ¢c; = § a ¢z = 77;. Pohybov rovnice pro matematické kyvadlo

ze zadani je

= 0'(0) = —cwsin®t + c,® cos W1,

NS

T T
0(r) = gcosa)H— Esina)t.

Maximdlni hodnotu 6 najdeme jako nulovy bod 6. Z vypocétu hodnot konstant jiz vime,
Ze derivace 0 je

T T
o' = —ga)sina)t—kzcosa)t =0.
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Reseni této rovnice je

2 Y 2 )

o= tgwt, zcehoZplyne @t = arctg P +nn =0,5685 +nr.

OznaCme t; Cas, ktery odpovida této rovnosti pro n = 0, tj. o = 0, 1816. Ovéfeni toho, Ze
jde o maximum, ziskdme druhou derivaci, tj.

T T
0" (ty) = —a)zg CcosS W1y — a)Z sinwty < 0.
Maximalni thel 6,,,, je tedy
T 2 Vg 2
Oax = 3 cosarctg p + 10 sinarctg P = 0,466 rad = 26,7°.

Cas, ve kterém bude 6 poprvé 0 (tj. kyvadlo se poprvé dostane do svislé polohy),
ziskdme vyfeSenim rovnice

T T .
0= —coswt+—sinwt.
8 4w

Obdobné jako v predchozi ¢asti tilohy miiZeme rovnici upravit na

@ N ®
—5 =tgwit, z ¢ehoz tpravou Wt = arctg (—§> +nr.
Pro n =1 je tento Cas roven #; = 0,68337 sekund. Kyvadlo se poprvé dostane do svislé

polohy v tomto ¢ase. Délku trvani jednoho kmitu miiZeme ziskat napft. nasledujici ivahou.

arctg(f%)+

Jestlize vime, Ze kyvadlo bude poprvé ve svislé poloze v Case t; = > T a podruhé

arctg(—9)+2

4 n O v 7z 7z e [e] . v 7 .
v Case ) = @ , muZeme délku trvani pil kmitu (oznacme %) ziskat jako rozdil

téchto Cast, t.

T arctg(—%)+2m arctg(—3)+nm w mw i L
2 ® ® o \/g N g
L

Doba kmitu kyvadla T je tedy v nasem piipadé

T =2m,| 9,_8 =2,0071 sekundy.

Priklad 5.9. Padajici retéz

Retéz o délce [ = 5 metri klouZe z hladké (horizontdlniho) stiechy. Tésné pied tim, neZ
doslo k pohybu fetézu ze stiechy, visel dolti konec fetézu o délce a = 0,5 m. Za jak dlouho
sklouzne doli cely fetéz? Retéz je pro ilustraci znazornén na Obrazku 5.7.

A
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Obrazek 5.7: Padajici fetéz, zdroj: [25]

Reseni. Oznatme y = y(t) &ast fetézu, kterd visi ze stfechy v Ease t méfeném v sekun-
dach, m hmotnost fetézu. Na tento fetéz pusobi tihova sila, ve vodorovné Casti fetézu
pusobi proti tithové sile reakce podlozky, takze tihova sila plsobici na tuto Cast fetézu
nema pohybové ucinky. Zajima nds tedy tihova sila, kterd ptisobi na svislou ¢ést fetézu a
zplsobuje pohyb. Tu miZeme zapsat jako F' = ‘7 yg, kde g je gravitaCni zrychleni. Podle
Newtonova druhého zakona plati pro silu F rovnost F = my”, z t€chto dvou vztahl dosta-

neme rovnici g

m )
my" = 78 neboli y”’ — = 0.
Charakteristicka rovnice ve tvaru
22-% -0
l

md kofeny A, = i\/% . Obecné feseni tedy miZeme zapsat ve tvaru

y= cle\/% + cze*\/?t.

Dosazenim podminek y(0) = a = 0,5 a y'(0) = 0 dostaneme hodnoty konstant ¢; a c;
vyfeSenim soustavy rovnic

0,5=c¢ci+¢c a 0= \/%6’1 + (—@) c).

Ziskdme tedy ¢; = ¢, = 0,25. ReSeni nyni miZzeme zapsat jako

V(1) = 0,25 <e\/?’+e_\/§t>. (5.11)
Z této rovnice vyjadiime Cas Upravou a vyndsobenim vyrazem 4eV/T1 , mame tedy
2
ayeVir— (V) — 1 =0,

D . L
Tato kvadratickd rovnice pro eV 1" m4 dvé feSent

T 4yt /1624
A = VAL
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Pro nas vypocet je dilezity Cas, pro ktery plati # > 0. Pfipust'me, Ze plati rovnost

eVt =2y — /4?2 -1,

pak mlizeme s vyuzitim identity (5.11) psat, Ze

e Vit =2y /a2 1.

V tomto pfipadé je tedy
eVit<e Vit neboli Vi< 1,

coZ je spor, nebot’ tato nerovnost je splnéna pouze pro ¢ < 0. Reseni, ve kterém je ¢t > 0,

je tedy
eVt — oy /a2 1.

Tuto rovnici mizeme upravit na

[
t= \/jln(2y+ Va2 —1).
8

Z tohoto obecného feSeni jiz miZeme najit Cas ty, ve kterém cely fetéz spadne, cozZ je
v ptipadé fetézu dlouhého 5 metrti

/|5
fo = 5% In(2-5++v/4-52—1) = 2,14 sekundy.

A

Priklad 5.10. ParaSutistka

Parasutistka, kterd ma i s paddkem hmotnost 80 kg, padd dostate¢né dlouho se zavienym
padakem tak, Ze dosahne své prvni mezni rychlosti (oznaCme v), ve které je odporova
sila rovna sile vztlakové. Predpoklddejme, Ze odpor vzduchu ma velikost k;v; proi = 1,2,
pricemz stejné jako v Piikladu 2.3 uvaZzujme k; = 15 a kp = 100 (tyto konstanty jsou
uvazovany v kilogramech na sekundu). Za téchto predpokladu urcete, v jaké minimalni
vySce musi parasSutistka otevfit padak, aby pfi dopadu byla jeji rychlost maximéaln€ 101 %
jeji nové mezni rychlosti (oznacme v,).

Reseni. Oznaéme y = y(t) vertikalni vzddlenost méfenou od bodu, kdy parasutistka
otevfe padak (tento moment ozna¢me ¢t = ). Uvazujme Cas v sekundach. Newtontliv druhy
zakon 1ikd, Ze F = ma. Stejné jako v Pfikladu 2.3 mizeme tedy psat

dy . d2y
= — a = —
dt dr?’

odporovou konstantu budeme nejprve obecné znacit k. Diferencidlni rovnice 2. fadu je
tedy

mg —kv=ma, pfiemz v

/

) k
mg —ky' =my” mneboli y'+ V=g
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Y . ve v . DR /] k.o . . . , .
VyfeSme nejprve pridruzenou homogenni rovnici y” + - -y' = 0. Charakteristickd rovnice
k
AP+ =1=0
m

md kofeny A =0a A, = —%. Resen{ piidruZené homogenni rovnice je tedy ve tvaru

k
yu(t) = c1+crem’,

Partikularni feSeni nehomogenni rovnice miizeme najit pomoci metody neurcitych koefi-
cientdl, nebot’ na pravé stran¢ rovnice je polynom nultého stupné. Nula je jednoduchym
kofenem charakteristické rovnice, partikuldrni feseni tedy bude ve tvaru y, = at. Derivo-
vanim postupné dostaneme y;, =aa yg = 0. Dosazenim do nehomogenni rovnice ziskame

k m
0+—a=g, atedy a:—g.
m k
Partikuldrn{ feSent je y, = %£r. Nyni jiZ miiZeme zapsat obecné feSeni nehomogenni rov-
nice jako
_k, mg
y(t) =yn+yp=ci+cre m' + TI'

S vyuzitim poéatecnich podminek y(0) = 0 a y'(0) = v; ziskdme soustavu rovnic

k mg
0=v(0)= =v/(0) = —— —_—.
yO0)=ci+c2 a vi=)y(0) Cz( m)+ .
Jejim fesenim ziskdme hodnoty konstant ¢; = % (vi — %) a ¢y = =% (v; — %£) . ReSent

pocatecniho problému tedy miizeme zapsat jako

y(t):% [z+ (%—%) (1—e2’>} (5.12)

a pro rychlost v = y’ paraSutistky ¢ vtefin po otevieni paddku mame vztah

v(r):% {1+ <M—1> erﬁ’}. (5.13)

mg

Minimalni vysku, ve které musi parasutistka oteviit paddk, dostaneme dosazenim hodnoty
v =1,01v; do rovnice (5.13), ¢imz ziskame

k
1,01v; = % [1+ (VL— 1) e_rﬁ’} .
mg

Z této rovnice si nyni vyjadiime Cas, tj.

mg

l,Olvzk . 1 V]k _ 1
__m mg BN T
e T ) T M ok )
mg mg

z ¢ehoZ plyne
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Pro mezni rychlost plati, Ze vztlakova sila je rovna sile odporové, miizeme tedy psit, Ze
vok = mg. Dosazenim této rovnosti do vyrazu pro ¢as dostaneme

m vik
r=—1In[ 22 .
k n( 0,01 >

Tento ¢as nyni dosadime do rovnice (5.12), ¢imZ obdrZime poZadovanou minimdlni vysku,
ve které musi parasSutistka paddk otevfit, coz je

Vlk
mg | m mg Vi m 0,01
=221 —_—— 1— .
Y k[kn<(),01>+<g k)( k|

mg

Pro konkrétni hodnoty m = 80, k = k, = 100 a g = 9, 8 vypocteme nejprve mezni rychlosti
volného padu

~mg 80-9,8
k15

mg 196 m
=—=—=7,84—.
k2 25 ’ S

" £52,27? a v

Dosazenim téchto idaji a dpravou ziskame minimdlni vySku y,,;,, pro kterou plati

196 | 80 . (1% 80 80 0,01
= In| -1 — —— ) [ 1= || =75,24 metru.
Ymin = 73 [100 n( 0,01 )+<15 100) ( %4)] £ et

A

Priklad 5.11. Radioaktivni odpad

Jeden ze zplisobtli uchovani radioaktivniho odpadu je jeho uskladnéni v zapeceténych bare-
lech, které jsou nasledn€ vhozeny do mofe. Jeden z problémil tohoto zptisobu je, Ze barel,
ktery narazi na morské dno, by mohl prasknout. Bylo experimentédlné zjiSt€éno, Ze barel
mize prasknout, pokud narazi na dno rychlosti vétsi nez 12 metrd za sekundu. Najdéte
maximalni hloubku vody, do které je mozZné barel vypustit tak, Ze se nerozbije. Uvazujte
konkrétni piiklad barelu, jehoZ objem je 0,208 m>, hmotnost je 239 kg. Barel je vypus-
tén s nulovou pocatecni rychlosti z irovné motské hladiny. UvaZzujte ddle hustotu morské
vody p = 1021 kg/m?, odporova konstanta k = 1,18.

Reseni. Obdobné jako v predchozim piikladu nejprve sestavime diferencilni rovnici.
Ozna¢me y = y(t) vzddlenost barelu od hladiny v ¢ase t méfeném v sekundach. Na barel,
ktery se potdpi, pisobi ve vodé tfi sily, a to sila gravitaini F, = mg, sila odporova F, = ky’
a sila vztlakova F,; = Vpg, kde V znaci objem télesa, p hustotu kapaliny a g gravitacni
zrychleni. Ze znalosti Newtonova druhého zdkona pak mizeme psat

ma =my" =mg —ky' —Vpg,
pficemz uvazujeme y kladné ve sméru dold. Rovnici tedy miizeme zapsat jako

k v
V4 iy TP8 (5.14)
m m
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Jedna se o linearni diferencidlni rovnici druhého fadu, kterou vyreSime ndm jiz zndmym
zplisobem. Nejprve najdeme feSeni pfidruZzené homogenni rovnice y” + %y’ = (. Koreny
charakteristické rovnice
22+ 52 —0
m

jsou A = —n% a Ay = 0. ReSeni pfidruzené homogenni rovnice je tedy ve tvaru

_kt
yp=c1€ m+Ca.

Partikularni feSeni nehomogenni rovnice najdeme metodou neurcitych koeficienti. Prava
strana je v tomto piipad¢ polynom nultého stupné a nula je jednoduchym kofenem cha-
rakteristické rovnice. Partikuldrni feSeni tedy bude ve tvaru y, = at. Pro toto feSeni plati
y;, =aa yZ = 0. Dosazenim do rovnice (5.14) dostaneme

k Vv -V

—a:g—ﬁ, z ¢ehoZ plyne a:mg—pg.

m m k
Partikularni feSeni je

_1g(m—Vp)
Yo =T
Obecné feseni rovnice (5.14) miZeme zapsat jako
_kt tgim—-V
y(t) =yntyp=cie"m+cr+ %

Hodnoty konstant ¢y a ¢, ziskdme s vyuZitim pocatecnich podminek y(0) = 0a y'(0) = 0.
VyfeSenim soustavy rovnic

k -V
O=ci+cy a O:——Cl-I-M
m k
dostaneme hodnoty c¢; = 7§ (m—Vp), c; = —7%(m —Vp), hledané fedeni tedy mizeme

zapsat ve tvaru

mg k. mg tgm—Vp) gm—=Vp)/m _u m
y(t) = m=vp)e = T (m—vp)+ T - EE B (Tei - Ty,
Nyni najdeme &as 11, ve kterém je rychlost y = v = 12, coZ je maximdlni Cas, po ktery
muZe barel padat a nerozbit se o dno. Hledame tedy ¢, které vyhovuje rovnici

Troy _g(m—Vp) _—%1
Y (1) =12=E2—F (e +1),

t | 12k 239 [, 12-1,18
= — n|———— = —— In _
YTk [gm—Vp) 1,18 9,8(239—0,208-1021)

Za Cas t| prekond barel vzdalenost

. 9,8(239—-0,208-1021) (239 _1isii20s 239 )
= 239 — ——+11,298 | = 68,4175 metru.
1,18 <1,18e rig 1% > T et

} = 11,298 sekundy.

y(tr)
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Tato vzdélenost odpovidd maximalni hloubce mofte, do které miZeme popsany barel z hla-
diny vypustit tak, aby pfi dopadu na dno dosahl maximalné rychlosti 12 metrd za sekundu
a nerozbil se.

A

Priklad 5.12. Ochlazovani
Teplota télesa y = y(r) spliiuje diferencidlni rovnici

Najdéte y(t), jestlize vite, Ze y(0) = 50 a y(81n4) = 25. Za kolik minut se mira ochlazovan{
zmensi pod 1 °C za minutu? Kolik stupiid ma v tomto Case téleso?

Reseni. Uvazujme Cas v minutdch. Diferencidlni rovnice
/! /
4y’ +y =0

ma charakteristickou rovnici 4A4% + A4 = 0. Kofeny této rovnice jsou A; = —i aly=0.
X o o _1 veoo TR . P
Reseni rovnice je tedy ve tvaru y = cie” %’ +¢;. S vyuZitim pocate¢nich podminek ziskdme
hodnoty konstant ¢| a ¢, ze soustavy rovnic

50=cy+cy a 25 =C16_%81n4+02.

Resenim této soustavy jsou ¢ = % acy = ?. Teplotu y(¢) tedy mtizeme zapsat jako

80 _1, 70
t)=—e # +—.
y(t) 3¢ 13

Zména teploty je rovna derivaci y(z), tj.

,_8067%1 1 —_Zoe*if
Yy =73 1773 .

Mira ochlazovéni bude rovna 1 °C za minutu (tj. y' = —1) v ase 7o, ktery vyhovuje rovnici

20 3
1= —?e*%m, 2 &ehoz plyne 1o = —4In > =7,5885.

Pro t > ty bude mira ochlazovani mensi nez 1 °C za minutu. V Case fy ma téleso teplotu

80n3 7082,

A

V ptedchozich dvou prikladech bychom se ke stejnym vysledkiim dostali i jinym po-
stupem, a to zavedenim substituce z = y’, kterym bychom rovnice pfevedli na autonomni
rovnice 1. fadu. Napf. v Pifkladu 5.12 bychom dostali rovnice ve tvaru 47’ + z = 0, kterou
bychom vyfesili integrovdnim. Vysledné y bychom poté ziskali integraci z. Ovéreni toho,
Ze tento alternativni postup vede ke stejnym vysledkiim, ponechdme na Ctenafi.
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Priklad 5.13. Elektricky obvod II (RLC obvod)

V Prikladu 2.7 jsme uvazovali elektricky obvod R

s rezistorem R a civkou L a zdrojem napéti E AN
(napf. baterii nebo generdtorem). Nyni uvaZzme
obvod, jehoz schéma je na obrazku. Oproti Pfi- %
kladu 2.7 je v ném navic sériové zapojeny kon-
denzator C, jehoZ naboj v Case ¢t oznacime Q = L
Q(t). Proud poté mizeme zapsat jako I = dQ/dr.
Stejné jako v Pfikladu 2.7 je pokles napéti zpi- g T_——_
sobeny zapojenim rezistoru roven RI, zatimco
ubytek napéti, ktery vznikne zapojenim civky, je | |
L(dI/dt). Zapojeni kondenzatoru zptsobi pokles 3
napéti Q/C. ¢

Podle Kirchhofova zdkona je ubytek napéti roven napéti zdroje. S vyuzitim té€chto znalosti
sestavte rovnice 2. fddu pro naboj a proud a najdéte Q a I pro obvod, ve kterém je R = 20Q,
L=1H,C=5-103FaE = E(t) = 100cos 10¢, jestliZe vite, Ze jak poCatecni niboj, tak
pocétecni proud jsou rovny nule.

Reseni. Obdobné jako v Pfikladu 2.7 miZeme sestavit rovnici

dr 0
L—+RI+==E(t). 5.15
dt+ +C (t) (5.15)

Zaroven vime, 7e [ = %—% rovnici tedy miZeme prepsat na

0 pdo
Lgs HRG Q=)

coz je diferencidlni rovnice 2. fddu. Rovnici 2. fddu pro proud ziskdme derivaci rov-
nice (5.15) podle Casu, tj.
&’ dr 1

L— +R— I=F

a2 “ate ).

Nejprve vyfesime diferencidlni rovnici pro ndboj Q. Pro hodnoty ze zaddni mame rovnici
Q" +20Q" +200Q = 100cos 10z, (5.16)

takZe charakteristickd rovnice pro pridruZenou homogenni rovnici je

A2 +20A +200 = 0.

Tato rovnice ma dva komplexné sdruZené kotfeny

ResSeni pridruzené homogenni rovnice je ve tvaru

On=¢ 1% (¢ cos 10t + ¢, sin 10¢) .
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Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice najdeme metodou neurcitych koeficientl. Se-
stavme nejprve rovnici
Qp =Acos 10t + Bsin10z.

Prvni a druhou derivaci potom postupné ziskame
Q), = —10Asin10r +10Bcos 10t a  Q, = —100A cos 10r — 100Bsin 10z.
Dosazenim téchto vyrazl do rovnice (5.16) a naslednou tpravou dostaneme rovnici
100A cos 10z + 100B sin 10 — 200A sin 10f 4+ 200B cos 10t = 100cos 10z,
ze které ziskdme soustavu rovnic pro koeficienty, po iprave tedy mame

A+2B=1 a B-2A=0.

ReSen{ této soustavy jsou A = % aB %, partikuldrni feSeni miiZeme zapsat ve tvaru

Q) = < (cos 10t 4 2sin10¢) .

| —

Obecné feseni rovnice (5.16) je tedy
1
O(t) = On+0Qp =e "% (c1cos 10t + ¢, sin 107) + 5 (cos 107 4 2sin 10¢) . (5.17)

S vyuzitim podminky Q(0) = 0 dostaneme

1 1
0:c1—|—§, z ¢ehoZ plyne ¢ =—3

Hodnotu konstanty ¢, ziskdme s vyuzitim znalosti I = % a podminky 7(0) = 0. Derivaci

rovnosti (5.17) podle Casu a tpravou dostaneme vyraz
I=e1%[(=10c; 4 10¢3) cos 10t + (—10c; — 10¢3) sin 10¢] — 2sin 10z 4 4 cos 10z.

Pro konstantu ¢, plati rovnost

1 3
0= {—10- <—§> + 10C2:| +4, zcehoZplyne «c¢;= —3

Néboj v Case ¢ je tedy
1
0(t) =e 1% (—0,2cos 10r — 0,65in 10¢) + < (cos 10 +2sin 10z)
z ¢ehoz derivovanim dostaneme proud

I(1) = e "% (—4cos 10r + 8sin 10r) — 2sin 10r + 4 cos 10r =
=4cos10¢(1 —e 1) +-2sin 10¢(4e 1 — 1).
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Predchozi slovni ulohy vychazely z aplikaci z pfirodnich véd, a to prevazné z fyziky.
V nésledujicich tfech piikladech se podivame na dal$i mozné pouZiti rovnic druhého fadu,
a to z oblasti ekonomie (Pfiklad 5.14), modelovani popula¢ni dynamiky (Priklad 5.15)
a 1ékarstvi (Priklad 5.16). Zdroje nésledujicich ptikladi jsou [7], [39], [47], [60] a [69].

Priklad 5.14. Cenova politika

Vezméme nyni v dvahu spolecnost, kterd voli cenu svého vyrobku v zdvislosti na svych
zasobach. V dobé, kdy je o produkt velky zdjem a drovenl zasob se zmenSuje, spolecnost
zvysi cenu svého vyrobku, v dobé, kdy je mala poptavka, cenu naopak snizi. UvaZme spo-
leCnost, jejiz optimalni droven zasob je Zy kusi zboZi. Spole¢nost, kterd chce své zdsoby
udrzovat co nejbliZe této drovni, tedy praktikuje vySe popsanou cenovou politiku, kterou
miiZeme matematicky popsat rovnici

dp
T —k[Z(t) - Zy], (5.18)

kde Z = Z(t) je troveti zdsob v Case f, P je cena a k > 0 je konstanta umérnosti. K pied-
povédi prodeji S = S(¢) pouzivéa vedeni spolecnosti rovnici
dp
S =600—62P — 125.

Uroveii produkce Q = Q(t) urcuje vedeni spolecnosti podle
Q0 =250—-12P.

Tato strategie spoleCnosti zajisti, Ze droven zasob se bude pohybovat kolem Z,. DalSim
cilem spole€nosti je udrZet cenu dlouhodobé stabilni, nebot’ Casté vyrazné preceniovani by
mohlo odradit zdkazniky. Zménu zdsob mtiZeme zapsat jako %—f = Q(t)—S(t). S vyuzitim
vySe uvedenych informaci sestavte rovnici druhého fadu pro P, kterou déle vyfeSte. Kolem
jaké hodnoty bude cena v dlouhém obdobi oscilovat?

Reseni. Nejprve sestavime hledanou rovnici druhého f4du pro proménnou P. Tu zis-
kdme derivovanim rovnice (5.18) podle , tj.

d’pP dz dP
— = —k— = —k[0(t)=S(t)] = —k [ =350+ 50P+ 12— ).
dr? dt [2() - 5()] ( 350430 dt)

Rovnici tedy miiZzeme zapsat jako
P" ++12kP’ + 50kP = 350k

a muzeme si v§imnout, Ze jeji partikularni feSeni je P = 7. ReSeni homogenni rovnice
ziskdme pomoci charakteristické rovnice, kterd je ve tvaru

A2 +12kA + 50k = 0.

Kofeny této rovnice miizeme zapsat jako

—12k +\/144k% — 200k
Ao = > = —6k + \/36k% — 50k,
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z ¢ehoz vidime, Ze mohou nastat ti1 pripady. Pro k > % ma charakteristicka rovnice dva
ruzné redlné zaporné koreny. Reseni homogenni rovnice je tedy ve tvaru

}th

Py(t) = cie™ + Czelzt

obecné feSeni nehomogenni rovnice je pak
P(t) = c1eM + e +7.

Vzhledem k tomu, Ze A » jsou zdporné, feSeni homogenni rovnice ptjde s rostoucim Ca-
sem k nule a cena se bude pohybovat v blizkosti hodnoty 7, coz odpovidd pozadavkim
vedeni spoleCnosti na stabilitu ceny.
Pro k = % ma charakteristickd rovnice dvojndsobny kofen A = —6k = —23—5, feSeni
homogenni rovnice je
PH(l‘) = (Cl +c2t)e’1’.

Obecné feSeni nehomogenni rovnice miiZeme zapsat jako
At _%y
P(t)=(c1+cat)e™ +7=(c1+cat)e 3" +7.

v ¥ - P ) Ly P . v
I v tomto pifpadé jde vyraz e~ 3' s rostoucim ¢asem do nuly, vyraz ¢yt jde oviem do
nekonecna. Tuto limitu miiZzeme vyfesit pomoci 1’Hospitalova pravidla, tj.

. _25,
limcyte” 37 = lim ——

Czt
[—o0 1= o }

) |

t—>oo 25 235t -
3

Cena je v dlouhém obdobi tedy opét v blizkosti hodnoty 7.
Pro k < % ma charakteristickd rovnice dvojici komplexné sdruZenych kotenti. Resen{
homogenni rovnice je tedy ve tvaru

Py (1) = e ¥ () cost\/50k — 36k2 + ¢y sint\/ 50k — 36k2),

obecné feSeni nehomogenni rovnice miZeme zapsat jako

P(t) = e % (c) cost\/50k — 36k2 4 ¢ sint\/ 50k — 36k2) +7 =

= ce % sin(r/50k — 36k2 + ®) + 7,
kde druhd rovnost vychdzi ze znalosti Pozndmky 5.8. I v tomto ptipadé€ bude cena oscilovat
kolem hodnoty 7. Ve vSech ptipadech se v dlouhém obdobi bude cena pohybovat kolem
hodnoty 7, velikost vychylek vSak zalezi na konkrétnich hodnotach parametrd. Kazdo-
padné se spolecnost nemusi obdvat nestability své cenové politiky.

A

Priklad 5.15. Populaé¢ni model s migraci
Uvazujme dvé zemé, které oznacime A a B. Tyto zemé€ majf stejnou pfirozenou miru ristu
populace r % za rok. Emigrace z A do B je a % ro¢né, emigrace z B do A je b % ro¢né.
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OznaCme pocétecni populace v zemich A a B jako N4 a Np. Pro populaci v zemi A, kterou
oznacime x = x(¢), miZeme psat

dx rx—ax+by

i 5.19

dr 100 (5.19)
Pro populaci v zemi B, kterou oznac¢ime y = y(¢), miZeme analogicky psat

d —-b

&y _rmy-byrax (5.20)

100
Preved’te tento systém na rovnici druhého fadu pro x = x(¢) a vyfeste ji. Vysledek, ktery
ziskate, vyuZijte k ureni y = y(z).
Reseni. Rovnici (5.19) upravime a zderivujeme podle ¢asu, &imZ ziskdme

n_r—a, i/
¥ =T00" T 1007

Dosazenim vyrazu pro y’ pak dostaneme

, r—a, b [(ry—by+ax r—a , abx  b(r—>b)y
X = X 100 = X +

= = 5.21
100 100 100 1002 * 1002 (5:21)

Z rovnice (5.19) poté miZeme %y vyjadrfit jako %y = ¥’ — I5¢x. Dosazenim tohoto
vyrazu do rovnice (5.21) ziskdme

, Tr—a n abx+r—b , r—a
X = X X — X | =
100 1002 100 100

_2r—a—b, ab—(r—>b)(r—a)
=00 *7 1002 .

(5.22)

coz je hledand rovnice druhého tadu, ve které x zavisi pouze na Case. Oznacime-li

2r—a—>b r(a+b—r)
kf = —— ky = —5—
'“T00 Y PT T 1002
rovnici (5.22) miZeme psat jako
¥ — kX —kox = 0. (5.23)

Charakteristickd rovnice, kterd odpovidé této rovnici, je A> —kjA —ky = 0. Jeji feseni

muZeme obecné zapsat jako
ki1 4/ k% + 4ko

12=
’ 2

Diskriminant této rovnice je v pivodnich proménnych roven

D =13 +4ky =

(2r—a—b)?>—4(ar+br—r*)  [(a+b 2
100? -\ 100 )’
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reSeni charakteristické rovnice jsou tedy ve tvaru

_r _r—a—b
~ 100 2777100

Obecné fesSeni rovnice (5.23) je tedy

A

r r—a—b
x(t) = c1e10! 4 che 100 ¢

Populaci B (y()) poté miZeme s vyuZitim rovnosti %y = x' — 55 x popsat rovnici

ze které plyne
a r—a=b,

y(t) = Eeﬁ’ — cpe 100

Interpretace obou téchto vysledk je bez bliZsi znalosti konkrétnich hodnot parametrt po-
nékud nesnadnd, nebot’ pro rizné hodnoty miiZe dojit jak k rustu, tak k poklesu populaci.
A

Priklad 5.16. Cukrovka

BéZny zplisob pouzivany pii diagnostice cukrovky je tzv. glukézovy tolerancni test (GTT).
Vysledky tohoto testu ov§em nejsou jednoduché na interpretaci a dva lékafi mohou ze
stejnych vysledka urcit riizné diagndzy. V 60. letech proto skupina védct sestavila model,
ktery popisuje glukézovy regulacni systém tak, aby bylo podle vysledkt jednoduché od-
lisit zdravého ¢lovéka od cukrovkare. Tento jednoduchy model vyzaduje pouze vysledky
krevnich testd provedenych v riiznych casovych okamzicich GTT. Dulezité jsou pro néj
dvé koncentrace, a to koncentrace glukézy v krvi G = G(t) a Cista koncentrace hormont
H = H(t). Mezi tyto hormony pati{ napf. inzulin ¢i kortizol. Model miZe byt popséan sou-

stavou rovnic 4G dH
EZFl(G,H)—i_J(t) a E:FZ(G,H),

kde Fi(G,H) a F»(G,H) maji spojité parcidlni derivace 1. fadu a J(z) je externi mira,
kterou se zvySuje koncentrace glukézy v krvi. Hodnoty u pacienta, ktery pfichdzi na GTT
po minimdlné 8 hodindch bez jidla, ozna¢ime Gy a Hy. Toto implikuje, Ze Fi(Go,Hy) =0
a F>(Go,Hp) = 0. ProtoZe nds zajimaji odchylky od té€chto pivodnich hodnot, oznaéme
g =G —Gp ah=H — Hy. Rovnice pak miiZzeme psat ve tvaru

dg dh

EZF](Go—l—g,Ho—}—h)—FJ(l) a E:Fz(Go—i—g,Ho—l—h). (5.24)

Zaroven mizeme Fy (Go + g, Hy + h) zapsat jako

dFi(Go,Hp) N dFi(Go,Hp)

F; Ho+h)=F; H
1(G0+g7 0+ ) 1(G07 0)+ aG 8 oH

h+eq,

pro F>(Go + g,Hy + h) pak analogicky plati

dF>(Go,Hp) n dF>(Go,Hp)

F Hy+h) =F H
2(G0+g7 0+ ) 2(G07 0)+ aG 8 oH

h+es.
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Hodnoty e; a e, jsou fddoveé menSi neZ g a h, a tak je za prfedpokladu, ze se G a H odchyli
od Gy a Hy pouze o malo, miZzeme zanedbat. Rovnici (5.24) miZeme tedy prepsat do tvaru

dg  dFi(Go,Hy)  dFi(Go,Hp)

a - ac ¢ om0,
dh _ dF(Go,Ho) . dF>(Go,Hp)
@& 9G ° oH

(5.25)
h.

Hodnoty vyrazi

dF(Go,Hy) JF\(Go,Hy) JF>(Go,Hy) JF>(Go,Hp)
G ’ oH ’ G ’ oH

v s

nejsme schopni urcit, mizeme vsak urcit jejich znaménka. Podrobnéjsi odvozeni toho, Ze
. . v R (Go,Hy) . < v . .
vSechny tyto vyrazy, az na %, jsou zéaporné, a dals$i podrobnosti o0 modelu najde

Ctenaf napf. v [7], [39] nebo v [60]. OznaCme pro prehlednost

_ dF(Go,Hy) S dF1(Go,Hp) S dF(Go,Hp) S dF(Go,Hp)
T 9 T 9H T 9 YT OH

Pro kladné konstanty m,m;,m3, m4 pak mizeme soustavu (5.25) prepsat do tvaru

d
8 _ —m1g —mah+J(t), (5.26)

dh

— = —myh. 5.27

G 38— m (5.27)
V pribéhu GTT jsou méfeny pouze hodnoty G, tuto soustavu tedy prevedeme na rovnici

2. fadu pro proménnou g. Derivaci rovnice (5.26) podle ¢ dostaneme

d’g dg dh dJ

@ My Ty T

Dosazenim za % z rovnice (5.27) ziskame
d%g dg dJ
@ = —mla —myms3g + m2m4h + E
Zaroveni vime, Ze moh = —i—f —myg+J (1) (ato z rovnice (5.26)). Rovnice v proménné g
je tedy
d? d d dJ
jzg = —mld—f — mym3g +my —d—‘f —mig+J(0) |+ =
dg dJ
= _E(ml +my) — g(mayms +mymy) +myJ (t) + e
Oznaéme o == %, cog =moms+mimy a S(t) :=myJ(t)+ %. V rovnici

g +2ag +wig=S(1)
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je pravé strana nenulova pouze pro kratky ¢asovy okamzik, ve kterém neni glukdza jesté
vstiebdna. Oznacime-li = 0 jako Cas, ve kterém je glukéza vstiebana, miZzeme model
popsat homogenni rovnici

¢ +20g + wig=0. (5.28)

Za predpokladu a® — @3 < 0 tuto rovnici vyfeste a najdéte tak vyrazy pro g(t) a G(r).
Ozna¢me ddle tzv. prirozenou periodu Ty := % Z vyzkumu vyplyva, ze je-li Ty < 4
hodiny, jednd se o zdravého Cloveka, pro Tp > 4 jde u pacienta o mirnou formu cukrovky.
Tento model je ti¢inny pouze pro urceni mirné formy cukrovky, protoZe pfi jeho konstrukci
predpoklddame malou odchylku G od Gyp. S vyuzitim této znalosti rozhodnéte, zda je
zdravy pacient, jehoZ koncentrace glukézy v krvi v Case spliiuje diferencidlni rovnici

1 1 1 75 mg glukézy
G'+——CG G= 5.29
20 (mim ~ T 2500 (min)2 2500 100 ml krve (5:29)
a podminky G(0) = W a G'(0) = —aG(0), kde a > ﬁ%. Tuto rovnici

také vyreste.
Reseni. Nejprve vyfesime homogenni rovnici (5.28), jejiZ charakteristickd rovnice je
A2 +20A +af =0.

Koreny této rovnice miiZeme obecné zapsat jako

Za predpokladu, Ze > — wg < 0, jsou kofeny charakteristické rovnice

Ma=—atiy/ o — a2

Oznaéme ©? = a)g — o2, Reseni rovnice (5.28) pak miiZeme zapsat ve tvaru
g(t) =e ¥ (cicoswt+crsinwt) = ce” * sin(wt +5).
Pro koncentraci glukézy v krvi tedy plati vztah
G(t) = Go+ce ¥ sin(wt+95).

V této rovnici je 5 nezndmych konstant (G, ¢, @, @y a ). Jejich hodnoty bychom ziskali
z vysledka krevnich testi provedenych v pribéhu GTT.
Nyni najdeme pfirozenou periodu 7y pro pacienta ze zadani. Tato perioda je ddna jako

2T Coyn 2 1 Xahd _ 1 -
Ty = &, PriCemZ pro ay plati, Ze @y = 2500 (min?? 2 ¢ehoz plyne @y = 55 i neboli

Wy = %. Pro pacienta je tedy

= gn = 5,24 hod.
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Vyse uvedeny model tedy prfedpovida, Ze pacient je cukrovkar.
Zbyva vyfesit diferencidlni rovnici (5.29) pro tohoto pacienta. Charakteristickd rovnice
pridruzené homogenni rovnice je

1 1
AP —A+-——=0.
20" " 2500
Jeji kofeny jsou A » = —% + 13@, feSeni pridruzené homogenni rovnice je tedy ve tvaru

_u, _1,
Gy =ci1e” 0" +cre 257,

K vypoctu partikularniho feSeni miZzeme vyuzit metodu neurcitych koeficientd. Partiku-
larni feSent je ve tvaru

pfi¢emzZ plati
1 3
a =
2500 10000’

Reseni rovnice (5.29) tedy miizeme zapsat ve tvaru

z ¢ehoZ plyne a=

G(t) = G +Gp= Cle_%t+cze_27_s’_|_

W

Hodnoty konstant ¢ a ¢; ziskdme z podminek ze zadénd, tj.

G0)=1,5=c;+c2+0,75, atedy c¢;+c=0,75,

11 7
G0)=—1,50=——c| — ==¢3.
( ) ) SOCI 25C2
ReSenim této soustavy dostaneme ¢; = % —25aac; = —% +250. Reseni je tedy

7 33 3
G(t) = (5 . 25a) e 0!+ <_E +25a> S L ot



Zaver

Prace se zabyvala oby€ejnymi diferencidlnimi rovnicemi prvniho a druhého radu. Byla zde
uvedena teorie k vybranym typim rovnic — konkrétn€ k rovnici se separovanymi promeén-
nymi, rovnici homogenni, linedrni rovnici prvniho i druhého fddu, Bernoulliho a exaktni
rovnici. Tyto typy odpovidaji nalezenym a zafazenym aplikacim, jeZ jsou stézejni Casti
price. Ctendf m&l moZnost se naudit fesit tyto typy diferencidlnich rovnic a dale postupy
aplikovat pfi feSeni slovnich dloh. Z vybranych aplikaci je patrné, Ze diferencidlni rovnice
se objevuji v rliznych védnich disciplinach, a to nejen ve védach pfirodnich. Zavérem bych
chtéla podotknout, Ze tato prace pokryva pouze Cast aplikaci obycejnych diferencidlnich
rovnic, k dalSimu studiu je mozné se inspirovat také v seznamu pouzité literatury.
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