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Úvod

Tento text vznikl sepsáńım mých př́ıprav přednášek a cvičeńı k předmětu
”
Topologie“. Jako

výchoźı text jsem použ́ıval své zápisky, které jsem poř́ıdil když předmět vyučoval prof. Ro-
sický. Ten vycházel z Pultrovy knihy

”
Podprostory euklidovských prostor̊u“. Některé části

jsem rozš́ı̌ril či doplnil, čerpal jsem předevš́ım z Bredonovy knihy
”
Geometry and topology“.

To se týká také kapitol, které jsem přidal.
V textu jsou př́ıklady, které jsme dělali ve cvičeńıch označeny

”
cv“; nesepisoval jsem k

nim vzorová řešeńı. Př́ıklady označené
”
dú“ jsem nechal za domáćı úkol.

Části textu označené
”
∗“ jsou technicky náročněǰśı pasáže, které jsem někdy ani neprob́ıral

na přednášce, ale na které se mohu ptát u zkoušky. Části označené
”
∗∗“ považuji za zbytečně

těžké nebo speciálńı a ptát se na ně nebudu. Části označené jako
”
nd“ jsme nedělali, ale mám

v plánu je v budoucnu prob́ırat.
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1. Motivace

Topologie se zabývá
”
topologickými prostory“ – to jsou zhruba metrické prostory, akorát za-

pomeneme na konkrétńı vzdálenosti mezi body a zapamatujeme si pouze, které body
”
jsou

bĺızko“. Ústředńım pojmem je pak spojitosti, konkrétněji spojité zobrazeńı. Ve výsledku to
znamená, že čtverec je

”
totéž“ co kružnice (narozd́ıl od geometrie). To je proto, že existuj́ı

spojitá vzájemně inverzńı zobrazeńı mezi čtvercem a kružnićı – dohromady zadávaj́ı izomor-
fismus.

Existuj́ı i jiné druhy prostor̊u – založené na jiných typech zobrazeńı. Jedná se např́ıklad o

metrické prostory – izometrie
diferencovatelné variety – diferencovatelná zobrazeńı
algebraické variety – polynomiálńı zobrazeńı
PL (po částech lineárńı) variety – po částech lineárńı zobrazeńı
polyedry – afinńı zobrazeńı

V negeometričnosti (čtverec = kružnice) jde ještě značně dál algebraická topologie, která
prohláśı za stejné prostory i Rn a prostor sestávaj́ıćı se z jediného bodu, nebot’ Rn lze

”
spojitě

zdeformovat“ do bodu.

2. Topologický prostor

V metrickém prostoru M definujeme otevřenou kouli okolo x o poloměru ε > 0 jako

Bε(x) = {y ∈M | dist(x, y) < ε}.

Řekneme, že podmnožina U ⊆M je otevřená, jestliže pro každé x ∈ U existuje ε > 0 tak, že
Bε(x) ⊆ U . Zkráceně ř́ıkáme, že U obsahuje s každým bodem i nějaké jeho okoĺı.

Definice 2.1. Topologie na množině X je systém podmnožin X ⊆ P(X) splňuj́ıćı následuj́ıćı
podmı́nky

(1) ∅, X ∈ X ,

(2) Ui ∈ X , i ∈ I ⇒
⋃
i∈I Ui ∈ X ,

(3) Ui ∈ X , i ∈ I, I konečná ⇒
⋂
i∈I Ui ∈ X .

Topologický prostor je množina X společně s topologíı X na X. Prvky X nazýváme oteřené
podmnožiny X.

Poznámka. Podmı́nka (0) plyne ze zbylých dvou, ∅ je totiž sjednoceńım prázdného systému
podmnožin a X pr̊unik prázdného systému.

Př́ıklady 2.2.

1. metrické prostory (podrobněji to dokážeme časem),

2. pro libovolnou množinu X definujeme diskrétńı topologii na X jako X = P(X) (vše je
otevřené, je zadána metrikou dist(x, y) = 1),

3. pro libovolnou množinu X definujeme triviálńı topologii na X jako X = {∅, X} (
”
nic“

neńı otevřené, je zadána pseudometrikou dist(x, y) = 0),

4. pro libovolnou množinu X definujeme topologii konečných doplňk̊u na X jako

X = {U ⊆ X | X r U konečná} ∪ {∅},
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5. je-li X libovolná (před)uspořádaná množina, jedú 1

X = {U ⊆ X | U splňuje ∀x ∈ U ∀y ≤ x : y ∈ U}

topologie. Naopak, je-li X libovolná topologie splňuj́ıćı (2) i pro nekonečné indexové
množiny I, pak na X existuje předuspořádáńı zadávaj́ıćı tuto topologii.

Pokuśıme se nyńı dokázat, že otevřené množiny zadané metrikou opravdu definuj́ı topo-
logii. K tomu se nám bude hodit následuj́ıćı pojem.

Definice 2.3. Systém množin S ⊆ P(X) se nazývá subbáze topologie X , jestliže X je nejmenš́ı
topologie obsahuj́ıćı S.

Systém množin B ⊆ P(X) se nazývá báze topologie X , jestliže X jsou právě všechna
sjednoceńı prvk̊u B. Jinými slovy,

X = {A ⊆ X | ∀x ∈ A ∃U ∈ B : x ∈ U ⊆ A}

(protože pak A =
⋃
{U ∈ B | U ⊆ A}).

Lemma 2.4. Plat́ı, že B je báze nějaké topologie (podle definice však jediné), právě když plat́ı
následuj́ıćı podmı́nky

1. X =
⋃
B a

2. pro každé U, V ∈ B a x ∈ U ∩ V existuje W ∈ B tak, že x ∈W ⊆ U ∩ V .

Dokažte předchoźı lemma.cv

Př́ıklad 2.5. Necht’ M je metrický prostor. Potom systém kouĺı B = {Bε(x) | x ∈ M, ε >cv
0} je báźı topologie. (Prvně dokažte, že je báźı nějaké topologie, pak ji identifikujte jako
kanonickou topologii na metrickém prostoru.)

Je-li nyńı S ⊆ P(X) libovolný systém podmnožin, splňuje B = {konečné pr̊uniky prvk̊u S}
podmı́nky lemmatu a proto je topologie generovaná S právě

X = {sjednoceńı konečných pr̊unik̊u prvk̊u S}.

Definice 2.6. Podmnožina F ⊆ X se nazývá uzavřená, jestliže X r F je otevřená.

Např́ıklad v prostoru konečných doplňk̊u jsou uzavřené právě konečné množiny a X. Pro
X = C lze ekvivalentně uzavřené množiny popsat jako nulové množiny polynomů – tento
př́ıklad má zobecněńı do Cn, viz algebraická geometrie.

Poznámka. Pro uzavřené množiny plat́ı
”
duálńı“ axiomy k axiomům topologie. Ekvivalentně

je možné topologii zadat systémem uzavřených množin, které splňuj́ı tyto axiomy.

Definice 2.7. Uzávěr A podmnožiny A ⊆ X je nejmenš́ı uzavřená podmnožina obsahuj́ıćı
A, tj.

A =
⋂

A⊆F uz.

F.

Př́ıklad 2.8. Dokažte následuj́ıćı vlastnosti uzávěrucv

1. ∅ = ∅,
2. A ∪B = A ∪B,
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3. A ⊆ A,

4. A = A.

Dále ukažte, že obecně neplat́ı A ∩B = A ∩B.

Pomoćı uzávěru (nebo lépe řečeno uzávěrového operátoru) lze topologii zrekonstruovat
následovně: podmnožina A ⊆ X je uzavřená, právě když A = A.

Poznámka. Plat́ı, že topologii lze ekvivalentně zadat uzávěrovým operátorem (tj. operátorem
P(X)→ P(X) splňuj́ıćım axiomy (1)–(4)).

Lemma 2.9. Plat́ı A = {x ∈ X | ∀U otevřená, x ∈ U : A ∩ U 6= ∅}.

O bodech z pravé strany mluv́ıme jako o limitńıch bodech A (a nepotřebujeme k tomu
ř́ıct, co je to limita posloupnosti).

D̊ukaz. Plat́ı x /∈ A, právě když existuje uzavřená F ⊇ A, neobsahuj́ıćı x. Přej́ıt́ım k doplňk̊um
to je, právě když existuje otevřená U = X r F , A ∩ U = ∅ a obsahuj́ıćı x. To je ale přesně
x /∈ RHS.

Definice 2.10.
”
Duálně“ definujeme vnitřek A jako největš́ı otevřenou množinu obsaženou

v A, tj.

Å =
⋃

A⊇U ot.

U.

Ř́ıkáme, že vnitřńı body A jsou ty, které se do A vejdou i s nějakým svým okoĺım. Přesněji
okoĺı definujeme později.

3. Spojitá zobrazeńı

Definice 3.1. Zobrazeńı f : X → Y mezi dvěma topologickými prostory se nazývá spojité,
jestliže pro pro každou otevřenou U ⊆ Y je také f−1(U) ⊆ X otevřená.

Cvičeńı 3.2.cv

1. Spojitost stač́ı ověřit pro U z nějaké (libovolné) subbáze topologie na Y .

2. Zobrazeńı f je spojité, právě když vzor každé uzavřené množiny je uzavřený.

konec 1. přednášky

Definice 3.3. Podmnožina N ⊆ X se nazývá okoĺım bodu x ∈ X, jestliže existuje otevřená
množina U s vlastnost́ı x ∈ U ⊆ N .

Zejména otevřené okoĺı bodu x je to samé, co otevřená množina obsahuj́ıćı x. Pomoćı okoĺı
se daj́ı charakterizovat otevřené množiny jako ty, které jsou okoĺımi všech svých bod̊u.

Definice 3.4. Řekneme, že zobrazeńı f : X → Y je spojité v bodě x ∈ X, jestliže pro každé
okoĺı N bodu f(x) je také f−1(N) okoĺım bodu x.

Cvičeńı 3.5. Dokažte, že zobrazeńı f : X → Y je spojité, právě když je spojité v každémdú 2
bodě x ∈ X.

Definice 3.6. Řekneme, že systém N okoĺı bodu x je báźı okoĺı bodu x, jestliže každé okoĺı
bodu x obsahuje jako podmnožinu nějaký prvek N . (Dělal jsem později u regulárńıch.)
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Př́ıklad 3.7. V metrickém prostoru tvoř́ı otevřené koule Bε(x), ε > 0, se středem v x bázi
okoĺı bodu x. Alternativně tvoř́ı bázi okoĺı koule B1/n(x), n ∈ N. Tato množina je spočetná.
Proto každý metrizovatelný prostor, tj. takový prostor, jehož topologie je zadána nějakou
metrikou, muśı mı́t spočetnou bázi okoĺı každého bodu – je tzv.

”
first countable“.

Cvičeńı 3.8.nd

1. Spojitost v bodě x ∈ X stač́ı ověřovat na okoĺıch f(x) z nějaké (libovolné) báze okoĺı.

2. Zobrazeńı f : M → N mezi metrickými prostory je spojité, právě když splňuje ε-δ-
definici spojitosti.

D̊ukaz. Část 1. je elementárńı. Část 2. plyne z toho, že otevřené koule Bδ(x), δ > 0, tvoř́ı
bázi okoĺı x a Bε(f(x)), ε > 0, tvoř́ı bázi okoĺı f(x).

Cvičeńı 3.9. Dokažte, že zobrazeńı f : X → Y mezi předuspořádanými množinami X, Y je∗∗
spojité, právě když je izotonńı.

Lemma 3.10. Následuj́ıćı podmı́nky na zobrazeńı f : X → Y jsou ekvivalentńı∗∗
1. f je spojité,

2. f−1(B) ⊆ f−1(B) pro libovolnou podmnožinu B ⊆ Y ,

3. f(A) ⊆ f(A) pro libovolnou podmnožinu A ⊆ X.

Posledńı podmı́nka je zobecněným vyjádřeńım toho, že xn → x implikuje f(xn) → f(x)
(pro obecné topologické prostory však posloupnosti nemuśı být dostačuj́ıćı).

D̊ukaz. Ukážeme prvně ekvivalenci 1. a 2. Jelikož f−1(B) je uzavřená podmnožina obsahuj́ıćı
f−1(B), muśı obsahovat i f−1(B). V opačném směru pro uzavřenou F ⊆ Y plat́ı f−1(F ) ⊆
f−1(F ) = f−1(F ) a tedy f−1(F ) je uzavřená.

Nyńı ukážeme 2.⇒ 3. Chceme A ⊆ f−1(f(A)), přitom zjevně plat́ı A ⊆ f−1(f(A)) a tedy

A ⊆ f−1(f(A))
2.
⊆ f−1(f(A)).

Zbývá ukázat 3.⇒ 2. Chceme f(f−1(B)) ⊆ B, přitom zjevně plat́ı f(f−1(B)) ⊆ B a tedy

f(f−1(B))
3.
⊆ f(f−1(B)) ⊆ B.

Definice 3.11. Zobrazeńı f : X → Y se nazývá homeomorfismus, jestliže je f bijekce a obě
zobrazeńı f , f−1 jsou spojitá.

Př́ıklad 3.12.

1. Interval (0, 1) je homeomorfńı R; homeomorfismus (0, 1) → R je např́ıklad zobrazeńı
t 7→ tg(πt− π/2).

2. Zobrazeńı id : Xdisc → Xtriv je spojitá bijekce, ale jeho inverze id : Xtriv → Xdisc spojitá
neńı; viz daľśı př́ıklad.

3. Rozmyslete si, kdy je zobrzeńı id : (X,X0)→ (X,X1) spojité.nd

4. Zobrazeńı [0, 1)→ S1, t 7→ e2πit je spojitá bijekce, ale jeho inverze spojitá neńı.

5. Ve skutečnosti neexistuje homeomorfismus [0, 1)
∼=−→ S1. To se nejlépe ukáže tak, že se

najde nějaký
”
invariant“, který tyto dva prostory odlǐśı. V tomto př́ıpadě lze např́ıklad

ř́ıct (časem to budeme schopni formulovat přesně), že vyjmut́ım jakéhokoliv bodu z S1

se prostor nerozpadne, zat́ımco vyjmut́ım bodu t 6= 0 z [0, 1) se tento interval rozpadne.
Daľśım takovým invariantem je kompaktnost.
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6. Pro m 6= n neexistuje homeomorfismus Rm
∼=−→ Rn. Pro n = 1 to lze vidět, podobně jako

v předchoźım př́ıkladě, pomoćı odstraňováńı bod̊u a souvislosti. Pro vyšš́ı n je potřeba

”
vyšš́ı souvislost“.

Př́ıklad 3.13. Popǐste spojitá zobrazeńı z triviálńıho prostoru a spojitá zobrazeńı do dis-cv
krétńıho prostoru.

Poznámka. Topologie je nealgebraická (spojitá bijekce neńı nutně homeomorfismus). Z jed-
noho z př́ıklad̊u vid́ıme, že úplnost metrického prostoru neńı topologický pojem, tj. existuj́ı
homeomorfńı prostory, z nichž jeden tuto vlastnost splňuje a druhý ne. Na druhou stranu kom-
paktnost je topologický pojem, později ji charakterizujeme čistě v řeči otevřených množin.

4. Podprostory, součiny

Definice 4.1. Necht’ X je topologický prostor a A ⊆ X jeho podmnožina. Definujeme na A
topologii podprostoru jako

{A ∩ U | U ⊆ X otevřená}.

Množinu A společně s topologíı podprostoru nazveme podprostorem X.

Důležitou vlastnost́ı podprostoru je, že vložeńı i : A → X je spojité a má následuj́ıćı
univerzálńı vlastnost: zobrazeńı f : T → A je spojité, právě když je spojité if : T → X.

T

if
  

f
// A� _
i
��

X

(oboj́ı plyne z toho, že A∩U = i−1(U)). Důkaz lze shrnout do pozorováńı: topologie podpro-
storu je nejmenš́ı taková, pro kterou je inkluze i spojitá.

Lemma 4.2. Pro podmnožinu B ⊆ A plat́ıdú 3

clAB = A ∩B,

kde clAB znač́ı uzávěr B v podprostoru A.

Poznámka. Nic podobného neplat́ı pro vnitřek.

Definice 4.3. Systém A ⊆ P(X) množin se nazývá pokryt́ı prostoru X, jestliže
⋃
A = X.

Cvičeńı 4.4. Necht’ U je otevřené pokryt́ı prostoru X. Dokažte, že zobrazeńı f : X → Y jecv
spojité, právě když každé zúžeńı f |U : U → Y , U ∈ U , je spojité.

Podobně dokažte totéž pro konečné uzavřené pokryt́ı F .

Cvičeńı 4.5. Dokažte, že čtverec je homeomorfńı kružnici.dú 4

Definice 4.6. Necht’ X, Y jsou topologické prostory. Definujeme na X × Y součinovou
topologii generovanou báźı

{U × V | U ∈ X , V ∈ Y}.

Množinu X × Y společně se součinovou topologíı nazveme součinem topologických prostor̊u
X, Y .
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Důležitou vlastnost́ı součinu je, že projekce p : X × Y → X, q : X × Y → Y jsou spojité
a maj́ı následuj́ıćı univerzálńı vlastnost: zobrazeńı f = (g, h) : T → X × Y je spojité, právě
když jsou spojité jeho složky pf = g : T → X a qf = h : T → Y .

X X

T

pf ..

qf 11

f
// X × Y

p

::

q

$$

≡ T

g ..

h 11

(g,h)
// X × Y

p

::

q

$$
Y Y

(oboj́ı plyne z toho, že U × V = p−1(U) ∩ q−1(V )).
O něco složitěǰśı je součin nekonečně mnoha topologických prostor̊u, kde vod́ıtkem ke

správné definici je právě předchoźı univerzálńı vlastnost a jej́ı d̊ukaz. Označme

pj :
∏
i∈I

Xi → Xj

projekci na j-tou složku.

Definice 4.7. Necht’ Xi, i ∈ I, jsou topologické prostory. Definujeme na
∏
i∈I Xi součinovou

topologii generovanou subbáźı

{p−1
j (U) | j ∈ I, U ⊆ Xj otevřená}.

Množinu
∏
i∈I Xi společně se součinovou topologíı nazveme součinem topologických prostor̊u

Xi, i ∈ I.

Cvičeńı 4.8. Dokažte, že součin
∏
i∈I Fi uzavřených množin Fi ⊆ Xi je uzavřený.cv

konec 2. přednášky

5. Axiomy oddělitelnosti

Poznámka. Existuje axiom oddělitelnosti T0.

Definice 5.1. Topologický prostor X se nazývá T1, jestliže pro každé dva body x, y ∈ X,
x 6= y existuje otevřené okoĺı U 3 x disjunktńı s y, tj. y /∈ U .

Lemma 5.2. Topologický prostor X je T1, právě když jsou všechny jeho jednobodové pod-
množiny uzavřené.

D̊ukaz.
”
⇐“: V definici stač́ı volit U = X r {y}.

”
⇒“: Necht’ y ∈ X. Pak pro libovolné x 6= y

existuje Ux 3 x otevřená neobsahuj́ıćı y. Proto je
⋃
x6=y Ux = X r {y} otevřená a {y} tedy

uzavřená.

Definice 5.3. Topologický prostor X se nazývá T2 (Hausdorff̊uv), jestliže pro každé dva
body x, y ∈ X, x 6= y existuj́ı disjunktńı otevřená okoĺı U 3 x, V 3 y, tj. U ∩ V = ∅.

Př́ıklad 5.4. Prostor konečných doplňk̊u je T1, ale neńı Hausdorff̊uv (pokud nosná množinacv
neńı konečná).
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Lemma 5.5. Topologický prostor X je Hausdorff̊uv, právě když ∆X ⊆ X × X je uzavřená
podmnožina. Zde ∆X = {(x, x) | x ∈ X} je

”
diagonála“.

D̊ukaz.
”
⇒“: Ukážeme, že X ×X r ∆X je otevřená. Necht’ (x, y) ∈ X ×X r ∆X , tj. x 6= y.

Podle definice existuj́ı U 3 x, V 3 y disjunktńı otevřené. Pak (x, y) ∈ U × V ⊆ X ×X r∆X ,
přičemž U × V je bázická otevřená.

”
⇐“: Analogicky; necht’ x, y ∈ X, x 6= y, tj. (x, y) ∈ X×Xr∆X . Protože je X×Xr∆X

otevřená, existuje bázická otevřená podmnožina U × V s vlastnost́ı (x, y) ∈ U × V ⊆ X ×
X r ∆X . Proto x ∈ U , y ∈ V a U ∩ V = ∅.

Alternativně lze dokázat
”
⇒“ pomoćı ∆X = {(x, y) | p(x, y) = q(x, y)}.nd

Důsledek 5.6. Necht’ f, g : X → Y jsou dvě spojitá zobrazeńı a Y je Hausdorff̊uv. Potom

{x ∈ X | f(x) = g(x)}

je uzavřená podmnožina X.

D̊ukaz. Zobrazeńı (f, g) : X → Y × Y je spojité, přičemž

{x ∈ X | f(x) = g(x)} = (f, g)−1(∆Y ).

Př́ıklad 5.7. Ortogoálńı grupa O(n) ⊆ GL(n) je uzavřená. (podobně SL(n))cv

Věta 5.8.

1. Podprostory Hausdorffových prostor̊u jsou Hausdorffovy.

2. Součiny Hausdorffových prostor̊u jsou Hausdorffovy.

D̊ukaz. Necht’ x, y ∈ A jsou odděleny v X otevřenými množinami U , V . Potom A∩U , A∩V
jsou otevřené množiny v A odděluj́ıćı x od y.

Necht’ (xi), (yi) ∈
∏
i∈I Xi jsou r̊uzné body. Pak existuje index j ∈ I takový, že xj 6= yj .

Protože je Xj Hausdorff̊uv, existuj́ı U 3 xj , V 3 yj , U ∩ V = ∅. Potom p−1
j (U), p−1

j (V )
odděluj́ı (xi) od (yi).

Definice 5.9. T1-prostor X se nazývá T3 (regulárńı), jestliže pro každý jeho bod x ∈ X
a uzavřenou podmnožinu F ⊆ X neobsahuj́ıćı x existuj́ı otevřená disjunktńı okoĺı U 3 x,
V ⊇ F , tj. U ∩ V = ∅.

Lemma 5.10. Topologický prostor X je regulárńı, právě když pro každý bod x ∈ X tvoř́ı
uzavřená okoĺı x bázi okoĺı, tj. pro každé okoĺı N 3 x existuje uzavřené okoĺı F 3 x splňuj́ıćı
N ⊇ F .

D̊ukaz.
”
⇒“: Stač́ı pro každé otevřené okoĺı W 3 x naj́ıt uzavřené podokoĺı. Podle definice

lze oddělit x od XrW , tj. x ∈ U , XrW ⊆ V , U ∩V = ∅. Jinými slovy x ∈ U ⊆ XrV ⊆W ,
tedy X r V je uzavřené podokoĺı x.

”
⇐“: Necht’ x /∈ F , tj. x ∈ X r F tvoř́ı otevřené okoĺı. Podle předpokladu existuje

x ∈ G ⊆ X r F , přičemž G je uzavřené okoĺı x, tj. x ∈ U ⊆ G, F ⊆ X rG = V .

Př́ıklad 5.11. Každý metrický prostor M je regulárńı – uzavřené koule tvoř́ı bázi okoĺı
každého bodu. Za chv́ıli dokážeme jiným zp̊usobem ještě silněǰśı tvrzeńı.

Věta 5.12.
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1. Podprostory regulárńıch prostor̊u jsou regulárńı.

2. Součiny regulárńıch prostor̊u jsou regulárńı.

D̊ukaz. Necht’ F ⊆ A je uzavřená neobsahuj́ıćı x ∈ A. Potom A ∩ F = F , takže x /∈ F a lze
je oddělit v X pomoćı U , V ; v A je pak lze oddělit pomoćı A∩U , A∩ V . Alternativńı d̊ukaz
vede přes předchoźı lemma.

Necht’ (xi) ∈
∏
i∈I Xi, (xi) ∈ U otevřené okoĺı. Potom existuj́ı j1, . . . , jn ∈ I a otevřené

množiny Uk ⊆ Xjk takové, že

(xi) ∈ p−1
j1

(U1) ∩ · · · ∩ p−1
jn

(Un) ⊆ U.

Necht’ xjk ∈ Fk ⊆ Uk jsou uzavřená podokoĺı. Potom

(xi) ∈ p−1
j1

(F1) ∩ · · · ∩ p−1
jn

(Fn)︸ ︷︷ ︸
uzavřené okoĺı

⊆ U.

Definice 5.13. T1-prostor X se nazývá T4 (normálńı), jestliže pro každé jeho dvě disjunktńı
uzavřené podmnožiny F,G ⊆ X existuj́ı otevřená disjunktńı okoĺı U ⊇ F , V ⊇ G.

Analogie předchoźı věty neplat́ı – viz d̊ukaz: pokud F,G ⊆ A jsou disjunktńı uzavřené
podmnožiny, nemuśı být nutně pravda, že F , G jsou disjunktńı (s výjimkou př́ıpadu, kdy A je
uzavřená). Nemělo by tedy být těžké uvěřit, že existuj́ı normálńı prostory, jejichž podprostory
a součiny nejsou normálńı.

Př́ıklad 5.14. Každý metrický prostor M je normálńı. To je proto, že pro libovolnou A ⊆M
funkce dist(A,−) : M → R spojitá (nezkracuje vzdálenosti). Polož́ıme-li nyńı

f(x) =
dist(F, x)

dist(F, x) + dist(G, x)
,

je tato funkce všude definovaná a spojitá, im f ⊆ [0, 1]. Přitom f(x) = 0 na F a f(x) = 1 na
G, takže lze volit

U = f−1[0, 1/2), V = f−1(1/2, 1].

Fenomén z předchoźıho př́ıkladu je oddělováńı pomoćı spojitých funkćı. Vrát́ıme se k němu
později.

6. Kompaktńı prostory

Definice 6.1. Topologický prostor X se nazývá kompaktńı, jestliže z libovolného jeho otev-
řeného pokryt́ı lze vybrat konečné podpokryt́ı.

V daľśım budeme velmi často využ́ıvat následuj́ıćı interpretaci kompaktnosti podprostoru
A ⊆ X. Je-li U systém otevřených množin v X takový, že A ⊆

⋃
U , pak existuje konečně

mnoho U1, . . . , Un ∈ U tak, že A ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un.

Př́ıklad 6.2. R neńı kompaktńı.cv

Př́ıklad 6.3. (a, b) neńı kompaktńı (bez naj́ıt́ı pokryt́ı).cv

Věta 6.4. Uzavřený interval [a, b] je kompaktńı.
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Poznámka. Předchoźı věta využ́ıvá úplnosti reálných č́ısel – neplat́ı totiž nad Q. Interval
[a, b]Q = Q ∩ [a, b] neńı kompaktńı: necht’ c ∈ (a, b) je iracionálńı. Pak

[a, b]Q =
⋃
n∈N

[a, c− 1/n)Q ∪ (c+ 1/n, b]Q.

D̊ukaz. Necht’ U je otevřené pokryt́ı [a, b]. Uvažme

T = {t ∈ [a, b] | interval [a, t] lze pokrýt konečně mnoha prvky U}.

Zjevně a ∈ T a tedy T 6= ∅. Můžeme tedy položit t0 = supT .
Prvně ukážeme, že t0 ∈ T . Existuje totiž U ∈ U tak, že t0 ∈ U a proto existuje nějaké

t1 < t0 tak, že celý interval [t1, t0] ⊆ U . Protože t1 ∈ T , plat́ı [a, t1] ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un. Proto
[a, t0] ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un ∪ U .

Nyńı ukážeme sporem, že t0 = b. Kdyby t0 < b, opět dostáváme t0 ∈ U ∈ U a T obsahuje
i nějaké t1 ∈ U , t1 > t0. To je spor s t0 = supT .

Věta 6.5. Uzavřený podprostor kompaktńıho prostoru je kompaktńı.

D̊ukaz. Necht’ F ⊆ X je uzavřený a U je nějaké systém otevřených množin s vlastnost́ı⋃
U ⊇ F . Potom V = U ∪ {X r F} je otevřené pokryt́ı X. Dı́ky kompaktnosti X je

X = U1 ∪ · · · ∪ Un ∪ (X r F )

a proto F ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un.

konec 3. přednášky

Věta 6.6. Kompaktńı podprostor Hausdorffova prostoru je uzavřený.

D̊ukaz. Necht’ C ⊆ X je kompaktńı, x /∈ C. Chceme naj́ıt nějaké U 3 x, U ∩ C = ∅. Necht’

y ∈ C. Potom existuj́ı disjunktńı Uy 3 x, Vy 3 y. Systém {Vy | y ∈ C} tvoř́ı otevřené pokryt́ı
C. Z kompaktnosti z něj lze vybrat konečné podpokryt́ı C ⊆ Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn . Potom

x ∈ Uy1 ∩ · · · ∩ Uyn = U

je otevřené okoĺı x a U ∩ C = ∅, protože U ∩ Vyk ⊆ Uyk ∩ Vyk = ∅.

Důsledek 6.7. V kompaktńım Hausdorffovu prostoru jsou uzavřené množiny právě kom-
paktńı.

Věta 6.8 (o součinu). Součin X × Y dvou kompaktńıch prostor̊u X, Y je kompaktńı.

Větu dokážeme později.

Důsledek 6.9. Podmnožina Rn je kompaktńı, právě když je uzavřená a ohraničená.

D̊ukaz.
”
⇒“: Uzavřenost plyne z Hausdorffovosti Rn, ohraničenost plyne z pokryt́ı Bk(0),

k ∈ N.

”
⇐“: Z ohraničenosti A ⊆ [−k, k]n, přičemž krychle [−k, k]n je kompaktńı podle věty o

součinu. Proto i jej́ı uzavřená podmnožina A je kompaktńı.

Věta 6.10. Spojitý obraz kompaktńıho prostoru je kompaktńı.
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D̊ukaz. Necht’ f je spojité zobrazeńı f : X → Y z kompaktńıho prostoru X a necht’ U je
otevřené pokryt́ı f(X). Potom f−1(U) = {f−1(U) | U ∈ U} je otevřené pokryt́ı X a tedy
X = f−1(U1) ∪ · · · ∪ f−1(Un), neboli f(X) ⊆ U1 ∪ · · · ∪ Un.

Věta 6.11. Spojitá bijekce f : X → Y z kompaktńıho prostoru X do Hausdorffova prostoru
Y je homeomorfismus.

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že f−1 je spojité, tedy že pro uzavřenou F ⊆ X je i f(F ) ⊆ Y uzavřená.
Přitom je ale F kompaktńı, tedy i f(F ) je kompaktńı a proto uzavřená.

Definice 6.12. Necht’X je topologický prostor a necht’∼ je relace ekvivalence naX. Označme
projekci p :X → X/∼. Definujme kvocientovou (identifikačńı) topologii na rozkladu X/∼ jako

{V ⊆ X/∼ | p−1(V ) ⊆ X otevřená}.

Rozklad X/∼ společně s kvocientovou topologíı nazveme kvocientem X podle relace ∼.

Základńı vlastnost kvocientu je, že zobrazeńı f :X/∼ → Y je spojité, právě když je spojité
fp : X → Y ,

X
fp
//

p

��

Y

X/∼
f

==

Ve spojeńı s předchoźı větou lze některé kvocienty popsat velice konkrétně.

Př́ıklady 6.13.

1. Popǐste topologii kvocientu R/Q grupy R podle jej́ı podgrupy Q. Neńı ani T1 byt’ R jecv
dokonce T4.

2. ([0, 1]×Sn−1)/({0}×Sn−1) ∼= Dn; zde X/A = X/∼, kde a ∼ a′ pro libovolná a, a′ ∈ A.cv
(Potřebné zobrazeńı jsou

”
polárńı souřadnice“.)

3. Dn/Sn−1 ∼= Sn. (Potřebné zobrazeńı je dané ob́ıháńım okolo Sn po hlavńıch kružnićıch,cv
pro něž je jednoduchá formulka.)

4. S1 × S1 ∼= [0, 1]2/∼ (∼= R2/Z2 – zde jde o kvocient grup).cv

5. Obrázek ilustruj́ıćı ostatńı plochy jako kvocienty mnohoúhelńık̊u; poznámka o hyperbo-
lickém dlážděńı.

6. SSn−1 ∼= Sn∗∗
7. Př́ımka s dvojnásobným počátkem R× {−1, 1}/∼, kde (x,−1) ∼ (x, 1) kdykoliv x 6= 0∗∗

– neńı Hausdorff̊uv, byt’ je
”
lokálně Hausdorff̊uv“.

8. Každý retrakt je zároveň kvocientem a podprostorem.nd

9. R2/∼, x ∼ y ⇔ |x| = |y|, je homeomorfńı R≥0dú 5

Nyńı dokážeme větu o součinu. Prvně uved’me lemma.

Lemma 6.14 (tube lemma). Necht’ X je kompaktńı prostor, Y libovolný, W ⊆ X×Y otevřená
množina obsahuj́ıćı X × {y}. Potom existuje otevřené okoĺı V 3 y takové, že X × V ⊆W .
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D̊ukaz. Z definice součinové topologie existuj́ı pro každé (x, y) otevřená okoĺı Ux 3 x a Vx 3 y
tak, že Ux × Vx ⊆ W . Z pokryt́ı {Ux | x ∈ X} lze vybrat konečné podpokryt́ı Ux1 , . . . , Uxn .
Položme V = Vx1 ∩ · · · ∩ Vxn . Pak

Uxi × V ⊆ Uxi × Vxi ⊆W

a tedy také X × V =
⋃
Uxi × V ⊆W .

Př́ıklad 6.15. Dokažte, že lemma je ekvivalentńı následuj́ıćımu tvrzeńı: projekce X×Y → Ydú 6
je uzavřená, tj. obraz uzavřené množiny je uzavřený.

D̊ukaz věty o součinu. Necht’W je otevřené pokryt́ı X×Y . Pro každé y ∈ Y uvažme podpro-
stor X×{y}, který je homeomorfńı X a tedy kompaktńı. Protože jeW jeho otevřené pokryt́ı,
lze vybrat W1,y, . . . ,Wn,y ∈ U pokrývaj́ıćı X×{y}. Podle lemmatu obsahuje W1,y ∪· · ·∪Wn,y

podmnožinu tvaru X × Vy. Vid́ıme tedy, že stač́ı pokrýt Y konečně mnoha Vy, protože je
každé X ×Vy pokryto konečně mnoha prvky W. Protože je ale {Vy | y ∈ Y } otevřené pokryt́ı
Y , plyne toto z kompaktnosti Y .

Naš́ım daľśım ćılem bude d̊ukaz Tichonovovy věty o nekonečných součinech kompaktńıch
prostor̊u. Dokážeme k tomu prvně tzv. Alexanderovo lemma.

Lemma 6.16 (Alexander). Necht’ X je topologický prostor. Pokud existuje subbáze S taková,
že z každého otevřeného pokryt́ı U ⊆ S lze vybrat konečné podpokryt́ı, pak X je kompaktńı.

D̊ukaz. Důkaz je založen na axiomu výběru, konkrétně na principu maximality, či jak se to
česky jmenuje. Předpokládejme, že X neńı kompaktńı a vyberme maximálńı otevřené pokryt́ı
U , které nemá konečné podpokryt́ı (předpoklady Zornova lemmatu se ověř́ı jednoduše).dú 7

Necht’ x ∈ X je libovolný bod. Jelikož je U pokryt́ı, existuje x ∈ U ∈ U . Protože je S
subbáze, existuj́ı pak S1, . . . , Sn ∈ S tak, že

x ∈ S1 ∩ · · · ∩ Sn ⊆ U.

Ukážeme nyńı sporem, že nějaké Si je prvkem U . Kdyby Si /∈ U , podle maximality U existuje
konečná Ui ⊆ U tak, že {Si} ∪ Ui je pokryt́ı, tj. Ui pokrývá X r Si. Potom ale U1 ∪ · · · ∪ Un
pokrývá

(X r S1) ∪ · · · ∪ (X r Sn) = X r (S1 ∩ · · · ∩ Sn) ⊇ X r U

a tedy {U} ∪ U1 ∪ · · · ∪ Un pokrývá X, což je spor.
Označ́ıme-li př́ıslušné Si ∈ U jako Sx, máme x ∈ Sx ∈ S ∩ U . Protože je ale {Sx | x ∈

X} ⊆ S otevřené pokryt́ı prvky S, lze z něj podle předpokladu vybrat konečné podpokryt́ı.
To bude ale zároveň konečným podpokryt́ım U , spor.

Věta 6.17 (Tichonov). Součin libovolného množstv́ı kompaktńıch prostor̊u je kompaktńı.

D̊ukaz. Necht’ X =
∏
i∈I Xi, kde Xi je kompaktńı. Ukážeme, že subbáze

{p−1
j (Uj) | j ∈ I, Uj ⊆ Xj otevřená}

splňuje podmı́nky Alexandrova lemmatu. Necht’ U je otevřené pokryt́ı subbazickými množi-
nami. Definujme Uj jako množinu těch otevřených Uj ⊆ Xj , že p−1

j (Uj) ∈ U . Předpokládejme,
že žádné Uj neńı pokryt́ı. Potom existuje, pro každé j ∈ I, bod xj ∈ Xj tak, že xj /∈

⋃
Uj .

Potom ale bod se složkami (xj)j∈I nelež́ı v
⋃
U , což je spor s t́ım, že U je pokryt́ı.

Proto je nějaké Uj pokryt́ı a d́ıky kompaktnosti z něj lze vybrat konečné podpokryt́ı
U1, . . . , Un. Potom zřejmě p−1

j (U1), . . . , p−1
j (Un) je konečné podpokryt́ı U .
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konec 4. přednášky

Věta 6.18. Kompaktńı Hausdorff̊uv prostor je normálńı.

D̊ukaz. Necht’ F ⊆ X je uzavřená, x /∈ F . Pro libovolný y ∈ F existuj́ı Uy 3 x, Vy 3 y otevřené
disjunktńı. Protože je F kompaktńı, existuje konečně mnoho y1, . . . , yn ∈ F takových, že

F ⊆ Vy1 ∪ · · · ∪ Vyn , x ∈ Uy1 ∩ · · · ∩ Uyn ;

ty jsou otevřené a disjunktńı.
Implikace T3⇒T4 je za domáćı úkol.dú 8

Hromadný bod posloupnosti (xn) je takový bod x, že pro každé otevřené okoĺı U 3 x
existuje nekonečně mnoho člen̊u xn ∈ U . Naš́ım ćılem bude nyńı ukázat, že metrický prostor
je kompaktńı, právě když má každá posloupnost hromadný bod. Ř́ıkejme této vlastnosti
prozat́ım sekvenčńı kompaktnost. Definujme pr̊uměr diamA = sup{dist(x, y) | x, y ∈ A}.

Věta 6.19 (Lebesgueovo lemma). Necht’ U je otevřené pokryt́ı (sekvenčně) kompaktńıho me-
trického prostoru M . Potom existuje ε > 0 takové, že každá podmnožina A ⊆ M pr̊uměru
diamA ≤ ε lež́ı v nějakém U ∈ U .

Č́ıslu z věty ř́ıkáme Lebesgueovo č́ıslo pokryt́ı U .

D̊ukaz. Zjevně stač́ı naj́ıt ε takové, že každá uzavřená koule o poloměru ε lež́ı v nějakém
U ∈ U . Předpokládejme, že žádné takové ε neexistuje a zvolme, pro každé n ∈ N, kouli
B1/n(xn), která se nevejde do žádné U ∈ U . Přechodem k podposloupnosti můžeme předpo-
kládat, že xn → x. Protože je U otevřené pokryt́ı, existuje δ > 0 tak, že B2δ(x) ⊆ U ∈ U . Pro
n� 0 je dist(xn, x) < δ a 1/n < δ a proto B1/n(xn) ⊆ B2δ(x) ⊆ U , spor.

Věta 6.20. Metrický prostor je kompaktńı, právě když je sekvenčně kompaktńı.

D̊ukaz. Směr
”
⇒“ je jednoduchý. Necht’ xn je posloupnost, která nemá žádný hromadný

bod. Potom pro každé x ∈ M existuje nějaká koule Bεx(x) obsahuj́ıćı pouze konečný počet
člen̊u posloupnosti. Výběrem konečného podpokryt́ı dostaneme, že v celém prostoru je pouze
konečně mnoho bod̊u posloupnosti, spor.

Pro opačný směr
”
⇐“ necht’ ε > 0 je Lebesgueovo č́ıslo U . Protože se každá koule o

poloměru ε vejde do nějaké U ∈ U , stač́ı M pokrýt konečně mnoha koulemi poloměru ε. Volme
postupně posloupnost bod̊u, které jsou navzájem vzdáleny alespoň o ε. Taková posloupnost
muśı být nutně konečná, protože žádná jej́ı podposloupnost neńı cauchyovská a nemůže tedy
konvergovat; označme ji x1, . . . , xn. Potom M = Bε(x1) ∪ · · · ∪Bε(xn).

Otázka. Ř́ıct něco o śıt́ıch, jejich konvergenci a ekvivalenci kompaktnosti s existenćı konvergentńı podśıtě? Ř́ıct něco o?
filtrech, ultrafiltrech a ekvivalenci kompaktnost́ı s t́ım, že každý ultrafiltr konverguje (k alespoň jednomu bodu)?

7. Souvislost

Klasicky se prázdný topologický prostor považuje za souvislý, z r̊uzných d̊uvod̊u je ale vý-
hodněǰśı ho za souvislý nepovažovat. Tomuto dilematu se vyhneme t́ım, že se omeźıme na
neprázdné prostory.

Definice 7.1. Necht’ X je neprázdný topologický prostor. Řekneme, že X je souvislý, jestliže
jediné podmnožiny A ⊆ X, které jsou zároveň otevřené a uzavřené, jsou ∅ a X.
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Podmnožiny z definice (tj. ty, které jsou jak otevřené, tak uzavřené) se nazývaj́ı obojetné,
anglicky clopen. Je-li U obojetná a V = XrU jej́ı doplněk, pak celý prostor X je disjunktńım
slednoceńımX = UtV . V části o oddělovaćıch axiomech jsme pomoćı disjunktńıch otevřených
množin oddělovali podmnožiny X a tento rozklad pak odpov́ıdá tomu, že celý prostor se skládá
za dvou oddělených část́ı.

Lemma 7.2. Neprázdný prostor X je souvislý, právě když každé spojité zobrazeńı χ : X →cv
{0, 1} je konstantńı.

Věta 7.3. Uzavřený interval [a, b] je souvislý.

Poznámka. Tato vlastnost intervalu záviśı, stejně jako kompaktnost, na úplnosti reálných
č́ısel. Konkrétně [a, b]Q neńı souvislý: zvolme libovolné iracionálńı c s vlastnost́ı a < c < b,
pak [a, b]Q = [a, c)Q ∪ (c, b]Q.

D̊ukaz. Předpokládejme, že U ⊆ [a, b] je obojetná, ∅, X 6= U . Př́ıpadným přej́ıt́ım k doplňku
můžeme předpokládat, že a ∈ U . Označme

T = {t ∈ [a, b] | [a, t] ⊆ U}

Chceme b ∈ T . Zjevně a ∈ T a proto existuje t0 = supT . Z uzavřenosti U dostáváme t0 ∈ T ,
z otevřenosti pak t0 + ε ∈ T s výjimkou př́ıpadu t0 = b. To je spor s U 6= X.

(Jinak: pokud by spojité zobrazeńı χ : X → {0, 1} nabývalo hodnot 0 a 1, muselo by
nabývat i hodnoty 1/2, spor.)

Věta 7.4. Spojitý obraz souvislého prostoru je souvislý.

D̊ukaz. Necht’ f : X → Y je spojité zobrazeńı, kde X je souvislý. Necht’ χ : f(X)→ {0, 1} je
libovolná spojitá funkce. Potom je také χf : X → {0, 1} spojitá a tedy konstantńı. Protože je
f : X → f(X) surjektivńı, je také χ konstantńı.

(Jinak: je-li U ⊆ f(X) obojetná, je obojetná i f−1(U) ⊆ X.)

Věta 7.5. Uzávěr souvislé podmnožiny je souvislý.

D̊ukaz. Je-li χ :A→ {0, 1} spojitá funkce, pak jej́ı zúžeńı na A je konstantńı, řekněme χ|A = 0.
Přitom χ−1(0) je uzavřená množina obsahuj́ıćı A a tedy χ−1 = A, tedy χ je konstantńı.

Věta 7.6. Necht’ M je systém souvislých podmnožin v X takový, že A∩B 6= ∅ pro každé dvě
A,B ∈M. Potom

⋃
M je souvislý.

D̊ukaz. Necht’ f :
⋃
M → {0, 1} je spojité zobrazeńı. Potom jej́ı zúžeńı na každé A ∈ M je

konstantńı, d́ıky souvislosti A. Přitom muśı být tato konstantńı hodnota stejná pro všechna
A ∈M, d́ıky neprázdnosti pr̊unik̊u. Tedy f je konstantńı.

Důsledek 7.7. Reálná osa R =
⋃
n∈N[−n, n] je souvislá.

Př́ıklad 7.8. Intervaly [a, b], [a, b), (a, b) jsou souvislé – dokažte. Pomoćı odeb́ıráńı bod̊u dálecv
dokažte, že nejsou homeomorfńı.

Př́ıklad 7.9. Dokažte, že prostor∗∗

{(x, sin π
x ) | x > 0} ∪ {(0, y) | −1 ≤ y ≤ 1}

je souvislý, ale nikoliv obloukově souvislý.
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Definice 7.10. Komponenta neprázdného prostoru X je maximálńı souvislá podmnožina.

Věta 7.11. Libovolný topologický prostor je disjunktńım sjednoceńım svých komponent. Tyto
komponenty jsou uzavřené.

D̊ukaz. Necht’ x ∈ X a uvažme systém M = {A ⊆ X | A souvislá, x ∈ A}. Potom⋃
M je souvislá podmnožina obsahuj́ıćı x, zjevně maximálńı. Kdyby dvě r̊uzné komponenty

měly neprázdný pr̊unik, bylo by jejich sjednoceńı souvislé, což by byl spor s maximalitou.
Uzavřenost plyne z toho, že uzávěr souvislé podmnožiny je souvislý a z maximality.

Definice 7.12. Řekneme, že topologický prostor X je totálně nesouvislý, jestliže jeho kom-
ponenty jsou jednobodové.

Př́ıklad 7.13. Dokažte, že Q je totálně nesouvislý.dú 9

Množina obojetných množin společně s inkluźı, (Ob(X),⊆), tvoř́ı Booleovu algebru (obo-
jetné množiny jsou uzavřené na konečné sjednoceńı, konečné pr̊uniky a komplementy). Takto
dostaneme všechny Booleovy algebry (až na izomorfismus). Po zúžeńı na kompaktńı Hausdor-
ffovy totálně nesouvislé prostory, tzv. Stoneovy prostory, dostáváme jednoznačnou korespon-
denci, tzv. Stoneovu dualitu.

Necht’ naopak B je Booleova algebra. Uvažujme množinu S(B) všech homomorfismů Bo-nd
oleových algeber ϕ : B → 2.1 Můžeme tedy S(B) ⊆ 2B vybavit topologíı podprostoru, kde
2B má topologii součinu (2 má diskrétńı topologii). Jako podprostor součinu Hausdorffových
totálně nesouvislých je Hausdorff̊uv a totálně nesouvislý. Nyńı ukážeme, že S(B) je uzavřený,
tedy kompaktńı. Necht’ ϕ : B → 2 neńı homomorfismus Booleových algeber. Předpokládejme
např́ıklad, že ϕ(b) = 0 = ϕ(c), ale ϕ(b ∧ c) = 1. Označ́ıme-li projekci 2B → 2 na b-tou složku
jako pb, pak ϕ ∈ p−1

b (0)∩ p−1
c (0)∩ p−1

b∧c(1), přičemž žádné zobrazeńı z tohoto otevřeného okoĺı
nelež́ı v S(B).

Věta 7.14 (Stone). Výše uvedené kontrukce zadávaj́ı (kontravariantńı) ekvivalenci mezi Sto-nd
neovými prostory a Booleovými algebrami.

Kontravariantnost znamená, že homomorfismům algeber B → B′ odpov́ıdaj́ı spojitá zob-nd
razeńı S(B′)→ S(B).

D̊ukaz. Homeomorfismus X → S(Ob(X)) pośılá bod x ∈ X na zobrazeńı U 7→ (x ∈ U), kde∗∗
x ∈ U je potřeba chápat jako logickou hodnotu, tedy prvek 2.

Izomorfismus B → Ob(S(B)) pośılá prvek b ∈ B na obojetnou množinu

p−1
b (1) = {ϕ ∈ S(B) | ϕ(b) = 1} ⊆ S(B).

Lemma 7.15. Označme Cx sjednoceńı všech souvislých podmnožin obsahuj́ıćıch x, tj. kom-
ponentu bodu x. Dále označme Qx pr̊unik všech obojetných podmnožin obsahuj́ıćıch x, tj. kva-
zikomponentu bodu x. Na závěr označme Ox pr̊unik všech otevřených podmnožin obsahuj́ıćıch
x. Plat́ı

Cx ⊆ Qx ⊇ Ox
1Alternativńı charakterizace takových homomorfismů je pomoćı ϕ−1(0) – to jsou právě maximálńı ideály

– nebo pomoćı ϕ−1(1) – to jsou právě ultrafiltry. (Filtr v B je nahoru uzavřená množina F ⊆ B, uzavřená na
konečná suprema. Ultrafiltr je maximálńı filtr neobsahuj́ıćı 0.)
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přičemž Ox = {x} právě když X je T1, druhá inkluze je rovnost pokud topologie X je gene-
rována obojetnými množinami a prńı inkluze je rovnost pokud X je kompaktńı Hausdorff̊uv
(nebo taky pokud X je lokálně souvislý).

Zejména kompaktńı Hausdorff̊uv prostor je totálně nesouvislý (Cx = {x}), právě když je
totalně separovaný (Qx = {x}), právě když je nula-rozměrný (topologie generovaná obojetnými
množinami).

D̊ukaz. Prvńı inkluze plyne z toho, že každá souvislá podmnožina obsahuj́ıćı x je obsažena
v každé obojetné podmnožině obsahuj́ıćı x, druhá z toho, že každá obojetná podmnožina
je otevřená. Prvńı dvě charakterizace jsou snadné (druhá plyne z toho, že v př́ıpadě nula-
rozměrného X tvoř́ı obojetná okoĺı bodu bázi okoĺı tohoto bodu).

Posledńı bod je výrazně těžš́ı: Ukážeme, že Qx je souvislá podmnožina. Necht’ tedy Qx =∗∗
F t G a řekněme F 3 x. Protože je X normálńı, lze tyto dvě uzavřené podmnožiny F a G
(jedná se o uzavřené podmnožiny Qx, který je sám uzavřený) oddělit otevřenými množinami
F ⊆ U , G ⊆ V , přičemž U ∩ V = ∅ a zejména tedy F = Qx ∩ U , G = Qx ∩ V . Označme
H = X r (U ∪ V ), přičemž jakožto uzavřená podmnožina kompaktńıho prostoru se jedná o
kompaktńı prostor. Protože pr̊unik všech obojetných podmnožin obsahuj́ıćıch x je roven Qx
a má tedy nulový pr̊unik s H, existuje konečný podsystém, jehož pr̊unik A (opět obojetná
podmnožina) má nulový pr̊unik s H, tedy je obsažen v U ∪ V :

Qx ⊆ A ⊆ U ∪ V.

Potom A = (A∩U)∪ (A∩V ) a obě tyto jsou obojetné (obě jsou otevřené, stejně jako XrA).
Protože A∩U 3 x, muśı být Qx ⊆ A∩U a dostáváme tak Qx = F a Qx je opravdu souvislý.

Zbývá ještě ukázat, že totálně separovaný kompaktńı Hausdorff̊uv prostor je nula-rozměrný.
Necht’ X ⊇ U 3 x je okoĺı. Protože Qx = {x}, je pr̊unik všech obojetných okoĺı x prázdný
v kompaktńım X r U , takže opět už nějaký konečný pr̊unik, tj. nějaké objetné okoĺı x, je
obsažené v U .

konec 5. přednášky

Př́ıklad 7.16 (Cesta vyplňuj́ıćı čtverec). Začněme s cestou znázorněnou v prvńım obrázku,
kterou procháźıme konstantńı rychlost́ı, označme ji γ1. V daľśıch kroćıch nahrad́ıme všechny
úseky γn, které vypadaj́ı jako γ1, odpov́ıdaj́ıćımi úseky vypadaj́ıćımi jako γ2. Všechny cesty
jsou procházeny konstantńı rychlost́ı.

γ1 γ2 γ3 γ4

Položme γ = limn→∞ γn. Jelikož γn+1(t) a γn(t) lež́ı v témže čtverci o straně (1/2)n−1, je tato
posloupnost stejnoměrně konvergentńı a proto je γ spojitá. Zbývá ukázat, že je surjektivńı.
Necht’ x je libovolný bod čtverce a napǐsme ho jako pr̊unik posloupnosti čtverc̊u o stranách
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(1/2)n−1 znázorněných v obrázćıch. V každém takovém čtverci lež́ı nějaký bod γn(tn) a proto
je x = limn→∞ γn(tn). Přej́ıt́ım ke konvergentńı podposloupnosti můžeme předpokládat tn → t
a pak γ(t) = limn→∞ γ(tn) = limn→∞ γn(tn) = x ze stejnoměrné konvergence.

(Jinak 0, x1x2x3x4 . . . 7→ (0, x1x3 . . . ; 0, x2x4 . . .).)

Věta 7.17. Součin dvou souvislých prostor̊u je souvislý.

D̊ukaz. Necht’ f : X × Y → {0, 1} je spojité zobrazeńı a necht’ (x, y) a (x′, y′) jsou dva body
X×Y . Potom f(x, y) = f(x′, y) ze souvislosti X×{y} ∼= X a f(x′, y) = f(x′, y′) ze souvislosti
{x′} × Y ∼= Y . Je tedy f konstantńı.

Př́ıklad 7.18. Prostory R a Rn, kde n > 1, nejsou homeomorfńı – opět pomoćı odeb́ıráńı
bod̊u. K tomu je potřeba dokázat, že Rn r {0} je souvislý. Lze ho napsat jako sjednoceńı
souvislých množin tvaru Ri × R± × Rj , kde R± je bud’ množina kladných nebo záporných
č́ısel a i+ 1 + j = n. Tyto množiny sice nemaj́ı neprázdné pr̊uniky, ale to nastane pouze pro
dvojice Ri×R+×Rj a Ri×R−×Rj a ty maj́ı neprázdný pr̊unik s kteroukoliv jinou množinou
ze systému (n > 1).

Věta 7.19. Libovolný součin souvislých prostor̊u je souvislý.

D̊ukaz. Necht’ opět f :
∏
i∈I Xi → {0, 1} a necht’ x = (xi) ∈ f−1(0). Protože je f spojité,

nabývá hodnoty 0 také na nějakém okoĺı p−1
j1

(Uj1)∩· · ·∩p−1
jn

(Ujn) bodu x. Zejména f nabývá
hodnoty 0 na všech bodech y splňuj́ıćıch xj1 = yj1 , . . . , xjn = yjn . V předchoźım d̊ukazu
jsme ukázali, že f má stejné hodnoty na bodech lǐśıćıch se v konečně mnoha komponentách.
Dohromady je f konstantńı.

Od ted’ budeme značit I = [0, 1].

Definice 7.20. Cesta v X je spojité zobrazeńı γ : I → X. Ř́ıkáme, že γ spojuje body γ(0),
γ(1).

Definice 7.21. Neprázdný prostor X se nazývá cestově souvislý (tradičně obloukově sou-
vislý), jestliže lze každé dva jeho body spojit cestou.

Věta 7.22. Libovolný cestově souvislý prostor je souvislý.

D̊ukaz. Je-li γx cesta spojuj́ıćı nějaký vybraný bod x0 ∈ X s bodem x, pak X =
⋃
x∈X im γx,

přičemž každý im γx je souvislý (jako obraz I) a všechny se prot́ınaj́ı v x0.

V opačném směru věta neplat́ı vždy, ale pouze za jistých omezuj́ıćıch podmı́nek. Řekneme,
že prostor X je lokálně cestově souvislý, jestliže cestově souvislá okoĺı tvoř́ı bázi okoĺı v každém
bodě, tj. jestliže pro každé okoĺı N 3 x existuje cestově souvislé okoĺı O splňuj́ıćı N ⊇ O 3 x.

Př́ıklad 7.23. Otevřené podmnožiny eukleidovských prostor̊u jsou lokálně cestově souvislé.cv
Obecné podmnožiny lokálně cestově souvislé být nemuśı (viz Přiklad 7.9).

Lemma 7.24. Pokdu lze spojit cestou x s y a y se z, pak také x lze spojit cestou se z.

D̊ukaz. Necht’ γ je cesta spojuj́ıćı x s y a δ cesta spojuj́ıćı y se z. Položmecv

(γ ∗ δ)(t) =

{
γ(2t) 0 ≤ t ≤ 1/2
δ(2t− 1) 1/2 ≤ t ≤ 1

Protože intervaly [0, 1/2] a [1/2, 1] tvoř́ı konečné uzavřené pokryt́ı a na každém je γ∗δ spojité,
je spojité na celém [0, 1]. Přitom (γ ∗ δ)(0) = γ(0) = x a (γ ∗ δ)(1) = δ(1) = z.
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Věta 7.25. Je-li X souvislý a lokálně cestově souvislý, pak je cestově souvislý.

D̊ukaz. Necht’ x ∈ X a uvažme C(x) = {y ∈ X | x lze spojit cestou s y}. Podle předpokladu
lokálńı cestové souvislosti je C(x) otevřená – kdykoliv lze x spojit s y a O je libovolné cestově
souvislé okoĺı y, pak lze x spojit s kterýmkoliv bodem O. Jelikož je X disjunktńım sjednoceńım
C(x), kde x ∈ X, je i doplněk C(x) otevřený a proto je C(x) obojetná. Přitom x ∈ C(x),
takže ze souvislosti plyne C(x) = X, a tedy x lze spojit s každým bodem X.

Poznámka. Pro obecný prostor X se množina C(x) z předchoźıho d̊ukazu nazývá cestovádú 10
komponenta a podobně lze ukázat, že pro lokálně cestově souvislý X se jeho komponenty
shoduj́ı s cestovými komponentami.

Otázka. Zmı́nit lokálně souvislé prostory, to že jejich komponenty jsou otevřené? Ř́ıct něco o kontinuech (kompaktńı,?
souvislé metrické prostory) a Hahnově–Mazurkiewiczově větě (spojité obrazy intervalu jsou právě lokálně souvislá kon-
tinua)?

8. Lokálně kompaktńı prostory

Definice 8.1. Hausdorff̊uv prostor X se nazývá lokálně kompaktńı (Hausdorff̊uv), jestliže
kompaktńı okoĺı tvoř́ı bázi okoĺı každého bodu, tj. pokud každé okoĺı N 3 x obsahuje kom-
paktńı podokoĺı N ⊇ C 3 x.

Otázka. Důsledně ř́ıkat lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv.?

Př́ıklad 8.2.

1. Každý kompaktńı Hausdorff̊uv prostor je lokálně kompaktńı, protože je regulárńı (u-
zavřená okoĺı tvoř́ı bázi okoĺı) a uzavřená=kompaktńı.

2. Každý eukleidovský prostor je lokálně kompaktńı – uzavřené koule tvoř́ı bázi okoĺı a
jsou kompaktńı.

3. Diskrétńı prostory jsou lokálně kompaktńı.

4. Racionálńı č́ısla Q nejsou lokálně kompaktńı – žádné okoĺı neńı kompaktńı.

Následuj́ıćı asi přeskočit, ten d̊ukaz je dost o ničem; jinak samozřejmě pomůže obrázek -
použ́ıval jsem konevnci kulaté=otevřené, hranaté=uzavřené.

Věta 8.3. Má-li každý bod Hausdorffova prostoru X nějaké kompaktńı okoĺı, pak je lokálně∗∗
kompaktńı.

D̊ukaz. Necht’ C je kompaktńı okoĺı bodu x a N libovolné jeho okoĺı. Potom C ∩N je okoĺı x
v kompaktńım Hausdorffově prostrou C. Proto existuje kompaktńı podokoĺı x ∈ D ⊆ C ∩N .
Protože je D okoĺım x v C a C je okoĺım x v X, je D také okoĺım x v X.

Věta 8.4. Součin dvou lokálně kompaktńıch prostor̊u je lokálně kompaktńı.

D̊ukaz. Zjevně stač́ı naj́ıt kompaktńı okoĺı (x, y) ∈ X × Y , které se vejde do U × V 3 (x, y).
Necht’ U ⊇ C 3 x a V ⊇ D 3 y. Potom C ×D je ono hledané kompaktńı okoĺı.

Konstrukce 8.5 (jednobodová kompaktifikace). Necht’ X je lokálně kompaktńı prostor a
∞ /∈ X. Položme X+ = X ∪ {∞}. Definujme na X+ topologii následuj́ıćım zp̊usobem:
U ⊆ X+ je otevřená, právě když

• ∞ /∈ U a U je otevřená v X nebo
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• ∞ ∈ U a X r U je kompaktńı.

Tento prostor se nazývá jednobodová kompaktifikace prostoru X.

Př́ıklad 8.6. Dokažte, že se jedná opravdu o topologii (k tomu budete potřebovat dokázat,dú 11
že konečné sjednoceńı kompaktńıch podmnožin je kompaktńı).

Věta 8.7. Prostor X+ je kompaktńı Hausdorff̊uv prostor, jehož je X podprostorem.

D̊ukaz. Zjevně všechny
”
stopy“ X ∩U otevřených U ⊆ X+ jsou otevřené (k tomu je potřeba

Hausdorffovost), takže je vskutku X podprostorem X+.
Necht’ U je libovolné otevřené pokryt́ı X+. Pak nějaké U0 ∈ U obsahuje∞ a z otevřenosti

je X rU0 kompaktńı. Proto lze z U vybrat konečně mnoho U1, . . . , Un pokrývaj́ıćıch X rX0.
Dohromady U0, U1, . . . , Un pokrývaj́ı X+.

Body X lze oddělit otevřenými podmnožinami v X. Zbývá tedy oddělit x ∈ X a∞. Dı́ky
lokálńı kompaktnosti existuje kompaktńı okoĺı C 3 x. Z definice okoĺı C ⊇ U 3 x a potom
U 3 x a X+ r C 3 ∞ jsou hledané odděluj́ıćı otevřené množiny.

Př́ıklad 8.8. Výše uvedenými požadavky je topologie na X+ jednoznačně určena.cv

Př́ıklad 8.9. Popǐste jednobodovou kompaktifikaci Rn. (popsat stereografickou projekci Sn →cv

Rn, x 7→ x−e0
x0−1 , ukázat, že je spojitá společně se svou inverźı v 7→ −1+|v|2

1+|v|2 · e0 + 2
1+|v|2 · v – obě

jsou dány vzorečkem (moje univerzálńı zd̊uvodňováńı) – a použ́ıt předchoźı př́ıklad). Vzoreček
pro inverzi lze nechat za DÚ s t́ım, že bych jim odvodil, že muśı být tvaru e0 + k(v − e0).

Př́ıklad 8.10. Popǐste jednobodovou kompaktifikaci kompaktńıho Hausdorffova prostoru.dú 12

konec 6. přednášky

Tvrzeńı 8.11. Spojitá bijekce f : X → Y mezi lokálně kompaktńımi prostory je homeomor-
fismus, právě když je

”
řádné“ (proper, tj. vzor kompaktńı množiny je kompaktńı).

D̊ukaz. Podle definice topologie na jednobodové kompaktifikaci je f+ : X+ → Y + spojité,
právě když je f řádné. Potom se ale jedná o spojitou bijekci mezi kompaktńımi Hausdorf-
fovými prostory a tedy o homeomorfismus. Jeho zúžeńı f pak muśı být také homeomorfis-
mus.

To lze (možná) použ́ıt na př́ıklad stereografické projekce Snr{e0} → Rn – je však potřeba
dokázat řádnost.

Věta 8.12. Lokálně kompaktńı prostory jsou právě otevřené podprostory kompaktńıch Hausdor-
ffových prostor̊u.

D̊ukaz.
”
⇒“: každý lokálně kompaktńı prostor X je otevřeným podprostorem X+.

”
⇐“: každý kompaktńı Hausdorff̊uv prostor je lokálně kompaktńı a tyto jsou zjevně

uzavřené na otevřené podprostory.

Poznámka. Plat́ı také, že uzavřená podmnožina lokálně kompaktńıho podprostoruX je lokálně
kompaktńı: kompaktńı okoĺı x v F lze dostat jako pr̊uniky F s kompaktńımi okoĺımi x v X.

Ještě obecněji plat́ı, že podmnožina A ⊆ X je lokálně kompaktńı, právě když je pr̊unikem∗∗
otevřené a uzavřené podmnožiny (konkrétně je A otevřená v A).
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9. Reálné funkce

Definice 9.1. Kompaktifikace prostoru X je vložeńı X ↪→ K prostoru X do nějakého kom-
paktńıho Hausdorffova prostoru K jako podprostoru takové, že plat́ı X = K.

Základńım př́ıkladem je výše zmiňovaná jednobodová kompaktifikace. Opačným extrémem
je tzv. Stoneova-Čechova kompaktifikace, která naopak přidá bod̊u co nejv́ıce. Tato kompakti-
fikace funguje pro libovolné úplně regulárńı prostory – těmi se budeme zabývat v této kapitole.

Definice 9.2. Necht’ X je T1 topologický prostor. Řekneme, že X je T3 1
2

(úplně regulárńı),

jestliže pro každý jeho bod x ∈ X a uzavřenou podmnožinu F ⊆ X neobsahuj́ıćı x existuje
spojitá funkce f : X → [0, 1] taková, že f(x) = 0 a f |F = 1.

Otázka. Cvičeńı: každý lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor je úplně regulárńı (ono to plyne taky z jednobodové?
kompaktifikace).

Př́ıklad 9.3. Každý metrický prostor je úplně regulárńı. Dokázali jsme dokonce, že je
”
úplně

normálńı“, tj. že lze oddělit funkćı libovolné dvě uzavřené množiny. Za chv́ıli uvid́ıme, že tato
podmı́nka je ekvivalentńı normalitě.

Věta 9.4. Úplně regulárńı prostory jsou uzavřené na podprostory a součiny.

D̊ukaz. Je-li A ⊆ X libovoný podprostor a x ∈ A, F ⊆ A uzavřená v A a neobsahuj́ıćı x, tak
potom x a F jsou také disjunktńı v X. Proto existuje f : X → [0, 1] odděluj́ıćı x od F . Jej́ı
zúžeńı na A odděluje x od F .

Necht’ nyńı Xi jsou úplně regulárńı, i ∈ I, a uvažme součin X =
∏
i∈I Xi. Je-li x ∈ X

a F ⊆ X uzavřená neobsahuj́ıćı x, potom x ∈ X r F (otevřená) a podle definice topologie
součinu

x ∈ p−1
j1

(U1) ∩ · · · ∩ p−1
jn

(Un) ⊆ X r F

pro nějaké otevřené Uk ⊆ Xjk . Přechodem k doplňk̊um Fk = Xjk r Uk dostáváme

p−1
j1

(F1) ∪ · · · ∪ p−1
jn

(Fn) ⊇ F

a uzavřená množina nalevo stále neobsahuje x. Stač́ı ji proto od x oddělit. Zvolme spojité
funkce fk : Xjk → [0, 1] odděluj́ıćı pjk(x) od Fk a položme

f(x) = max{f1(pj1(x)), . . . , fn(pjn(x))}.

Cvičeńı 9.5. Dokažte, že pro spojité funkce f, g : X → R je spojitá i max{f, g}.cv

Věta 9.6. Úplně regulárńı prostory jsou právě podprostory krychĺı [0, 1]S.

D̊ukaz. Každý podprostor [0, 1]S je úplně regulárńı podle předchoźı věty.
Necht’ tedy naopak X je úplně regulárńı a položme S = {f : X → [0, 1] | f je spojité}.

Komponenty t ∈ [0, 1]S budeme psát jako tf = pf (t). Definujme zobrazeńı h : X → [0, 1]S

pomoćı jeho komponent

X
h //

f
!!

[0, 1]S

pf

��

[0, 1]
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tedy h(x) = (f(x))f∈S . Podle univerzálńı vlastnosti součinu je h spojité. Dále ukážeme, že je
injektivńı a na závěr, že je homeomorfismem na sv̊uj obraz.

Necht’ x, y ∈ X jsou dva r̊uzné body a necht’ f : X → [0, 1] je spojitá funkce odděluj́ıćı x
od y. Potom (h(x))f = 0 a (h(y))f = 1, proto h(x) 6= h(y). Zbývá ukázat, že obraz uzavřené
množiny F ⊆ X je uzavřený v h(X). Zvolme proto libovolný bod h(x) /∈ h(F ) a hledejme
jeho okoĺı disjunktńı s h(F ). Dı́ky injektivitě plat́ı x /∈ F a proto existuje f : X → [0, 1]
odděluj́ıćı x od F . Potom ale (h(x))f = 0, zat́ımco pf |h(F ) = 1. Proto (pf )−1[0, 1) je hledané
otevřené okoĺı h(x) disjunktńı s h(F ).

Důsledek 9.7. Topologický prostor má kompaktifikaci, právě když je úplně regulárńı.

D̊ukaz. Pokud má X kompaktifikaci, je podprostorem kompaktńıho Hausdorffova prostoru, o
kterém jsme dokázali, že je normálńı. Za chv́ıli uvid́ıme, že T4 ⇒ T3 1

2
(Uryshohnova věta).

Necht’ naopak X je úplně regulárńı. Potom zobrazeńı h : X → h(X) z předchoźıho d̊ukazu
je kompaktifikace.

Definice 9.8. Pro vložeńı h : X → [0, 1]S z předchoźıho d̊ukazu položme β(X) = h(X).
Jedná se o kompaktifikaci prostoru X a ř́ıká se j́ı Stoneova-Čechova kompaktifikace.

Poznámka. Stoneova-Čechova kompaktifikace má následuj́ıćı univerzálńı vlastnost: je-li X ↪→
K libovolná kompaktifikace, pak existuje jediné spojité rozš́ı̌reńı β(X) → K (jednoduše se
rozš́ı̌ŕı na zobrazeńı β(X) → β(K) ∼= K). Z tohoto d̊uvodu se jedná o

”
největš́ı“ možnou

kompaktifikaci.

Poznámka. Spojité funkce f : β(X) → R jsou v jednoznačné korespondenci s ohraničenýmind
spojitými funkcemi X → R. Z kompaktnosti β(X) je totiž f(β(X)) ohraničená a t́ım sṕı̌s
f(X). Naopak, je-li g : X → R libovolná ohraničená funkce, pak ji můžeme chápat jako
g : X → [a, b] a dostaneme f : β(X)→ β([a, b]) ∼= [a, b].

Otázka. Je-li X diskrétńı topologický prostor, pak β(X) má být množina všech ultrafiltr̊u na X (je jasné, že každý?
ultrafiltr určuje jeden bod β(X); proč ale nemůžou dva ultrafiltry zadávat stejný bod?). To má souvislost se Stoneovou
dualitou, viz někde jinde.

Věta 9.9. Úplně regulárńı topologický prostor se spočetnou báźı topologie je metrizovatelný.∗

D̊ukaz. Analýzou d̊ukazu věty o vložeńı do krychle lze jednoduše dospět k následuj́ıćımu
pozorováńı. Necht’ S0 ⊆ S = {f : X → I spojité}. Potom zobrazeńı h0 : X → IS0 s
komponentami h0 = (f)f∈S0 je vložeńı, jestliže pro každou uzavřenou množinu F a bod
x /∈ F existuje f ∈ S0 taková, že f(x) = 0, f |F = 1.

V daľśım nalezneme spočetnou množinu S0 s touto vlastnost́ı. Potom h0 : X ↪→ Iω a na
Iω existuje metrika

dist(x, y) =
∑

1
2n |xn − yn|.

Dokažte, že tato metrika zadává na Iω součinovou topologii Iω =
∏∞
n=1 I. Metrika na X ∼=dú 13

h0(X) se pak dostane zúžeńım metriky na Iω.
Zbývá nalézt S0. Necht’ U ⊆ V jsou bazické otevřené množiny. Pokud existuje nějaká

spojitá f : X → I s vlastnost́ı f |U = 0, f |XrV = 1, tak nějakou takovou zvolme a označme
FU,V . Položme

S0 = {fU,V | U ⊆ V bazické takové, že fU,V existuje}.
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Je potřeba ověřit podmı́nku. Necht’ x /∈ F , tedy x ∈ X r F . Podle definice báze topologie
existuje bázická V s vlastnost́ı x ∈ V ⊆ X r F . Dı́ky úplné regularitě pak existuje f : X → I
taková, že f(x) = 0 a f |XrV = 1. Vhodnou reparamterizaćı

ϕ(t) =

{
0 t ≤ 1

2
2t− 1 t ≥ 1

2

dostaneme funkci ϕf , která je nulová na okoĺı f−1[0, 1
2) 3 x. Opět existuje bazická U s

vlastnost́ı f−1[0, 1
2) ⊇ U 3 x. Proto funkce fU,V existuje; sice nemuśı být rovna ϕf , ale

nicméně libovolné fU,V odděluje x od F tak, jak požadujeme.

Zejména je kompaktńı Hausdorff̊uv prostor metrizovatelný, právě když má spočetnou bázind
topologie. Viděli jsme totiž v d̊ukazu Věty 6.20, že každý kompaktńı metrický prostor X lze
pro každé n ∈ N pokrýt konečným systémem Bn kouĺı o poloměru 1/n. Jednoduše se pak
ukáže, že

⋃
n∈N Bn tvoř́ı bázi topologie: je-li U otevřená a x ∈ U , pak lze naj́ıt B2/n(x) ⊆ U .

V Bn pak lze naj́ıt kouli obsahuj́ıćı x a ta bude nutně ležet v B2/n(x).

Věta 9.10 (Urysohn). Necht’ X je normálńı prostor a F,G ⊆ X dvě jeho disjunktńı uzavřené∗
podmnožiny. Pak existuje spojité f : X → [0, 1] takové, že f |F = 0 a f |G = 1.

D̊ukaz. Položme F0 = F , U1 = X r G. Hledáme tedy funkci f s vlastnostmi f |U0 = 0,
f |XrU1 = 1. Z normality existuj́ı F0 ⊆ U1/2 ⊆ F1/2 ⊆ U1 (nebot’ X r F1/2 je okoĺı X r U1

disjunktńı s U1/2).
V daľśım kroku dostáváme

F0 ⊆ U1/4 ⊆ F1/4 ⊆ U1/2 ⊆ F1/2 ⊆ U3/4 ⊆ F3/4 ⊆ U1.

a induktivně pak systém otevřených množin Um/2n a uzavřených množin Fm/2n splňuj́ıćı
Ur ⊆ Fr a pro r < s také Fr ⊆ Us.

Položme f(x) = inf{r = m/2n ∈ [0, 1] | x ∈ Ur}, přičemž f(x) = 1, pokud x nelež́ı v
žádném Ur. Zejména tedy f |XrU1 = 1; zřejmě také f |F0 = 0. Spojitost zobrazeńı f plyne z
jednoduše ověřitelného vzorečku f−1(a, b) =

⋃
a<r<s<b(Us r Fr).

Věta 9.11 (Tietze). Necht’ F ⊆ X je uzavřená podmnožina normálńıho prostoru X. Potom∗∗
libovolné g : F → [0, 1] lze rozš́ıřit na f : X → [0, 1].

D̊ukaz. O něco symetričtěǰśı je př́ıpad funkce s hodnotami v intervalu [−1, 1]. Definujme
postupné aproximace rozš́ı̌reńı f , přičemž bude f = limn fn. Uvažme uzavřené množiny F =
g−1[−1,−1/3] a G = g−1[1/3, 1] a zvolme libovolnou funkci f1 : X → [−1/3, 1/3] tak, aby
f1|F = −1/3 a f1|G = 1/3. Potom |g(x)− f1(x)| ≤ 2/3. V daľśım kroku se podobně snaž́ıme
aproximovat funkci

g − f1 : F → [−2/3, 2/3]

a opět se nám podař́ı naj́ıt f2 : X → [−2/32, 2/32] tak, že |(g(x)− f1(x))− f2(x)| ≤ 22/32...
Obecně pak fn : X → [−2n−1/3n, 2n−1/3n] a |g(x)− f1(x)− . . .− fn(x)| ≤ 2n/3n. Protože je
posloupnost částečných součt̊u f1 + · · ·+ fn stejnoměrně konvergentńı, je součet f1 + f2 + · · ·
spojitá funkce a podle odhad̊u se na F shoduje s g.

Podobně lze rozšǐrovat zobrazeńı do R. To jednoduše plyne z předchoźıch dvou vět a∗∗
homeomorfismu R ∼= (−1, 1), d́ıky němuž stač́ı rozš́ı̌rit g : A→ (−1, 1) na X. Necht’ f : X →
[−1, 1] je rozš́ı̌reńı z Tietzeho věty. Potom f−1({−1, 1}) je uzavřená množina disjunktńı s A a
lze tedy naj́ıt funkci λ : X → [0, 1] takovou, že λ = 0 na f−1({−1, 1}) a λ = 1 na A. Hledané
rozš́ı̌reńı je pak λ · f .
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10. Homotopie, fundamentálńı grupa, nakryt́ı

Definice 10.1. Necht’ X, Y jsou topologické prostory, f0, f1 : X → Y spojitá zobrazeńı.
Řekneme, že f0, f1 jsou homotopická, jestliže existuje spojité zorazeńı h : [0, 1] × X → Y
takové, že h(0, x) = f0(x), h(1, x) = f1(x). Znač́ıme f0 ∼ f1, př́ıpadně h : f0 ∼ f1. Zobrazeńı
h se nazývá homotopie mezi f0 a f1.

Př́ıklad 10.2. Každá dvě zobrazeńı f0, f1 : X → Rn jsou homotopická. To samé plat́ı procv
libovolnou konvexńı podmnožinu Rn.

Př́ıklad 10.3 (d̊ukaz později). Vložeńı S1 → R2 r {0} neńı homotopické s žádným kon-
stantńım zobrazeńım. V daľśım v́ıceméně ukážeme, že homotopické tř́ıdy zobrazeńı S1 →
R2 r {0} jsou v bijekci s Z, přičemž č́ıslo odpov́ıdaj́ıćı zobrazeńı f je tzv. nav́ıjećı č́ıslo f , tj.
počet oběh̊u f okolo počátku.

Věta 10.4. Homotopie je relace ekvivalence na množině spojitých zobrazeńı.

D̊ukaz. Pro reflexivitu f ∼ f stač́ı vźıt homotopii (t, x) 7→ f(x) (
”
konstantńı homotopie“).

Pro symetrii h : f0 ∼ f1 ⇒ h : f1 ∼ f0 stač́ı vźıt h(t, x) = h(1 − t, x). Je-li h : f0 ∼ f1 a
k : f1 ∼ f2, pak

(h ∗ k)(t, x) =

{
h(2t, x), t ≤ 1

2
k(2t− 1, x), 1

2 ≤ t

je homotopie f0 ∼ f2. Jej́ı spojitost plyne z toho, že [0, 1
2 ] × X a [1

2 , 1] × X tvoř́ı konečné
uzavřené pokryt́ı I ×X.

Věta 10.5. Jsou-li f0 ∼ f1 : X → Y a g0 ∼ g1 : Y → Z, potom také g0f0 ∼ g1f1 : X → Z.

D̊ukaz. Necht’ h je homotopie f0 ∼ f1 a k homotopie g0 ∼ g1. Potom k(t, h(t, x)) je homotopie
mezi k(0, h(0, x)) = g0f0(x) a k(1, h(1, x)) = g1f1(x).

konec 7. přednášky

Definice 10.6. Prostory X, Y se nazývaj́ı homotopicky ekvivalentńı, jestliže existuj́ı spojitá
zobrazeńı f : X → Y , g : Y → X taková, že gf ∼ idX , fg ∼ idY . Znač́ıme X ' Y . Zobrazeńı
f a g se nazývaj́ı homotopické ekvivalence.

Př́ıklad 10.7. Plat́ı Rn ' {∗}, tj. Rn je stažitelný; Rn r {0} ' Sn−1.cv

Fundamentálńı grupa (Poincaré). Necht’ x0, x1, x2 ∈ X jsou pevně zvolené body. Tak
jako v d̊ukazu tranzitivity definujme pro cestu γ z x0 do x1 a cestu δ z x1 do x2 jejich
navázáńı

β ∗ γ(t) =

{
β(2t), t ∈ [0, 1

2 ]
γ(2t− 1), t ∈ [1

2 , 1]

Tato operace je
”
skoro asociativńı“, konkrétně asociativńı až na homotopii. Definujeme ho-

motopii cest mezi γ0 a γ1 jako homotopii h : [0, 1]× [0, 1]→ X splňuj́ıćı

h(0, x) = γ0(x), h(1, x) = γ1(x), h(t, 0) = x0, h(t, 1) = x1.

(Jinými slovy všechny cesty mezi γ0 a γ1 zač́ınaj́ı a konč́ı v týchž bodech x0, x1.)
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Speciálńım př́ıpadem cest jsou smyčky v x0, tj. cesty z x0 do x0. V takovém př́ıpadě se
homotopie cest nazývá homotopíı smyček. Definujeme

π1(X,x0) = {smyčky v x0}/homotopie smyček.

Na π1(X,x0) definujeme operaci [β] · [γ] = [β ∗ γ].

Poznámka. Ekvivalentně lze smyčky chápat jako spojitá zobrazeńı S1 ∼= I/{0, 1} → X, kteránd
pośılaj́ı 1 7→ x0. Homotopie smyček pak odpov́ıdaj́ı homotopíım zobrazeńı S1 → X, které
celou dobu pośılaj́ı 1 7→ x0. Mluv́ıme o zobrazeńıch a homotopíıch prostor̊u s vybraným
bodem (S1, 1)→ (X,x0).

Věta 10.8. Výše uvedená operace je dobře definovaná a zadává na π1(X,x0) strukturu grupy.

D̊ukaz. Je-li h homotopie smyček β0 ∼ β1 a k homotopie smyček γ0 ∼ γ1, pak

(h ∗ k)(t, s) =

{
h(2t, s), t ≤ 1

2
k(2t− 1, s), 1

2 ≤ t

je homotopie smyček β0 ∗ γ0 ∼ β1 ∗ γ1.
Asociativita: definujme α ∗ β ∗ γ, smyčku, která projde všechny tři smyčky α, β, γ třikrát

rychleji. Obě α ∗ (β ∗ γ), (α ∗ β) ∗ γ jsou nějaké reparametrizace, konkrétně

α ∗ (β ∗ γ) = (α ∗ β ∗ γ) ◦ ϕr, (α ∗ β) ∗ γ = (α ∗ β ∗ γ) ◦ ϕl,

kde ϕr, ϕl : I → I jsou konkrétńı spojitá zobrazeńı, viz obrázek. Protože je I konvexńı, máme
ϕr ∼ ϕl a proto také α ∗ (β ∗ γ) ∼ (α ∗ β) ∗ γ.

Proč je to homotopie smyček?dú 14
Jednotka je konstantńı cesta ε(t) = x0, opět ε ∗ γ a γ ∗ ε jsou

”
reparametrizace“ smyčky

γ. Inverze je dána smyčkou γ(t) = γ(1− t).
Ukažte, že se jedná vskutku o inverzi.dú 15

Př́ıklad 10.9. Plat́ı π1(Rn, 0) = {e}.

Př́ıklad 10.10. Pokud lze x0, x1 ∈ X spojit cestou, pak π1(X,x0) ∼= π1(X,x1). Tento iso-cv
morfismus záviśı na volbě cesty – identifikujte jej pro smyčku (tj. pro x0 = x1).

Př́ıklad 10.11. Dokažte π1(X × Y, (x0, y0)) ∼= π1(X,x0)× π1(Y, y0).cv

Definice 10.12. Disjunktńı sjednoceńı topologických prostor̊u X, Y je množina

X t Y = ({0} ×X) ∪ ({1} × Y )

společně s topologíı

{W ⊆ X t Y | X ∩W ⊆ X otevřená, Y ∩W ⊆ Y otevřená}

Poznámka. Alternativně je topologie dána {U t V | U ⊆ X otevřená, V ⊆ Y otevřená}.
Otázka. Použ́ıvat jiné značeńı pro disjunktńı sjednoceńı, např́ıklad X + Y ??
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Označ́ıme-li inkluze i : X → X t Y , j : Y → X t Y , má disjunktńı sjednoceńı následuj́ıćı
univerzálńı vlastnost

X i
((

fi

""

X t Y f
// Z

Y j

66

fj

<<

tj. zobrazeńı f : X t Y → Z je spojité, právě když obě zúžeńı fi : X → Z, fj : Y → Z jsou
spojitá. To je proto, že X ∩U = i−1(U), Y ∩U = j−1(U). Zobrazeńı f znač́ıme též f = [g, h],
kde g = fi, h = fj jsou jeho zúžeńı na podprostory X, Y .

Př́ıklad 10.13. Dokažte, že topologický prostor je nesouvislý, právě když je homeomorfńıcv
disjunktńımu sjednoceńı dvou neprázdných prostor̊u. Je-li Z = X t Y jako množina, pak Z
má topologii disjunktńıho sjednoceńı, právě když X, Y jsou obojetné.

Poznámka. Pokud maj́ı X, Y metriku, dodefinujme ji na metriku na XtY pomoćı dist(x, y) =
1. To zadává na X t Y topologii disjunktńıho sjednoceńı.

Definice 10.14. Necht’ Xi, i ∈ I, jsou topologické prostory. Definujeme disjunktńı sjednoceńı
jako

⊔
i∈I Xi =

⋃
i∈I{i} ×Xi spolu s topologíı

{U ⊆
⊔
i∈I

Xi | ∀i ∈ I : Xi ∩ U ⊆ Xi otevřená}

Topologický prostor
⊔
i∈I Xi má opět univerzálńı vlastnost a opět je každé Xi otevřený a

uzavřený podprostor.

Definice 10.15. Spojité zobrazeńı p : Y → X se nazývá nakryt́ı, jestliže pro každé x ∈ X
existuje otevřené okoĺı U 3 x a homeomorfismus ϕ :

⊔
i∈I U

∼=−→ p−1(U) takový, že komutuje

⊔
i∈I U

[id]
""

ϕ
// p−1(U)

p
||

U

kde [id] :
⊔
i∈I U → U je zobrazeńı, které je na každém sč́ıtanci identita, tedy pϕ(i, x) = x.

Př́ıklad 10.16. Dokažte, že p : R→ S1, t 7→ e2πit je nakryt́ı.cv

Věta 10.17 (zvedáńı cest). Necht’ p : Y → X je nakryt́ı a γ : I → X cesta. Pro každé
y0 ∈ p−1(γ(0)) existuje jediná cesta γ̃ : I → Y taková, že γ̃(0) = y0, pγ̃ = γ. Řı́káme j́ı
zvednut́ı cesty γ zač́ınaj́ıćı v y0.

D̊ukaz. Z definice nakryt́ı je X pokryto otevřenými množinami U takovými, že p−1(U) ∼=
⊔
U ;

toto pokryt́ı označme U . Dále uvažme γ−1(U) = {γ−1(U) | U ∈ U}, otevřené pokryt́ı I.
Podle Lebesgueova lemmatu existuje n ∈ N takové, že každý interval [k−1

n , kn ] lež́ı v nějakém

γ−1(U) ∈ γ−1(U), tj. γ[k−1
n , kn ] ⊆ U . Definujme γ̃ postupně na intervalech [ 0

n ,
1
n ], . . . , [n−1

n , nn ].
Necht’ při homeomorfismu ϕ :

⊔
i∈I U

∼= p−1(U) je ϕ−1(y0) ∈ {i} × U . Protože γ̃[ 0
n ,

1
n ] je

souvislý a muśı obsahovat y0, muśı ležet v ϕ({i} × U).
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dokázat posledńı tvrzeńıdú 16

Protože je p : ϕ({i} × U)
∼=−→ U homeomorfismus, jsme nuceni položit

γ̃(t) = (p|ϕ({i}×U))
−1γ(t).

T́ım je určeno zúžeńı γ̃ na [ 0
n ,

1
n ] a zejména γ̃( 1

n), počátečńı bod zvednut́ı γ|[ 1
n
,1].

Věta 10.18 (zvedáńı homotopíı). Necht’ p : Y → X je nakryt́ı, h : I × P → X homotopie a
h̃0 :P → Y (částečné zvedunt́ı) takové, že p(h̃0(z)) = h(0, z). Potom existuje jediná homotopie
h̃ : I × P → Y taková, že h̃(0, z) = h̃0(z), ph̃(t, z) = h(t, z). Řı́káme j́ı zvednut́ı homotopie h
zač́ınaj́ıćı v h̃0.

konec 8. přednášky

D̊ukaz. Podle přechoźı věty pro každé z ∈ P existuje jediné spojité zvednut́ı h(−, z) zač́ınaj́ıćı∗∗
v h̃0(z), označme jej h̃(−, z). T́ım je dokázána jednoznačnost h̃, zbývá ukázat jeho spojitost.

Necht’ z0 ∈ P je pevné a zvolme U1, . . . , Un ⊆ X otevřené tak, že h(−, z0)[k−1
n , kn ] ⊆ Uk.

Necht’ ϕk : p−1(Uk) ∼=
⊔
Uk je lokálńı trivializace a ik takový index, že

ϕkh̃(−, z0)[k−1
n , kn ] ⊆ {ik} × Uk.

Jednoduše se ukáže, že na nějakém okoĺı N 3 z0 plat́ı tytéž vztahy (použit́ım tube lemma).
To ale znamená, že pro t ∈ [k−1

n , kn ] a z ∈ N plat́ı ϕkh̃(t, z) = (ik, h(t, z)). Protože je ϕk ho-

meomorfismus, je h̃|[ k−1
n
, k
n

]×N spojitá. Dı́ky tomu, že jsou intervaly uzavřené a je jich konečně

mnoho, je i h̃|I×N spojitá a tedy i h̃.

Definice 10.19. Topologický prostor X se nazývá jednoduše souvislý (1-souvislý), jestliže je
cestově souvislý a π1(X,x0) = {e} pro každé/nějaké x0 ∈ X.

Lemma 10.20. Je-li X jednoduše souvislý a x, y ∈ X, potom existuje cesta z x do y, jediná
až na homotopii cest.

D̊ukaz. Necht’ γ, δ jsou dvě cesty z x do y. Potom γ ∗ εy ∗ δ je smyčka v x. Dı́ky jednoduché
souvislosti je homotopická triviálńı smyčce. Tato homotopie lze

”
přeskládat“ na homotopii

mezi γ a δ, viz

γ εy δ

εx

εx

εx

1 2 3

4

5

6

γ

εy

δ

εx

εx

εx 1

2

3
4

5

6

Věta 10.21. Necht’ p : Y → X je nakryt́ı, kde Y je jednoduše souvislý. Potom existuje bijekce
mezi π1(X,x0) a p−1(x0).
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D̊ukaz. Zafixujme y0 ∈ p−1(x0). Definujme zobrazeńı

p−1(x0)→ π1(X,x0), y 7→ [pγy],

kde γy je libovolná cesta z y0 do y. Podle definice je jednoznačná až na homotopii cest a tedy
pγy je jednoznačná až na homotopii smyček (p(y0) = x0 = p(y)).

Inverzńı zobrazeńı je
π1(X,x0)→ p−1(x0), [γ] 7→ γ̃(1),

kde γ̃ je zvednut́ı γ zač́ınaj́ıćı v y0. Necht’ [γ] = [δ], tj. γ ∼ δ jako smyčky, a necht’ h je
nějaká taková homotopie smyček. Podle věty o zvedáńı homotopíı existuje jediné zvednut́ı h̃
zač́ınaj́ıćı v h̃(0, s) = y0, muśı tedy být h̃(t, 0) = γ̃(t), h̃(t, 1) = δ̃(t) a proto h̃(1, s) je cesta z
γ̃(1) do δ̃(1) lež́ıćı v p−1(x0). Protože je však p−1(x0) diskrétńı (z lokálńı trivializace nakryt́ı),
muśı být tato cesta konstantńı a γ̃(1) = δ̃(1); proto je zobrazeńı dobře definované.

Zbývá ověřit, že výše uvedená zobrazeńı jsou vzájemně inverzńı. To je ale jasné vhodnou
volbou dat, pomoćı kterých se definuj́ı.

Definice 10.22. Necht’ p : Y → X je libovolné spojité zobrazeńı, y0 ∈ Y libovolný bod a
x0 = p(y0) ∈ X jeho obraz. Definujeme indukované zobrazeńı

p∗ : π1(Y, y0)→ π1(X,x0), [γ] 7→ [pγ].

Protože p(γ ∗ δ) = (pγ) ∗ (pδ), jedná se o homomorfismus grup.

Př́ıklad 10.23. Dokažte, že pro nakryt́ı p : Y → X je indukované zobrazeńı p∗ injektivńı.dú 17

Věta 10.24. Necht’ p : Y → X je nakryt́ı, Y cestově souvislý. Potom existuje bijekce mezi∗∗
p∗π1(Y, y0)\π1(X,x0) a p−1(x0) (připomeňme, že kvocient H\G je množina tř́ıd Hg, g ∈ G).

Př́ıklad 10.25. Spočtěte fundamentálńı grupu kružnice π1(S1, 1) a popǐste reprezentantycv
všech homotopických tř́ıd. (Podle předchoźı věty je v bijekci se Z; dokažte, že je to ve
skutečnosti isomorfismus grup. Reprezentanti jsou dáni zobrazeńımi z 7→ zn.)

Př́ıklad 10.26. Fundamentálńı grupa S1 ∨ S1, jeho nekonečné nakryt́ı a nekonečně genero-∗∗
vaná volná podgrupa volné grupy na dvou generátorech.

Necht’ f : X → X je zobrazeńı X do sebe. Řekneme, že x ∈ X je pevný bod f , jestliže
f(x) = x.

Věta 10.27 (Brouwerova věta v dimenzi 2). Každé spojité zobrazeńı f : D2 → D2 má pevný
bod.

D̊ukaz. Důkaz zredukujeme na následuj́ıćı tvrzeńı: neexistuje retrakce D2 na S1, tj. spojité
zobrazeńı r : D2 → S1 takové, že r|S1 = id. Kdyby r existovalo, dostali bychom

S1 � � // D2 // S1

π1(S1, 1) // π1(D2, 1) // π1(S1, 1)

Z {e} Z

přičemž podle definice retrakce je složeńı rovno id, a tedy idZ by se faktorizovala přes {e},
což nelze.
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Zbývá ukázat, jak z neexistence retrakce plyne Brouwerova věta – opět sporem. Kdyby
existovalo spojité zobrazeńı f : D2 → D2 bez pevného bodu, vyrob́ıme z něj retrakci r tak,
že r(x) bude pr̊useč́ık S1 s (otevřenou) polopř́ımkou vedenou z f(x) bodem x. Jednoduše lze
pro r odvodit formulku, která dokazuje, že je to spojité zobrazeńı.

Věta 10.28 (Základńı věta algebry). Každý nekonstantńı polynom nad C má kořen.

D̊ukaz. Základńı myšlenkou d̊ukazu je, že lze spoč́ıtat počet kořen̊u (poč́ıtaných podle své
násobnosti) uvnitř daného kruhu. Ukážeme si to prvně na triviálńım př́ıkladu polynomu
fn(z) = zn. Zabývejme se smyčkou γ(t) = Re2πit, která ohraničuje kruh o poloměru R.
Složeńı fnγ : I → R2 r {0} je dáno předpisem fn(γ(t)) = Re2πint a oběhne počátek právě
n-krát; proto v grupě π1(R2 r {0}, 1) ∼= Z reprezentuje prvek n. Hlavńı ideou d̊ukazu pak
bude, že to samé plat́ı pro libovolný polynom g stupně n – pokud všechny jeho kořeny lež́ı
uvnitř kruhu o poloměru R, pak gγ je smyčka reprezentuj́ıćı prvek n.

Necht’ g(z) = zn+an−1z
n−1+· · ·+a1z+a0. Prvně omeźıme možné kořeny tohoto polynomu.

Necht’ R > |an−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|, R ≥ 1. Potom pro |z| = R plat́ı

|g(z)| ≥ |zn| − |an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0|

≥ Rn −
(
|an−1|Rn−1 + · · ·+ |a1|R+ |a0|

)
≥ Rn−1

(
R− (|an−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|)

)
> 0

a tedy g má všechny své kořeny uvnitř kruhu o poloměru R.
Ze stejného d̊uvodu má pro t ∈ I polynom zn + t(an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0) kořeny
pouze uvnitř kruhu o poloměru R. Uváž́ıme opět smyčku γ(t) = Re2πit. Pak výše uvedená
homotopie polynomů určuje homotopii gγ ∼ fnγ smyček v R2 r{0}. Spoč́ıtali jsme, že druhá
smyčka reprezentuje prvek n ∈ Z ∼= π1(R2 r {0}, 1) a to samé tedy plat́ı pro gγ.

Předpokládejme nyńı, že g nemá žádné kořeny. Pak libovolná homotopie h : γ ∼ ε s
konstantńım smyčkou zadává homotopii smyček gγ ∼ ε v R2 r {0}. To je ale možné pouze
pro n = 0.

Poznámka. V d̊ukazu jsme
”
poč́ıtali“ pouze kořeny uvnitř dostatečně velkého kruhu. Stejně

lze poč́ıtat kořeny g uvnitř libovolné oblasti omezené křivkou γ : I → C jakožto homotopickou
tř́ıdu smyčky gγ v R2r{0}. Z tohoto principu plyne i

”
spojitá závislost“ kořen̊u na polynomu.

Je-li z0 kořen polynomu g a g′ je polynom bĺızký g, potom g′ má kořen bĺızký z0.

konec 9. přednášky

Př́ıklad 10.29. Dokažte, že π1(Sn) = {e} pro každé n > 1. (Nápověda: každou cestu roz-cv
sekejte na navázáńı cest, které lež́ı v doplňku severńıho/jižńıho pólu a každou pozměňte
homotopíı na cestu s

”
malým obrazem“.)

Př́ıklad 10.30. Uvažujme na Pn = P(Rn+1) topologii kvocientu Sn/∼, x ∼ −x. Dokažte,cv
že zobrazeńı Sn → Pn, x 7→ [x], je nakryt́ı a spočtěte π1(Pn), n > 1. (Nápověda: lež́ı-li
otevřená množina U uvnitř jedné hemisféry, pak pro kanonickou projekci p : Sn → Pn plat́ı,

že p : U
∼=−→ p(U); d̊uvodem je, že p je otevřené.)

Př́ıklad 10.31. Předchoźı zobecnit na
”
properly discontinuous“ akce (viz Bredon, ale názevdú 18

nesed́ı s klasickou definićı), tj. akce splňuj́ıćı: pro každý bod x ∈ X existuje okoĺı U 3 x
takové, že gU ∩ U = ∅ pro g 6= e. V takovém př́ıpadě je projekce X → G\X nakryt́ı a pokud
je X jednoduše souvislé, pak π1(G\X) ∼= G.
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Př́ıklad 10.32. Popǐste fundamentálńı grupu Kleinovy láhve jakožto G\R2.dú 19

Př́ıklad 10.33. Dokažte, že pro cestově souvislý prostor X plat́ı [S1, X] ∼= π1(X)/conj.∗∗

11. Simpliciálńı komplexy, Brouwerova věta, invariance
dimenze

V daľśım dokážeme Brouwerovu větu v obecné dimenzi.

Věta 11.1 (Brouwerova věta). Každé spojité zobrazeńı Dn → Dn má pevný bod.

Prvně si rozmysleme, co ř́ıká v dimenzi 1. Máme D1 = [−1, 1] a tedy tvrd́ıme, že každé
zobrazeńı f : [−1, 1] → [−1, 1] má pevný bod. To ale plyne z toho, že f(−1) ≥ −1, f(1) ≤ 1
a tedy někde v intervalu [−1, 1] muśı být f(x) = x.

Brouwerovu větu budeme dokazovat kombinatoricky. Proto prvně potřebujeme nahradit
disk Dn nějakým kombinatorickým objektem. K tomu nám poslouž́ı následuj́ıćı věta, ve které
∂X = X r X̊ je hranice X.

Věta 11.2. Necht’ X ⊆ Rn je kompaktńı konvexńı podmnožina s neprázdným vnitřkem. Potom
existuje homeomorfismus h : Dn → X takový, že h(Sn−1) = ∂X.

D̊ukaz. Nejprve můžeme př́ıpadným posunut́ım X, které je homeomorfismus, dosáhnout toho,
že počátek 0 je vnitřńım bodem X.

Definujme zobrazeńı d : Sn−1 → R+ jako

d(v) = max{t ∈ R+ | tv ∈ X}.

Protože je 0 vnitřńım bodem, je výše uvedená množina neprázdná a d́ıky kompaktnosti také
ohraničená a uzavřená; proto maximálńı prvek existuje.

Důležitým krokem bude ukázat spojitost zobrazeńı d. Potom definujeme

h′ : I × Sn−1 → X, h′(t, v) = td(v)v;

to zřejmě pośılá {0} × Sn−1 na 0 a indukuje tak zobrazeńı

h : Dn ∼= (I × Sn−1)/({0} × Sn−1)→ X,

které je spojité a podle definice také bijekce mezi kompaktńımi Hausdorffovými prostory. To
je onen hledaný homeomorfismus.

Ukážeme prvně, že pro t ∈ R+ a v ∈ Sn−1 plat́ı tv ∈ X̊, právě když t < d(v). To
přesně odpov́ıdá podmı́nce h(Sn−1) = ∂X. Zjevně pro vnitřńı bod tv je t < d(v). Naopak
stejnolehlost se středem v d(v)v převáděj́ıćı 0 na tv pośılá nějakou kouli Bε(0) ⊆ X na nějakou
kouli Bε′(tv) ⊆ X a proto je tv vnitřńı.

Nyńı dokážeme spojitost zobrazeńı d. Necht’ vn → v je konvergentńı posloupnost. Protože
je d(Sn−1) omezená, stač́ı dokázat, že každá konvergentńı podposloupnost d(vn) konverguje
k d(v). Předpokládejme pro jednoduchost, že sama d(vn) konverguje k nějakému t. Protože

d(vn)vn → tv

a posloupnost vlevo lež́ı v X, muśı také tv ∈ X a proto t ≤ d(v). Předpokládejme nyńı, že
t < d(v). Potom tv je vnitřńı bod X a proto také d(vn)vn je vnitřńı bod pro n � 0. Podle
předchoźıho odstavce se ale jedná o hraničńı body, spor.
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Nyńı poṕı̌seme náš kombinatorický model disku Dn.
Řekneme, že body A0, . . . , Ak ∈ Rn jsou afinně nezávislé, jestliže A1−A0, . . . , Ak−A0 jsou

lineárně nezávislé vektory. Simplexem dimenze k (také k-simplex) nazveme konvexńı obal

s = [A0, . . . , Ak] = {ξ0A0 + · · · ξkAk | ξi ≥ 0, ξ0 + · · ·+ ξk = 1},

afinně nezávislých bod̊u A0, . . . , Ak.

Př́ıklad 11.3. Standardńı simplex ∆k dimenze k je definovaný jako konvexńı obal ∆k =
[e0, . . . , ek] vektor̊u standardńı báze Rn+1. Je-li s = [A0, . . . , Ak] libovolný jiný k-rozměrný
simplex, pak existuje jediné afinńı zobrazeńı ∆k → s pośılaj́ıćı ei na Ai a jedná se o homeo-
morfismus. Libovolné dva simplexy dimenze k jsou tedy homeomorfńı.

Podle předchoźı věty je libovolný simplex dimenze n homeomorfńı Dn – protože jsou
každé dva simplexy dimenze n homeomorfńı, plyne to z př́ıpadu konvexńıho obalu n-tice
afinně nezávislých bod̊u v Rn (ten má neprázdný vnitřek).

Stěna simplexu s je [Ai0 , . . . , Ai` ], kde 0 ≤ i0, . . . , i` ≤ k (a můžeme předpokládat, že jsou
tyto indexy navzájem r̊uzné a uspořádané). Kombinatorický vnitřek s je

intc s = {ξ0A0 + · · · ξkAk | ξi > 0, ξ0 + · · ·+ ξk = 1}

a kombinatorická hranice pak ∂cs = sr intc s.
Simpliciálńı komplex K v Rn je konečná množina simplex̊u taková, že

• každá stěna simplexu z K lež́ı v K,

• jsou-li s, t dva simplexy z K, pak s ∩ t je jejich společná stěna.

Tělesem komplexu K je množina |K| =
⋃
K =

⋃
s∈K s. Podmnožina P ⊆ Rn se nazývá

polyedrem, jestliže existuje simpliciálńı komplex K takový, že P = |K|. Simpliciálńı komplex
K se pak nazývá triangulaćı polyedru P .

Př́ıklad 11.4. Čtverec má triangulaci sestávaj́ıćı se ze dvou trojúhelńık̊u. Složitěǰśı je krychle
– ta má triangulaci sestávaj́ıćı se z šesti čtyřstěn̊u.

Podrozděleńı L komplexu K je simpliciálńı komplex takový, že |L| = |K| a každý simplex
s ∈ L lež́ı v nějakém simplexu t ∈ K, tj. s ⊆ t. Barycentrické podrozděleńı sdK je definováno
následovně: sd[A0, . . . , Ak] je dáno všemi stěnami k-simplex̊u

[Ai0 ,
1
2(Ai0 +Ai1), . . . , 1

k+1(Ai0 + · · ·+Aik)],

kde i0, . . . , ik je libovolná permutace 0, . . . , k; barycentrické podrozdělěńı sdK je sjednoceńım
všech sd s, s ∈ K.

Jemnost triangulace K je µ(K) = max{diam s | s ∈ K} = max{dist(A,B) | [A,B] ∈
K}, tj. největš́ı pr̊uměr simplexu K nebo, ekvivalentně, největš́ı vzdálenost bod̊u spojených
hranou.

Lemma 11.5. µ(sdK) ≤ dimK
dimK+1µ(K).

D̊ukaz. V d̊ukazu několikrát využijeme následuj́ıćı pozorováńı: největš́ı vzdálenost bodu od
bodu simplexu se vždy realizuje v nějakém vrcholu tohoto simplexu.2

2Největš́ı vzdálenost bodu X od s je stejná jako největš́ı vzdálenost X ′ od s, kde X ′ je projekce X do
lineárńıho podprostoru L generovaného s. Podle d̊ukazu předchoźı věty (s má neprázdný vnitřek uvnitř L) je
tato maximálńı pro body z hranice. Dále se použije indukce.
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Tvrzeńı zřejmě stač́ı dokázat pro simplex s = [A0, . . . , Ak]. Necht’ t je simplex jeho bary-
centrického podrozděleńı. Pr̊uměr t je maximálńı délka hrany mezi jeho vrcholy. Pokud tato
hrana neobsahuje 1

k+1(A0 + · · ·+Ak), jedná se o simplex barycentrického podrozděleńı nějaké
stěny s a můžeme použ́ıt indukci vzhledem k dimenzi k.

Maximálńı vzdálenost 1
k+1(A0+· · ·+Ak) od vrchol̊u barycentrického podrozděleńı nastane

pro některý vrchol Ai a tedy

µ(sd s) ≤ max{dist(Ai,
1

k+1(A0 + · · ·+Ak)) | i = 0, . . . , k},

přičemž dist(Ai,
1

k+1(A0 + · · ·+Ak)) = k
k+1 dist(Ai,

1
k (A1 + · · · Âi · · ·+Ak)) a toto je omezeno

k
k+1 -násobky vzdálenost́ı Ai od některého z vrchol̊u Aj , j 6= i.

Věta 11.6 (Spernerovo lemma). Necht’ T je triangulace simplexu [A0, . . . , An] a necht’ ϕ
je zobrazeńı množiny vrchol̊u T do množiny {0, . . . , n} takové, že pro B ∈ [Ai0 , . . . , Aik ] je
ϕ(B) ∈ {i0, . . . , ik}. Potom počet simplex̊u [B0, . . . , Bn] ∈ T takových, že ϕ{B0, . . . , Bn} =
{0, . . . , n} je lichý.

konec 10. přednášky

D̊ukaz. Indukćı vzhledem k n. Označme

S0 množinu n-simplex̊u, jejichž vrcholy jsou označeny právě všemi 0, . . . , n− 1,
p0 = #S0;

S1 množinu n-simplex̊u, jejichž vrcholy jsou označeny právě všemi 0, . . . , n,
p1 = #S1;

R množinu (n− 1)-simplex̊u, jejichž vrcholy jsou označeny právě všemi 0, . . . , n− 1,
x = #R.

Poč́ıtejme dvěma zp̊usoby počet dvojic (s, r), kde s je n-simplex a r jeho stěna dimenze n− 1
s vlastnost́ı r ∈ R.

Prvně se zabývejme t́ım, kolika zp̊usoby lze vybrat s. Ten zjevně lež́ı bud’ v S0 nebo v S1.
V prvńım př́ıpadě lze stěnu r vyrbat právě dvěma zp̊usoby, v druhém právě jedńım zp̊usobem.
Proto je počet dvojic (s, r) roven 2p0 + p1.

Nyńı rozdělme tentýž počet podle možnost́ı na výběr simplexu r. Ten lze vybrat právě x
zp̊usoby, přičemž každý takový simplex lež́ı právě ve dvou3 n-simplexech s s výjimkou těch r,
které lež́ı na hranici simplexu [A0, . . . , An]. Dı́ky podmı́nce na označeńı vrchol̊u ve stěnách pak
r lež́ı ve stěně [A0, . . . , An−1] a podle indukčńıho předpokladu je počet y takových simplex̊u
lichý. Počet dvojic je tedy roven

2p0 + p1 = 2x− y

a tedy p1 = 2(x− p0)− y je liché.

D̊ukaz Brouwerovy věty. Podle dř́ıve provedené redukce stač́ı ukázat neexistenci retrakce Dn

na Sn−1. Dı́ky ∆n ∼= Dn, převáděj́ıćı ∂c∆
n na Sn−1, pak stač́ı ukázat neexistenci retrakce

r : ∆n → ∂c∆
n. Z př́ıpadné retrakce zkonstruujeme označeńı vrchol̊u sdN ∆n, N � 0, které

3Formálně to plyne z toho, že každý n-simplex s maj́ıćı r za stěnu lež́ı právě v jednom z poloprostor̊u
určených r. Pokud tedy existuje takový s jediný, nemůže r ležet uvnitř [A0, . . . , An]. V př́ıpadě, že dva takové
n-simplexy s, s′ lež́ı v témž poloprostoru, tak se prot́ınaj́ı v nějakém vnitřńım bodě; tato možnost tedy nemůže
v simpliciálńım komplexu nastat.
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bude v rozporu se Spernerovým lemmatem. Označeńı ϕ(B) vrcholu B ∈ sdN ∆n je dáno
indexem i libovolného takového ei, pro nějž ve vyjádřeńı

r(B) = ξ0e0 + · · ·+ ξnen

je ξi největš́ı ze všech (těch může být v́ıc – v takovém př́ıpadě vybereme libovolný z nich;
vrchol ei je nejbĺıž k bodu r(B)). Myšlenkou d̊ukazu pak je, že při dostatečně jemné triangulaci
budou obrazy simplex̊u malé a nebudou moct mı́t vrcholy označené všemi 0, . . . , n.

Nyńı definujeme otevřené pokryt́ı U0, . . . , Un hranice ∂c∆
n předpisem

Ui = {ξ0e0 + · · · ξnen | ξi < 1
n+1}

Protože jsou ξj nezáporná a jejich součet je 1, je jediným bodem ∆n nepatř́ıćım do U0∪· · ·∪Un
barycentrum 1

n+1(e0 + · · ·+ en), které ovšem nelež́ı na hranici. Zároveň je také zřejmé, že pro
r(B) ∈ Ui neńı ei nejbližš́ı vrchol k r(B). Podle Lebesgueova lemmatu existuje ε > 0 takové,
že každá podmnožina pr̊uměru ε lež́ı v některé z r−1(U0), . . . , r−1(Un). Zvolme N � 0 tak,
aby µ(sdN ∆n) ≤ ε. Potom pro s ∈ sdN ∆n bude platit r(s) ⊆ Ui pro nějaké i a zejména
všechny vrcholy s budou ohodnoceny č́ısly z množiny {0, . . . , i − 1, i + 1, . . . , n}. Ke sporu
se Spernerovým lemmatem pak stač́ı ověřit hraničńı podmı́nku. Necht’ tedy B ∈ sdN ∆n je
vrchol lež́ıćı ve stěně [ei0 , . . . , eik ]. Potom r(B) = B = ξ0e0 + · · · + ξnen s koeficienty ξj = 0
pro všechna j /∈ {i0, . . . , ik}; zejména ϕ(B) ∈ {i0, . . . , ik}.

Věta 11.7 (o invarianci dimenze). Pokud Rn ∼= Rm jsou homeomorfńı, potom n = m.

Začneme s jednoduchou redukćı. Pokud Rn ∼= Rm, budou homeomorfńı i jednobodové
kompaktifikace, Sn ∼= Sm. V daľśım ukážeme, že sféry r̊uzných dimenźı nejsou dokonce ani
homotopicky ekvivalentńı.

Řekneme, že zobrazeńı f : X → Y je nepodstatné, je-li homotopické konstantńımu zobra-
zeńı. V opačném př́ıpadě řekneme, že je podstatné.

Věta 11.8. Necht’ Y je topologický prostor. Spojité zobrazeńı f : Sn → Y je nepodstatné,
právě když lze spojitě rozš́ıřit na Dn+1.

D̊ukaz. Pokud lze f rozš́ı̌rit na g : Dn+1 → Y , homotopie f s konstantńım zobrazeńım jecv
třeba h(t, x) = g(tx); je totiž h(0, x) = g(0) = const a h(1, x) = g(x) = f(x).

Necht’ naopak h : I × Sn → Y je homotopie mezi konstantńım zobrazeńım a f . Jelikož je
h(0, x) nezávislé na x, dostáváme z univerzálńı vlastnosti kvocientu spojité zobrazeńı

h′ : Dn+1 ∼= (I × Sn)/∼ → Y,

kde (0, x) ∼ (0, x′). To je hledané rozš́ı̌reńı.

Věta 11.9. Každý homeomorfismus f : Sn → Y je podstatný.

D̊ukaz. To je př́ımý d̊usledek Brouwerovy věty a předchoźı věty. Př́ıpadné rozš́ı̌reńı g :Dn+1 →
Y by dávalo retrakci

Dn+1 g−→ Y
f−1

−−→ Sn.

Zejména plat́ı, že žádná sféra Sn neńı stažitelná, tj. homotopicky ekvivalentńı jednobo-
dovému prostoru. To je totiž ekvivalentńı tomu, že identita je nepodstatná.
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Př́ıklad 11.10. Dokažte, že každá homotopická ekvivalence f : Sn → Y je podstatná.∗

V daľśım ukážeme, že každé zobrazeńı f : Sn → Sm, n < m, je nepodstatné. Podle
předchoźıho pak nemůže být homeomorfismus, což dokazuje větu o invarianci dimenze.

Definice 11.11. Necht’ K, L jsou dva simpliciálńı komplexy. Řekneme, že zobrazeńı f :
|K| → |L| je simpliciálńı vzhledem k triangulaćım K, L, jestliže pro libovolný simplex s =
[A0, . . . , Ak] ∈ K plat́ı [f(A0), . . . , f(Ak)] ∈ L a na s je f afinńı, tj. plat́ı f(ξ0A0+· · ·+ξkAk) =
ξ0f(A0) + · · ·+ ξkf(Ak).

Zd̊urazněme, že vrcholy f(A0), . . . , f(Ak) nemuśı být r̊uzné, dostáváme tak simpliciálńı
zobrazeńı z trojúhelńıku na úsečku. To př́ılǐs nekoresponduje s kombinatorickou definićı sim-
pliciálńıho komplexu jako množiny simplex̊u r̊uzných dimenźı, které něco splňuj́ı – dalo by
se předpokládat, že simpliciálńı zobrazeńı bude pośılat k-simplexy na k-simplexy. Mı́ra obec-
nosti definice je však potřeba – jinak by neexistovalo žádné simpliciálńı zobrazeńı netriviálńıho
polyedru do bodu.4

Věta 11.12. (o simpliciálńı aproximaci) Necht’ K, L jsou dva simpliciálńı komplexy a necht’

f : |K| → |L| je spojité zobrazeńı. Potom existuje podrozděleńı K ′ triangulace K takové, že f
je homotopické zobrazeńı g : |K ′| → |L|, které je simpliciálńı vzhledem k triangulaćım K ′, L.

Před vlastńım d̊ukazem věty o simpliciálńı aproximaci dokažme větu o invarianci dimenze.

D̊ukaz věty o invarianci dimenze. Jak již bylo řečeno, stač́ı ukázat, že každé zobrazeńı f :
Sn → Sm, n < m, je nepodstatné. Dı́ky homeomorfismům Sn ∼= ∂∆n+1, Sm ∼= ∂∆m+1

pak stač́ı, že každé zobrazeńı f ′ : ∂∆n+1 → ∂∆m+1, n < m, je nepodstatné. Podle věty o
simpliciálńı aproximaci je f ′ homotopické simpliciálńımu zobrazeńı g′ : |K| → |L|. Protože
je g′ na každém simplexu afinńı, je jeho obraz sjednoceńım simplex̊u dimenźı nejvýše n a
zejména neńı g′ surjektivńı (protože má L větš́ı dimenzi). Zpětným přechodem ke sférám je
f homotopické zobrazeńı g, které neńı surjektivńı a tedy

g : Sn → Sm r {P} ↪→ Sm.

Protože je Sm r {P} ∼= Rm stažitelný, je prvńı zobrazeńı homotopické konstantńımu a to
stejné tedy plat́ı i pro kompozici g.

Nyńı se vrát́ıme k d̊ukazu věty o simpliciálńı aproximaci. Označme pro vrchol A triangu-
lace K jeho otevřenou hvězdu

st(A) =
⋃

[A,A1,...,Ak]∈K

intc[A,A1, . . . , Ak],

tj. sjednoceńı vnitřk̊u všech simplex̊u obsahuj́ıćıch A.
Dokažte, že st(A) ⊆ |K| je otevřené okoĺı bodu A.dú 20
Protože je

⋂k
i=0 st(Ai) sjednoceńım vnitřk̊u těch simplex̊u, které obsahuj́ı všechny vrcholy

A0, . . . , Ak, je tento pr̊unik neprázdný, právě když [A0, . . . , Ak] ∈ K. To se nám bude hodit
v d̊ukazu.

4Formálně lze tento
”
problém“ obej́ıt tak, že uváž́ıme také formálńı

”
degenerované“ k-simplexy [A0, . . . , Ak]

u nichž nepožadujeme, aby vrcholy byly r̊uzné (stále ale chceme, aby množina {A0, . . . , Ak} byla afinně
nezávislá). Tyto úvahy vedou na tzv. simpliciálńı množiny.
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D̊ukaz věty o simpliciálńı aproximaci. Simpliciálńı zobrazeńı g je jednoznačně určeno svými
hodnotami na vrcholech triangulace K ′, která bude násobným barycentrickým podrozděleńım,
K ′ = sdN K. Homotopie mezi f a g bude lineárńı – potřebujeme tedy, aby pro každý x ∈ |K|
ležely f(x), g(x) v témž simplexu L.

Necht’ N � 0 je takové, aby se otevřená hvězda každého vrcholu A ∈ K ′ = sdN K
zobrazila pomoćı f do otevřené hvězdy nějakého vrcholu B ∈ L. To je možné proto, že
{st(B) | B ∈ L} je otevřené pokryt́ı |L|, tedy U = {f−1(st(B)) | B ∈ L} otevřené pokryt́ı |K|,
a st(A) ⊆ Bµ(K′)(A). Stač́ı tedy zvolit N tak, aby jemnost µ(K ′) byla menš́ı než Lebesgueovo
č́ıslo otevřeného pokryt́ı U .

Nyńı můžeme definovat g(A). Zvolme vrchol B ∈ L libovolně tak, aby f(st(A)) ⊆ st(B) a
položme g(A) = B. Necht’ [A0, . . . , Ak] ∈ K ′. Potom

f(intc[A0, . . . , Ak]) ⊆
k⋂
i=0

st(g(Ai))

a pr̊unik napravo je tedy neprázdný; to ale znamená, že [g(A0), . . . , g(Ak)] ∈ L a g je
opravdu simpliciálńı. Necht’ x lež́ı uvnitř [A0, . . . , Ak]. Podle předchoźıho pak f(x) lež́ı ve
vnitřku nějakého simplexu s obsahuj́ıćıho g(A0), . . . , g(Ak). Protože g(x) lež́ı uvnitř simplexu
[g(A0), . . . , g(Ak)], který je stěnou s, lež́ı úsečka spojuj́ıćı f(x), g(x) v s ⊆ |L| a lineárńı
homotopie mezi f a g má opravdu hodnoty v |L|.

konec 11. přednášky

12. Jordan curve theorem

Věta 12.1. Let X be a compact Hausdorff space and f : X → S2 r {a, b} a continuous map.
If a and b lie in the same path component of S2 r f(X) then f is nullhomotopic.

D̊ukaz. We may assume that S2 = (R2)+ and that b = ∞ and a = 0 (this follows from
2-homogeneity of S2; alternatively one can derive versions of the formulas below for the case
of a general a). Since f(X) ⊆ R2 is bounded, it lies in an R-ball BR(0) around zero. Clearly,
any point c outside of this ball lies in the same component of S2 r f(X) as b =∞ and thus,
we may find a path γ : I → R2 r f(X) connecting a = 0 and c. It induces homotopy

h : I ×X → R2 r 0, h(t, x) = f(x)− γ(t)

from f to f −c (it avoids 0 since f(x) 6= γ(t)). Since the image of f −c lies in BR(−c) disjoint
from the origin, we may contract it inside this ball using the homotopy

k : I ×X → R2 r 0, h(t, x) = t · f(x)− c

(again, it avoids 0 since t · f(x) 6= c).

Assume now that f : S1 → S2 is an embedding, i.e. a homeomorphism with a subspace
C ⊆ S2, usually thus called a simple closed curve. We want to prove that C separates S2 into
two components, i.e. that the set of path components π0(S2rC) has exactly two elements. We
will first show that it has more than one component, i.e. that C separates. We decompose S1
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into two arcs meeting at their common boundary and correspondingly decompose C = A∪B
with A ∩B = {a, b}. Passing to the complements, we obtain

S2 r {a, b} = (S2 rA) ∪ (S2 rB)

with intersection S2 r C. We will now show that the fundamental group of the union is
generated by the fundamental groups of the subspaces, at least if the intersection is path
connected. This will be the main ingredient of the Jordan separation theorem.

Věta 12.2. Suppose that a space X = U ∪ V is a union of two open subspaces with U ∩ V
path connected. Then π1(U ∪ V, x) is generated by the images of π1(U, x) and π1(V, x).

Much more can be said about how exactly it is generated – see Seifert–van Kampen
theorem in Algebraic topology.

D̊ukaz. Let γ : I → X = U ∪ V be a path and split I into intervals of length at most the
Lebesgue number of the cover {γ−1(U), γ−1(V )}. Then the image of each of the smaller
intervals lies either in U or in V and γ is thus homotopic to a concatenation of paths lying
either in U or in V . By concatenating neighbours that correspond to the same open subset
U or V , we may reduce this to a concatenation of paths whose endpoints lie in U ∩ V . By
joining these endpoints with x inside U ∩ V , we may further replace this by a concatenation
of loops that lie either in U or in V .

Věta 12.3 (Jordan separation theorem). Let C ⊆ S2 be a simple closed curve. Then C
separates S2.

D̊ukaz. Suppose that C does not separate, i.e. that S2 r C is path connected. Then the
previous theorem applies to the decommposition

S2 r {a, b} = (S2 rA) ∪ (S2 rB)

thus showing that π1(S2 r {a, b}) is generated by the images of π1(S2 rA) and π1(S2 rB).
Any element in the image of π1(S2 rA) is represented by a continuous map

S1 → S2 rA ⊆ S2 r {a, b}

and since a and b are joined by the arc A disjoint from the image, they lie in the same
path component and thus this composition is nullhomotopic, admitting an extension to the
contractible D2 and thus inducing the trivial map on π1. In particular, these images are trivial
and thus so is the group π1(S2 r {a, b}) generated by these images. This is a contradiction
with π1(S2 r {a, b}) ∼= π1(R2 r 0) ∼= π1(S1) ∼= Z.

Konstrukce 12.4. Suppose that X = U ∪ V is a union of two open subspaces such thatnd
U ∩ V is decomposed into a disjoint union of two open subspaces A and B. Think of the
example of S1 written as a union of two open arcs. We will now construct a covering of X
out of this data, giving as a particular case the universal covering exp: R→ S1. We organize
the construction in the (colimit) diagram

· · · U V U · · ·

· · · A
/ �

??

B
/ O

``

/ �

>>

A
/ O

__

/ �

??

B
/ O

``

· · ·
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We take a countable collection of copies of U , indexed say by even integers and a countable
colllection of copies of V , indexed say by odd integers, thus obtaining 2Z×U + (2Z+ 1)×V .
Now we identify {2k− 1}×A with {2k}×A and symmetrically {2k}×B with {2k+ 1}×B.
We will call the result Γ. The projection p : Γ→ X onto the second component is easily seen
to be a covering (it is a local homeomorphism and a bijection on each {2k} × U and on each
{2k + 1} × V ).

Now let α be a path in U from x ∈ A to z ∈ A and β a path in V from z to x. Then the
concatenation α ∗ β admits a lifting to a path from (0, x) to (0, x) and thus lies in the image
of p∗ : π1(Γ, (0, x))→ π1(X,x).

Conversely, let γ be a path in U from x ∈ A to y ∈ B and δ a path in V from y to x. Then
the concatenation γ ∗ δ admits a lifting to a path from (0, x) to (2, x) and thus is non-trivial,
even modulo the image of p∗, and the same applies to any power (γ ∗ δ)n for n 6= 0.

In particular, if both U and V are path connected and both A and B non-empty, π1(X,x)
contains an infinite cyclic subgroup.

We summarize this in the following lemma.

Lemma 12.5. Suppose that X = U ∪ V is a union of two open path connected subspacesnd
whose intersection is not path connected. Then X is not simply connected.

We remark that this, again, is a consequence of the general Seifert–van Kampen theorem.

Věta 12.6. Let D ⊆ S2 be an arc, i.e. the image of an embedding f : I → S2. Then D doesnd
not separate S2.

D̊ukaz. Assume for contradiction that S2 r D is not path connected, say that x and y lie
in different path components. Write D = D0 ∪ D1 as a union of two arcs meeting at their
common endpoint D0 ∩D1. Similarly to the above proof we have

S2 r (D0 ∩D1) = (S2 rD0) ∪ (S2 rD1)

with intersection S2 rD. If x and y lied in different path components of both S2 rD0 and
S2rD1, the above lemma would imply that S2r (D0∩D1) is not simply connected, contrary
to S2 r (D0 ∩D1) ∼= R2. Thus, x and y cannot be joined in one of the S2 rDi. Continuing
in this way, we obtain a nested sequence of arcs that separate x from y, whose intersection
consists of a single point a (it is non-empty by compactness and has at most one element
since the lengths of the intervals tend to 0). Since S2 ra ∼= R2 is path connected, x and y can
be joined by a path in S2 r a, which necessarilly lies in the complement of one of the arcs, a
contradiction.

Věta 12.7. Let C ⊆ S2 be a simple closed curve. Then C separates S2 into exactly twond
components.

D̊ukaz. We already know that C separates. For contradiction, suppose that

S2 r C = U t V tW t · · · .

We will use again the decomposition

S2 r {a, b} = (S2 rA) ∪ (S2 rB)

35



with both summands path connected by the previous theorem and with the intersection
S2 r C. Decomposing the intersection first as

A = U t V, B = W t · · ·

we obtain a covering p : Γ→ S2 rC. If α is a path from x ∈ U to y ∈ V and β a path from y
to x, γ a path from x ∈ U to z ∈W and δ a path from z to x, then α ∗ β lies in the image of
p∗, while γ ∗ δ has infinite order modulo the image of p∗. Since π1(S2 r {a, b} ∼= Z, the latter
easily implies that γ ∗ δ is nonzero and the image of p∗ is zero so that α ∗ β is zero. Now use
the symmetric decomposition

C = U tW, D = V t · · ·

to obtain a covering q : ∆ → S2 r C. Now α ∗ β is nonzero and γ ∗ δ is zero, thus yielding a
contradiction.

By studying the proof closely, we obtain the following generalization:

Věta 12.8. Assume that C = A∪B ⊆ S2 is a compact subspace expressed as a union of twond
compact subspaces intersecting in exactly two points and such that S2 r A and S2 r B are
both path connected (e.g. both arcs). Then C separates S2 into exactly two components.

We will also use the following addendum to the classical version.

Věta 12.9. Let C ⊆ S2 be a simple closed curve. Then the closure of the component U ofnd
S2 r C is exactly U = U ∪ C.

D̊ukaz. Since S2 = C t U t V , we easily obtain U ⊆ U ∪ C (it is closed as a complement
of the open set V ). Thus let x ∈ C and we want to prove that x ∈ U so let N be any
open neighbourhood of x. Decompose C = A ∪ B into a union of two arcs meeting at their
boundary points with B so small that B ⊆ N . Now S2rA is path connected so there exists a
path joining U and V inside S2 rA. Since these cannont be joined in S2 rC, this path must
intersect B and it is then easy to see that U intersects B (if t ∈ U is the smallest for which
γ(t) /∈ U then B 3 γ(t) = lim γ(t− 1/n) ∈ U) and thus N ; since N was arbitrary, x ∈ U .

We will now give an application of the generalized version that will be used for an appli-
cation to graphs.

Důsledek 12.10. Let X ⊆ S2 be a union X = A ∪ B ∪ C of three arcs meeting exactly
at their endpoints. Then S2 r X has exactly three components U , V and W and such that
U = U ∪B ∪ C etc.

D̊ukaz. The simple closed curve B ∪ C separates S2 into two components and it is easy to
see that exactly one of them is disjoint from A, call it U , while the other contains the interior
of A, call it U ′. Now U ∪ A qualifies for the generalization of the Jordan curve theorem (the
complement of U is U ′ while A is an arc), so

S2 r (A ∪B ∪ C ∪ U︸ ︷︷ ︸
U

) = V ∪W

and finally S2 r (A ∪B ∪ C) = U ∪ V ∪W . The rest follows from the symmetry.
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Now we present an application to graphs; namely, we will prove non-embeddability of the
graph K3,3 into S2 (or equivalently into R2), a part of the famous Kuratowski theorem. Start
with any embedding of K3,2 with vertices a, b, c, 0, 1; its image is exactly the space X from
the previous corollary.

0
A

B C

aV bW U c V

1
A

B
C

The last vertex 2 must belong to one of the components of the complement S2 r X, by
symmetry we may assume that it belongs to U . But then it cannot be joined with a since
a ∈ U ′.

13. Covering dimension

Definice 13.1. The order of an open cover U is the smallest number m + 1 such that all
(m + 2)-tuple intersections of elements of U are empty, i.e. ∀U0, . . . , Um+1 ∈ U , all distinct:
U0 ∩ · · · ∩ Um+1 = ∅ (and there exists a nonempty (m+ 1)-tuple intersection).

Definice 13.2. The covering dimension of X is the smallest integer m such that any open
cover of X admits an open refinement of order at most m+ 1.

Př́ıklad 13.3. Let A be the following open cover of Rm: Consider the decomposition of Rm
into cubes with vertices lying on the integer lattice Zm. We consider cubes of all dimensions
(thus making Rm into an infinite cubical complex). For each k-dimensional cube C, we consider
the open set UC of points having distance from C strictly smaller than from any other k-
dimensional cube. Denote by Ak the collection of all the UC ’s for all k-dimensional cubes C.
Then A = A0∪ · · ·∪Am is an open cover of order m+ 1: first of all each UC is an intersection⋂

D

{x | dist(x,C) < dist(x,D)}

of open sets that is essentially finite (cubes D far from C do not contribute), second of all
each x lies in the interior of exactly one cube C and thus lies in UC ; finally, UC ∩ UD = ∅ if
C, D have equal dimensions.

We note for later purposes that the diameters of all the open sets UC are bounded, and
it is not difficult to see that they are in fact bounded by 1.

Věta 13.4. The covering dimension of any compact subset K ⊆ Rm is at most m.

D̊ukaz. Let U be an open cover of K with Lebesgue number ε. Consider the ε-scaled version
of A and denote it εA. Then any element of εA lies in some element of U and is thus a
refinement of U of order at most m+ 1.

Věta 13.5. Let X = Y ∪Z be a union of two finite subspaces of covering dimension at most
m. Then the covering dimension of X is at most m.
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D̊ukaz. We will say that A has order at most m + 1 at Y if each (m + 2)-tuple intersection
of elements of A is disjoint from Y , i.e. if the corresponding open cover

A|Y = {Y ∩A | A ∈ A}

of Y has order at most m+ 1. Let now U be any open cover of X. We will first find an open
refinement that has order at most m + 1 at Y . For that purpose choose an open refinement
V of U|Y of order at most m+ 1. For each V ∈ V choose UV ∈ U such that V ⊆ Y ∩ UV and
also choose WV ⊆ X open such that V = Y ∩WV . Then clearly

W = {X r Y } ∪ {UV ∩WV | V ∈ V}

is an open refinement of U such that

W|Y = {Y ∩ UV ∩WV | V ∈ V} = {V | V ∈ V} = V

and as such has order at most m+ 1, as required.
Now start with an arbitrary open cover U of X and let V be an open refinement of order

at most m + 1 at Y and let W be an open refinement of V of order at most m + 1 at Z.
We will now build out of these refinements an open refinement of U of order at most m + 1
everywhere. To this end, for each W ∈ W, choose some VW ∈ V such that W ⊆ VW and for
each V ∈ V consider the union

OV =
⋃

V=VW

W,

clearly an open set. We claim that the collection O = {OV | V ∈ V} is the wanted refinement.
Clearly, OV ⊆ V so O is a refinement of V and thus also of U . Since

⋃
OV =

⋃
W = X it

covers X. It remains to show that O has order at most m + 1, so let x ∈ OV0 ∩ · · · ∩ OVk .
Since OVi ⊆ Vi we also have

x ∈ V0 ∩ · · · ∩ Vk.

Moreover, for each i, we must have x ∈Wi ⊆ OVi for some Wi with Vi = VWi . Thus

x ∈W0 ∩ · · · ∩Wk.

Since for x ∈ Y , the first can only happen when k ≤ m and, for x ∈ Z, the second can only
happen when k ≤ m, the open refinement O indeed has order at most m+ 1.

Důsledek 13.6. Any compact manifold M of dimension m has covering dimension at most
m.

D̊ukaz. This follows since M is a finite union of compact balls that have covering dimension
at most m.

Our next goal is to prove that every compact metrizable space X of covering dimension
at most m embeds into R2m+1. In fact, we will show that almost every continuous map X →
R2m+1 is an emebedding. To make this statement precise, we will endow the set C(X,R2m+1)
of continuous maps from X to R2m+1 with a metric and the precise claim will then be that
the embeddings form a dense subset (more sharply a residual subset).

Definice 13.7. A subset A ⊆ X is residual if it contains a countable intersection of open
dense subsets.

Further, X is said to be Baire if every residual subset of X is dense.
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Věta 13.8. Every complete metric space is Baire.

D̊ukaz. Let U0, U1, . . . be open dense subsets. In order to show that
⋂
Un is dense, we have

to show that it has nonempty intersection with any nonempty open subset U , i.e. that

U ∩ U0 ∩ U1 ∩ · · · 6= ∅.

By density of U0, the intersection U ∩ U0 is nonempty and since it is also open, it contains a
closed ball Bε0(x0) ⊆ U ∩ U0. Now the intersection Bε0(x0) ∩ U1 is also nonempty open and
thus contains a closed ball

Bε1(x1) ⊆ Bε0(x0) ∩ U1 ⊆ U ∩ U0 ∩ U1.

Continuing in this way, we find a nested sequence of balls and since each εn could have been
chosen arbitrarily small, we may assume that εn → 0. Then the sequence xn is cauchy and
thus converges to a point x ∈ X. Since the sequence eventually lies in each of the closed balls
Bεn(xn), the same must be true for the limit and thus x ∈ U ∩ U0 ∩ · · · .

We will now apply this theorem to the function space C(X,Y ). Let X be compact and Y
metric. We define on C(X,Y ) the metric of uniform convergence:

dist(f, g) = max{dist(f(x), g(x)) | x ∈ X};

since the function dist(f(x), g(x)) is continuous on a compact space X, the maximum is indeed
achieved. Clearly, fn → f iff the sequence of maps fn converges uniformly to f . It is easy to
observe that if Y is a complete metric space, the same is true of C(X,Y ): if fn is cauchy then
so is each fn(x) and thus converges to some f(x); since the convergence is not just pointwise
but uniform, f is continuous and as such is the limit of fn.

Důsledek 13.9. Let X be compact and Y complete metric. Then so is C(X,Y ) and as such
is also Baire.

Finally, we will need the so called partition of unity. We will only cover the compact case
which is much simpler (any compact Hausdorff space is paracompact).

Definice 13.10. Let U be an open cover of X. A partition of unity subordinate to U is a
collection of functions λi : X → [0, 1] with the following properties:

• Each λi has support in some U ∈ U , where suppλi is the closure of the set λ−1(Rr 0)
of points where λi is nonzero.

• The collection is locally finite, i.e. each point admits a neighbourhood where only a
finite number of the functions is nonzero.

• The functions add up to one, i.e.
∑
λi = 1 (by the previous point, the sum is locally

finite and as such is well defined and continuous).

We present now a useful reorganization of the collection of functions: for each λi we choose
some Ui ∈ U that contains suppλi and then we write

λU =
∑
U=Ui

λi

i.e. we partially sum the functions according to their supports. This clearly produces another
partition of unity, this time indexed by the open cover U itself.
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Clearly, if V is a refinement of U and λi is a partition of unity subordinate to V then it is
at the same time subordinate to U . For a compact Hausdorff space we may thus restrict our
attention to finite open covers.

Věta 13.11. Let X be compact Hausdorff. Then a partition of unity exists subordinate to
any open cover.

D̊ukaz. Let U be an open cover of X. Let x ∈ X and choose Ux ∈ U containing x. Since X
is regular, we may find an open neighbourhood Vx 3 x such that x ∈ V x ⊆ Ux. Since X is
completely regular, we may find a function λx : X → [0, 1] such that λx(x) = 1 and such that
λx|XrVx = 0. Then the support of λx is contained in V x and thus in Ux. The cover of X by
the open sets λ−1

x (0, 1] admits a finite subcover

X = λ−1
x1 (0, 1] ∪ · · · ∪ λ−1

xk
(0, 1]

and thus λ = λx1 + · · ·+ λxk is positive on X. Finally, replace each λxi by λx1/λ to obtain a
partition of unity.

We are now ready to prove the embeddability theorem. We recall that an embedding is a
map f : X → Y that is a homeomorphism onto its image f : X ∼= f(X). When X is compact
and Y is Hausdorff, this is equivalently an injective continuous map.

Věta 13.12. Let X be a compact metric space of covering dimension m. Then X embeds
into R2m+1.

D̊ukaz. Consider the function space C(X,R2m+1), which is a Baire space according to our
assumptions, and its subspaces

Xn = {f : X → R2m+1 | f(x) = f(y)⇒ dist(x, y) < 1/n}.

Clearly
⋂

Xn is the subspace of injective maps, i.e. embeddings. It remains to show that each
Xn is open dense since then the embeddings will form a dense subset, hence nonempty (since
the full space is nonempty).

We start by showing that Xn is open. Thus let f ∈ Xn. Since the function

{(x, y) | dist(x, y) ≥ 1/n} → (0,∞), (x, y) 7→ dist(f(x), f(y))

has compact domain and hence also compact image, we have

dist(x, y) ≥ 1/n⇒ dist(f(x), f(y)) ≥ 2ε

for some ε > 0. Now if g ∈ Bε(f) then both pairs f(x), g(x) and f(y), g(y) are closer than ε
and thus g(x) 6= g(y), showing that Bε(f) ⊆ Xn.

It remains to show density of Xn. Let f : X → R2m+1 and ε > 0 be arbitrary, we want to
find some g ∈ Bε(f) ∩ Xn. First we find a finite open cover U = {Ui | i ∈ I} of X with the
following properties:

• Each Ui has diameter smaller than 1/n.

• Each image f(Ui) is contained in a ball Bε(zi).

• The points zi are in general position, i.e. any (k + 1)-tuple of them with k ≤ 2m+ 1 is
affine independent.
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• U has order at most m+ 1.

For the first point, it is enough if U is any refinement of a cover by balls of diameter smaller
than 1/n, for the second point, it is enough if U is any refinement of the cover {f−1(Bε(z)) |
z ∈ R2m+1}; thus, we may cover X by the intersections of these two types of open sets and
take any finite refinement of order at most m+ 1. Finally, a small perturbation of the centres
zi does not spoil the second condition and satisfies the third.5

Now let λi be a partition of unity subordinate to this open cover. We define

g(x) =
∑
i∈I

λi(x) · zi.

This is clearly a continuous map. If x ∈ X has λi(x) > 0 then x ∈ Ui and thus zi ∈ Bε(f(x))
so that also g(x) ∈ Bε(f(x)) since the ball is convex. This shows that g ∈ Bε(f) and it
remains to show that g ∈ Xn. Thus, assume that g(x) = g(y) so

g(x) =
∑
i∈I

λi(x) · zi =
∑
i∈I

λi(y) · zi = g(y).

Since at most m + 1 of the λi(x) are nonzero and at most m + 1 of the λi(y) are nonzero,
we are in fact speaking of the equality of affine combinations of at most 2m+ 2 points. Since
these are affine independent, the coefficients must be equal and thus some λi(x) = λi(y) 6= 0
and so x, y ∈ Ui. By the condition on the diameter of Ui, we have dist(x, y) < 1/n and indeed
g ∈ Xn.

Důsledek 13.13. Compact subsets of euclidean spaces are exactly the compact metrizable
spaces of finite covering dimension.

One can also treat non-compact spaces. However, since partitions of unity are used, such
spaces are required to be paracompact (we did not speak about them in the course). In
addition, a countable basis of topology is required.

14. Compact-open topology

This is an alternative to the chapter on compactly generated Hausdorff spaces. We first
generalize the function spaces to the case where Y is not metric. Of course, one should then
expect C(X,Y ) to be a topological space rather than a metric space. We still restrict our
attention to the case of a compact Hausdorff space X.

Definice 14.1. Let X be compact and Y arbitrary. For an open subset U ⊆ X×Y we define

O(U) = {f ∈ C(X,Y ) | gr f ⊆ U}
5For any (k + 1)-tuple z0, . . . , zk consider the (2m + 1) × k matrix A = (z1 − z0, . . . , zk − z0). Since the

minors are polynomial functions in the entries of the matrix, the affine independent (k + 1)-tuples form an

open subset; it is also dense: One can find invertible matrices P , Q such that A = P

E 0
0 0
0 0

Q. The required

small perturbation is A′ = P

E 0
0 εE
0 0

Q (this requires k ≤ 2m+ 1). Since the number of tuples is finite, the

intersection in question will still be (open) dense.
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where gr f denotes the graph of f .
Since O(U)∩O(V ) = O(U∩V ) it is a basis of topology on C(X,Y ) called the compact-open

topology. The set C(X,Y ) equipped with this topology is the function space.

Věta 14.2. When Y is a metric space, the compact-open topology is the topology associated
with the uniform convergence metric.

D̊ukaz. For f ∈ C(X,Y ), we will be using the following continuous function df : X × Y →
[0,∞):

df (x, y) = dist(f(x), y).

Now any ball is open according to Bε(f) = O(d−1
f [0, ε)). Conversely, if f ∈ O(U) then it can

be showed that df achieves6 its minimum on the complement of U : For any x ∈ X we get
V ′x × B2εx(f(x)) ⊆ U for some V ′x 3 x and we may then replace Vx = V ′x ∩ f−1(Bεx(f(x)))
to obtain a bound df ≥ εx on Vx × Y r U . Now take a finite subcover and define ε as the
minimum of the corresponding εx’s to obtain a bound df ≥ ε on X × Y r U or equivalently
Bε(f) ⊆ O(U).

Traditionally, the compact-open topology is given by a subbasis. For C ⊆ X compact and
W ⊆ Y open, we introduce

M(C,W ) = O((X ×W ) ∪ (X r C)× Y ) = {f ∈ C(X,Y ) | ∀x ∈ C : f(x) ∈W}.

Thus, each M(C,W ) is open. In the opposite direction, let f ∈ O(U) and cover gr f by a
finite number of rectangles Ci × Ui; then

f ∈
⋂
M(Ci, Ui) ⊆ O(U).

Poznámka. For X non-compact, the two topologies – the one generated by the M(C,W )
and the one generated by the O(U) – are different. The first is the compact-open topology
(or weak topology), usually considered for locally compact Hausdorff X, and the second is
the strong topology, usually considered for paracompact X (for Y metric the corresponding
convergence notions for sequences fn → f are the uniform convergence on compact subsets
and the same but with fn eventually constant outside of some compact subset).

Věta 14.3. Let X be compact Hausdorff. A map f : Z ×X → Y is continuous if and only if
the corresponding map g : Z → C(X,Y ) is continuous.

Poznámka. The same theorem holds for X locally compact Hausdorff in the compact-open
topology.

D̊ukaz. To prove g continuous, we show that g−1(M(C,W )) is open. Thus let z ∈ g−1(M(C,W )),
i.e. f(z × C) ⊆ W . By the tube lemma, we get V 3 z such that f(V × C) ⊆ W , i.e.
z ∈ V ⊆ g−1(M(C,W )).

To prove f continuous, we show that f−1(W ) is open. Thus let (z, x) ∈ f−1(W ). Since
g(z) = f(z,−) is continuous and maps x to W , there is a compact neighbourhood C 3 x
such that g(z)(C) ⊆ W , i.e. g(z) ∈ M(C,W ). By continuity of g, we get V 3 z such that
g(V ) ⊆M(C,W ), i.e. (z, x) ∈ V × C ⊆ f−1(W ).

6Taking minimum over y yields a lower semi-continuous function X → [0,∞) on a compact space and any
such achieves its minimum.

42



Důsledek 14.4. Quotient maps are closed under muliplication by a compact Hausdorff space
X, i.e. if Z → Z/∼ is a quotient map then so is Z ×X → Z/∼×X.

D̊ukaz. We verify the universal property:

Z ×X //

��

Y Z //

��

C(X,Y )

Z/∼×X

;;

Z/∼

::

The dashed map in the left hand side diagram exists (is continuous) if and only if the one on
the right exists and that is guaranteed by the universal property.

Důsledek 14.5. A homotopy I×(Z/∼)→ Y is continuous if and only if the homotopy before
taking the quotient I × Z → Y is continuous.

D̊ukaz. Take X = I.

This means for example that since I/∂I = S1, a homotopy I × S1 → Y is continuous
if and only if the corresponding homotopy I × I → Y is continuous, i.e. homotopy of loops
equals homotopy of maps from a circle (fixing the special point 1).

15. Kompaktně generované Hausdorffovy prostory

Definice 15.1. Topologický prostor X se nazývá kompaktně generovaný Hausdorff̊uv (CGH),
jestliže je Hausdorff̊uv a pro podmnožinu A ⊆ X plat́ı: je-li pro každou kompaktńı C ⊆ X
pr̊unik C ∩A otevřený v C, pak A je otevřená.

V daľśım budeme množinu A, pro ńıž je C∩A ⊆ C otevřená, nazývat kompaktně otevřená.
Analogicky se definuje kompaktně uzavřená množina. Je tedy X kompaktně generovaný,
jestliže každá kompaktně otevřená množina je otevřená.

Př́ıklad 15.2. Každý lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor X je kompaktně generovaný:
necht’ U je kompaktně otevřená a x ∈ U . Existuje kompaktńı okoĺı C 3 x a d́ıky definici
kompaktńı otevřenosti je C ∩ U ⊆ C otevřená, tedy pr̊unikem C ∩ V s otevřenou množinou
V ⊆ X. Protože jsou obě C, V okoĺımi x, je také C∩U = C∩V okoĺım x a t́ım sṕı̌s U ⊇ C∩U .

Necht’ X je Hausdorff̊uv prostor. Označme kX množinu X společně s topologíı danou
systémem kompaktně otevřených podmnožin.

Cvičeńı 15.3. Zobrazeńı f : kX → Y je spojité, právě když f : X → Y je spojité na každécv
kompaktńı podmnožině.

Lemma 15.4. Prostor kX je kompaktně generovaný Hausdorff̊uv prostor.

D̊ukaz. Protože je v kX v́ıc otevřených množin, je to zřejmě Hausdorff̊uv prostor. Ukážeme,
že má stejné kompaktńı podprostory. Identické zobrazeńı kX → X je spojité a proto každý
kompaktńı podprostor kX je kompaktńı i v X. Necht’ naopak C ⊆ X je kompaktńı. Podle
cvičeńı je složeńı C → X → kX spojité (nebot’ id : kX → kX je spojitá), takže jeho obraz
je kompaktńı množina. Dvě možné topologie na C, jako podprostoru X a jako podprostoru
kX, jsou totožné, protože obě identity na C jsou spojité. Kompaktně otevřené množiny X a
kX jsou tedy stejné a proto je kX kompaktně generovaný (kompaktně otevřená podmnožina
kX je kompaktně otevřená v X, tedy otevřená v kX).
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Definice 15.5. Necht’ Y , Z jsou topologické prostory. Na množině spojitých zobrazeńı

ZY = {f : Y → Z | f spojité}

definujme compact-open topologii pomoćı subbáze

M(C,U) = {f ∈ ZY | f(C) ⊆ U},

kde C ⊆ Y je kompaktńı a U ⊆ Z otevřená.

Př́ıklad 15.6. Necht’ Y je kompaktńı Hausdorff̊uv prostor a Z metrický prostor. Definujme∗
metriku stejnoměrné konvergence na ZY pomoćı předpisu

dist(f, g) = max{dist(f(y), g(y)) | y ∈ Y }.

Tato metrika zadává na ZY přesně compact-open topologii.
O něco obecněji pro lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor Y je compact-open topologie

na ZY dána stejnoměrnou konvergenćı na kompaktńıch podmnožinách.

Pro zobrazeńı f : X × Y → Z definujme f [ : X → ZY , f [(x)(y) = f(x, y). Naopak, pro
g : X → ZY definujme g] : X × Y → Z, g](x, y) = g(x)(y).

Definujeme X ×k Y = k(X × Y ). Důležitost této konstrukce spoč́ıvá v následuj́ıćı větě.

Věta 15.7 (o adjunkci). Necht’ X, Y jsou kompaktně generované Hausdorffovy prostory a Z
libovolný prostor. Potom zobrazeńı f : X ×k Y → Z je spojité, právě když je spojité zobrazeńı
f [ : X → ZY .

D̊ukaz. Spojitost f [ stač́ı ověřit na každé kompaktńı podmnožině C ⊆ X a lze vyjádřit
následovně. Necht’ M(D,U) je subbazická množina. Pak

{x ∈ C | ∀y ∈ D : f(x, y) ∈ U}

je otevřená v C. To plyne ze spojitosti f : X × Y → Z na C × D a z kompaktnosti D s
použit́ım

”
tube lemma“.

Spojitost f je ekvivalentńı spojitosti f :X×Y → Z na každé kompaktńı množině C×D ⊆
X × Y . Necht’ U ⊆ Z je otevřená a necht’ f(x, y) ∈ U . Protože je f(x,−) : Y → Z spojité
a D ⊆ Y lokálně kompaktńı, existuje kompaktńı okoĺı y ∈ D′ ⊆ D takové, že f(x,D′) ⊆ U .
To znamená, že x ∈ (f [)−1(M(D′, U)) a ze spojitosti f [ existuje okoĺı x ∈ C ′ ⊆ C takové, že
f [(C ′) ⊆M(D′, U), tj. f(C ′ ×D′) ⊆ U . Tedy f je spojité na C ×D.

Poznámka. Spojitost f [ je ekvivalentńı spojitosti f [ : X → k(ZY ). To znamená, že kategorie
kompaktně generovaných Hausdorffových prostor̊u je kartézsky uzavřená (nebot’ X ×k Y je
součin v této kategorii a k(ZY ) je objekt funkćı).

Necht’∼ je relace ekvivalence na kompaktně generovaném Hausdorffově prostoruX taková,
že X/∼ je opět Hausdorff̊uv. Pak je kompaktně generovaný Hausdorff̊uv. To plyne z toho,
že projekce X → X/∼ indukuje spojité zobrazeńı X = kX → k(X/∼). Protože je ale X/∼
největš́ı topologie, pro kterou je toto zobrazeńı spojité, a k(X/∼) má v́ıc otevřených množin,
muśı být k(X/∼) = X/∼, tj. X/∼ je kompaktně generovaný Hausdorff̊uv.

Důsledek 15.8. Necht’ ∼ je relace ekvivalence na kompaktně generovaném Hausdorffově
prostoru X taková, že X/∼ je také Hausdorff̊uv. Pak existuje homeomorfismus

(X ×k Y )/∼ ∼= (X/∼)×k Y.
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D̊ukaz. Spojité zobrazeńı (X×k Y )/∼ → (X/∼)×k Y je ekvivalentně zadáno jako X×k Y →
(X/∼)×k Y respektuj́ıćı relaci. Stač́ı tedy vźıt p× id, kde p :X → X/∼ je kanonická projekce.
Ze spojitosti pak plyne, že také (X ×k Y )/∼ je Hausdorff̊uv prostor.

V opačném směru, spojité zobrazeńı (X/∼)×k Y → (X ×k Y )/∼ je ekvivalentně zadáno
jako X/∼ → ((X ×k Y )/∼)Y , tedy jako zobrazeńı X → ((X ×k Y )/∼)Y respektuj́ıćı relaci,
a tedy jako zobrazeńı X ×k Y → (X ×k Y )/∼ respektuj́ıćı relaci. Stač́ı vźıt kanonickou
projekci.

Důležitým speciálńım př́ıpadem je, když Y je lokálně kompaktńı.

Tvrzeńı 15.9. Necht’ X je kompaktně generovaný Hausdorff̊uv, Y lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv.
Pak X ×k Y = X × Y .

D̊ukaz. Necht’ A ⊆ X × Y je kompaktně otevřená a (x0, y0) ∈ A. Potom také ({x0} × Y )∩A
je komapktně otevřená v {x0}×Y ∼= Y a d́ıky kompaktńı generovanosti Y otevřená. Existuje
tedy kompaktńı okoĺı y0 ∈ D ⊆ Y s vlastnost́ı {x0} ×D ⊆ A. Uvažme množinu

U = {x ∈ X | {x} × C ⊆ A} ⊆ X.

Ukážeme, že U je kompaktně otevřená, tedy otevřená – je-li C ⊆ X kompaktńı, je (C×D)∩A
otevřená v C ×D; C ∩ U je pak otevřená podle

”
tube lemma“. Proto (x0, y0) ∈ U ×D ⊆ A.

Protože bylo (x0, y0) libovolné, je A otevřená.
Alternativńı d̊ukaz spoč́ıvá v následuj́ıćım: zobrazeńı in : X → (X ×k Y )Y je spojité

podle věty o adjunkci a evaluace ev : ZY × Y → Z, (f, y) 7→ f(y), je spojitá d́ıky velice
jednoduchému argumentu (je-li U 3 f(y) otevřená, tak ze spojitosti f a lokálńı kompaktnosti
Y existuje kompaktńı okoĺı C 3 y; pak M(C,U) × C je okoĺı (f, y), které se zobraźı do U).
Proto je spojitá i kompozice

X × Y in× idY−−−−−→ (X ×k Y )Y × Y ev−→ X ×k Y

a proto je X × Y kompaktně generovaný.

16. Algebry spojitých funkćı

Připomeňme, že (asociativńı, s jednotkou) C-algebra A je vektorový prostor nad C společně
s bilineárńım zobrazeńım A × A → A, které dělá z A okruh. Zobrazeńı C → A, z 7→ z1, je
potom homomorfismus okruh̊u. Naopak, každý homomorfismus okruh̊u ι : C → A zadává na
A strukturu vektorového prostoru nad C pomoćı za = ι(z) ·a. Jednoduše se ověř́ı, že se jedná
o C-algebru, právě když obraz ι lež́ı v centru okruhu A. Zejména komutativńı C-algebra je
přesně homomorfismus okruh̊u C→ A.

Homomorfismus C-algeber Φ:A→ B je homomorfismus okruh̊u, který je zároveň lineárńı.
Ekvivalentně komutuje diagram

C

�� ��

A
Φ

// B

Necht’ X je kompaktńı Hausdorff̊uv prostor. Definujme

C(X) = {f : X → C spojitá}.
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Společně se sč́ıtáńım a násobeńım funkćı se jedná o okruh. Vložeńı konstantńıch funkćı je
homomorfismus C→ C(X) a jedná se tedy o C-algebru.

Věta 16.1. Existuje přirozená bijekce mezi body X a maximálńımi ideály C(X).

D̊ukaz. Prvně poṕı̌seme maximálńı ideály odpov́ıdaj́ıćı bod̊um X. Necht’ x ∈ X. Definujeme

mx = {f ∈ C(X) | f(x) = 0}.

Protože je mx jádrem surjektivńıho homomorfismu C-algeber (zejména okruh̊u)

evx : C(X)→ C, f 7→ f(x)

a C je těleso, je mx = ker evx opravdu maximálńı ideál.
Ukažte, že přǐrazeńı x 7→ mx je injektivńı.dú 21
Zbývá ukázat, že každý maximálńı ideál je tvaru mx pro nějaké x ∈ X. Předpokládejme

sporem, že I ⊆ C(X) je maximálńı ideál r̊uzný od mx. Potom existuje fx ∈ I r mx.
Vynásobeńım komplexně sdruženou funkćı fx dostáváme nezápornou funkci gx = fxfx ∈ I s
vlastnost́ı gx(x) > 0. Položme Ux = {y ∈ X | gx(y) > 0}. Dostáváme tak otevřené pokryt́ı
U = {Ux | x ∈ X}. Dı́ky kompaktnosti

X = Ux1 ∪ · · · ∪ Uxn

a funkce g = gx1 + · · ·+ gxn je kladná na celém X. Proto g−1 existuje a I obsahuje 1 = g−1g
a nemůže být maximálńı.

Poznámka. Předchoźı věta neplat́ı bez podmı́nky kompaktnosti X. Ideál

I = {f : Rn → C | ∃C kompaktńı: f = 0 na Rn r C}

nelež́ı v žádném maximálńım ideálu mx. Muśı tedy ležet v nějakém maximálńım ideálu r̊uzném
od mx a zejména takové maximálńı ideály m existuj́ı. Poznamenejme ještě, že dimenze C(X)/m
bude vždy nekonečná. (Předpokládejme, že je tato dimenze konečná a položme f(x) = |x|. Po-∗∗
tom [1, f, f2, . . .] má nekonečnou dimenzi –

∑
anf

n(x) = 0 pouze pro f(x) kořenem
∑
anz

n,
těch je konečně mnoho a nemůže tedy rovnost platit pro všechna x. Proto muśı být nějaké
h =

∑
anf

n ∈ m a množina nul Z(h) je kompaktńı; dále postupujeme jako v d̊ukazu věty.)

Z algebry C(X) lze tedy zrekonstruovat X jako množinu; ukažme si nyńı, jak lze zrekon-
struovat topologii. Je-li I ⊆ C(X) libovolný ideál, je množina

Z(I) =
⋂
f∈I

f−1(0) = {x ∈ X | ∀f ∈ I : f(x) = 0}

uzavřená (jedná se o množinu společných nul ideálu I).
Ukažte, že každá uzavřená množina vznikne t́ımto zp̊usobem z nějakého ideálu.dú 22

Věta 16.2. Existuje přirozená bijekce mezi spojitými zobrazeńımi ϕ :X → Y a homomorfismy
C-algeber Φ: C(Y )→ C(X).
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D̊ukaz. Necht’ ϕ : X → Y je spojité zobrazeńı. Definujme homomorfismus C-algeber ϕ∗ :
C(Y )→ C(X) předpisem ϕ∗(f) = f ◦ ϕ. Ukážeme nyńı, že každý homomorfismus C-algeber
Φ : C(Y ) → C(X) je tohoto tvaru. Necht’ x ∈ X a uvažme ideály mx ⊆ C(X), Φ−1(mx) ⊆
C(Y ). Indukované zobrazeńı C(Y )/Φ−1(mx)→ C(X)/mx je zjevně injektivńı. Oba kvocienty
obsahuj́ı C jako podtěleso, a to je t́ımto zobrazeńım fixované. Protože je C(X)/mx rovno C,
jedná se o izomorfismus. Proto je Φ−1(mx) také maximálńı a Φ−1(mx) = mϕ(x) pro nějaké
ϕ(x) ∈ Y . T́ım je určeno zobrazeńı ϕ : X → Y .

konec 12. přednášky

Zbývá ukázat, že ϕ je spojité, a že Φ = ϕ∗. Necht’ x0 ∈ X, y0 = ϕ(x0); potom my0 =
Φ−1(mx0), tedy Φ(my0) ⊆ mx0 . Poč́ıtejme

Φ(f) = Φ(f(y0)︸ ︷︷ ︸
konst

+(f − f(y0))) = f(y0) + Φ(f − f(y0)︸ ︷︷ ︸
∈my0

) ∈ f(y0) + mx0 ,

tj. Φ(f)(x0) = evx0 Φ(f) = evx0 f(y0) = f(y0) = f(ϕ(x0)) = (ϕ∗f)(x0). Protože bylo x0 ∈ X
libovolné, máme Φ(f) = ϕ∗f , tj. Φ = ϕ∗.

Pro spojitost si stač́ı uvědomit, že Z(I) = {y ∈ Y | I ⊆ my}. Potom Z(Φ(I)) je množina
těch x ∈ X, pro něž

Φ(I) ⊆ mx ⇔ I ⊆ Φ−1(mx) = mϕ(x) ⇔ ϕ(x) ∈ Z(I),

tedy Z(Φ(I)) = ϕ−1(Z(I)) a zejména je ϕ−1(Z(I)) uzavřená. Protože je každá uzavřená
množina tvaru Z(I), je ϕ spojité.

17. Topologické grupy, Pontryaginova dualita

Definice 17.1. Topologická grupa G je Hausdorff̊uv topologický prostor a zároveň grupa
takovým zp̊usobem, že grupové operace

µ : G×G→ G, µ(x, y) = xy; ν : G→ G, ν(x) = x−1

jsou spojité.

Definujme levou translaci λy : x 7→ yx a pravou translaci ρy : x 7→ xy. Obě jsou homeo-
morfismy, protože (λy)

−1 = λy−1 a (ρy)
−1 = ρy−1 . Podobně jsou homeomorfismy inverze ν a

konjugace x 7→ yxy−1.

Lemma 17.2. Každá otevřená podgrupa je zároveň uzavřená. Zejména podgrupa obsahuj́ıćı
nějaké okoĺı jednotky e obsahuje celou komponentu jednotky.

D̊ukaz. Doplněk uzavřené podgrupy H ⊆ G je sjednoceńım G r H =
⋃
x/∈H xH, přičemž

xH = λx(H) je otevřená – λx je homeomorfismus a H je otevřená; je tedy otevřená i GrH
a H je skutečně uzavřená.

Komponenta jednotky Ge je souvislá uzavřená podgrupa – obrazy Ge ·Ge = µ(Ge ×Ge),
G−1
e = ν(Ge) jsou také souvislé a obsahuj́ı e, proto muśı ležet v Ge. Je-li H ⊆ G libovolná

podgrupa obsahuj́ıćı nějaké okoĺı U 3 e, pak je zjevně otevřená – s každým x ∈ H obsahuje
i nějaké okoĺı xU 3 x. Proto je pr̊unik Ge ∩H otevřená podgrupa souvislé grupy Ge a muśı
být tedy rovný Ge.
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Lemma 17.3. Uzávěr podgrupy je podgrupa. Uzávěr normálńı podgrupy je normálńı podgrupa.

D̊ukaz. Je-li H ⊆ G podgrupa, plat́ı H×H ⊆ µ−1(H). Neńı těžké se přesvědčit7, že H×H =

H ×H a proto také H ×H ⊆ µ−1(H), tj. H ·H ⊆ H. Společně s H ⊆ ν−1(H), tj. H
−1 ⊆ H,

to znamená, že H je grupa. Normálnost plyne podobným zp̊usobem pomoćı konjugaćı.

Př́ıklad 17.4.

1. Dokažte, že Hausdorffovost topologické grupy plyne ze slabš́ıho požadavku T1, ve sku-dú 23
tečnosti z uzavřenosti {e}. (Nápověda: jsou-li U , V dvě okoĺı e a x, y dva body G, pak
xU ∩ yV = ∅, právě když x−1y /∈ U · V −1.)

2. Každá topologická grupa je regulárńı topologický prostor.∗∗

Tvrzeńı 17.5. Kvocient G/H topologické grupy G podle uzavřené normálńı podgrupy H ⊆ G
je topologická grupa. (Zde G/H je vybaven topolgíı kvocientu.)

D̊ukaz. Dı́ky předchoźımu př́ıkladu stač́ı ukázat, že násobeńı a inverze na G/H jsou spojité, a
že G/H je T1. Označme p : G→ G/H kanonickou projekci. Libovolný bod G/H je uzavřený,
protože jeho vzor je tř́ıda xH = λx(H).

Prvně si uvědomme, že projekce p je otevřená – pro libovolnou otevřenou U ⊆ G je i
p(U) ⊆ G/H otevřená – je totiž p−1(p(U)) =

⋃
y∈U yH = U ·H =

⋃
x∈H Ux.

Spojitost násobeńı plyne z následuj́ıćıho diagramu

G×G µ
//

p×p
����

G

p
����

G/H ×G/H
µ′
// G/H

Je-liW ⊆ G/H otevřená, je také (µ′)−1(W ) = (p×p)(µ−1(p−1(W ))) otevřená d́ıky otevřenosti
zobrazeńı p× p. Spojitost inverze je podobná, ale jednodušš́ı.

Kvocient grupy G podle (uzavřené) nenormálńı podgrupy H je pouze množina, v našem
př́ıpadě Hausdorff̊uv topologický prostor. Ř́ıkáme mu homogenńı prostor. Homogenńı prostory
charakterizuje následuj́ıćı věta v př́ıpadě kompaktńı grupy G. Existuje i rozš́ı̌reńı této věty
na lokálně kompaktńı grupy, je však technicky náročněǰśı.

Tvrzeńı 17.6. Necht’ G je kompaktńı topologická grupa maj́ıćı spojitou akci na Hausdorffově
prostoru X. Potom zobrazeńı

G/Gx → G(x), gGx 7→ gx

je homeomorfismus kvocientu G/Gx podle stabilizátoru x na orbitu G(x) procházej́ıćı x.

D̊ukaz. Spojitost zobrazeńı G/Gx → G(x) plyne z univerzálńı vlastnosti kvocientu. Protože
je to zároveň bijekce a G/Gx je kompaktńı a G(x) Hausdorff̊uv, je to homeomorfismus.

Př́ıklad 17.7.

1. Ukažte, že GL+(n), SO(n) jsou souvislé. (To lze také ukázat přes SO(n+1)/ SO(n) ∼= Sncv
a d́ıky souvislosti Sn – k tomu se hod́ı, že projekce SO(n+ 1)→ Sn je otevřená.)
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2. O(n+ 1)/O(n) ∼= Sn.cv

3. O(n)/({E} ×O(n− k)) ∼= Vk(Rn).cv

4. O(n)/(O(k)×O(n− k))
def
= Gk(Rn).cv

Necht’ G je lokálně kompaktńı abelovská grupa a definujme Γ = Ĝ = hom(G,T) ⊆ TG, tj.
prostor spojitých homomorfismů G → T do komplexńıch jednotek T = R/Z. Opět se jedná
o lokálně kompaktńı abelovskou grupu – jej́ı prvky se nazývaj́ı charaktery. Vezměme nyńı
druhý duál Γ̂. Existuje přirozené zobrazeńı

E : G→ Γ̂, x 7→ (evx : χ 7→ χ(x)).

Podstatou Pontryaginovy duality je, že E je izomorfismus topologických grup.

Př́ıklad 17.8. Plat́ı R̂ = R, T̂ = Z, Ẑ = T.

Potom na G existuje mı́ra µ definovaná na množině Borelovských podmnožin E ⊆ G, tj.
nejmenš́ı σ-algebře obsahuj́ıćı uzavřené množiny, s následuj́ıćımi vlastnostmi

1. je regulárńı, µ(E) = sup{µ(C) | C ⊆ E kompaktńı} = inf{µ(U) | U ⊇ E otevřená},
2. je translačně invariantńı, µ(xE) = µ(E),

3. neńı identicky nulová.

Taková mı́ra se nazývá Haarova mı́ra, existuje a je jednoznačná až na násobek. V př́ıpadě
G = R je Lebesgueova mı́ra Haarovou mı́rou. Pro obecné G se konstrukce Haarovy mı́ry
provád́ı následovně: zkonstruuje se vhodná spojitá lineárńı forma Cc(G)→ C, kde Cc(G) jsou
funkce s kompaktńım nosičem; podle Rieszovy reprezentačńı věty pak tato lineárńı forma
odpov́ıdá jediné mı́̌re, přičemž vlastnosti mı́ry se odvod́ı z vlastnost́ı tohoto funkcionálu.

Definuje se potom Fourierova transformace

L1(G)→ C(Γ), f̂(χ) =

∫
G
f(x)χ(x)dµ,

kde L1(G) je prostor absolutně integrabilńıch funkćı. Inverzńı Fourierova transformace je dána

L1(Γ)→ C(G), ǧ(x) =

∫
Γ
g(χ)χ(x)dν,

kde ν je jistá
”
duálńı“ mı́ra na Γ.

Tyto transformace jsou v̊uči sobě inverzńı na prostoru funkćı absolutně integrabilńıch i se
svým kvadrátem a zadávaj́ı izometrii

L2(G)
∼=−→ L2(Γ)

(tzv. Plancherelova věta). Z těchto úvah plyne Pontryaginova dualita poměrně jednoduše.

konec 13. přednášky

18. Parakompaktńı prostory∗∗

Definice 18.1. Necht’ U je pokryt́ı prostoru X. Řekneme, že pokryt́ı V je zjemněńım pokryt́ı
U , jestliže každý prvek V ∈ V lež́ı v nějakém U ∈ U .

7Plat́ı, že A×B je množina hromadných bod̊u A × B, tj. těch (x, y), jejichž každé okoĺı prot́ıná A × B.
Zjevně se stač́ı omezit na libovolnou báźı okoĺı, např. na okoĺı tvaru U × V . Pak podmı́nka prot́ınáńı A×B je
přesně A ∩ U 6= ∅ & B ∩ V 6= ∅. To je ekvivalentńı x ∈ A & y ∈ B.
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Řekneme, že pokryt́ı V je lokálně konečné, jestliže každé x ∈ X má okoĺı N 3 x, které
prot́ıná pouze konečně mnoho V ∈ V.

Řekneme, že Hausdorff̊uv topologický prostor X je parakompaktńı, jestliž každé jeho
otevřené pokryt́ı má lokálně konečne otevřené zjemněńı.

Lemma 18.2. Sjednoceńı lokálně konečného systému uzavřených množin je uzavřené.

D̊ukaz. Necht’ F je lokálně konečný systém uzavřených množin a x /∈ F . Potom nějaké jeho
okoĺı N 3 x prot́ıná pouze konečně mnoho prvk̊u F a tedy N ∩

⋃
F je uzavřená v N a

neobsahuj́ıćı x, tedy N r
⋃
F je okoĺı x a X r

⋃
F je otevřená.

Lemma 18.3. Uzavřený podprostor parakompaktńıho prostoru je parakompaktńı.

D̊ukaz. podobný jako pro kompaktńı.

Tvrzeńı 18.4. Každý parakompaktńı prostor je normálńı.

D̊ukaz. Dokážeme regulárnost, normálnost se pak dokáže stejně. Necht’ x /∈ F , kde F ⊆ X je
uzavřená. Pro každý y ∈ F zvolme otevřené okoĺı Uy 3 y takové, že x /∈ Uy; dostáváme tak
otevřené pokryt́ı {Uy | y ∈ Y } množiny F . Protože je tato parakompaktńı podle předchoźıho
lemmatu, existuje jeho lokálně konečné otevřené zjemněńı V. Potom

⋃
V ∈V V je uzavřené

(d́ıky lokálńı koečnosti) okoĺı (obsahuje
⋃
V) množiny F , které neobsahuje x.

Definice 18.5. Nosič spojité funkce f : X → R je množina supp f = f−1(Rr {0}).
Necht’ U je otevřené pokryt́ı X. Řekneme, že systém funkćı fλ : X → I, λ ∈ Λ, je

rozklad jednotky podř́ızený U , jestliže je {supp fλ | λ ∈ Λ} lokálně konečné zjemněńı U a plat́ı∑
λ∈Λ fλ = 1.

Součet v definici dává smysl, protože je systém nosič̊u lokálně konečný, tj. v okoĺı každého
bodu je tento součet konečný. Ze stejného d̊uvodu je takový součet vždy spojitá funkce.

Věta 18.6. Necht’ U je otevřené pokryt́ı parakompaktńıho prostoru X. Potom existuje rozklad
jednotky podř́ızený U .

D̊ukaz. Můžeme předpokládat, že U je lokálně konečné pokryt́ı (př́ıpadným přechodem ke
zjemněńı). Necht’ U = {Uλ | λ ∈ Λ} a zvolme na indexové množině Λ dobré uspořádáńı.
Rozklad jednotky budeme konstruovat transfinitńı indukćı. Zjevně stač́ı zkonstruovat systém
funkćı fλ takový, že supp fλ ⊆ Uλ a f =

∑
λ∈Λ fλ > 0 – takový systém pak stač́ı normovat,

tj. nahradit každou fλ pod́ılem fλ/f .
Pro již zkonstruované funkce fλ označme Vλ = f−1

λ (0, 1]. Indukćı budeme předpokládat,
že pro i < λ plat́ı Vi ⊆ Ui a

⋃
i<λ Vi ∪

⋃
i≥λ Ui = X. Z tohoto d̊uvodu je

Fλ =
( ⋂
i<λ

(X r Vi) ∩
⋂
i>λ

(X r Ui)
)
⊆ Uλ

a fλ : X → I voĺıme libovolně tak, že je 1 na Fλ a má nosič uvnitř Uλ – to je možné d́ıky
normálnosti X. Je jednoduché ověřit, že

∑
λ∈Λ fλ > 0, jak chceme.

Plat́ı, že každý lokálně kompaktńı Hausdorff̊uv prostor se spočetnou báźı topologie je
parakompaktńı (d̊ukaz neńı obt́ıžný). Také každý metrický prostor je parakompaktńı, d̊ukaz
tohoto tvrzeńı už je ale poměrně náročný.
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19. Uniformńı prostorynd

Uniformńı prostor je jiná abstrakce metrického prostoru. V topologickém prostoru umı́me
porovnat bĺızkost bod̊u k zadanému bodu x – jsou podobně bĺızko, když patř́ı do nějakého
okoĺı x. Neumı́me však porovnat bĺızkost libovolných dvojic bod̊u tak, jako v metrickém
prostoru. Základńım

”
topologickým“ pojmem v tomto směru pak neńı spojité zobrazeńı, ale

stejnoměrně spojité zobrazeńı. Formalizaćı tohoto pojmu jsou tzv. uniformńı prostory.

Definice 19.1. Necht’ X je množina. Uniformita na X je systém množin U ⊆ P(X × X)
splňuj́ıćı

1. ∀U, V ∈ U : U ∩ V ∈ U ,

2. ∀U ∈ U , ∀V ∈ P(X ×X) : V ∈ U ,

3. ∀U ∈ U : ∆X ⊆ U ,

4. ∀U ∈ U : U−1 ∈ U ,

5. ∀U ∈ U : ∃V ∈ U : V ◦ V ⊆ U .

Množinu X společně s uniformitou nazveme uniformńım prostorem.

Protože je každé U ∈ U relaćı na X, budeme mı́sto (x, y) ∈ U psát xUy. Prvńı tři
podmı́nky ř́ıkaj́ı, že U je v nějakém smyslu systém okoĺı ∆X . Přesněji je to vyjádřeno v
následuj́ıćı konstrukci. Necht’ X je uniformńı prostor a x ∈ X. Řekneme, že N je okoĺı bodu
x, jestliže existuje U ∈ U takové, že N je rovno xU = {y ∈ X | xUy}.

Volme podle vlastnosti 5. posloupnost Un ∈ U tak, že U0 = U , Un ◦ Un ⊆ Un−1. Potom

V = U1 ∪ U1U2 ∪ U1U2U3 ∪ · · ·

je prvek U (např́ıklad proto, že obsahuje U1 ∈ U) a pro y ∈ xV plat́ı xU1 · · ·Uny pro nějaké n
a pak pro z ∈ yUn+1 plat́ı xU1 · · ·UnyUn+1z, tedy xV z. Proto xV obsahuje s bodem y i jeho
okoĺı yUn+1 a xV je t́ım pádem otevřená, přitom xV ⊆ xU .

Zabývejme se nyńı vztahem uniformity U k indukované topologii na X podrobněji. Prvně
ukážeme, že každé U ∈ U je okoĺım ∆X ⊆ X ×X v součinové topologii. Necht’ (x, x) ∈ ∆X .
Zvolme V pomoćı vlastnost́ı 4. a 5. tak, aby V −1 ◦ V ⊆ U . Potom pro (y, z) ∈ xV × xV plat́ı
yV −1xV z ⇒ yUz, tj. (y, z) ∈ U .

Př́ıklad 19.2. Typickým př́ıkladem uniformńıho prostoru je topologická grupa G. Necht’

N 3 e je okoĺı jednotky. Definujme př́ıslušné okoĺı ∆G jako UN = {(x, y) | y−1x ∈ N}. Poté
položme U = {UN | N 3 e okoĺı jednotky}.
Př́ıklad 19.3. Necht’ X je kompaktńı Hausdorff̊uv prostor. Definujme na X uniformitu po-
moćı systému všech okoĺı ∆X . Jediný axiom, který neńı zřejmý je 5. Prvně si uvědomme, že
d́ıky normalitě tvoř́ı uzavřená okoĺı bázi všech okoĺı ∆X . Necht’ tedy U je libovolné otevřené
okoĺı ∆X . Je jednoduché ukázat, že⋂

{V ◦ V | V je okoĺı ∆X} = ∆X ,

pro každé x 6= y stač́ı volit uzavřené okoĺı N ⊇ ∆X neobsahuj́ıćı (x, y); pak pro V = N r
(xN × {y}) plat́ı V ◦ V 63 (x, y).

Jinými slovy sjednoceńı U a všech doplňk̊u množin tvaru V ◦ V je celé X × X. Dı́ky
kompaktnosti je X ×X sjednoceńım U a konečně mnoha takových doplňku, neboli

(V1 ◦ V1) ∩ · · · ∩ (Vn ◦ Vn) ⊆ U.

Položme V = V1 ∩ · · · ∩ Vn, pak V ◦ V ⊆ U .
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stejnoměrně spojité zobrazeńı, topologické grupy, kompaktńı T2, uniformizovatelnost je
to samé co T3 1

2
.
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