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Uvod

Tento text vznikl sepsanim mych piiprav prednasek a cviceni k predmétu ,, Topologie“. Jako
vychozi text jsem pouzival své zapisky, které jsem pofidil kdyz predmét vyucoval prof. Ro-
sicky. Ten vychdazel z Pultrovy knihy ,,Podprostory euklidovskych prostoru“. Nékteré casti
To se tyka také kapitol, které jsem pridal.

V textu jsou piiklady, které jsme délali ve cviéenich oznaceny ,cv“; nesepisoval jsem k
nim vzorova fesSeni. Piiklady oznacené ,dd“ jsem nechal za doméci tkol.

Césti textu oznacené ,x“ jsou technicky naroénéjsi pasaze, které jsem nékdy ani neprobiral
na prednésce, ale na které se mohu ptét u zkousky. Césti oznacené ,*x“ povazuji za zbytecné
tézké nebo specidlni a ptét se na né nebudu. Césti oznacené jako ,nd“ jsme nedélali, ale mam
v planu je v budoucnu probirat.
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1. Motivace

Topologie se zabyva ,topologickymi prostory“ — to jsou zhruba metrické prostory, akorat za-
pomeneme na konkrétni vzdalenosti mezi body a zapamatujeme si pouze, které body ,jsou
blizko“. Ustfednim pojmem je pak spojitosti, konkrétnéji spojité zobrazeni. Ve vysledku to
znamend, ze Ctverec je ,totéz“ co kruznice (narozdil od geometrie). To je proto, ze existuji
spojitd vzajemné inverzni zobrazeni mezi ¢tvercem a kruznici — dohromady zadavaji izomor-
fismus.

Existuji i jiné druhy prostoru — zalozené na jinych typech zobrazeni. Jedna se naptiklad o

metrické prostory — izometrie

diferencovatelné variety — diferencovatelnd zobrazeni
algebraické variety — polynomidlni zobrazeni

PL (po c¢astech linedrni) variety — po ¢éastech linedrni zobrazeni
polyedry — afinni zobrazeni

V negeometri¢nosti (¢tverec = kruznice) jde jesté znaéné dél algebraickd topologie, kterd
prohlési za stejné prostory i R™ a prostor sestavajici se z jediného bodu, nebot R"™ lze ,spojité
zdeformovat“ do bodu.

2. Topologicky prostor

V metrickém prostoru M definujeme otevienou kouli okolo x o poloméru € > 0 jako
B.(z) ={y € M | dist(z,y) < e}.

Rekneme, ze podmnozina U C M je oteviend, jestlize pro kazdé z € U existuje € > 0 tak, ze
B.(z) C U. Zkracené tikame, ze U obsahuje s kazdym bodem i néjaké jeho okoli.
Definice 2.1. Topologie na mnoziné X je systém podmnozin X C P(X) spliujici nasledujici
podminky

1) 0,X € X,

2 UieX,icel= Ui,

(3) Ui € X,i€T,1konetnd = [,z U; € X.

Topologicky prostor je mnozina X spole¢né s topologii X na X. Prvky X nazyvame oterené

podmnoziny X.

Pozndmka. Podminka (0) plyne ze zbylych dvou, () je totiz sjednocenim prazdného systému
podmnozin a X prunik prazdného systému.
Priklady 2.2.

1. metrické prostory (podrobnéji to dokdzeme ¢asem),

2. pro libovolnou mnozinu X definujeme diskrétni topologii na X jako X = P(X) (vSe je
oteviené, je zadana metrikou dist(z,y) = 1),

3. pro libovolnou mnozinu X definujeme trividlni topologii na X jako X = {0, X} (,nic“
neni oteviené, je zaddna pseudometrikou dist(z,y) = 0),

4. pro libovolnou mnozinu X definujeme topologii konecéniych dopliki na X jako

X ={U C X | X\ U kone¢na} U {0},
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5. je-li X libovolnd (pied)uspofddand mnozina, je
X={UCX|UsplijeVreUVy<z:yecU}

topologie. Naopak, je-li X libovolna topologie spliiujici (2) i pro nekone¢né indexové
mnoziny Z, pak na X existuje preduspoiradani zadavajici tuto topologii.

Pokusime se nyni dokazat, ze oteviené mnoziny zadané metrikou opravdu definuji topo-
logii. K tomu se ndm bude hodit nésledujici pojem.

Definice 2.3. Systém mnozin S C P(X) se nazyva subbdze topologie X, jestlize X' je nejmensi
topologie obsahujici S.

Systém mnozin B C P(X) se nazyva bdze topologie X, jestlize X jsou pravé vsechna
sjednoceni prvka B. Jinymi slovy,

X={ACX|Vee AW ecB:zclUC A}
(protoze pak A= J{U € B|U C A}).

Lemma 2.4. Plati, Ze B je bdze néjaké topologie (podle definice vak jediné), prdvé kdyz plati
ndsledujici podminky

1. X=Ba

2. pro kazdée UV €e Bax e UNV existuje W € B tak, Zex e W CUNV.

Dokazte piredchozi lemma.

Priklad 2.5. Necht M je metricky prostor. Potom systém kouli B = {B.(z) | z € M, ¢ >
0} je bézi topologie. (Prvné dokazte, ze je bdzi néjaké topologie, pak ji identifikujte jako
kanonickou topologii na metrickém prostoru.)

Je-linyni § C P(X) libovolny systém podmnozin, spliiuje B = {kone¢né pruniky prvku S}
podminky lemmatu a proto je topologie generovana S praveé

X = {sjednoceni koneénych pruniku prvku S}.
Definice 2.6. Podmnozina F' C X se nazyva uzaviend, jestlize X \ F' je oteviena.

Naptiklad v prostoru koneénych dopliku jsou uzaviené pravé koneéné mnoziny a X. Pro
X = C lze ekvivalentné uzaviené mnoziny popsat jako nulové mnoziny polynomu — tento
piiklad m4 zobecnéni do C”, viz algebraickd geometrie.

Pozndmka. Pro uzaviené mnoziny plati ,,dudlni“ axiomy k axiomum topologie. Ekvivalentné

je mozné topologii zadat systémem uzavienych mnozin, které splnuji tyto axiomy.
Definice 2.7. Uzdvér A podmnoziny A C X je nejmensi uzaviend podmnozina obsahujici
A, tj.
A= () F
ACF uz.

Priklad 2.8. Dokazte nasledujici vlastnosti uzavéru
L. 0=0,
2. AUB=AUB,
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3. ACA,
4. A=A
Déle ukazte, ze obecné neplati AN B = AN B.

Pomoci uzdvéru (nebo 1épe feceno uzavérového operatoru) lze topologii zrekonstruovat

nasledovné: podmnozina A C X je uzaviend, pravé kdyz A = A.

Pozndmka. Plati, ze topologii lze ekvivalentné zadat uzavérovym operatorem (tj. operatorem
P(X) — P(X) spliujicim axiomy (1)-(4)).

Lemma 2.9. Plati A= {z € X | VU oteviend, z € U : ANU # (}.

O bodech z pravé strany mluvime jako o limitnich bodech A (a nepotfebujeme k tomu
fict, co je to limita posloupnosti).

Diikaz. Plati z ¢ A, pravé kdyz existuje uzaviena F' O A, neobsahujicf z. Pfejitim k dopliikiim
to je, prave kdyz existuje oteviend U = X ~\ F, ANU = () a obsahujici z. To je ale presné
x ¢ RHS. O

Definice 2.10. ,Dudalné“ definujeme vnitiek A jako nejvétsi otevienou mnozinu obsazenou
v A, tj.
A= |J U
ADU ot.

Rikéme, ze vnitini body A jsou ty, které se do A vejdou i s néjakym svym okolim. Piesnéji
okoli definujeme pozdéji.

3. Spojita zobrazeni

Definice 3.1. Zobrazeni f: X — Y mezi dvéma topologickymi prostory se nazyva spojité,
jestlize pro pro kazdou otevienou U C Y je také f~1(U) C X oteviend.
Cviceni 3.2.

1. Spojitost staci ovérit pro U z néjaké (libovolné) subbéaze topologie na Y.

2. Zobrazeni f je spojité, pravé kdyz vzor kazdé uzaviené mnoziny je uzavieny.

konec 1. prednasky

Definice 3.3. Podmnozina N C X se nazyva okolim bodu z € X, jestlize existuje oteviena
mnozina U s vlastnosti x € U C N.

Zejména oteviené okoli bodu z je to samé, co oteviend mnozina obsahujici . Pomoci okoli
se daji charakterizovat oteviené mnoziny jako ty, které jsou okolimi vSech svych bodu.

Definice 3.4. Rekneme, 7e zobrazeni f: X — Y je spojité v bodé x € X, jestlize pro kazdé
okoli N bodu f(z) je také f~!(N) okolim bodu .

Cviceni 3.5. Dokazte, ze zobrazeni f: X — Y je spojité, pravé kdyz je spojité v kazdém
bodé z € X.

Definice 3.6. Rekneme, 7e systém N okoli bodu z je bdzi okoli bodu z, jestlize kazdé okoli
bodu z obsahuje jako podmnozinu né&jaky prvek N. (Délal jsem pozdéji u reguldrnich.)
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Piiklad 3.7. V metrickém prostoru tvoii oteviené koule B.(x), € > 0, se stfedem v x bazi
okoli bodu . Alternativné tvoif bazi okoli koule B/, (x), n € N. Tato mnozina je spocetna.
Proto kazdy metrizovatelny prostor, tj. takovy prostor, jehoz topologie je zaddna néjakou
metrikou, musi mit spocetnou bazi okoli kazdého bodu — je tzv. ,first countable®.

Cviceni 3.8.
1. Spojitost v bodé x € X staci ovéfovat na okolich f(x) z néjaké (libovolné) baze okoli.
2. Zobrazeni f: M — N mezi metrickymi prostory je spojité, pravé kdyz spliuje e-6-
definici spojitosti.

Diikaz. Cést 1. je elementérni. Cést 2. plyne z toho, Ze oteviené koule Bs(x), 6 > 0, tvoii
bézi okoli z a B.(f(x)), € > 0, tvoii bazi okoli f(z). O

Cviceni 3.9. Dokazte, ze zobrazeni f: X — Y mezi preduspordadanymi mnozinami X, Y je
spojité, pravé kdyz je izotonni.
Lemma 3.10. Ndasledujici podminky na zobrazeni f: X — 'Y jsou ekvivalentnd

1. f je spojité,

2. f~YB) C f~YB) pro libovolnou podmnozinu B C Y,

3. f(A) C f(A) pro libovolnou podmnozinu A C X.

Posledni podminka je zobecnénym vyjadienim toho, ze x, — x implikuje f(z,) — f(x)
(pro obecné topologické prostory vSak posloupnosti nemusi byt dostacujici).

Diikaz. Ukézeme prvné ekvivalenci 1. a 2. Jelikoz f~1(B) je uzaviend podmnozina obsahujic
f~Y(B), musf obsahovat i f~1(B). V opaéném sméru pro uzavienou F C Y plati f~1(F) C
fHF) = f~YF) atedy f~1(F) je uzaviena.

Nyn{ ukdzeme 2. = 3. Chceme A C f~1(f(A)), pritom zjevné plati A C f~1(f(A)) a tedy

ACTI(FA) ¢ 1\ (FA)).

Zbyvé ukazat 3. = 2. Chceme f(f~1(B)) C B, pritom zjevné plati f(f~1(B)) C B a tedy
3.

f(f71B)) € f(f~1(B)) € B. O
Definice 3.11. Zobrazeni f: X — Y se nazyva homeomorfismus, jestlize je f bijekce a obé
zobrazeni f, f~! jsou spojita.
Piiklad 3.12.
1. Interval (0,1) je homeomorfni R; homeomorfismus (0,1) — R je napiiklad zobrazeni
t— tg(mt —7/2).
2. Zobrazeni id: Xgisc — Xtriv je spojita bijekce, ale jeho inverze id: Xy — Xdise Spojita
neni; viz dalsi piiklad.
3. Rozmyslete si, kdy je zobrzeni id: (X, Xy) — (X, X1) spojité.
4. Zobrazeni [0,1) — S1, ¢ — 2™ je spojitd bijekce, ale jeho inverze spojit4 nent.

5. Ve skutecnosti neexistuje homeomorfismus [0, 1) =, 51 To se nejlépe ukaze tak, ze se
najde néjaky invariant“, ktery tyto dva prostory odlisi. V tomto piipadé lze napiiklad
ifct (¢asem to budeme schopni formulovat piesné), ze vyjmutim jakéhokoliv bodu z S!
se prostor nerozpadne, zatimco vyjmutim bodu ¢t # 0 z [0, 1) se tento interval rozpadne.
Dalsim takovym invariantem je kompaktnost.
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6. Pro m # n neexistuje homeomorfismus R = R". Pron = 1 to lze vidét, podobné jako
v pfedchozim piikladé, pomoci odstranovani bodu a souvislosti. Pro vyssi n je potieba
,VySsi souvislost .

Priklad 3.13. Popiste spojita zobrazeni z trivialniho prostoru a spojitda zobrazeni do dis-
krétniho prostoru.

Pozndmka. Topologie je nealgebraickd (spojitd bijekce neni nutné homeomorfismus). Z jed-
noho z piikladu vidime, Ze Uplnost metrického prostoru neni topologicky pojem, tj. existuji
homeomorfni prostory, z nichz jeden tuto vlastnost spliiuje a druhy ne. Na druhou stranu kom-

4. Podprostory, souciny

Definice 4.1. Necht X je topologicky prostor a A C X jeho podmnozina. Definujeme na A
topologii podprostoru jako
{ANU |U C X oteviend}.

Mnozinu A spole¢né s topologii podprostoru nazveme podprostorem X.
Dulezitou vlastnosti podprostoru je, ze vlozeni i : A — X je spojité a mé nésledujici

univerzalni vlastnost: zobrazeni f: T — A je spojité, pravé kdyz je spojité if: T — X.

T-1.a
!
X

(oboji plyne z toho, ze ANU = i~1(U)). Diikaz lze shrnout do pozorovani: topologie podpro-
storu je nejmensi takova, pro kterou je inkluze 7 spojita.

Lemma 4.2. Pro podmnozinu B C A plati
cluB=ANB,
kde cly B zna¢i uzdvér B v podprostoru A.
Pozndmka. Nic podobného neplati pro vnitiek.
Definice 4.3. Systém A C P(X) mnozin se nazyvé pokryti prostoru X, jestlize | J A = X.

Cviéeni 4.4. Necht U je oteviené pokryti prostoru X. Dokazte, Ze zobrazeni f: X — Y je
spojité, prave kdyz kazdé ziazeni f|y: U — Y, U € U, je spojité.
Podobné dokazte totéz pro konecéné uzaviené pokryti F.

Cviceni 4.5. Dokazte, ze ¢tverec je homeomorfni kruznici.

Definice 4.6. Nechf X, Y jsou topologické prostory. Definujeme na X x Y soucinovou
topologii generovanou bazi

{UxV|UeX, Vel

Mnozinu X X Y spoletné se sou¢inovou topologii nazveme soucinem topologickych prostoru
X,Y.
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Dulezitou vlastnosti soucinu je, ze projekce p: X XY — X, q: X x Y — Y jsou spojité
a maji nasledujici univerzalni vlastnost: zobrazeni f = (g,h): T'— X x Y je spojité, pravée
kdyz jsou spojité jeho slozky pf =g: T = X aqf =h: T =Y.

pf X g X
/ - /
72l L xxy - 9N, x vy
\ \
qf Y h Y

(oboji plyne z toho, ze U x V = p~1(U) N ¢~ (V)).
O néco slozitéjsl je soucin nekoneéné mnoha topologickych prostori, kde voditkem ke
spravné definici je pravé predchozi univerzalni vlastnost a jeji dikaz. Oznacme

pj: 1_[)(Z — Xj
€L

projekci na j-tou slozku.

Definice 4.7. Necht Xj, i € Z, jsou topologické prostory. Definujeme na [[;.; X; soucinovou
topologii generovanou subbdzi

{p;'(U) | j €T, U C Xj oteviena}.

Mnozinu [ [, .7 X; spole¢né se soucinovou topologii nazveme soucinem topologickych prostort
X;, i€l

Cviceni 4.8. Dokazte, ze soucin [[,.; F; uzavienych mnozin F; C X; je uzavieny.

konec 2. pfednasky

5. Axiomy oddélitelnosti

Pozndamka. Existuje axiom oddélitelnosti Ty.

Definice 5.1. Topologicky prostor X se nazyva Ty, jestlize pro kazdé dva body x,y € X,
x # y existuje oteviené okoli U > x disjunktni s y, tj. y ¢ U.

Lemma 5.2. Topologicky prostor X je T;, pravée kdyZ jsou vsechny jeho jednobodové pod-
mnoziny uzavrené.

Diikaz. ,<*:V definici sta¢i volit U = X \ {y}. ,=“: Necht y € X. Pak pro libovolné = # y
existuje U, > x oteviend neobsahujici y. Proto je nyéy U, = X ~\ {y} oteviend a {y} tedy
uzaviena. 0

Definice 5.3. Topologicky prostor X se nazyvd To (Hausdorffiv), jestlize pro kazdé dva
body x,y € X, x # y existuji disjunktni oteviend okoli U >z, V 3>y, tj. UNV = ().

Ptriklad 5.4. Prostor kone¢nych dopliku je Ty, ale neni Hausdorffuv (pokud nosnd mnozina
neni kone¢na).
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Lemma 5.5. Topologicky prostor X je Hausdorffiv, prdvé kdyz Ax C X x X je uzavrend
podmnozina. Zde Ax = {(z,z) |z € X} je ,diagondla“.

Diikaz. ,=“: Ukdzeme, ze X x X \ Ay je oteviend. Necht (z,y) € X x X \ Ax, tj. = # v.
Podle definice existuji U 3 x, V' 3 y disjunktni oteviené. Pak (z,y) e U xV C X x X \ Ax,
pricemz U x V je bazickd oteviena.

»<*“: Analogicky; necht z,y € X, x # y, tj. (z,y) € X x X N\ Ax. Protoze je X x X N\ Ax
oteviend, existuje bazickd oteviend podmnozina U x V' s vlastnosti (z,y) € U x V C X x

XNAx.ProtozxeU,yeValUNV =40. O
Alternativné lze dokédzat ,=*“ pomoci Ax = {(z,y) | p(z,y) = q(z,y)}.
Dusledek 5.6. Necht f,g: X — Y jsou dvé spojitd zobrazeni a'Y je Hausdorffiv. Potom

{z e X | f(z)=yg(2)}
je uzavrend podmnozina X .

Dikaz. Zobrazeni (f,g): X — Y x Y je spojité, pficemz

{reX|f(2)=yg()}=(f9)" (Ay). O
Piiklad 5.7. Ortogodlni grupa O(n) C GL(n) je uzaviend. (podobné SL(n))

Véta 5.8.
1. Podprostory Hausdorffovych prostori jsou Hausdorffovy.
2. Souciny Hausdorffovych prostori jsou Hausdorffovy.

Diikaz. Necht x,y € A jsou oddéleny v X otevienymi mnozinami U, V. Potom ANU, ANV
jsou oteviené mnoziny v A oddélujici z od y.

Necht (x;), (yi) € [],ez Xi jsou ruzné body. Pak existuje index j € T takovy, ze z; # y;.
Protoze je X; Hausdorffuv, existuji U > z;, V 3 y;, UNV = (). Potom pj_l(U), pj_l(V)
oddeéluji (z;) od (y;).

Definice 5.9. Tj-prostor X se nazyva Ts (reguldrni), jestlize pro kazdy jeho bod z € X
a uzavienou podmnozinu F' C X neobsahujici x existuji oteviena disjunktni okoli U > «x,
VOF tj.UNV =4.

Lemma 5.10. Topologicky prostor X je regquldrni, prdvé kdyz pro kazdiy bod r € X tvori
uzavrend okoli x bazi okoli, tj. pro kaZdé okoli N > x existuje uzavrené okoli F' > x spliiujici
NDF.

Dukaz. ,=*“: Staci pro kazdé oteviené okoli W > x najit uzaviené podokoli. Podle definice
lze oddélit z od X\ W, tj. 2 e U, X~ W CV,UNV =0. Jinymislovyz € U C X~V C W,
tedy X \ V je uzaviené podokoli z.

= Necht = ¢ F, tj. + € X \ F tvoif oteviené okoli. Podle pfedpokladu existuje
x € G C X~ F,pricemz G je uzaviené okoli z,tj. t c UC G, FC X ~NG=V. O

Piiklad 5.11. Kazdy metricky prostor M je regularni — uzaviené koule tvoii bézi okoli
kazdého bodu. Za chvili dokdzeme jinym zpusobem jesté silnéjsi tvrzeni.

Véta 5.12.
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1. Podprostory requldrnich prostoru jsou reguldrni.

2. Souciny requldrnich prostoru jsou regquldrni.

Diikaz. Necht F C A je uzaviena neobsahujici # € A. Potom ANF = F, takie ¢ F a lze
je oddeélit v X pomoci U, V; v A je pak lze oddélit pomoci ANU, ANV. Alternativni dukaz
vede pfes predchozi lemma.

Necht (z;) € [[;ez Xi, (25) € U oteviené okoli. Potom existuji ji,...,jn € T a oteviené
mnoziny Uy C X, takové, zZe

(x;) € pj_ll(Ul) n--- ﬂpj_nl(Un) cUu.
Necht zj, € F), C Uy jsou uzaviend podokoli. Potom

(x:) € p;, (F)) N - Np; (Fy) C U O

uzaviené okoli

Definice 5.13. T;-prostor X se nazyva T; (normdini), jestlize pro kazdé jeho dvé disjunktni
uzaviené podmnoziny F, G C X existuji oteviend disjunktni okoli U O F', V DO G.

Analogie predchozi véty neplati — viz dikaz: pokud F,G C A jsou disjunktni uzaviené
podmnoziny, nemusf byt nutné pravda, ze F', G jsou disjunktn{ (s vyjimkou ptipadu, kdy A je
uzaviend). Nemeélo by tedy byt tézké uvérit, ze existuji normalni prostory, jejichz podprostory
a souciny nejsou normalni.

Piiklad 5.14. Kazdy metricky prostor M je normalni. To je proto, ze pro libovolnou A C M
funkce dist(A, —): M — R spojitd (nezkracuje vzdalenosti). Polozime-li nyn{

B dist(F, x)
J) = dist(F, z) + dist(G, x)’

je tato funkce vsude definovand a spojitd, im f C [0, 1]. Pfitom f(z) =0na F a f(z) =1 na
G, takze lze volit
U:f71[071/2>7 V:fil(l/zvl]

Fenomén z predchoziho piikladu je oddélovani pomoci spojitych funkci. Vratime se k nému

pozdéji.

6. Kompaktni prostory

Definice 6.1. Topologicky prostor X se nazyva kompaktni, jestlize z libovolného jeho otev-
feného pokryti Ize vybrat konecné podpokryti.

V dalsim budeme velmi ¢asto vyuzivat nasledujici interpretaci kompaktnosti podprostoru
A C X. Jelli U systém otevienych mnozin v X takovy, ze A C [JU, pak existuje konecné
mnoho Uy,...,U, €U tak, ze AC UL U---UU,.

Priklad 6.2. R neni kompaktni.
Ptriklad 6.3. (a,b) neni kompaktni (bez najiti pokryti).

Véta 6.4. Uzavreny interval [a,b] je kompaktnt.



Pozndamka. Piedchozi véta vyuziva dplnosti redlnych ¢isel — neplati totiz nad Q. Interval
la,b]lg = QN [a, b] neni kompaktni: necht ¢ € (a,b) je iraciondlni. Pak

la,0lg = | Jla,e = 1/n)g U (c + 1/n, blg.
neN

Diikaz. Necht U je oteviené pokryti [a,b]. Uvazme
T = {t € [a,b] | interval [a,t] lze pokryt kone¢né mnoha prvky U}.

Zjevné a € T a tedy T # (). Muzeme tedy polozit tg = sup 7.

Prvné ukazeme, ze tg € T. Existuje totiz U € U tak, ze tg € U a proto existuje néjaké
t1 < to tak, ze cely interval [t1,t9] C U. Protoze t; € T, plati [a,t;] C Uy U--- U U,. Proto
la,to) CULU---UU, UU.

Nyni ukadzeme sporem, ze tg = b. Kdyby ¢y < b, opét dostavame tg € U € U a T obsahuje
inéjaké t; € U, t; > tp. To je spor s tg =supT. ]

Véta 6.5. Uzavieny podprostor kompaktniho prostoru je kompakini.

Diikaz. Nechf F C X je uzavieny a U je n&jaké systém otevienych mnozin s vlastnosti
JU D F. Potom V =U U {X \ F} je oteviené pokryti X. Diky kompaktnosti X je

X=UyU---UU, U(X~ F)

aproto FCULU---UU,. ]

konec 3. pfednasky
Véta 6.6. Kompaktni podprostor Hausdorffova prostoru je uzavieny.

Diikaz. Necht C' C X je kompaktni, x ¢ C. Chceme najit néjaké U > x, U N C = ). Necht
y € C. Potom existuji disjunktni U, 3 z, V,, 3 y. Systém {V,, | y € C'} tvoii oteviené pokryti
C. Z kompaktnosti z néj lze vybrat koneéné podpokryti C C V,, U--- UV, . Potom

€U, N--NU, =U
je oteviené okoli x a U N C = 0, protoze U NV, C Uy, NV, =0. O

Disledek 6.7. V kompaktnim Hausdorffovu prostoru jsou uzaviené mnoZiny prdvé kom-
paktnt.

Véta 6.8 (o soucinu). Soucin X XY dvou kompaktnich prostoru X, Y je kompaktni.
Veétu dokazeme pozdéji.
Ddsledek 6.9. Podmnozina R™ je kompakini, prdavé kdyz je uzaviend a ohranicend.

Dikaz. ,=*: Uzavienost plyne z Hausdorffovosti R", ohrani¢enost plyne z pokryti By(0),
ke N.

»<=%“: Z ohranicenosti A C [—k, k|, pticemz krychle [k, k] je kompaktni podle véty o
sou¢inu. Proto i jeji uzaviend podmnozina A je kompaktni. O

Véta 6.10. Spojity obraz kompakiniho prostoru je kompakini.
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Diikaz. Necht f je spojité zobrazeni f: X — Y z kompaktniho prostoru X a necht U je
oteviené pokryt{ f(X). Potom f=Y(U) = {f~1(U) | U € U} je oteviené pokryti X a tedy
X =f"YU)U---UfYU,), neboli f(X)CULU---UU,. O

Véta 6.11. Spojitd bijekce f: X — Y z kompaktniho prostoru X do Hausdorffova prostoru
Y je homeomorfismus.

Diikaz. Staéi ukdzat, ze f~1 je spojité, tedy ze pro uzavienou F' C X jei f(F) C Y uzaviena.
Pfitom je ale F' kompaktni, tedy i f(F') je kompaktni a proto uzaviena. O

Definice 6.12. Necht X je topologicky prostor a necht ~ je relace ekvivalence na X. Ozna¢me
projekci p: X — X /~. Definujme kvocientovou (identifikacni) topologii na rozkladu X/~ jako

{VCX/~|p (V) C X oteviend}.
Rozklad X/~ spole¢né s kvocientovou topologii nazveme kvocientem X podle relace ~.

Zakladni vlastnost kvocientu je, ze zobrazeni f: X/~ — Y je spojité, pravé kdyz je spojité
fp X —>Y,

x—1" .y

A
P Ve
|7
X/~

Ve spojeni s predchozi vétou lze nékteré kvocienty popsat velice konkrétné.

Piiklady 6.13.
1. Popiste topologii kvocientu R/Q grupy R podle jeji podgrupy Q. Neni ani Ty byt R je
dokonce T4.
2. ([0,1] x 8" 1 /({0} x S~ 1) = D"; zde X/A = X/~, kde a ~ a’ pro libovolnd a,a’ € A.
(Potfebné zobrazeni jsou ,polarni souradnice®.)

3. D"/S"~1 = §n (Potfebné zobrazen{ je dané obfhénfm okolo S™ po hlavnich kruznicich,
pro néz je jednoducha formulka.)

4. St x St 10,12/~ (=2 R?/Z? — zde jde o kvocient grup).

5. Obrazek ilustrujici ostatni plochy jako kvocienty mnohothelnikii; poznamka o hyperbo-
lickém dlézdéni.

6. Sgn—1 = gn

7. Piimka s dvojndsobnym pocdtkem R x {—1,1}/~, kde (z,—1) ~ (z,1) kdykoliv x # 0
— neni Hausdorffuv, byt je ,lokdlné Hausdorffav“.

8. Kazdy retrakt je zaroven kvocientem a podprostorem.

9. R?/~, z ~y & |x| = |y|, je homeomorfni R

Nyni dokdZzeme vétu o sou¢inu. Prvné uved me lemma.

Lemma 6.14 (tube lemma). Necht X je kompaktni prostor, Y libovolnyj, W C X XY oteviend
mnozina obsahujici X x {y}. Potom existuje oteviené okoli V >y takové, zZe X x V. C W.

10
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Diikaz. 7 definice sou¢inové topologie existuji pro kazdé (z,y) oteviend okoli U, > z a V, >y
tak, ze Uy x V,, C W. Z pokryti {U, | x € X} lze vybrat koneéné podpokryti U,,,...,Us,.
Polozme V =V, N---NV,, . Pak

Up, XV CUyg, x Vo, TW
a tedy také X x V =JU,, xV CW. ]

Piiklad 6.15. Dokazte, ze lemma je ekvivalentni nasledujicimu tvrzeni: projekce X xY — Y
je uzavrend, tj. obraz uzaviené mnoziny je uzavieny.

Diikaz véty o soucinu. Necht W je oteviené pokryti X x Y. Pro kazdé y € Y uvazme podpro-
stor X x {y}, ktery je homeomorfni X a tedy kompaktni. Protoze je W jeho oteviené pokryti,
lze vybrat Wy, ..., Wy, € U pokryvajici X x {y}. Podle lemmatu obsahuje Wy ,U---UW, ,
podmnozinu tvaru X x Vj. Vidime tedy, Ze stac¢i pokryt Y kone¢né mnoha Vj,, protoze je
kazdé X x V}, pokryto kone¢né mnoha prvky W. Protoze je ale {V}, | y € Y'} oteviené pokryti
Y, plyne toto z kompaktnosti Y. O

Nasim dalsim cilem bude dikaz Tichonovovy véty o nekoneénych soucinech kompaktnich
prostori. Dokazeme k tomu prvné tzv. Alexanderovo lemma.

Lemma 6.16 (Alexander). Necht X je topologickij prostor. Pokud existuje subbdze S takovd,
Ze z kazdého otevieného pokryti U C S lze vybrat konecéné podpokryti, pak X je kompakini.

Dukaz. Dukaz je zaloZen na axiomu vybéru, konkrétné na principu maximality, ¢i jak se to
cesky jmenuje. Predpokladejme, ze X neni kompaktni a vyberme maximalni oteviené pokryti
U, které nema koneéné podpokryti (predpoklady Zornova lemmatu se ovéii jednoduse).

Nechf x € X je libovolny bod. JelikoZ je U pokryti, existuje x € U € U. Protoze je S
subbéze, existuji pak S1,...,5, € S tak, ze

zxeSn---nNsS, CU.

Ukézeme nyni sporem, ze néjaké S; je prvkem Y. Kdyby S; ¢ U, podle maximality U existuje
koneénd U; C U tak, ze {S;} UU; je pokryti, tj. U; pokryva X ~ S;. Potom ale Uy U --- UU,
pokryva
(XNS)U--UXNS)=X~(51Nn---NS,) 2X\U

atedy {U} Ul U---UU, pokryva X, coz je spor.

Oznaéime-li prislusné S; € U jako S, madme z € S, € SNU. Protoze je ale {S, | = €
X} C S oteviené pokryti prvky S, lze z néj podle predpokladu vybrat koneéné podpokryti.
To bude ale zaroven koneé¢nym podpokrytim U, spor. O

Véta 6.17 (Tichonov). Soucin libovolného mnozstvi kompaktnich prostoru je kompaktnd.
Diikaz. Nechf X = [Licz Xi, kde X; je kompaktni. UkdZeme, Ze subbéze
{pj*l(Uj) | j € Z, U; C X oteviend}

spliiuje podminky Alexandrova lemmatu. Necht I je oteviené pokryti subbazickymi mnozi-
nami. Definujme U jako mnozinu téch otevienych U; C X, ze pj_l(Uj) € U. Piedpoklddejme,
ze zadné U; neni pokryti. Potom existuje, pro kazdé j € 7, bod z; € X; tak, ze z; ¢ JU;.
Potom ale bod se slozkami (z;);jez nelezi v | JU, coz je spor s tim, ze U je pokryti.

Proto je néjaké U; pokryti a diky kompaktnosti z néj lze vybrat koneéné podpokryti
Ui,...,U,. Potom ziejmé pj_l(Ul), . ,pj_l(Un) je koneéné podpokryti U. O

11



konec 4. pfednasky
Veéta 6.18. Kompaktni Hausdorffiv prostor je normdlnd.

Dikaz. Necht F' C X je uzaviend, x ¢ F. Pro libovolny y € F existuji U, > x, V}, 3 y oteviené
disjunktni. Protoze je F' kompaktni, existuje kone¢né mnoho y,...,y, € F takovych, ze

FCV,U---UV,, xe€Uyn---NU,;

ty jsou oteviené a disjunktni.
Implikace T3=T4 je za domaci tikol. O

Hromadny bod posloupnosti (x,) je takovy bod z, ze pro kazdé oteviené okoli U > xz
existuje nekoneéné mnoho ¢élenu z,, € U. Nagim cilem bude nyni ukézat, ze metricky prostor
je kompaktni, pravé kdyz mé kazdsd posloupnost hromadny bod. Rikejme této vlastnosti
prozatim sekvenéni kompaktnost. Definujme prumér diam A = sup{dist(z,y) | z,y € A}.

Véta 6.19 (Lebesgueovo lemma). Necht U je oteviené pokryti (sekvencéné) kompaktniho me-
trického prostoru M. Potom existuje € > 0 takové, Ze kaZdd podmnozZina A C M pruméru
diam A < ¢ lezi v né€jakém U € U.

Cislu z véty fikdme Lebesgueovo ¢islo pokryti U.

Dukaz. Zjevné staci najit € takové, ze kazdd uzaviena koule o poloméru e lezi v néjakém
U € U. Predpokladejme, ze zadné takové € neexistuje a zvolme, pro kazdé n € N, kouli
Bi/n (z5,), kterd se nevejde do zadné U € U. Piechodem k podposloupnosti muzeme piedpo-
klddat, ze z, — x. Protoze je U oteviené pokryti, existuje 6 > 0 tak, ze Bas(x) C U € U. Pro
n > 0 je dist(xp, ) <6 al/n < 4§ aproto By, (zn) C Bas(z) C U, spor. O

Véta 6.20. Metricky prostor je kompaktni, prdvé kdyz je sekvencéné kompaktni.

Diikaz. Smér ,=“ je jednoduchy. Necht z, je posloupnost, kterd nemd Zadny hromadny
bod. Potom pro kazdé x € M existuje néjaka koule B., (x) obsahujici pouze koneény pocet
¢lent posloupnosti. Vybérem koneéného podpokryti dostaneme, Ze v celém prostoru je pouze
kone¢né mnoho bodua posloupnosti, spor.

Pro opaény smér ,<* necht ¢ > 0 je Lebesgueovo ¢islo U. Protoze se kazda koule o
polomeéru € vejde do néjaké U € U, staci M pokryt koneéné mnoha koulemi poloméru €. Volme
postupné posloupnost bodi, které jsou navzdjem vzdaleny alespon o €. Takova posloupnost
musi byt nutné konecnd, protoze zadna jeji podposloupnost neni cauchyovska a nemuze tedy
konvergovat; ozna¢me ji x1,...,z,. Potom M = B.(x1) U---U B:(xy). O

Otdzka. Rict néco o sitich, jejich konvergenci a ekvivalenci kompaktnosti s existenci konvergentni podsité? Rict néco o
filtrech, ultrafiltrech a ekvivalenci kompaktnosti s tim, ze kazdy ultrafiltr konverguje (k alespon jednomu bodu)?

7. Souvislost

Klasicky se prazdny topologicky prostor povazuje za souvisly, z ruznych duvodu je ale vy-
hodnéjsi ho za souvisly nepovazovat. Tomuto dilematu se vyhneme tim, Ze se omezime na
neprazdné prostory.

Definice 7.1. Nechf X je neprazdny topologicky prostor. Rekneme, ze X je souvisly, jestlize
jediné podmnoziny A C X, které jsou zaroven oteviené a uzaviené, jsou ) a X.

12
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Podmnoziny z definice (tj. ty, které jsou jak oteviené, tak uzaviené) se nazyvaji obojetné,
anglicky clopen. Je-1i U obojetnd a V = X \ U jeji doplnék, pak cely prostor X je disjunktnim
slednocenim X = ULV. V ¢éasti o oddélovacich axiomech jsme pomoci disjunktnich otevienych
mnozin oddélovali podmnoziny X a tento rozklad pak odpovidéd tomu, ze cely prostor se sklada
za dvou oddélenych c¢asti.

Lemma 7.2. Neprdzdny prostor X je souvisly, prave kdyzZ kazZdé spojité zobrazeni x: X —
{0,1} je konstantni.

Véta 7.3. Uzavreny interval [a,b] je souvisly.

Pozndmka. Tato vlastnost intervalu zéavisi, stejné jako kompaktnost, na tplnosti redlnych
¢isel. Konkrétné [a, b]g neni souvisly: zvolme libovolné iraciondlni ¢ s vlastnosti a < ¢ < b,

pak [a, b]g = [a,¢)g U (¢, b]g.

Diikaz. Predpokladejme, ze U C [a, b] je obojetnd, 0, X # U. Piipadnym prejitim k dopliku
muzeme piedpoklddat, ze a € U. Oznac¢me

T={te€lab]][at] CU}

Chceme b € T. Zjevné a € T a proto existuje typ = sup1'. Z uzavienosti U dostavame tg € T,
z otevienosti pak tg + € € T s vyjimkou pfipadu tg = b. To je spor s U # X.

(Jinak: pokud by spojité zobrazeni y: X — {0,1} nabyvalo hodnot 0 a 1, muselo by
nabyvat i hodnoty 1/2, spor.) O

Véta 7.4. Spojity obraz souvislého prostoru je souvisly.

Diikaz. Necht f: X — Y je spojité zobrazeni, kde X je souvisly. Necht x: f(X) — {0,1} je
libovolnd spojita funkce. Potom je také xf: X — {0, 1} spojita a tedy konstantni. Protoze je
f: X — f(X) surjektivni, je také y konstantni.

(Jinak: je-li U C f(X) obojetna, je obojetna i f~1(U) C X.) O

Veéta 7.5. Uzdvér souvislé podmnoZiny je souvisly.

Diikaz. Je-li x: A — {0,1} spojita funkce, pak jeji ztizenf na A je konstantni, feknéme x|4 = 0.
Piitom x~1(0) je uzaviend mnozina obsahujici A a tedy x ! = A, tedy x je konstantni. [J

Véta 7.6. Necht M je systém souvislyjch podmnozin v X takovy, Ze AN B # 0 pro kazdé dvé
A, B € M. Potom |JM je souvisly.

Diikaz. Necht f: |JM — {0,1} je spojité zobrazeni. Potom jeji ztizeni na kazdé A € M je
konstantni, diky souvislosti A. P¥itom musi byt tato konstantni hodnota stejnéd pro vsechna
A € M, diky nepréazdnosti pruniki. Tedy f je konstantni. O

Disledek 7.7. Redlnd osa R = J,,cn[—n, 1] je souvisld.

Piiklad 7.8. Intervaly [a,b], [a,b), (a,b) jsou souvislé — dokazte. Pomoci odebirani bodu dale
dokazte, ze nejsou homeomorfni.

Piiklad 7.9. Dokazte, ze prostor
{(z,sinf) [z >0} U{(0,y) | -1<y<1}

je souvisly, ale nikoliv obloukové souvisly.
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Definice 7.10. Komponenta neprazdného prostoru X je maximalni souvisla podmnozina.

Véta 7.11. Libovolng topologicky prostor je disjunktnim sjednocenim svijch komponent. Tyto
komponenty jsou uzaviené.

Diikaz. Necht © € X a uvazme systém M = {A C X | Asouvisli, z € A}. Potom
UM je souvisld podmnozina obsahujici z, zjevné maximalni. Kdyby dvé ruzné komponenty
mély neprazdny prinik, bylo by jejich sjednoceni souvislé, coz by byl spor s maximalitou.
Uzavienost plyne z toho, Ze uzavér souvislé podmnoziny je souvisly a z maximality. O

Definice 7.12. Rekneme, 7e topologicky prostor X je totdlné nesouvisly, jestlize jeho kom-
ponenty jsou jednobodové.

Piiklad 7.13. Dokazte, ze Q je totdlné nesouvisly.

Mnozina obojetnych mnozin spole¢né s inkluzi, (Ob(X), C), tvoii Booleovu algebru (obo-
jetné mnoziny jsou uzaviené na konecéné sjednoceni, koneéné pruniky a komplementy). Takto
dostaneme vsechny Booleovy algebry (az na izomorfismus). Po zizeni na kompaktni Hausdor-
ffovy totalné nesouvislé prostory, tzv. Stoneovy prostory, dostavame jednoznacnou korespon-
denci, tzv. Stoneovu dualitu.

Necht naopak B je Booleova algebra. Uvazujme mnozinu S(B) vSech homomorfismu Bo-
oleovych algeber ¢: B — 2.1 Muzeme tedy S(B) C 27 vybavit topologii podprostoru, kde
28 m4 topologii soucinu (2 m4 diskrétni topologii). Jako podprostor sou¢inu Hausdorffovych
totdlné nesouvislych je Hausdorffuv a totdlné nesouvisly. Nyni ukazeme, ze S(B) je uzavieny,
tedy kompaktni. Nechf ¢: B — 2 neni homomorfismus Booleovych algeber. Pfedpokladejme
napiiklad, Ze p(b) = 0 = ¢(c), ale (b A ¢) = 1. Oznaéime-li projekci 2% — 2 na b-tou slozku
jako py, pak ¢ € pb_l(O) Np;H0)N pb_/\lc(l), pricemz zadné zobrazeni z tohoto otevieného okoli
nelezi v S(B).

Véta 7.14 (Stone). Vyse uvedené kontrukce zaddvaji (kontravariantni) ekvivalenci mezi Sto-
neovymsi prostory a Booleovymi algebrami.

Kontravariantnost znamen4d, Zze homomorfismum algeber B — B’ odpovidaji spojitd zob-
razeni S(B') — S(B).

Dikaz. Homeomorfismus X — S(Ob(X)) posild bod x € X na zobrazeni U — (z € U), kde
x € U je potieba chapat jako logickou hodnotu, tedy prvek 2.
Izomorfismus B — Ob(S(B)) posild prvek b € B na obojetnou mnozinu

py (1) = {p € S(B) | p(b) =1} C S(B). -

Lemma 7.15. Oznacéme C, sjednoceni vsech souvislyjch podmnozin obsahujicich x, tj. kom-
ponentu bodu x. Ddle oznacme @, priunik viech obojetniyjch podmnoZin obsahujicich x, tj. kva-
zikomponentu bodu x. Na zdvér oznaéme O, prunik vsech otevienych podmmnoZin obsahujicich
x. Plati

! Alternativni charakterizace takovych homomorfismii je pomoci @71(0) — to jsou pravé maximalni idedly
— nebo pomoci ¢~ !(1) — to jsou pravé ultrafiltry. (Filtr v B je nahoru uzaviend mnozina F C B, uzaviend na
koneénd suprema. Ultrafiltr je maximéln{ filtr neobsahujict 0.)
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pricemz O, = {x} prdavé kdyz X je Ty, druhd inkluze je rovnost pokud topologie X je gene-
rovdna obojetnymi mnozZinami a prnd inkluze je rovnost pokud X je kompaktni Hausdorffuv
(nebo taky pokud X je lokdlné souvisly).

Zejména kompaktni Hausdorffiv prostor je totdlné nesouvisly (C, = {x}), prdvé kdyz je
totalné separovany (Q, = {x}), prdvé kdyz je nula-rozmérny (topologie generovand obojetniymi
mnozinami).

Dukaz. Prvni inkluze plyne z toho, ze kazda souvisld podmnozina obsahujici = je obsazena
v kazdé obojetné podmnoziné obsahujici x, druhd z toho, Ze kazda obojetnd podmnozina
je oteviend. Prvni dvé charakterizace jsou snadné (druhd plyne z toho, ze v piipadé nula-
rozmérného X tvoii obojetnd okoli bodu bézi okoli tohoto bodu).

Posledni bod je vyrazné tézsi: UkaZeme, Ze @, je souvisld podmnoZina. Necht tedy Q, =
F UG afeknéme F' 5 x. Protoze je X normélni, lze tyto dvé uzaviené podmnoziny F a G
(jednd se o uzaviené podmnoziny @, ktery je sém uzavieny) oddélit otevienymi mnozinami
FCU,GCV,piicemz UNV = a zejména tedy FF = Q, NU, G = Q, NV. Oznacme
H = X ~ (UUYV), pficemz jakozto uzaviend podmnozina kompaktniho prostoru se jedna o
kompaktni prostor. Protoze prunik vsech obojetnych podmnozin obsahujicich = je roven @,
a ma tedy nulovy prunik s H, existuje kone¢ny podsystém, jehoz prunik A (opét obojetna
podmnozina) ma nulovy prunik s H, tedy je obsazen v U U V:

Q.CACUUV.

Potom A = (ANU)U(ANV) a obé tyto jsou obojetné (obé jsou oteviené, stejné jako X \ A).
Protoze ANU > x, musi byt Q. € ANU a dostdvame tak Q. = F a @, je opravdu souvisly.

Zbyva jesté ukazat, ze totdlné separovany kompaktni Hausdorffiv prostor je nula-rozmérny.
Necht X D U > x je okoli. Protoze Q, = {z}, je prunik vSech obojetnych okoli z prazdny
v kompaktnim X \ U, takze opét uz néjaky kone¢ny prunik, tj. néjaké objetné okoli z, je
obsazené v U. O

konec 5. pfednasky

Priklad 7.16 (Cesta vyplaujici ¢tverec). Zactnéme s cestou zndzornénou v prvnim obrazku,
kterou prochazime konstantni rychlosti, ozna¢me ji v;. V dalsich krocich nahradime vSechny
useky vn, které vypadaji jako v;, odpovidajicimi tseky vypadajicimi jako ~o. VSechny cesty
jsou prochéazeny konstantni rychlosti.

T 72 73 V4
Polozme 7y = limy, 00 Vn. JelikoZ y,11(¢) a v, (¢) lezd v témze ctverci o strané (1/2)"~L, je tato

posloupnost stejnomérné konvergentni a proto je vy spojitd. Zbyva ukéazat, ze je surjektivni.
Necht z je libovolny bod étverce a napisme ho jako primik posloupnosti étvercli o strandch
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(1/2)"! zndzornénych v obrazcich. V kazdém takovém ctverci lezf néjaky bod 7, (t,) a proto
je x = limy, 00 Yn (tn ). Pejitim ke konvergentni podposloupnosti muzeme predpokladat ¢,, — ¢
a pak v(t) = lim, 00 ¥(tn) = limy 00 Y (tn) =  ze stejnomérné konvergence.

(Jinak 0, x12x22324 ... — (0,2123...;0, 2224 .. .).)

Véta 7.17. Soucin dvou souvislijch prostoru je souvisly.

Diikaz. Necht f: X x Y — {0,1} je spojité zobrazeni a necht (z,y) a (2/,%') jsou dva body
X xY. Potom f(z,y) = f(2',y) ze souvislosti X x {y} = X a f(2/,y) = f(2’,y') ze souvislosti
{2/} xY 2Y. Je tedy f konstantni. O

Piiklad 7.18. Prostory R a R™, kde n > 1, nejsou homeomorfni — opét pomoci odebirani
bodu. K tomu je potieba dokazat, ze R™ ~ {0} je souvisly. Lze ho napsat jako sjednoceni
souvislych mnozin tvaru R? x Ry x R’, kde Ry je bud mnozina kladnych nebo zédpornych
¢isel a i + 1 + j = n. Tyto mnoziny sice nemaji neprazdné pruniky, ale to nastane pouze pro
dvojice R* xRy xR/ a R x R_ x R/ a ty maji neprazdny prinik s kteroukoliv jinou mnozinou
ze systému (n > 1).

Véta 7.19. Libovolny soudin souvislych prostori je souvisly.

Diikaz. Necht opét f: [[;cz Xi — {0,1} a necht =z = (z;) € f1(0). Protoze je f spojité,
nabyva hodnoty 0 také na néjakém okoli p}ll(Uj )N---N pj:}(an) bodu z. Zejména f nabyva

hodnoty 0 na vSech bodech y splaujicich z;, = vy;,, ..., j, = ¥;,- V predchozim dikazu
jsme ukdzali, ze f mé stejné hodnoty na bodech lisicich se v konetné mnoha komponentach.
Dohromady je f konstantni. d

Od ted budeme znacit I = [0,1].

Definice 7.20. Cesta v X je spojité zobrazeni v: I — X. Rikdme, ze v spojuje body ~(0),
v(1).

Definice 7.21. Neprézdny prostor X se nazyva cestové souvisly (tradicné obloukové sou-
visly), jestlize lze kazdé dva jeho body spojit cestou.

Veéta 7.22. Libovolny cestové souvisly prostor je souvisly.

Diikaz. Je-li v, cesta spojujici néjaky vybrany bod o € X s bodem z, pak X = [J, ¢y im 7z,
pricemz kazdy im~, je souvisly (jako obraz I') a v8echny se protinaji v xo. O

V opaéném sméru véta neplati vzdy, ale pouze za jistych omezujicich podminek. Rekneme,
ze prostor X je lokdiné cestové souvisly, jestlize cestové souvisla okoli tvori bazi okoli v kazdém
bodé, tj. jestlize pro kazdé okoli N > x existuje cestové souvislé okoli O spliujici N D O > x.

Piiklad 7.23. Oteviené podmnoziny eukleidovskych prostoru jsou lokalné cestové souvislé.
Obecné podmnoziny lokélné cestové souvislé byt nemusi (viz Pfiklad 7.9).

Lemma 7.24. Pokdu lze spojit cestou x sy ay se z, pak také x lze spojit cestou se z.

Diikaz. Necht ~ je cesta spojujici s y a § cesta spojujici y se z. Polozme

_ [ 0<t<1)2
(7*5)(t)_{ g(Qt—l) 1/2<t<1

Protoze intervaly [0,1/2] a [1/2, 1] tvoii kone¢né uzaviené pokryti a na kazdém je -y d spojité,
je spojité na celém [0, 1]. Pfitom (y*9)(0) =~(0) =z a (y*0)(1) =0(1) = z. O
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Veéta 7.25. Je-li X souvisly a lokdlné cestove souvisly, pak je cestové souvisly.

Diikaz. Necht x € X a uvazme C(z) = {y € X | x lze spojit cestou s y}. Podle predpokladu
lokélni cestové souvislosti je C'(x) oteviend — kdykoliv lze x spojit s y a O je libovolné cestové
souvislé okoli y, pak lze = spojit s kterymkoliv bodem O. Jelikoz je X disjunktnim sjednocenim
C(z), kde z € X, je i doplnék C(z) otevieny a proto je C(x) obojetnd. Pritom = € C(z),
takze ze souvislosti plyne C(z) = X, a tedy z lze spojit s kazdym bodem X. O

Pozndmka. Pro obecny prostor X se mnozina C(x) z pfedchoziho dikazu nazyva cestovd
komponenta a podobné lze ukazat, ze pro lokalné cestové souvisly X se jeho komponenty
shoduji s cestovymi komponentami.

Otdzka. Zminit lokdlné souvislé prostory, to ze jejich komponenty jsou oteviené? Rict néco o kontinuech (kompaktni,
souvislé metrické prostory) a Hahnové-Mazurkiewiczové vété (spojité obrazy intervalu jsou pravé lokdlné souvisld kon-
tinua)?

8. Lokalné kompaktni prostory

Definice 8.1. Hausdorffuv prostor X se nazyvé lokdiné kompaktni (Hausdorffuv), jestlize
kompaktni okoli tvofi bazi okoli kazdého bodu, tj. pokud kazdé okoli N > x obsahuje kom-
paktni podokoli N D C' > .

Otdzka. Dusledné fikat lokdlné kompaktni Hausdor(fiv.

Piiklad 8.2.

1. Kazdy kompaktni Hausdorffuv prostor je lokdlné kompaktni, protoze je regularni (u-
zaviend okoli tvoii bazi okoli) a uzaviend=kompaktni.

2. Kazdy eukleidovsky prostor je lokalné kompaktni — uzaviené koule tvoii bazi okoli a
jsou kompaktni.

3. Diskrétni prostory jsou lokalné kompaktni.

4. Racionalni ¢isla Q nejsou lokalné kompaktni — zadné okoli neni kompaktni.

Nésledujici asi preskocit, ten dukaz je dost o ni¢em; jinak samoziejmé pomuZze obrazek -
pouzival jsem konevnci kulaté=oteviené, hranaté=uzaviené.

Veéta 8.3. Md-li kazdy bod Hausdorffova prostoru X néjaké kompakini okoli, pak je lokdlné
kompaktni.

Diikaz. Necht C' je kompaktni okoli bodu x a N libovolné jeho okoli. Potom C'N N je okoli x
v kompaktnim Hausdorffové prostrou C. Proto existuje kompaktni podokoli x € D C C N N.
Protoze je D okolim x v C' a C je okolim x v X, je D také okolim z v X. O

Véta 8.4. Soucin dvou lokdlné kompaktnich prostori je lokdlné kompaktnd.

Dikaz. Zjevné staci najit kompaktni okoli (z,y) € X x Y, které se vejde do U x V' 3 (z,y).
Necht U D C 3>z aV 2D >y. Potom C x D je ono hledané kompaktn{ okoli. O

Konstrukce 8.5 (jednobodova kompaktifikace). Necht X je lokdlné kompaktni prostor a
oo ¢ X. Polozme Xt = X U {oo}. Definujme na X+t topologii nasledujicim zpusobem:
U C X7 je oteviend, prave kdyz

e 00 ¢ U a U je oteviend v X nebo
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e 0o € U a X \ U je kompaktni.
Tento prostor se nazyva jednobodovd kompaktifikace prostoru X.

di 11 Priklad 8.6. Dokazte, ze se jedna opravdu o topologii (k tomu budete potiebovat dokazat,
ze konecéné sjednoceni kompaktnich podmnozin je kompaktni).

Véta 8.7. Prostor X je kompaktni Hausdorffiv prostor, jehoZ je X podprostorem.

Diikaz. Zjevné viechny ,stopy“ X NU otevienych U C X jsou oteviené (k tomu je potieba
Hausdorffovost), takze je vskutku X podprostorem X .

Necht U je libovolné oteviené pokryti X . Pak néjaké Uy € U obsahuje co a z otevienosti
je X N\ Uy kompaktni. Proto 1ze z U vybrat kone¢né mnoho Uy, ..., U, pokryvajicich X \ Xj.
Dohromady Uy, Uy, ..., U, pokryvaji X .

Body X lze oddélit otevienymi podmnozinami v X. Zbyva tedy oddélit x € X a co. Diky
lokalni kompaktnosti existuje kompaktni okoli C' 5 x. Z definice okoli C' D U > z a potom
UszaXt~C 3 oo jsou hledané oddélujici oteviené mnoziny. O

cv Piiklad 8.8. Vyse uvedenymi pozadavky je topologie na X1 jednoznaéné uréena.

cv Piiklad 8.9. Popiste jednobodovou kompaktifikaci R™. (popsat stereografickou projekei S —

_ , .. esl s . . , —14|v|?
R", z — gofg, ukézat, ze je spojitd spolecné se svou inverzi v — 1-:|_1|1|2|
jsou dany vzoreckem (moje univerzalni zdavodnovéni) — a pouzit predchozi piiklad). Vzorecek

pro inverzi lze nechat za DU s tim, Ze bych jim odvodil, Ze musi byt tvaru eg + k(v — ep).

2 B .
-eg + oz " ¥ obé

da 12 Priklad 8.10. Popiste jednobodovou kompaktifikaci kompaktniho Hausdorffova prostoru.

konec 6. pfednasky

Tvrzeni 8.11. Spojitd bijekce f: X — Y mezi lokdlné kompaktnimi prostory je homeomor-
fismus, prdvé kdyz je ,radné“ (proper, tj. vzor kompaktni mnoziny je kompaktni).

Diikaz. Podle definice topologie na jednobodové kompaktifikaci je f*: XT — YT spojité,
pravé kdyz je f radné. Potom se ale jedna o spojitou bijekci mezi kompaktnimi Hausdorf-
fovymi prostory a tedy o homeomorfismus. Jeho ztizeni f pak musi byt také homeomorfis-
mus. O

To lze (mozna) pouzit na piiklad stereografické projekce S™~\ {eg} — R"™ — je vSak potieba
dokazat radnost.

Veéta 8.12. Lokdlné kompaktni prostory jsou prdavé otevirené podprostory kompaktnich Hausdor-
Jfovych prostori.

Diikaz. ,=*: kazdy lokdlné kompaktni prostor X je otevienym podprostorem X .
»<=": kazdy kompaktni Hausdorffiv prostor je lokalné kompaktni a tyto jsou zjevné
uzaviené na oteviené podprostory. ]

Pozndmka. Plati také, ze uzaviena podmnozina lokalné kompaktniho podprostoru X je lokalné
kompaktni: kompaktni okoli z v F' lze dostat jako pruniky F' s kompaktnimi okolimi z v X.

ok Jesté obecnéji plati, ze podmnozina A C X je lokalné kompaktni, pravé kdyz je prunikem
oteviené a uzaviené podmnoziny (konkrétné je A oteviend v A).
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9. Realné funkce

Definice 9.1. Kompaktifikace prostoru X je vlozeni X — K prostoru X do néjakého kom-
paktniho Hausdorffova prostoru K jako podprostoru takové, ze plati X = K.

Zakladnim piikladem je vySe zmifiovand jednobodova kompaktifikace. Opa¢nym extrémem
je tzv. Stoneova-Cechova kompaktifikace, ktera naopak prida bodu co nejvice. Tato kompakti-
fikace funguje pro libovolné tiplné reguldrni prostory — témi se budeme zabyvat v této kapitole.

Definice 9.2. Nechf X je T; topologicky prostor. Rekneme, ze X je Ty1 (tplné reguldrni),
2

jestlize pro kazdy jeho bod z € X a uzavienou podmnozinu F' C X neobsahujici = existuje

spojita funkce f: X — [0, 1] takovd, ze f(z) =0a flr = 1.

Otdzka. Cviceni: kazdy lokélné kompaktni Hausdorffuv prostor je tplné reguldrni (ono to plyne taky z jednobodové
kompaktifikace).

Priklad 9.3. Kazdy metricky prostor je uiplné regularni. Dokazali jsme dokonce, ze je ,uplné
normalni“, tj. ze lze oddélit funkei libovolné dvé uzaviené mnoziny. Za chvili uvidime, ze tato
podminka je ekvivalentni normalité.

Véta 9.4. Uplné reguldarni prostory jsou uzavrené na podprostory a souciny.

Dikaz. Je-li A C X libovony podprostor a x € A, F C A uzaviena v A a neobsahujici x, tak
potom x a F jsou také disjunktn{ v X. Proto existuje f: X — [0,1] oddélujici  od F. Jejf
zuzeni na A oddéluje x od F.
Necht nyni X; jsou tiplné reguldrni, i € Z, a uvazme soucin X = [Licz Xi- Jelliz € X
a F' C X uzaviend neobsahujici x, potom z € X ~\ F (oteviend) a podle definice topologie
soucinu
x € p{ll(Ul) n--- ﬂp;nl(Un) CX\F

pro néjaké oteviené Uy, C X, . Pfechodem k doplikim Fj, = X, \ U}, dostdvame
P (F)U---Up, (F,) 2 F

a uzaviend mnozina nalevo stile neobsahuje x. Staéi ji proto od x oddélit. Zvolme spojité
funkce fi: X;, — [0, 1] oddélujici pj, (x) od F} a polozme

f(z) = max{fi(p;, (2)), ., fu(pj. (2))}- O
Cviceni 9.5. Dokazte, ze pro spojité funkce f,g: X — R je spojitd i max{f, g}.
Véta 9.6. Uplné reguldrni prostory jsou prdvé podprostory krychli [0,1]5.

Diikaz. Kazdy podprostor [0,1]° je tiplné regularni podle piedchozi véty.

Necht tedy naopak X je uplné reguldrni a polozme S = {f: X — [0,1] | f je spojité}.
Komponenty ¢ € [0,1]% budeme psat jako t; = ps(t). Definujme zobrazeni h: X — [0,1]°
pomoci jeho komponent

xX-2570,1]°

\ .y

[0,1]
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tedy h(z) = (f(x)) tes. Podle univerzalni vlastnosti soucinu je h spojité. Déle ukazeme, Ze je
injektivni a na zavér, ze je homeomorfismem na sviij obraz.

Necht z,y € X jsou dva ruzné body a necht f: X — [0,1] je spojitd funkce oddélujici x
od y. Potom (h(z)); =0 a (h(y))s = 1, proto h(x) # h(y). Zbyva ukazat, ze obraz uzaviené
mnoziny F' C X je uzavieny v h(X). Zvolme proto libovolny bod h(x) ¢ h(F) a hledejme
jeho okoli disjunktni s A(F'). Diky injektivité plati = ¢ F a proto existuje f: X — [0,1]
oddélujici = od F. Potom ale (h(z))y = 0, zatimco py|,ry = 1. Proto (py)~*[0,1) je hledané
oteviené okoli h(x) disjunktni s h(F). O

Disledek 9.7. Topologicky prostor md kompaktifikaci, prdvé kdyz je uplné requldrnd.

Dukaz. Pokud ma X kompaktifikaci, je podprostorem kompaktniho Hausdorffova prostoru, o
kterém jsme dokézali, ze je normalni. Za chvili uvidime, ze T4 = T41 (Uryshohnova véta).
2

Necht naopak X je tiplné reguldrni. Potom zobrazeni h: X — h(X) z predchoziho dikazu
je kompaktifikace. ]

Definice 9.8. Pro vlozeni h: X — [0,1]% z pfedchoziho dikazu polozme 5(X) = h(X).
Jednd se o kompaktifikaci prostoru X a fika se ji Stoneova-Cechova kompaktifikace.

Pozndmka. Stoneova-Cechova kompaktifikace ma nésledujici univerzalnf vlastnost: je-li X <
K libovolnd kompaktifikace, pak existuje jediné spojité rozsiteni f(X) — K (jednoduse se
rozsiii na zobrazeni B(X) — [(K) = K). Z tohoto duvodu se jednd o ,nejvétsi“ moznou
kompaktifikaci.

Pozndmka. Spojité funkce f: B(X) — R jsou v jednozna¢né korespondenci s ohranicengmi
spojitymi funkcemi X — R. Z kompaktnosti S(X) je totiz f(8(X)) ohrani¢end a tim spis
f(X). Naopak, je-li g: X — R libovolna ohrani¢end funkce, pak ji muzeme chépat jako
g: X — [a,b] a dostaneme f: 5(X) — 5([a,b]) = [a,b].

Otdzka. Je-li X diskrétni topologicky prostor, pak 8(X) ma byt mnozina vSech ultrafiltri na X (je jasné, ze kazdy
ultrafiltr urc¢uje jeden bod B(X); pro¢ ale nemuzou dva ultrafiltry zaddvat stejny bod?). To mé souvislost se Stoneovou
dualitou, viz nékde jinde.

Véta 9.9. Uplné reguldrni topologicky prostor se spocetnou bdzi topologie je metrizovatelny.

Dukaz. Analyzou dukazu véty o vlozeni do krychle lze jednoduSe dospét k néasledujicimu
pozorovéani. Necht Sp € S = {f: X — I spojité}. Potom zobrazeni hy : X — I% s
komponentami hg = (f)res, je vlozeni, jestlize pro kazdou uzavienou mnozinu F a bod
x ¢ F existuje f € Sy takova, ze f(x) =0, flp = 1.

V dalsim nalezneme spocetnou mnozinu Sy s touto vlastnosti. Potom hg: X < I“ a na
1% existuje metrika

dist(l‘,y) = Z QLn|-Tn - yn‘

Dokazte, ze tato metrika zaddva na I* souc¢inovou topologii I = [[>°, I. Metrika na X =
ho(X) se pak dostane zizenim metriky na I¢.

Zbyvé nalézt Sy. Necht U C V jsou bazické oteviené mnoziny. Pokud existuje néjaka
spojitda f: X — I s vlastnosti f|y = 0, f|x.v = 1, tak néjakou takovou zvolme a oznacme
FU,V- Polozme

So = {fu,v | U CV bazické takové, ze fyy existuje}.
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Je potieba ovéiit podminku. Necht z ¢ F, tedy * € X ~ F. Podle definice baze topologie
existuje bazicka V' s vlastnosti x € V' C X \ F. Diky dplné regularité pak existuje f: X — I
takovd, ze f(z) =0 a f|x.v = 1. Vhodnou reparamterizaci

0 t<i

_ =72

Sp(t)_{ 2 -1 t>1
dostaneme funkci of, kterd je nulovd na okoli f~1[0, %) 5 x. Opét existuje bazickd U s
vlastnost{ f71[0,3) O U > z. Proto funkce fy v existuje; sice nemusf byt rovna ¢f, ale
nicméné libovolné fyyy, oddéluje z od F' tak, jak pozadujeme. O
Zejména je kompaktni Hausdorffuv prostor metrizovatelny, pravé kdyz mé spocetnou béazi
topologie. Vidéli jsme totiz v dukazu Véty 6.20, ze kazdy kompaktni metricky prostor X lze
pro kazdé n € N pokryt konetnym systémem B,, kouli o poloméru 1/n. Jednoduse se pak
ukaze, ze |J, ey Bn tvoii bazi topologie: je-li U oteviend a x € U, pak lze najit By, (z) C U.

V B, pak lze najit kouli obsahujici # a ta bude nutné lezet v By, (7).

Véta 9.10 (Urysohn). Necht X je normdlni prostor a F,G C X dvé jeho disjunktni uzaviené
podmnoziny. Pak existuje spojité f: X — [0, 1] takové, Ze flp =0 a f|lg = 1.

Dikaz. Polozme Fy = F, Uy = X ~ G. Hleddme tedy funkci f s vlastnostmi f|y, = 0,
flx<v, = 1. Z normality existuji Fy C Uy/y C Fi/p € Uy (nebot X ~ Fy 9 je okoli X N\ Uy
disjunktni s U 5).

V dalsim kroku dostavame

FoC Uy CF1yys CUyp CFryp CU3p4 C Fyyy C UL

a induktivné pak systém otevienych mmozin U, o» a uzavienych mnozin F, on spliujict
U, C F, apror < s také F,. C Us.

Polozme f(z) = inf{r = m/2" € [0,1] | x € U,}, pficemz f(z) = 1, pokud x nelezi v
zddném U,. Zejména tedy f|x.y, = 1; zfejmé také f|g, = 0. Spojitost zobrazeni f plyne z
jednoduse ovéfitelného vzorecku f~1(a,b) = U,cpcsep(Us ~ Fr). O

Véta 9.11 (Tietze). Necht F C X je uzaviend podmnoZina normdlniho prostoru X. Potom
libovolné g: F — [0,1] lze rozsirit na f: X — [0, 1].

Dikaz. O néco symetrictéjsi je piipad funkce s hodnotami v intervalu [—1,1]. Definujme
postupné aproximace rozsiteni f, pricemz bude f = lim,, f,. Uvazme uzaviené mnoziny F' =
g '-1,-1/3] a G = g~1[1/3,1] a zvolme libovolnou funkci f;: X — [~1/3,1/3] tak, aby
filr = —1/3 a fi|e¢ = 1/3. Potom |g(x) — fi(x)| < 2/3. V dalsim kroku se podobné snazime
aproximovat funkci

g—f1: F —[~2/3,2/3]
a opét se nam podaif najit fo: X — [-2/32%,2/32] tak, ze |(g(x) — fi1(z)) — fa(w)| < 22/3%...

Obecné pak f,: X — [-2771/37 27=1/37] a |g(x) — fi(z) — ... — fu(x)] < 27/3". Protoze je
posloupnost ¢aste¢nych souctl fi + - - -+ f,, stejnomérné konvergentni, je soucet fi + fo+---
spojitd funkce a podle odhadu se na F' shoduje s g. O

Podobné 1ze rozsifovat zobrazeni do R. To jednoduSe plyne z piedchozich dvou vét a
homeomorfismu R = (—1,1), diky némuz staéi rozsitit g: A — (—1,1) na X. Necht f: X —
[—1,1] je rozsiten{ z Tietzeho véty. Potom f~1({—1,1}) je uzaviend mnozina disjunktni s 4 a
Ize tedy najit funkci A\: X — [0, 1] takovou, ze A = 0 na f~1({—1,1}) a A = 1 na A. Hledané
rozsifeni je pak A - f.
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10. Homotopie, fundamentalni grupa, nakryti

Definice 10.1. Nechf X, Y jsou topologické prostory, fo, f1: X — Y spojitd zobrazeni.
Rekneme, ze fo, fi jsou homotopickd, jestlize existuje spojité zorazeni h: [0,1] x X — Y
takové, ze h(0,z) = fo(x), h(1,z) = fi(x). Znatime fy ~ fi, piipadné h: fo ~ f1. Zobrazeni
h se nazyva homotopie mezi fy a fi.

Piriklad 10.2. Kazda dvé zobrazeni fy, f1: X — R” jsou homotopicka. To samé plati pro
libovolnou konvexni podmnozinu R".

Piiklad 10.3 (dikaz pozdéji). Vlozeni S' — R? \ {0} nenf homotopické s zadnym kon-
stantnfm zobrazenim. V dalsim viceméné ukizeme, Ze homotopické tiidy zobrazeni S' —
R? < {0} jsou v bijekci s Z, pricem? &islo odpovidajici zobrazeni f je tzv. navijeci &islo f, tj.
pocet obéhu f okolo pocatku.

Véta 10.4. Homotopie je relace ekvivalence na mnoZiné spojityjch zobrazent.
Dukaz. Pro reflexivitu f ~ f staci vzit homotopii (¢,2) — f(z) (,konstantni homotopie*).
1

Pro symetrii h: fo ~ f1 = h: f1 ~ fo stacf vzit h(t,z) = h(1 —t,z). Je-li h: fo ~ f1 a

k: fi ~ fo2, pak .
_ h(2t,l’), tS 2
(h k)t z) = { k2t —1,2), 1<%

1

je homotopie fo ~ fo. Jeji spojitost plyne z toho, ze [0,3] x X a [3,1] x X tvoif konetné

uzaviené pokryti I x X. O
Veéta 10.5. Jsou-li fo~ f1: X =Y ago~g1: Y — Z, potom také gofo~ q1f1: X = Z.

Diikaz. Necht h je homotopie fo ~ f1 a k homotopie gg ~ g1. Potom k(t, h(t,z)) je homotopie
mezi k(0,7(0,2)) = gofo(z) a k(1,h(1,2)) = g1f1(z). [

konec 7. pfednasky

Definice 10.6. Prostory X, Y se nazyvaji homotopicky ekvivalentni, jestlize existuji spojita
zobrazeni f: X — Y, g: Y — X takova, ze gf ~idx, fg ~idy. Zna¢ime X ~ Y. Zobrazeni
f a g se nazyvaji homotopické ekvivalence.

Piiklad 10.7. Plat{ R ~ {x}, tj. R" je stazitelny; R™ \. {0} ~ S"~1.

Fundamentalni grupa (Poincaré). Necht zg, 71,72 € X jsou pevné zvolené body. Tak
jako v dukazu tranzitivity definujme pro cestu v z xg do x1 a cestu § z z1 do x2 jejich

navdzani 820 0 1]
t), te 0,5
pea={ 6y, 1A

Tato operace je ,skoro asociativni“, konkrétné asociativni az na homotopii. Definujeme ho-
motopii cest mezi vy a 71 jako homotopii h: [0, 1] x [0,1] — X spliujici

h(0,z) = vo(x), h(l,z) =m(z), h(t0)=u1zy, h(t,1)=umx.

(Jinymi slovy vSechny cesty mezi v a 1 zacinaji a kon¢i v tychz bodech xg, z7.)
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Specialnim pfipadem cest jsou smycky v xg, tj. cesty z zg do xg. V takovém piipadé se
homotopie cest nazyva homotopii smycek. Definujeme

m1(X, o) = {smycky v z(}/homotopie smycek.

Na 71 (X, x¢) definujeme operaci [§] - [v] = [5 * 7].

Pozndmka. Ekvivalentné lze smycky chépat jako spojité zobrazeni S' = I/{0,1} — X, ktera
posilaji 1 — zo. Homotopie smyé¢ek pak odpovidaji homotopiim zobrazeni S' — X, které
celou dobu posilaji 1 — zg. Mluvime o zobrazenich a homotopiich prostori s vybranym
bodem (S1,1) = (X, z0).

Véta 10.8. Vyse uvedend operace je dobre definovand a zaddvd na m (X, xg) strukturu grupy.

Drikaz. Je-li h homotopie smyc¢ek [y ~ 1 a k homotopie smyécek vg ~ =1, pak
_ ] h2ts), t<3
(h*k)(t,s)—{ %St

je homotopie smycek By *vg ~ 51 * 1.
Asociativita: definujme « * 8 % ~y, smycku, kterd projde vSechny tii smycky «, 5, v trikrat
rychleji. Obé a (8 %), (a * ) * 7 jsou néjaké reparametrizace, konkrétné

ax(Bxy)=(axBxy)op, (axf)xy=(axBx*xy)oqy,

kde ¢, ¢;: I — I jsou konkrétni spojita zobrazeni, viz obrazek. Protoze je I konvexni, mame
©r ~ ¢ a proto také a * (S xy) ~ (a* ) x .

Proc¢ je to homotopie smycek?

Jednotka je konstantni cesta £(t) = xg, opét € vy a v * € jsou ,reparametrizace* smycky
~v. Inverze je ddna smyckou J(¢) = v(1 — t).

Ukazte, ze se jedna vskutku o inverzi. O

Piiklad 10.9. Plati 7 (R",0) = {e}.

Priklad 10.10. Pokud lze zg, 21 € X spojit cestou, pak (X, xg) = 71(X, z1). Tento iso-
morfismus zavisi na volbé cesty — identifikujte jej pro smycku (tj. pro zo = x1).

Piiklad 10.11. Dokazte m1(X x Y, (zo,y0)) = m1(X, zo) x m1(Y, yo).
Definice 10.12. Disjunktni sjednoceni topologickych prostori X, Y je mnozina
XUY=({0} xX)u({1} xY)
spole¢né s topologii
{WCXUY | XNW C X oteviend, Y NW C Y oteviend}

Pozndmka. Alternativné je topologie ddna {U UV | U C X oteviend, V C Y oteviend}.

Otdzka. Pouzivat jiné znaceni pro disjunktni sjednoceni, naptiklad X + Y7
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Oznacime-li inkluze i: X — X UY, j: Y — X UY, ma disjunktni sjednoceni nasledujici
univerzalni vlastnost

fi
X )
A
f
XuY-=-=s27
Y J
fi

tj. zobrazeni f: X LY — Z je spojité, pravé kdyz obé zuzeni fi: X — Z, fj: Y — Z jsou
spojitd. To je proto, ze X NU =i~ Y(U), Y NU = j~Y(U). Zobrazen{ f znacime téz f = [g, h],
kde g = fi, h = fj jsou jeho zuzeni na podprostory X, Y.

Piiklad 10.13. Dokazte, ze topologicky prostor je nesouvisly, pravé kdyz je homeomorfni
disjunktnimu sjednoceni dvou neprazdnych prostori. Je-li Z = X LY jako mnozina, pak Z
ma topologii disjunktniho sjednoceni, pravé kdyz X, Y jsou obojetné.

Pozndmka. Pokud maji X, Y metriku, dodefinujme ji na metriku na XY pomoci dist(x, y) =
1. To zadava na X LY topologii disjunktniho sjednoceni.

Definice 10.14. Necht X;, i € Z, jsou topologické prostory. Definujeme disjunktni sjednocent
jako | |;c7 Xi = U;er{i} x X; spolu s topologii
{UC| |Xi|VieT:X;nUC X, oteviend}
i€

Topologicky prostor | |;,.7 X; ma opét univerzalni vlastnost a opét je kazdé X; otevieny a
uzavieny podprostor.

Definice 10.15. Spojité zobrazeni p: Y — X se nazyva nakryti, jestlize pro kazdé x € X
existuje oteviené okoli U > = a homeomorfismus ¢: | |, U — p~1(U) takovy, ze komutuje

1
ZEI U p

&/

kde [id]: | |;c; U — U je zobrazeni, které je na kazdém scitanci identita, tedy pp(i,z) = .
Piiklad 10.16. Dokaite, ze p: R — S, t > e>™ je nakryti.

Véta 10.17 (zveddni cest). Necht p: Y — X je nakryti a v: I — X cesta. Pro kaZdé
vo € p~t(v(0)) existuje jedind cesta 5 : I — Y takovd, Ze ¥(0) = yo, py = . Rikdme ji
zvednuti cesty v zacinajici v yg.

Diikaz. 7 definice nakryti je X pokryto otevienymi mnozinami U takovymi, ze p~*(U) = | | U;
toto pokryti oznaéme U. Déle uvazme v~ 1(U) = {y"1(U) | U € U}, oteviené pokryti I.

Podle Lebesgueova lemmatu existuje n € N takové, ze kazdy interval [k 1 k] lezi v néjakém
7~ HU) € v HU), tj. y[*=2, E] C U. Definujme 5 postupne na intervalech [n, SRR L=

Necht pfi homeomorfismu ¢ : | |;,e; U = p~*(U) je ¢ '(yo) € {i} x U. Protoze 7[2, 1] je
souvisly a musi obsahovat yg, musi lezet v p({i} x U).
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dokézat posledni tvrzeni

a7

Protoze je p: ¢p({i} x U) — U homeomorfismus, jsme nuceni polozit

() = Ploiyxen) ().

Tim je uréeno ztzeni ¥ na [2, 1

o, ] a zejména 'i(%), pocatecni bod zvednuti ’y|[; 1 O

Véta 10.18 (zveddni homotopi). Necht p: Y — X je nakryti, h: I x P — X homotopie a
ho: P — Y (cdstecné zvedunti) takové, Ze p(ho(z)) = h(0, 2). Potom existuje jedind homotopie
h: I x P =Y takovd, Ze h(0,z) = ho(2), ph(t, z) = h(t, 2). Rikdme ji zvednuti homotopie h
zacinagici v hg.

konec 8. pfednasky

Diikaz. Podle piechozi véty pro kazdé z € P existuje jediné spojité zvednuti h(—, z) zacinajici
v ho(2), oznaéme jej h(—, z). Tim je dokdzana jednoznacnost h, zbyva ukézat jeho spojitost.

Necht zp € P je pevné a zvolme Uy, ...,U, C X oteviené tak, ze h(—,zo)[%, %] C Uy.
Necht o : p~1(Ug) = | | Uy je lokélni trivializace a iy takovy index, 7e

orh(—, 20)[E2, B] C {ig} x Uy

Jednoduse se ukéze, ze na néjakém okoli N > zy plati tytéz vztahy (pouzitim tube lemma).

To ale znamend, Ze pro t € [% El'a z € N plati pph(t, 2) = (ig, h(t, 2)). Protoze je ¢, ho-

‘n
meomorfismus, je h\[k_l Elxn spojita. Diky tomu, Ze jsou intervaly uzaviené a je jich kone¢né
n ’n

mnoho, je i ?L]IXJV spojitd a tedy i h. O

Definice 10.19. Topologicky prostor X se nazyva jednoduse souvisly (1-souvisly), jestlize je
cestové souvisly a 71 (X, zo) = {e} pro kazdé/néjaké zy € X.

Lemma 10.20. Je-li X jednoduSe souvisly a x,y € X, potom existuje cesta z x do y, jedind
aZ na homotopii cest.

Diikaz. Necht «, § jsou dvé cesty z = do y. Potom 7 x &, x & je smycka v z. Diky jednoduché
souvislosti je homotopickd trividlni smycce. Tato homotopie lze ,presklddat” na homotopii
mezi y a 9§, viz

Ex )

5 €z 3
4

Eg 6 4 Ex Ex 5 2 Ey

6

1/2\3 €z 1

— O
~y Ey ) Y

Véta 10.21. Necht p: Y — X je nakryti, kde Y je jednoduse souvisly. Potom existuje bijekce
mezi 71(X, o) a p~t(z0).
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Diikaz. Zafixujme yo € p~*(z0). Definujme zobrazen{

pHxo) = m(X,20), Yy [Py,

kde vy, je libovolna cesta z yo do y. Podle definice je jednoznacnd az na homotopii cest a tedy
Py je jednoznacnd az na homotopii smycek (p(yo) = xo = p(y)).
Inverzni zobrazeni je
m1(X,20) = p~ (o), [] = A(D),

kde 7 je zvednuti v zaciajici v yo. Necht [y] = [d], tj. v ~ & jako smycky, a necht h je
néjaka takova homotopie smycek. Podle véty o zveddani homotopii existuje jediné zvednuti h
zacinajici v 1(0, s) = yo, musi tedy byt h(t,0) = F(t), h(t,1) = 6(t) a proto h(1,s) je cesta z
F(1) do (1) lezici v p~t(zo). Protoze je viak p~1(xg) diskrétni (z lokdln{ trivializace nakrytf),
mus{ byt tato cesta konstantni a 3(1) = §(1); proto je zobrazeni dobie definovan.

Zbyva ovérit, ze vyse uvedena zobrazeni jsou vzajemné inverzni. To je ale jasné vhodnou
volbou dat, pomoci kterych se definuji. O

Definice 10.22. Necht p: Y — X je libovolné spojité zobrazeni, yo € Y libovolny bod a
xo = p(yo) € X jeho obraz. Definujeme indukované zobrazeni

ps: (Y, y0) = (X, 20),  [7] > [p7]-
Protoze p(y % §) = (py) * (pd), jedna se o homomorfismus grup.
Priklad 10.23. Dokazte, ze pro nakryti p: Y — X je indukované zobrazeni p, injektivni.

Véta 10.24. Necht p: Y — X je nakryti, Y cestové souvisly. Potom existuje bijekce mezi
e (Y, 90)\71(X, 20) a p~L(x0) (pFipomerime, Ze kvocient H\G je mnoZina tiid Hg, g € G).

Piiklad 10.25. Spoé¢téte fundamentalni grupu kruznice 71(S',1) a popiSte reprezentanty
vSech homotopickych tiid. (Podle piedchozi véty je v bijekci se Z; dokazte, ze je to ve
skute¢nosti isomorfismus grup. Reprezentanti jsou ddni zobrazenimi z — 2".)

Piiklad 10.26. Fundamentalni grupa S' v S!, jeho nekoneéné nakryti a nekoneéné genero-
vana volnd podgrupa volné grupy na dvou generatorech.

Nechf f: X — X je zobrazeni X do sebe. Rekneme, ze x € X je pevny bod f, jestlize
f(@) = a.

Véta 10.27 (Brouwerova véta v dimenzi 2). KaZdé spojité zobrazeni f: D? — D? md pevny
bod.

Diikaz. Diikaz zredukujeme na nasledujici tvrzeni: neexistuje retrakce D? na S*, tj. spojité
zobrazeni r: D? — St takové, 7e r|g1 = id. Kdyby r existovalo, dostali bychom

Sl( D2 Sl
7'['1(51, 1) 4)7T1(D2, 1) 4)7‘(1(51, 1)

z ) z

pricemz podle definice retrakce je slozeni rovno id, a tedy idyz by se faktorizovala pres {e},
coz nelze.
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Zbyva ukazat, jak z neexistence retrakce plyne Brouwerova véta — opét sporem. Kdyby
existovalo spojité zobrazeni f: D? — D? bez pevného bodu, vyrobime z néj retrakci r tak,
7ze r(x) bude prisecik S s (otevienou) polopifmkou vedenou z f(z) bodem z. Jednoduse lze
pro r odvodit formulku, kterd dokazuje, ze je to spojité zobrazeni. ]

Véta 10.28 (Zikladni véta algebry). KaZdy nekonstantni polynom nad C md koren.

Dukaz. Zakladni myslenkou dukazu je, ze lze spocitat pocet kofenu (poc¢itanych podle své
nasobnosti) uvnitt daného kruhu. Ukédzeme si to prvné na trividlnim piikladu polynomu
fn(2) = 2". Zabyvejme se smyckou 7(t) = Re?*""  ktera ohranicuje kruh o poloméru R.
Slozeni f,v: I — R%~ {0} je déno piedpisem f,(v(t)) = Re?™ a obéhne pocitek pravé
n-krét; proto v grupé m(R? \ {0},1) = Z reprezentuje prvek n. Hlavni ideou ditkazu pak
bude, Ze to samé plati pro libovolny polynom g stupné n — pokud vSechny jeho koteny lezi
uvnitt kruhu o poloméru R, pak gy je smycka reprezentujici prvek n.

Necht g(z) = 2"4a,_12" '+ - -4a12+ag. Prvné omezime mozné kofeny tohoto polynomu.
Necht R > |ap—1|+ -+ |a1| + |ao|, R > 1. Potom pro |z| = R plati

l9(2)| = 2" = |a/n—175n71 + -t a1z + agl
> B~ (Jana[R* 4+ + | R+ aal)
> Rn_l(R_ (lan—1| + -+ a1| + ‘a0|)) >0

a tedy g ma vSechny své kofeny uvnitf kruhu o poloméru R.

Ze stejného divodu mé pro t € I polynom 2" + t(a, 12" ' + .-+ + a1z + ag) kofeny
pouze uvniti kruhu o poloméru R. Uvéazime opét smycku v(t) = Re?>™. Pak vyse uvedend
homotopie polynomi uréuje homotopii gy ~ f,y smyéek v R? \ {0}. Spoéitali jsme, ze druhd
smycka reprezentuje prvek n € Z = 71 (R? \ {0}, 1) a to samé tedy plati pro gv.

Predpoklddejme nyni, ze g nema zadné koreny. Pak libovolnd homotopie h: v ~ € s
konstantnim smyckou zadava homotopii smycek gy ~ ¢ v R? \ {0}. To je ale mozné pouze
pro n = 0. ]

Pozndmka. V dikazu jsme ,pocitali“ pouze kofeny uvniti dostatecné velkého kruhu. Stejné
lze pocitat kofeny g uvniti libovolné oblasti omezené kiivkou «v: I — C jakozto homotopickou
ttidu smycky gy v R?~.{0}. Z tohoto principu plyne i ,,spojité zavislost“ kofenti na polynomu.
Je-li 2p kotfen polynomu g a ¢’ je polynom blizky g, potom ¢’ md kofen blizky z.

konec 9. pfednasky

Piiklad 10.29. Dokazte, ze m1(S™) = {e} pro kazdé n > 1. (Népovéda: kazdou cestu roz-
sekejte na navazani cest, které lezi v dopliku severniho/jizniho pélu a kazdou pozménte
homotopii na cestu s ,malym obrazem*.)

Piiklad 10.30. Uvazujme na P, = P(R"*!) topologii kvocientu S"/~, & ~ —x. Dokaite,
ze zobrazeni S™ — P,, = +— [z], je nakryti a spoctéte mi(P,), n > 1. (Ndpovéda: lezi-li
oteviena mnozina U uvnitf jedné hemisféry, pak pro kanonickou projekci p: S™ — P, plati,

zep: U =N p(U); duvodem je, ze p je oteviené.)

Priklad 10.31. Ptedchozi zobecnit na ,properly discontinuous“ akce (viz Bredon, ale nézev
nesed{ s klasickou definici), tj. akce splaujici: pro kazdy bod z € X existuje okoli U 3 x
takové, ze gU NU = ) pro g # e. V takovém piipadé je projekce X — G\ X nakryti a pokud
je X jednoduse souvislé, pak m (G\X) = G.
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di 19 Piiklad 10.32. Popiste fundamentaln{ grupu Kleinovy ldhve jakozto G\R2.
#+ P¥iklad 10.33. Dokazte, 7e pro cestové souvisly prostor X plat{ [S*, X] = m1(X)/conj.

11. Simplicialni komplexy, Brouwerova véta, invariance
dimenze

V dalsim dokazeme Brouwerovu vétu v obecné dimenzi.
Véta 11.1 (Brouwerova véta). KaZdé spojité zobrazeni D™ — D™ md pevny bod.

Prvné si rozmysleme, co iika v dimenzi 1. Mdme D! = [~1,1] a tedy tvrdime, 7e kazdé
zobrazeni f: [—1,1] — [—1,1] mé pevny bod. To ale plyne z toho, ze f(—1) > —1, f(1) <1
a tedy nékde v intervalu [—1,1] musi byt f(z) = .

Brouwerovu vétu budeme dokazovat kombinatoricky. Proto prvné potifebujeme nahradit
disk D" néjakym kombinatorickym objektem. K tomu ndm poslouzi néasledujici véta, ve které
X =X ~ X je hranice X.

Véta 11.2. Necht X C R" je kompaktni konvexni podmnoZina s neprdzdnygm vnitikem. Potom
existuje homeomorfismus h: D™ — X takovy, ze h(S"!) = 0X.

Dukaz. Nejprve muzeme piipadnym posunutim X, které je homeomorfismus, dosdhnout toho,
Ze pocatek 0 je vnitinim bodem X.
Definujme zobrazeni d: S"~! — R, jako

d(v) = max{t € Ry | tv € X}.

Protoze je 0 vnitinim bodem, je vySe uvedend mnozina neprazdnd a diky kompaktnosti také
ohranicend a uzaviend; proto maximalni prvek existuje.
Dulezitym krokem bude ukézat spojitost zobrazeni d. Potom definujeme

BT x S = X, W(tw) =td(v)v;
to zfejmé posild {0} x S~ ! na 0 a indukuje tak zobrazeni
h: D™= (I x S N /({0} x ") = X,

které je spojité a podle definice také bijekce mezi kompaktnimi Hausdorffovymi prostory. To
je onen hledany homeomorfismus.

Ukazeme prvné, ze pro t € Ry a v € S" ! plati tv € X, praveé kdyz t < d(v). To
piesné odpovidd podmince h(S™ 1) = 0X. Zjevné pro vnitini bod tv je t < d(v). Naopak
stejnolehlost se stfedem v d(v)v pfevadéjici 0 na tv posild néjakou kouli B.(0) C X na néjakou
kouli B./(tv) C X a proto je tv vnitini.

Nyni dokéZeme spojitost zobrazeni d. Necht v, — v je konvergentni posloupnost. Protoze
je d(S™1) omezend, staci dokdzat, ze kazd4 konvergentni podposloupnost d(v,) konverguje
k d(v). Pfedpoklddejme pro jednoduchost, ze sama d(v,,) konverguje k néjakému ¢. Protoze

d(vp) vy — tv

a posloupnost vlevo lezi v X, musi také tv € X a proto ¢ < d(v). Predpokladejme nyni, ze
t < d(v). Potom tv je vnitini bod X a proto také d(vy,)v, je vnitini bod pro n > 0. Podle
predchoziho odstavce se ale jednd o hrani¢ni body, spor. ]
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Nyni popiSeme nas kombinatoricky model disku D™.
Rekneme, ze body Ay, ..., Ar € R" jsou afinné nezavislé, jestlize A1 — Ao, ..., A — Ag jsou
linedrné nezavislé vektory. Simplezem dimenze k (také k-simplex) nazveme konvexni obal

s=[Ao,..., Ax] = {§oAo + &AL | & >0, + -+ & = 1},
afinné nezavislych bodu Ao, ..., Ag.

Piiklad 11.3. Standardni simplex A* dimenze k je definovany jako konvexni obal AF =
[eo, ..., ex] vektori standardni baze R**1. Je-li s = [Ay,..., A;] libovolny jiny k-rozmérny
simplex, pak existuje jediné afinni zobrazeni A¥ — s posilajici e; na A; a jedna se o homeo-
morfismus. Libovolné dva simplexy dimenze k jsou tedy homeomorfni.

Podle predchozi véty je libovolny simplex dimenze n homeomorfni D™ — protoze jsou
kazdé dva simplexy dimenze n homeomorfni, plyne to z piipadu konvexniho obalu n-tice
afinné nezavislych bodi v R™ (ten ma neprazdny vnitiek).

Sténa simplexu s je [A;, ..., A;,], kde 0 < g, ..., i, < k (a muzeme predpokladat, ze jsou
tyto indexy navzdjem ruzné a usporadané). Kombinatoricky vnitrek s je

intes = {{oAg + - & AR [ & >0, 6+ -+ & =1}

a kombinatorickd hranice pak 0.s = s \ int,. s.

Simplicidalni komplex K v R" je konend mnozina simplexu takova, ze

e kazda sténa simplexu z K lezi v K,

e jsou-li s, t dva simplexy z K, pak s Nt je jejich spolecna sténa.
Té¢lesem komplexu K je mnozina |[K| = (JK = [J,cx s Podmnozina P C R" se nazyva
polyedrem, jestlize existuje simplicidlni komplex K takovy, ze P = |K|. Simplicidlni komplex
K se pak nazyva triangulaci polyedru P.

Piiklad 11.4. Ctverec mé triangulaci sestavajici se ze dvou trojihelnikii. Slozitéjsf je krychle
— ta mé triangulaci sestavajici se z Sesti étyfsténu.

Podrozdéleni L komplexu K je simplicidlni komplex takovy, ze |L| = |K| a kazdy simplex
s € L lezi v néjakém simplexu t € K, tj. s C t. Barycentrické podrozdéleni sd K je definovano
nasledovné: sd[Ao, ..., Ax] je ddno vSemi sténami k-simplexu

[Aioa %(Aio +Ai1)7 sy ﬁ(Aio + e +Aik)]7

kde i, ..., je libovolna permutace 0, ..., k; barycentrické podrozdéléni sd K je sjednocenim
vSech sd s, s € K.

Jemnost triangulace K je u(K) = max{diams | s € K} = max{dist(4,B) | [4,B] €
K}, tj. nejvetsi prumeér simplexu K nebo, ekvivalentné, nejvétsi vzdalenost bodu spojenych
hranou.

Lemma 11.5. p(sd K) < di‘ijln}gilu(K).

Dukaz. V dukazu nékolikrat vyuzijeme nasledujici pozorovani: nejvétsi vzdalenost bodu od
bodu simplexu se vzdy realizuje v néjakém vrcholu tohoto simplexu.?

2Nejvétsi vzdalenost bodu X od s je stejnd jako nejvétdi vzdalenost X’ od s, kde X' je projekce X do
linedrniho podprostoru L generovaného s. Podle dikazu piedchozi véty (s mé neprazdny vnitfek uvnitt L) je
tato maximélni pro body z hranice. Déle se pouzije indukce.
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Tvrzeni ziejmé staci dokézat pro simplex s = [Ay, ..., Ax]. Necht ¢ je simplex jeho bary-
centrického podrozdéleni. Prumér ¢ je maximalni délka hrany mezi jeho vrcholy. Pokud tato
hrana neobsahuje %H(Ao +---4 Ag), jednd se o simplex barycentrického podrozdéleni néjaké
stény s a muzeme pouzit indukci vzhledem k dimenzi k.

Maximalni vzdalenost k—il (Ag+- - -+ Ag) od vrcholu barycentrického podrozdéleni nastane
pro néktery vrchol A; a tedy

p(sd s) < max{dist(A4;, ﬁ(Ao +--+Ap) |i=0,...,k},

pricemz dist(A4;, %H(AO +-+Ag)) = k—_’f_l dist(A;, (A4 A;---+Ayp)) a toto je omezeno

k—il—nésobky vzdélenosti A; od nékterého z vrcholiu Aj, j # . O

Véta 11.6 (Spernerovo lemma). Necht T je triangulace simplexu [Ag, ..., A,] a necht ¢
je zobrazeni mnoziny vrcholi T do mnoziny {0,...,n} takové, Ze pro B € [A;y, ..., Ai] je
o(B) € {ig,...,ix}. Potom pocet simplexi [By,...,By,| € T takovych, Ze p{By,...,Bn} =
{0,...,n} je lichy.

konec 10. prednasky

Dukaz. Indukei vzhledem k n. Oznac¢me

So  mnozinu n-simplext, jejichz vrcholy jsou oznaeny pravé vsemi 0,...,n — 1,
po = #50;

S1  mnozinu n-simplext, jejichz vrcholy jsou oznaceny pravé vsemi 0, ..., n,
p1 = #51;

R mnozinu (n — 1)-simplexu, jejichz vrcholy jsou oznaéeny préavé viemi 0,...,n — 1,
T =#R.

Pocitejme dvéma zpusoby pocet dvojic (s, r), kde s je n-simplex a r jeho sténa dimenze n — 1
s vlastnosti r € R.

Prvné se zabyvejme tim, kolika zptisoby lze vybrat s. Ten zjevné lezi bud v Sy nebo v Sj.
V prvnim piipadé lze sténu r vyrbat pravé dvéma zpusoby, v druhém pravé jednim zpusobem.
Proto je pocet dvojic (s, r) roven 2pg + p;.

Nyni rozdélme tentyz pocet podle moznosti na vybér simplexu r. Ten lze vybrat pravé z
zpusoby, piicemz kazdy takovy simplex lezi pravé ve dvou® n-simplexech s s vyjimkou téch r,
které lezi na hranici simplexu [Ag, . .., A,]. Diky podmince na oznaceni vrcholu ve sténdch pak
r lezi ve sténé [Ay, ..., A,—1] a podle indukéniho predpokladu je pocet y takovych simplexu
lichy. Pocet dvojic je tedy roven

2po+p1=2zr—y

a tedy p1 = 2(x — pg) — y je liché. O
Dukaz Brouwerovy véty. Podle difve provedené redukce staci ukazat neexistenci retrakce D"

na S~ 1. Diky A" = D", pievadéjici 0.A™ na S"!, pak staéi ukdzat neexistenci retrakce
r: A" — 9.A". 7 piipadné retrakce zkonstruujeme oznaceni vrchola sd¥ A", N > 0, které

3Formélné to plyne z toho, ze kazdy n-simplex s majici r za sténu lezi pravé v jednom z poloprostori
urcéenych r. Pokud tedy existuje takovy s jediny, nemuze r lezet uvniti [Ao, ..., An]. V piipadé, ze dva takové
n-simplexy s, s’ lezi v témz poloprostoru, tak se protinaji v n&jakém vnitinim bodg; tato moznost tedy nemiize
v simplicidlnim komplexu nastat.
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bude v rozporu se Spernerovym lemmatem. Oznaceni ¢(B) vrcholu B € sd¥ A" je déno
indexem i libovolného takového e;, pro néjz ve vyjadreni

T(B) =&oeo + - +&nen

je & nejvétsi ze vsech (téch muze byt vic — v takovém piipadé vybereme libovolny z nich;
vrchol e; je nejbliz k bodu r(B)). Myslenkou dukazu pak je, ze pti dostateéné jemné triangulaci
budou obrazy simplexu malé a nebudou moct mit vrcholy oznaéené vemi 0, ..., n.

Nyni definujeme oteviené pokryti Uy, ..., U, hranice 0.A™ predpisem

Ui = {€oeo + - nen | & < 77}

Protoze jsou &; nezdpornd a jejich soucet je 1, je jedinym bodem A™ nepatiicim do UpU- - -UU,,
barycentrum n%rl(eo + -+ ey), které ovéem nelezi na hranici. Zaroven je také ziejmé, ze pro
r(B) € U; neni e; nejblizsi vrchol k r(B). Podle Lebesgueova lemmatu existuje € > 0 takové,
7e kazda podmnozina priméru e lezi v nékteré z r—1(Up),...,r 1 (Uy,). Zvolme N > 0 tak,
aby u(sd¥ A™) < e. Potom pro s € sd¥ A" bude platit 7(s) C U; pro néjaké i a zejména
vSechny vrcholy s budou ohodnoceny ¢isly z mnoziny {0,...,i — 1,9+ 1,...,n}. Ke sporu
se Spernerovym lemmatem pak stac ovéfit hraniéni podminku. Nechf tedy B € sd¥ A" je
vrchol lezici ve sténé [e;, ..., e;]. Potom r(B) = B = §yeg + - - - + &nen s koeficienty & = 0
pro vsechna j & {ip,...,ix}; zejména ¢(B) € {ig,..., ik} O

Véta 11.7 (o invarianci dimenze). Pokud R™ = R™ jsou homeomorfni, potom n = m.

Zacneme s jednoduchou redukci. Pokud R™ = R™, budou homeomorfni i jednobodové
kompaktifikace, S™ = S™. V dalsim ukéazeme, ze sféry rtznych dimenzi nejsou dokonce ani
homotopicky ekvivalentni.

Rekneme, 7e zobrazeni f: X — Y je nepodstatné, je-li homotopické konstantnimu zobra-
zeni. V opacném pripadé fekneme, ze je podstatné.

Véta 11.8. Necht Y je topologicky prostor. Spojité zobrazeni f: S™ — Y je nepodstatné,
pravé kdyz lze spojité rozsirit na DL

Diikaz. Pokud lze f rozsffit na g: D" — Y, homotopie f s konstantnim zobrazenim je
tieba h(t,z) = g(tx); je totiz h(0,x) = g(0) = const a h(1,x) = g(x) = f(z).

Necht naopak h: I x S™ — Y je homotopie mezi konstantnim zobrazenim a f. JelikoZ je
h(0, z) nezavislé na x, dostdavame z univerzalni vlastnosti kvocientu spojité zobrazeni

B D" (] x S™)/~ = Y,
kde (0,z) ~ (0,2"). To je hledané rozsiteni. O
Véta 11.9. KazZdy homeomorfismus f: S™ — 'Y je podstatni.

Diikaz. To je piimy disledek Brouwerovy véty a predchozi véty. Pifpadné rozsffeni g: D" —
Y by déavalo retrakci

prt Ly 17 on, O
Zejména plati, ze zadna sféra S™ neni stazitelnd, tj. homotopicky ekvivalentni jednobo-

dovému prostoru. To je totiz ekvivalentni tomu, Ze identita je nepodstatna.
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Piiklad 11.10. Dokazte, ze kazda homotopicka ekvivalence f: S™ — Y je podstatnd.

V dalsim ukazeme, ze kazdé zobrazeni f : S™ — S™, n < m, je nepodstatné. Podle
predchoziho pak nemuze byt homeomorfismus, coz dokazuje vétu o invarianci dimenze.

Definice 11.11. Nechf K, L jsou dva simplicidlni komplexy. Rekneme, ze zobrazeni f :
|K| — |L| je simplicidlni vzhledem k triangulacim K, L, jestlize pro libovolny simplex s =
[AO, ce ,Ak] € K plati [f(Ao), cey f(Ak)] € L anasje f afinni, tj. plati f(&)AQ-I- : +§kAk) =
of(Ao) + -+ &k f(Ap).

Zduraznéme, ze vrcholy f(Ap),..., f(Ax) nemusi byt ruzné, dostdvame tak simplicidlni
zobrazeni z trojuhelniku na tsecku. To pfilis nekoresponduje s kombinatorickou definici sim-
plicidlniho komplexu jako mnoziny simplexu ruznych dimenzi, které néco spliuji — dalo by
se predpokladat, ze simplicidlni zobrazeni bude posilat k-simplexy na k-simplexy. Mira obec-
nosti definice je vsak potieba — jinak by neexistovalo zadné simplicialn{ zobrazeni netrivialniho
polyedru do bodu.*

Véta 11.12. (o simplicidlni aprozimaci) Necht K, L jsou dva simplicidlni komplexy a necht
[ |K| — |L| je spojité zobrazeni. Potom existuje podrozdéleni K' triangulace K takové, Ze f
je homotopické zobrazeni g: |K'| — |L|, které je simplicidlng vzhledem k triangulacim K', L.

Pfed vlastnim dukazem véty o simplicidln{ aproximaci dokazme vétu o invarianci dimenze.

Dikaz véty o invarianci dimenze. Jak jiz bylo fec¢eno, stac¢i ukazat, ze kazdé zobrazeni f :
8™ — S™. n < m, je nepodstatné. Diky homeomorfismtim S™ = A"+l gm =2 gA™+L
pak staci, ze kazdé zobrazeni f': OA™! — JA™H n < m, je nepodstatné. Podle véty o
simplicidln{ aproximaci je f’ homotopické simplicidlnimu zobrazen{ ¢': |K| — |L|. Protoze
je ¢’ na kazdém simplexu afinni, je jeho obraz sjednocenim simplexu dimenzi nejvyse n a
zejména neni ¢’ surjektivni (protoze ma L vétsi dimenzi). Zpétnym prechodem ke sférdm je
f homotopické zobrazeni g, které neni surjektivni a tedy

g: S" = S A{P} — S™.

Protoze je S™ ~ {P} = R™ stazitelny, je prvni zobrazeni homotopické konstantnimu a to
stejné tedy plati i pro kompozici g. O

Nyni se vratime k dukazu véty o simplicidln{ aproximaci. Ozna¢me pro vrchol A triangu-
lace K jeho otevrrenou hvézdu

st(A) = U int.[A, A1, ..., Ag],
[AAL,...,ALleK

tj. sjednoceni vnitikt vSech simplext obsahujicich A.

Dokazte, ze st(A) C | K| je oteviené okoli bodu A.

Protoze je ﬂf:o st(A;) sjednocenim vnitiku téch simplexu, které obsahuji vsechny vrcholy
A, ..., Ag, je tento prunik neprazdny, prave kdyz [Ay,..., Ax] € K. To se ndm bude hodit
v dukazu.

4Formalné lze tento ,,problém* obejit tak, ze uvazime také forméln{ ,degenerované“ k-simplexy [Ao, . .., Ax]
u nichz nepozadujeme, aby vrcholy byly ruzné (stile ale chceme, aby mnozina {Ao,...,Ax} byla afinné
nezavisld). Tyto tvahy vedou na tzv. simplicidlni mnoziny.
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Diikaz véty o simplicidlnd aproximaci. Simplicidlni zobrazen{ g je jednoznacné urceno svymi
hodnotami na vrcholech triangulace K', ktera bude ndsobnym barycentrickym podrozdélenim,
K’ = sd" K. Homotopie mezi f a g bude linedrn{ — potiebujeme tedy, aby pro kazdy z € | K|
lezely f(z), g(x) v témz simplexu L.

Nechf N > 0 je takové, aby se oteviend hveézda kazdého vrcholu A € K’ = sdV K
zobrazila pomoci f do oteviené hvézdy néjakého vrcholu B € L. To je mozné proto, ze
{st(B) | B € L} je oteviené pokryti |L|, tedy U = {f~(st(B)) | B € L} oteviené pokryti | K|,
ast(A) € By (A). Stact tedy zvolit N tak, aby jemnost u(K’) byla mensi nez Lebesgueovo
¢islo otevieného pokryti U.

Nyni muzeme definovat g(A). Zvolme vrchol B € L libovolné tak, aby f(st(A4)) C st(B) a
polozme g(A) = B. Necht [Ay, ..., Ax] € K'. Potom

k
f(inte[Ao, ..., Ax]) € [ st(g(Ai)
i=0

a prunik napravo je tedy neprdzdny; to ale znamend, ze [g(Ag),...,9(4x)] € L a g je
opravdu simplicidlni. Necht z lez{ uvnit¥ [Ay,..., Ax]. Podle predchoziho pak f(z) lezi ve
vnitiku néjakého simplexu s obsahujiciho g(Ayp), ..., g(Ax). Protoze g(x) lezi uvnitt simplexu
[g(Ao),...,9(Ak)], ktery je sténou s, lezi usecka spojujici f(z), g(z) v s C |L| a linedrni
homotopie mezi f a g ma opravdu hodnoty v |L|. O

konec 11. prednésky

12. Jordan curve theorem

Véta 12.1. Let X be a compact Hausdorff space and f: X — 5%~ {a,b} a continuous map.
If a and b lie in the same path component of S* \. f(X) then f is nullhomotopic.

Diikaz. We may assume that S? = (R?)T and that b = oo and a = 0 (this follows from
2-homogeneity of S?; alternatively one can derive versions of the formulas below for the case
of a general a). Since f(X) C R? is bounded, it lies in an R-ball Bg(0) around zero. Clearly,
any point ¢ outside of this ball lies in the same component of S? \ f(X) as b = oo and thus,
we may find a path v: I — R? \ f(X) connecting a = 0 and c. It induces homotopy

h:IxX —R?2\0, h(t,z) = f(z) —~y(t)

from f to f—c (it avoids 0 since f(x) # v(t)). Since the image of f — ¢ lies in Br(—c) disjoint
from the origin, we may contract it inside this ball using the homotopy

E:Ix X —R*~0, h(t,x)=t-f(x) —c
(again, it avoids 0 since ¢ - f(z) # c). O

Assume now that f: S! — 82 is an embedding, i.e. a homeomorphism with a subspace
C C S?, usually thus called a simple closed curve. We want to prove that C separates S? into
two components, i.e. that the set of path components 7o(S? \. C) has exactly two elements. We
will first show that it has more than one component, i.e. that C' separates. We decompose S*
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into two arcs meeting at their common boundary and correspondingly decompose C' = AU B
with AN B = {a, b}. Passing to the complements, we obtain

5% {a,b} = (S? < A)U(S?> B)

with intersection S? \. C. We will now show that the fundamental group of the union is
generated by the fundamental groups of the subspaces, at least if the intersection is path
connected. This will be the main ingredient of the Jordan separation theorem.

Véta 12.2. Suppose that a space X = U UV is a union of two open subspaces with U NV
path connected. Then w1 (U UV, z) is generated by the images of m1(U,x) and m1(V,x).

Much more can be said about how exactly it is generated — see Seifert—van Kampen
theorem in Algebraic topology.

Dukaz. Let v: I — X = U UV be a path and split I into intervals of length at most the
Lebesgue number of the cover {y~1(U),y *(V)}. Then the image of each of the smaller
intervals lies either in U or in V and + is thus homotopic to a concatenation of paths lying
either in U or in V. By concatenating neighbours that correspond to the same open subset
U or V, we may reduce this to a concatenation of paths whose endpoints lie in U N V. By
joining these endpoints with = inside U NV, we may further replace this by a concatenation
of loops that lie either in U or in V. O

Véta 12.3 (Jordan separation theorem). Let C' C S? be a simple closed curve. Then C
separates S2.

Diikaz. Suppose that C' does not separate, i.e. that S% ~. C is path connected. Then the
previous theorem applies to the decommposition

5% {a,b} = (S* < A)U (S B)

thus showing that 71 (S? \ {a,b}) is generated by the images of m1(S% \ A) and 71(S% \ B).
Any element in the image of 71 (S \. A) is represented by a continuous map

St~ 82 ACS?\ {a,b}

and since a and b are joined by the arc A disjoint from the image, they lie in the same
path component and thus this composition is nullhomotopic, admitting an extension to the
contractible D? and thus inducing the trivial map on 7. In particular, these images are trivial
and thus so is the group (5% \ {a,b}) generated by these images. This is a contradiction
with 71(S% \ {a,b}) =2 m (R? N 0) & 71(S1) 2 Z. O

Konstrukce 12.4. Suppose that X = U UV is a union of two open subspaces such that
U NV is decomposed into a disjoint union of two open subspaces A and B. Think of the
example of S' written as a union of two open arcs. We will now construct a covering of X
out of this data, giving as a particular case the universal covering exp: R — S!. We organize
the construction in the (colimit) diagram

WA
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We take a countable collection of copies of U, indexed say by even integers and a countable
colllection of copies of V', indexed say by odd integers, thus obtaining 2Z x U + (2Z+1) x V.
Now we identify {2k —1} x A with {2k} x A and symmetrically {2k} x B with {2k + 1} x B.
We will call the result I'. The projection p: I' = X onto the second component is easily seen
to be a covering (it is a local homeomorphism and a bijection on each {2k} x U and on each
{2k +1} x V).

Now let & be a path in U from x € A to z € A and 8 a path in V from z to z. Then the
concatenation « * § admits a lifting to a path from (0,z) to (0,z) and thus lies in the image
of ps: m (T, (0,2)) = mi (X, x).

Conversely, let v be a path in U from x € A toy € B and § a path in V from y to . Then
the concatenation v * ¢ admits a lifting to a path from (0, x) to (2,z) and thus is non-trivial,
even modulo the image of p,, and the same applies to any power (v * )" for n # 0.

In particular, if both U and V' are path connected and both A and B non-empty, 7 (X, x)
contains an infinite cyclic subgroup.

We summarize this in the following lemma.

Lemma 12.5. Suppose that X = U UV is a union of two open path connected subspaces
whose intersection is not path connected. Then X is not simply connected.

We remark that this, again, is a consequence of the general Seifert—van Kampen theorem.

Véta 12.6. Let D C S? be an arc, i.e. the image of an embedding f: I — S%. Then D does
not separate S?.

Diikaz. Assume for contradiction that S? ~. D is not path connected, say that = and y lie
in different path components. Write D = Dy U D; as a union of two arcs meeting at their
common endpoint Dy N D7. Similarly to the above proof we have

KRN (D(] N Dl) = (52 ~ D(]) U (52 ~ Dl)

with intersection S? \. D. If z and y lied in different path components of both S? \. Dy and
S? <. D1, the above lemma would imply that S? . (DgN D) is not simply connected, contrary
to S? \ (Do N D1) = R2. Thus, z and y cannot be joined in one of the S? \ D;. Continuing
in this way, we obtain a nested sequence of arcs that separate x from y, whose intersection
consists of a single point a (it is non-empty by compactness and has at most one element
since the lengths of the intervals tend to 0). Since S? \ a = R? is path connected, x and y can
be joined by a path in S? \ a, which necessarilly lies in the complement of one of the arcs, a
contradiction. O

Véta 12.7. Let C C S? be a simple closed curve. Then C separates S? into exactly two
components.

Diikaz. We already know that C separates. For contradiction, suppose that
SPNC=UuUVuUWU---.
We will use again the decomposition

5% {a,b} = (S* < A) U (S* . B)
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with both summands path connected by the previous theorem and with the intersection
52 . C. Decomposing the intersection first as

A=UUV, B=WuU---

we obtain a covering p: I' — S\ C. If a is a path from = € U to y € V and 3 a path from y
to x, v a path from = € U to z € W and § a path from z to z, then « * § lies in the image of
P«, while v * 6 has infinite order modulo the image of p,. Since 71 (S? \ {a,b} = Z, the latter
easily implies that « * § is nonzero and the image of p, is zero so that « x 3 is zero. Now use
the symmetric decomposition

C=UUW, D=VU---

to obtain a covering ¢: A — S? \. C. Now « * /3 is nonzero and « * § is zero, thus yielding a
contradiction. O

By studying the proof closely, we obtain the following generalization:

Véta 12.8. Assume that C = AU B C 8? is a compact subspace expressed as a union of two
compact subspaces intersecting in exactly two points and such that S*> ~ A and S*> ~ B are
both path connected (e.g. both arcs). Then C separates S? into exactly two components.

We will also use the following addendum to the classical version.

Véta 12.9. Let C C S? be a simple closed curve. Then the closure of the component U of
52 C is exactly U =U UC.

Diikaz. Since S? = C U U UV, we easily obtain U C U U C (it is closed as a complement
of the open set V). Thus let * € C' and we want to prove that z € U so let N be any
open neighbourhood of . Decompose C = AU B into a union of two arcs meeting at their
boundary points with B so small that B C N. Now S? \ A is path connected so there exists a
path joining U and V inside S\ A. Since these cannont be joined in S? \. C, this path must
intersect B and it is then easy to see that U intersects B (if t € U is the smallest for which
y(t) ¢ U then B 3 v(t) = limv(t — 1/n) € U) and thus N; since N was arbitrary, z € U. 0O

We will now give an application of the generalized version that will be used for an appli-
cation to graphs.

Diisledek 12.10. Let X C S? be a union X = AU BUC of three arcs meeting ezactly
at their endpoints. Then S? ~. X has exactly three components U, V and W and such that
U=UUBUC etc.

Diikaz. The simple closed curve B U C separates S? into two components and it is easy to
see that exactly one of them is disjoint from A, call it U, while the other contains the interior
of A, call it U’. Now U U A qualifies for the generalization of the Jordan curve theorem (the
complement of U is U’ while A is an arc), so

S’ (AUBUCUU)=VUW
—
U

and finally S\ (AUBUC) =U UV UW. The rest follows from the symmetry. O
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Now we present an application to graphs; namely, we will prove non-embeddability of the
graph K33 into S? (or equivalently into R?), a part of the famous Kuratowski theorem. Start
with any embedding of K32 with vertices a, b, ¢, 0, 1; its image is exactly the space X from

the previous corollary.
0
\%4

V “@/

The last vertex 2 must belong to one of the components of the complement S? ~ X, by
symmetry we may assume that it belongs to U. But then it cannot be joined with a since
aecl.

13. Covering dimension

Definice 13.1. The order of an open cover U is the smallest number m + 1 such that all
(m + 2)-tuple intersections of elements of U are empty, i.e. VU, ..., Upnt+1 € U, all distinct:
UpN---NUpns1 =0 (and there exists a nonempty (m + 1)-tuple intersection).

Definice 13.2. The covering dimension of X is the smallest integer m such that any open
cover of X admits an open refinement of order at most m + 1.

Piiklad 13.3. Let A be the following open cover of R™: Consider the decomposition of R™
into cubes with vertices lying on the integer lattice Z"™. We consider cubes of all dimensions
(thus making R™ into an infinite cubical complex). For each k-dimensional cube C', we consider
the open set Ug of points having distance from C' strictly smaller than from any other k-
dimensional cube. Denote by Aj; the collection of all the Ug’s for all k-dimensional cubes C.
Then A = AyU---UA,, is an open cover of order m + 1: first of all each U¢ is an intersection

(| dist(z, C) < dist(x, D)}
D

of open sets that is essentially finite (cubes D far from C do not contribute), second of all
each z lies in the interior of exactly one cube C' and thus lies in Ug; finally, Uc N Up = 0 if
C, D have equal dimensions.

We note for later purposes that the diameters of all the open sets Ug are bounded, and
it is not difficult to see that they are in fact bounded by 1.

Véta 13.4. The covering dimension of any compact subset K C R™ is at most m.

Diikaz. Let U be an open cover of K with Lebesgue number . Consider the e-scaled version
of A and denote it 4. Then any element of A lies in some element of & and is thus a
refinement of U of order at most m + 1. O

Veéta 13.5. Let X =Y UZ be a union of two finite subspaces of covering dimension at most
m. Then the covering dimension of X is at most m.
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Dikaz. We will say that A has order at most m + 1 at Y if each (m + 2)-tuple intersection
of elements of A is disjoint from Y, i.e. if the corresponding open cover

Ay ={YnA|Ac A}

of Y has order at most m + 1. Let now U be any open cover of X. We will first find an open
refinement that has order at most m + 1 at Y. For that purpose choose an open refinement
V of U]y of order at most m + 1. For each V' € V choose Uy € U such that V C Y N Uy and
also choose Wy C X open such that V =Y N Wy . Then clearly

W={X\Y}Uu{UynWy |V eV}
is an open refinement of U such that
Wy ={YNUyNnWy |VeV}={V|VeV}=V

and as such has order at most m + 1, as required.

Now start with an arbitrary open cover U of X and let V be an open refinement of order
at most m + 1 at Y and let W be an open refinement of V of order at most m + 1 at Z.
We will now build out of these refinements an open refinement of I/ of order at most m + 1
everywhere. To this end, for each W € W, choose some Vjr € V such that W C Vi and for
each V €V consider the union

ov=J w
V=W
clearly an open set. We claim that the collection O = {Oy | V € V} is the wanted refinement.
Clearly, Oy C V so O is a refinement of V and thus also of Y. Since | JOy = YW = X it
covers X. It remains to show that O has order at most m + 1, so let x € Oy, N--- N Oy,.
Since Oy, C V; we also have
zeVon---NVg.

Moreover, for each i, we must have z € W; C Oy, for some W; with V; = Vyy,. Thus
zeWyn.---NWyg.

Since for x € Y, the first can only happen when k < m and, for € Z, the second can only
happen when k < m, the open refinement O indeed has order at most m + 1. O

Ddsledek 13.6. Any compact manifold M of dimension m has covering dimension at most
m.

Diikaz. This follows since M is a finite union of compact balls that have covering dimension
at most m. O

Our next goal is to prove that every compact metrizable space X of covering dimension
at most m embeds into R?"*!, In fact, we will show that almost every continuous map X —
R?™+L is an emebedding. To make this statement precise, we will endow the set C(X, R?"™+1)
of continuous maps from X to R?*"*+! with a metric and the precise claim will then be that
the embeddings form a dense subset (more sharply a residual subset).

Definice 13.7. A subset A C X is residual if it contains a countable intersection of open
dense subsets.
Further, X is said to be Baire if every residual subset of X is dense.
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Veéta 13.8. Fvery complete metric space is Baire.

Dikaz. Let Uy, Uy, ... be open dense subsets. In order to show that (U, is dense, we have
to show that it has nonempty intersection with any nonempty open subset U, i.e. that

UNnUgNUN---#0.

By density of Uy, the intersection U N Uy is nonempty and since it is also open, it contains a
closed ball B,,(z9) C U N Uy. Now the intersection B, (xo) N U; is also nonempty open and
thus contains a closed ball

Bgl(xl) C BEO(.CIZ()) NU; CUNUNU.
Continuing in this way, we find a nested sequence of balls and since each ¢, could have been
chosen arbitrarily small, we may assume that €, — 0. Then the sequence z, is cauchy and

thus converges to a point © € X. Since the sequence eventually lies in each of the closed balls
Be, (xy), the same must be true for the limit and thus x e UNUpN - --. O

We will now apply this theorem to the function space C(X,Y). Let X be compact and Y’
metric. We define on C'(X,Y') the metric of uniform convergence:

dist(f, g) = max{dist(f(x), g(x)) | = € X};

since the function dist(f(x), g(x)) is continuous on a compact space X, the maximum is indeed
achieved. Clearly, f,, — f iff the sequence of maps f,, converges uniformly to f. It is easy to
observe that if Y is a complete metric space, the same is true of C'(X,Y): if f,, is cauchy then
so is each f,(x) and thus converges to some f(x); since the convergence is not just pointwise
but uniform, f is continuous and as such is the limit of f,,.

Dausledek 13.9. Let X be compact and'Y complete metric. Then so is C(X,Y) and as such
s also Baire.

Finally, we will need the so called partition of unity. We will only cover the compact case
which is much simpler (any compact Hausdorff space is paracompact).

Definice 13.10. Let U be an open cover of X. A partition of unity subordinate to U is a
collection of functions A;: X — [0, 1] with the following properties:

e Each )\; has support in some U € U, where supp J; is the closure of the set A™1(R \ 0)
of points where ); is nonzero.

e The collection is locally finite, i.e. each point admits a neighbourhood where only a
finite number of the functions is nonzero.

e The functions add up to one, i.e. > \; = 1 (by the previous point, the sum is locally
finite and as such is well defined and continuous).

We present now a useful reorganization of the collection of functions: for each A; we choose
some U; € U that contains supp \; and then we write

A=) A
U=U;

i.e. we partially sum the functions according to their supports. This clearly produces another
partition of unity, this time indexed by the open cover U itself.
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Clearly, if V is a refinement of U and ); is a partition of unity subordinate to V' then it is
at the same time subordinate to Y. For a compact Hausdorff space we may thus restrict our
attention to finite open covers.

Véta 13.11. Let X be compact Hausdorff. Then a partition of unity exists subordinate to
any open cover.

Diikaz. Let U be an open cover of X. Let x € X and choose U, € U containing x. Since X
is regular, we may find an open neighbourhood V, > z such that = € V, C U,. Since X is
completely regular, we may find a function A\, : X — [0, 1] such that A\;(x) = 1 and such that
Az|x~v, = 0. Then the support of \; is contained in V, and thus in U,. The cover of X by
the open sets A, 1(0, 1] admits a finite subcover

X =X,0,1]U---U A 0,1]

and thus A = Ay, + - - + Az, is positive on X. Finally, replace each A\, by Az, /A to obtain a
partition of unity. O

We are now ready to prove the embeddability theorem. We recall that an embedding is a
map f: X — Y that is a homeomorphism onto its image f: X = f(X). When X is compact
and Y is Hausdorff, this is equivalently an injective continuous map.

Véta 13.12. Let X be a compact metric space of covering dimension m. Then X embeds
into R2m+1,

Diikaz. Consider the function space C(X,R?™*1) which is a Baire space according to our
assumptions, and its subspaces

X, ={f: X 5 R f(z) = f(y) = dist(z,y) < 1/n}.

Clearly [ X,, is the subspace of injective maps, i.e. embeddings. It remains to show that each
X, is open dense since then the embeddings will form a dense subset, hence nonempty (since
the full space is nonempty).

We start by showing that X,, is open. Thus let f € X,,. Since the function

{(z,y) [ dist(z,y) =2 1/n} = (0,00),  (x,y) = dist(f(z), f(y))
has compact domain and hence also compact image, we have
dist(z,y) > 1/n = dist(f(z), f(y)) > 2¢

for some € > 0. Now if g € B.(f) then both pairs f(z), g(x) and f(y), g(y) are closer than
and thus g(x) # ¢(y), showing that B.(f) C X,,.

It remains to show density of X,,. Let f: X — R?"*! and ¢ > 0 be arbitrary, we want to
find some g € B:(f) N X,. First we find a finite open cover U = {U; | i € I} of X with the
following properties:

e Each U; has diameter smaller than 1/n.
e Each image f(U;) is contained in a ball B.(z;).

e The points z; are in general position, i.e. any (k 4 1)-tuple of them with k < 2m + 1 is
affine independent.
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e U has order at most m + 1.
For the first point, it is enough if I/ is any refinement of a cover by balls of diameter smaller
than 1/n, for the second point, it is enough if U is any refinement of the cover {f~(B.(2)) |
z € R?™+11: thus, we may cover X by the intersections of these two types of open sets and
take any finite refinement of order at most m + 1. Finally, a small perturbation of the centres
z; does not spoil the second condition and satisfies the third.’

Now let A; be a partition of unity subordinate to this open cover. We define

g(x) = Z Xi(z) - 2.

iel

This is clearly a continuous map. If z € X has A\;(x) > 0 then = € U; and thus z; € B:(f(z))
so that also g(x) € B:(f(x)) since the ball is convex. This shows that g € B.(f) and it
remains to show that g € X,,. Thus, assume that g(x) = g(y) so

g(x) =D Xi(@) -z =Y Ni(y) -z = g(y).

el il

Since at most m + 1 of the \;(z) are nonzero and at most m + 1 of the \;(y) are nonzero,
we are in fact speaking of the equality of affine combinations of at most 2m + 2 points. Since
these are affine independent, the coefficients must be equal and thus some A;(x) = \i(y) # 0
and so z,y € U;. By the condition on the diameter of U;, we have dist(z,y) < 1/n and indeed
g€ X,. O

Dasledek 13.13. Compact subsets of euclidean spaces are exactly the compact metrizable
spaces of finite covering dimension.

One can also treat non-compact spaces. However, since partitions of unity are used, such
spaces are required to be paracompact (we did not speak about them in the course). In
addition, a countable basis of topology is required.

14. Compact-open topology

This is an alternative to the chapter on compactly generated Hausdorff spaces. We first
generalize the function spaces to the case where Y is not metric. Of course, one should then
expect C(X,Y) to be a topological space rather than a metric space. We still restrict our
attention to the case of a compact Hausdorff space X.

Definice 14.1. Let X be compact and Y arbitrary. For an open subset U C X x Y we define

OU)={feCX,Y)|egrfCU}

5For any (k + 1)-tuple zo,..., 2, consider the (2m + 1) x k matrix A = (21 — 20,...,2k — 20). Since the
minors are polynomial functions in the entries of the matrix, the affine independent (k + 1)-tuples form an

E 0
open subset; it is also dense: One can find invertible matrices P, @ such that A= P [ 0 0 | Q. The required
0 0
E 0
small perturbationis A’ = P | 0 eFE | Q (this requires k < 2m + 1). Since the number of tuples is finite, the
0 0

intersection in question will still be (open) dense.
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where gr f denotes the graph of f.
Since O(U)NO(V) = O(UNV) it is a basis of topology on C(X,Y) called the compact-open
topology. The set C(X,Y") equipped with this topology is the function space.

Véta 14.2. When Y is a metric space, the compact-open topology is the topology associated
with the uniform convergence metric.

Dikaz. For f € C(X,Y), we will be using the following continuous function d¢: X x Y —
[0, 00):

df(x,y) = dist(f(x),y).
Now any ball is open according to B:(f) = O(d;l[O, e)). Conversely, if f € O(U) then it can
be showed that d; achieves® its minimum on the complement of U: For any x € X we get
V! x Boe,(f(z)) C U for some V, 3> x and we may then replace V, = V. N f~1(B., (f(x)))
to obtain a bound dy > €, on V; x Y \ U. Now take a finite subcover and define ¢ as the

minimum of the corresponding ¢,’s to obtain a bound dy > ¢ on X x Y ~\ U or equivalently
B:(f) CO(U). O

Traditionally, the compact-open topology is given by a subbasis. For C' C X compact and
W CY open, we introduce

M(C, W) =O0((X x W)U (X ~C)xY)={feC(X,Y)|Vz € C: f(z) e W}

Thus, each M (C,W) is open. In the opposite direction, let f € O(U) and cover gr f by a
finite number of rectangles C; x U;; then

fe(\M(Ci, ;) C OU).

Pozndamka. For X non-compact, the two topologies — the one generated by the M(C,W)
and the one generated by the O(U) — are different. The first is the compact-open topology
(or weak topology), usually considered for locally compact Hausdorff X, and the second is
the strong topology, usually considered for paracompact X (for Y metric the corresponding
convergence notions for sequences f,, — f are the uniform convergence on compact subsets
and the same but with f,, eventually constant outside of some compact subset).

Veéta 14.3. Let X be compact Hausdorff. A map f: Z x X =Y is continuous if and only if
the corresponding map g: Z — C(X,Y) is continuous.

Poznamka. The same theorem holds for X locally compact Hausdorff in the compact-open
topology.

Diikaz. To prove g continuous, we show that g~ (M (C, W)) is open. Thus let z € g~ (M (C, W)),
ie. f(z x C) C W. By the tube lemma, we get V' 3> z such that f(V x C) C W, i.e.
zeV Cg Y (M(C,W)).

To prove f continuous, we show that f~1(W) is open. Thus let (z,z) € f~1(W). Since
g9(z) = f(z,—) is continuous and maps = to W, there is a compact neighbourhood C' > =z
such that g(z)(C) C W, ie. g(z) € M(C,W). By continuity of g, we get V' > z such that
g(V) S M(C,W),ie. (z,2) €V x CC f~Y(W). O

5Taking minimum over y yields a lower semi-continuous function X — [0,00) on a compact space and any
such achieves its minimum.
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Dausledek 14.4. Quotient maps are closed under muliplication by a compact Hausdorff space
X, i.e. if Z — Z/~ is a quotient map then so is Z x X — Z/~ x X.

Dukaz. We verify the universal property:

ZxX——=Y Z——C(X,Y)
| |~
7/~ x X 7~

The dashed map in the left hand side diagram exists (is continuous) if and only if the one on
the right exists and that is guaranteed by the universal property. O

Dausledek 14.5. A homotopy I x (Z/~) — Y is continuous if and only if the homotopy before
taking the quotient I X Z —'Y 1s continuous.

Dikaz. Take X = 1. O

This means for example that since I/0I = S', a homotopy I x S' — Y is continuous
if and only if the corresponding homotopy I x I — Y is continuous, i.e. homotopy of loops
equals homotopy of maps from a circle (fixing the special point 1).

15. Kompaktné generované Hausdorffovy prostory

Definice 15.1. Topologicky prostor X se nazyva kompaktné generovany Hausdorffuv (CGH),
jestlize je Hausdorffiv a pro podmnozinu A C X plati: je-li pro kazdou kompaktni C C X
priunik C'N A otevieny v C, pak A je oteviena.

V dalsim budeme mnozinu A, pro niz je CNA C C oteviend, nazyvat kompaktné oteviend.
Analogicky se definuje kompakiné uzaviend mnozina. Je tedy X kompaktné generovany,
jestlize kazda kompaktné oteviend mnozina je oteviena.

Piiklad 15.2. Kazdy lokalné kompaktni Hausdorffiv prostor X je kompaktné generovany:
necht U je kompaktné oteviend a x € U. Existuje kompaktni okoli C' > z a diky definici
kompaktni otevienosti je C N U C C oteviend, tedy priunikem C' NV s otevienou mnozinou
V C X. Protoze jsou obé C, V okolimi z, je také CNU = CNV okolim x a tim spis U O CNU.

Necht X je Hausdorffiv prostor. Oznaéme kX mnozinu X spoleéné s topologii danou
systémem kompaktné otevienych podmnozin.

Cviceni 15.3. Zobrazeni f: kX — Y je spojité, pravé kdyz f: X — Y je spojité na kazdé
kompaktni podmnoziné.

Lemma 15.4. Prostor kX je kompaktné generovany Hausdorffiv prostor.

Dukaz. Protoze je v kX vic otevienych mnozin, je to zfejmé Hausdorffuv prostor. Ukédzeme,
ze ma stejné kompaktni podprostory. Identické zobrazeni kX — X je spojité a proto kazdy
kompaktni podprostor kX je kompaktni i v X. Necht naopak C' C X je kompaktni. Podle
cviceni je slozeni C — X — kX spojité (nebot id: kX — kX je spojitd), takze jeho obraz
je kompaktni mnozina. Dvé mozné topologie na C, jako podprostoru X a jako podprostoru
kX, jsou totozné, protoze obé identity na C' jsou spojité. Kompaktné oteviené mnoziny X a
kX jsou tedy stejné a proto je kX kompaktné generovany (kompaktné oteviend podmnozina
kX je kompaktné oteviend v X, tedy oteviend v kX). O
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Definice 15.5. Necht Y, Z jsou topologické prostory. Na mnoZiné spojitych zobrazeni
ZY ={f:Y = Z | f spojité}
definujme compact-open topologii pomoci subbaze
M(C,U)={feZ"| f(C) C U},
kde C' C Y je kompaktni a U C Z oteviena.

Piiklad 15.6. Nechf Y je kompaktni Hausdorffiv prostor a Z metricky prostor. Definujme
metriku stejnomérné konvergence na Z¥ pomoci predpisu

dist(f, g) = max{dist(f(y),9(y)) [y € Y}.

Tato metrika zadava na ZY presné compact-open topologii.
O néco obecnéji pro lokalné kompaktni Hausdorffuv prostor Y je compact-open topologie
na ZY dana stejnomérnou konvergenci na kompaktnich podmnozinéch.

Pro zobrazeni f: X x Y — Z definujme f°: X — Z¥, f*(z)(y) = f(z,y). Naopak, pro
g: X = ZV definujme ¢*: X x Y = Z, g(x,y) = g(z)(y).
Definujeme X x5 Y = k(X x Y). Dulezitost této konstrukce spoc¢iva v nésledujici véte.

Véta 15.7 (o adjunkci). Necht X, Y jsou kompaktné generované Hausdorffovy prostory a Z
libovolny prostor. Potom zobrazeni f: X X, Y — Z je spojité, pravé kdyz je spojité zobrazeni
X = zv.

Diikaz. Spojitost f° sta¢i overit na kazdé kompaktni podmnozing ¢ C X a lze vyjadrit
nésledovné. Necht M (D,U) je subbazickd mnozina. Pak

{reC|VyeD: f(x,y) e U}

je oteviend v C. To plyne ze spojitosti f: X XY — Z na C x D a z kompaktnosti D s
pouzitim ,tube lemma“.

Spojitost f je ekvivalentni spojitosti f: X XY — Z na kazdé kompaktni mnoziné C' x D C
X x Y. Necht U C Z je oteviend a necht f(z,y) € U. Protoze je f(z,—): Y — Z spojité
a D CY lokdlné kompaktni, existuje kompaktni okoli y € D' C D takové, ze f(x,D’) C U.
To znamend, ze x € (f°)~1(M(D’,U)) a ze spojitosti f° existuje okoli z € C" C C takové, ze
f(C"y € M(D',U), tj. f(C" x D) CU. Tedy f je spojité na C x D. O

Pozndmka. Spojitost f° je ekvivalentni spojitosti f°: X — k(ZY). To znamen4, Ze kategorie
kompaktné generovanych Hausdorffovych prostort je kartézsky uzaviend (nebot X xj; Y je
soucin v této kategorii a k(Z") je objekt funkcf).

Necht ~ je relace ekvivalence na kompaktné generovaném Hausdorffové prostoru X takova,
ze X/~ je opét Hausdorffuv. Pak je kompaktné generovany Hausdorffuv. To plyne z toho,
ze projekce X — X/~ indukuje spojité zobrazeni X = kX — k(X/~). Protoze je ale X/~
nejvetsi topologie, pro kterou je toto zobrazeni spojité, a k(X/~) ma vic otevienych mnozin,
musi byt k(X/~) = X/~, tj. X/~ je kompaktné generovany Hausdorffuv.

Diusledek 15.8. Necht ~ je relace ekvivalence na kompaktné generovaném Hausdorffové
prostoru X takovd, Ze X/~ je také Hausdorffiv. Pak existuje homeomorfismus

(X %, Y)/~ = (X/~) %3 Y.
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Diikaz. Spojité zobrazeni (X X3 Y)/~ — (X/~) x Y je ekvivalentné zadéno jako X x;Y —
(X/~) x1 Y respektujici relaci. Staé¢i tedy vzit p xid, kde p: X — X/~ je kanonicka projekce.
Ze spojitosti pak plyne, ze také (X X Y')/~ je Hausdorffuv prostor.

V opacném sméru, spojité zobrazeni (X/~) x; Y — (X Xj Y)/~ je ekvivalentné zadano
jako X/~ — ((X x1, Y)/~)Y, tedy jako zobrazeni X — ((X x} Y)/~)Y respektujici relaci,
a tedy jako zobrazeni X xjp Y — (X Xy Y)/~ respektujici relaci. Sta¢i vzit kanonickou
projekci. O

Dilezitym specidlnim piipadem je, kdyz Y je lokalné kompaktni.

Tvrzeni 15.9. Necht X je kompaktné generovany Hausdorffiv, Y lokdiné kompaktni Hausdorffiv.
Pak X x, Y =X xY.

Diikaz. Necht A C X x Y je kompaktné oteviend a (xg,yo) € A. Potom také ({zo} xY)N A
je komapktné oteviend v {zo} x Y =Y a diky kompaktni generovanosti Y oteviena. Existuje
tedy kompaktni okoli yg € D CY s vlastnosti {z¢} x D C A. Uvazme mnozinu

U={reX|{z} xCC A} CX.

Ukéazeme, ze U je kompaktné oteviend, tedy oteviend — je-li C' C X kompaktni, je (C'x D)NA
oteviend v C' x D; C'NU je pak oteviend podle ,tube lemma“. Proto (xg,y) € U x D C A.
Protoze bylo (xg,yo) libovolné, je A oteviena.

Alternativni ditkaz spocivé v nésledujicim: zobrazeni in: X — (X x Y)Y je spojité
podle véty o adjunkci a evaluace ev: Z¥ xY — Z, (f,y) — f(y), je spojita diky velice
jednoduchému argumentu (je-li U 3 f(y) oteviend, tak ze spojitosti f a lokédlni kompaktnosti
Y existuje kompaktni okoli C' 3 y; pak M(C,U) x C je okoli (f,y), které se zobrazi do U).
Proto je spojitd i kompozice

in X idy

XxY 220 (X V)Y xY S X %,V

a proto je X x Y kompaktné generovany. O

16. Algebry spojitych funkci

Pfipomenme, Ze (asociativni, s jednotkou) C-algebra A je vektorovy prostor nad C spoleéné
s bilinedrnim zobrazenim A x A — A, které déla z A okruh. Zobrazeni C — A, z — 21, je
potom homomorfismus okruhti. Naopak, kazdy homomorfismus okruhu ¢: C — A zaddvé na
A strukturu vektorového prostoru nad C pomoci za = ¢(z) - a. Jednoduse se ovéri, ze se jedna
o C-algebru, pravé kdyz obraz ¢ lezi v centru okruhu A. Zejména komutativni C-algebra je
presné homomorfismus okruhu C — A.

Homomorfismus C-algeber ®: A — B je homomorfismus okruht, ktery je zaroven linedrni.
Ekvivalentné komutuje diagram

C

A——B
(]

Nechf X je kompaktni Hausdorffiv prostor. Definujme
C(X)={f: X — C spojitd}.
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dua 21

kX

du 22

Spolecné se s¢itanim a nasobenim funkci se jedna o okruh. Vlozeni konstantnich funkei je
homomorfismus C — C(X) a jednd se tedy o C-algebru.

Véta 16.1. Ezistuje prirozend bijekce mezi body X a mazimdinimi idedly C(X).

Diikaz. Prvné popiSeme maximdlni idealy odpovidajici bodim X. Nechf 2 € X. Definujeme
m, = {f € C(X) | f(z) = 0}.

Protoze je m, jaddrem surjektivniho homomorfismu C-algeber (zejména okruhu)
evy: C(X)—=C, fw f(x)

a C je téleso, je m; = kerev, opravdu maximalni ideal.

Ukazte, Ze pfifazeni z — m, je injektivni.

Zbyva ukézat, ze kazdy maximalni idedl je tvaru m, pro néjaké x € X. Predpoklddejme
sporem, ze I C C(X) je maximdlni idedl ruzny od m,. Potom existuje f, € I ~ m,.
Vynésobenim komplexné sdruzenou funkci f, dostavame nezédpornou funkci g, = fofr € I s
vlastnosti g,(z) > 0. Polozme U, = {y € X | g»(y) > 0}. Dostavdme tak oteviené pokryti
U ={U, | z € X}. Diky kompaktnosti

X =Uy U---UU,,

a funkce g = gu, + -+ + gz, je kladnd na celém X. Proto g~! existuje a I obsahuje 1 = g~1g

a nemuze byt maximalni. O
Pozndmka. Predchozi véta neplati bez podminky kompaktnosti X. Ideal
I={f:R" — C|3C kompaktni: f =0na R" \C}

nelezi v zadném maximalnim idedlu m,. Musfi tedy lezet v néjakém maximalnim idedlu riizném
od m, a zejména takové maximalni idedly m existuji. Poznamenejme jesté, ze dimenze C'(X)/m
bude vzdy nekonecnd. (Pfedpokladejme, ze je tato dimenze koneénd a polozme f(x) = |z|. Po-
tom [1, f, 2,...] ma nekoneénou dimenzi — 3" a,, f*(x) = 0 pouze pro f(z) kofenem Y_ a,,z",
téch je koneéné mnoho a nemuze tedy rovnost platit pro vSechna z. Proto musi byt néjaké
h=>a,f™ € m a mnozina nul Z(h) je kompaktni; ddle postupujeme jako v dukazu véty.)
Z algebry C(X) lze tedy zrekonstruovat X jako mnozinu; ukazme si nyni, jak lze zrekon-

struovat topologii. Je-li I C C'(X) libovolny ideél, je mnozina

Z2(0) = () 7H0) ={w € X |Vf € I f(z) =0}

fel

uzaviena (jedna se o mnozinu spole¢nych nul idedlu I).
Ukazte, ze kazda uzaviend mnozina vznikne timto zpusobem z néjakého idedlu.

Veéta 16.2. Existuje prirozend bijekce mezi spojitymi zobrazenimi ¢: X — 'Y a homomorfismy

C-algeber @: C(Y) — C(X).
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Diikaz. Necht ¢ : X — Y je spojité zobrazeni. Definujme homomorfismus C-algeber o* :
C(Y) — C(X) predpisem ¢*(f) = f o ¢. Ukdzeme nyni, ze kazdy homomorfismus C-algeber
®: C(Y) = C(X) je tohoto tvaru. Necht z € X a uvazme idedly m, C C(X), ® (m,) C
C(Y). Indukované zobrazeni C(Y)/®~(m,) — C(X)/m, je zjevné injektivni. Oba kvocienty
obsahuji C jako podtéleso, a to je timto zobrazenim fixované. Protoze je C'(X)/m, rovno C,
jednd se o izomorfismus. Proto je ®~'(m,) také maximdlni a ®~*(m,) = my(,) pro néjaké
o(z) € Y. Tim je urcéeno zobrazeni p: X — Y.

konec 12. prednasky

Zbyvé ukazat, ze ¢ je spojité, a ze ® = ¢*. Necht 29 € X, yo = ¢(x0); potom my, =
®1(my,), tedy ®(m,,) C m,,. Potitejme

O(f) = @(w+(f — f(0))) = f(yo) + ®(f — f(v0)) € f(yo) + May,

konst €my,

. D(F)(w0) = ev2y B(f) = evay F(0) = £(30) = F((x0)) = (" F)(w0). Protore bylo o € X
libovolné, mame ®(f) = ¢*f, tj. & = p*.

Pro spojitost si staci uvédomit, ze Z(I) = {y € Y | I C my}. Potom Z(®(I)) je mnozina
téch x € X, pro néz

() Cm, & [ Cd Ym,) =my,n, < o) e Z(),

»(z)

tedy Z(®(I)) = ¢ Y(Z(I)) a zejména je ¢ '(Z(I)) uzaviend. Protoze je kazdd uzaviend
mnozina tvaru Z(I), je ¢ spojité. O

17. Topologické grupy, Pontryaginova dualita

Definice 17.1. Topologicka grupa G je Hausdorffuv topologicky prostor a zaroven grupa
takovym zpusobem, ze grupové operace

p:GxG—=G, pay) =zy; v:G—G, v(@)=z"!

jsou spojité.

Definujme levou translaci Ay : x — yz a pravou translaci p,: x + zy. Obé jsou homeo-
morfismy, protoze (\,) 1 = Ay-1 a (py) L = py—1. Podobné jsou homeomorfismy inverze v a
konjugace x — yxy L.

Lemma 17.2. KaZdd oteviend podgrupa je zdroven uzaviend. Zejména podgrupa obsahujici
néjaké okoli jednotky e obsahuje celou komponentu jednotky.

Dukaz. Doplnék uzaviené podgrupy H C G je sjednocenim G ~ H = Uzgﬁ g *H, pricemz
xH = X\;(H) je oteviend — A, je homeomorfismus a H je oteviend; je tedy oteviend i G ~ H
a H je skutecné uzaviend.

Komponenta jednotky G, je souvisld uzaviend podgrupa — obrazy G, - G. = pu(Ge X Ge),
Go1 = v(G,) jsou také souvislé a obsahuji e, proto musf lezet v Ge. Je-li H C G libovolna
podgrupa obsahujici n¢jaké okoli U > e, pak je zjevné oteviend — s kazdym x € H obsahuje
i néjaké okoli xU > z. Proto je prunik G, N H oteviend podgrupa souvislé grupy G. a musi
byt tedy rovny Ge. O
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Lemma 17.3. Uzdver podgrupy je podgrupa. Uzdvér normdlni podgrupy je normadlni podgrupa.

Diikaz. Je-li H C G podgrupa, plati H x H C p~'(H). Nen{ tézké se presvédéit”, ze H x H =
H x H aproto také H x H C p~'(H), tj. H-H C H. Spolecné s H C v~'(H), tj. " CH,
to znamen4, ze H je grupa. Normalnost plyne podobnym zpiisobem pomoci konjugaci.

Piiklad 17.4.

1. Dokazte, ze Hausdorffovost topologické grupy plyne ze slabsiho pozadavku Tq, ve sku-
tecnosti z uzavienosti {e}. (Ndpovéda: jsou-li U, V dvé okoli e a z, y dva body G, pak
zUNyV =0, prave kdyz x 1y ¢ U - V1)

2. Kazda topologicka grupa je regularni topologicky prostor.

Tvrzeni 17.5. Kvocient G/H topologické grupy G podle uzaviené normdlni podgrupy H C G
je topologickd grupa. (Zde G/H je vybaven topolgii kvocientu.)

Dikaz. Diky predchozimu piikladu staci ukdzat, ze ndsobeni a inverze na G/H jsou spojité, a
ze G/H je T1. Ozna¢me p: G — G/H kanonickou projekci. Libovolny bod G/H je uzavieny,
protoze jeho vzor je tiida o H = \;(H).

Prvné si uvédomme, Ze projekce p je oteviend — pro libovolnou otevienou U C G je i
p(U) C G/H oteviena — je totiz p~L(p(U)) = Uyev yH =U - H = U,ep Uz

Spojitost nasobeni plyne z néasledujiciho diagramu

GxG—" qa

G/H xG/H--~+G/H
o

Je-li W C G/ H oteviena, je také (u') " (W) = (pxp) (=t (p~1(W))) oteviend diky otevienosti
zobrazeni p X p. Spojitost inverze je podobné, ale jednodussi. O

Kvocient grupy G podle (uzaviené) nenormalni podgrupy H je pouze mnozina, v nasem
pripadé Hausdorffuv topologicky prostor. Rikame mu homogenni prostor. Homogenni prostory
charakterizuje nasledujici véta v piripadé kompaktni grupy G. Existuje i rozsifeni této véty

v e

Tvrzeni 17.6. Necht G je kompaktni topologickd grupa majici spojitou akci na Hausdorffové
prostoru X. Potom zobrazeni

G/Gy — G(x), ¢Gz+— gz
je homeomorfismus kvocientu G /G, podle stabilizatoru x na orbitu G(x) prochdzejici x.

Diikaz. Spojitost zobrazeni G/G, — G(x) plyne z univerzalni vlastnosti kvocientu. Protoze
je to zaroven bijekce a G/G, je kompaktni a G(x) Hausdorffuv, je to homeomorfismus. [

Priklad 17.7.
1. Ukazte, ze GL4(n), SO(n) jsou souvislé. (To lze také ukazat pres SO(n+1)/SO(n) = S™
a diky souvislosti S™ — k tomu se hodji, ze projekce SO(n + 1) — S™ je otevien4.)
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2. O(n+1)/0(n) = S".
3. O(n)/({E} x O(n — k)) = Vi(R").
4. O(n)/(O(k) x O(n — k)) & G(R™).

Necht G je lokélné kompaktni abelovska grupa a definujme I' = G= hom(G, T) C TY, tj.
prostor spojitych homomorfismiu G — T do komplexnich jednotek T = R/Z. Opét se jedna
o lokalné kompaktni abelovskou grupu — jeji prvky se nazyvaji charaktery. Vezméme nyni
druhy duél T. Existuje ptirozené zobrazeni

E:G T, zw (evy: x = x(2)).
Podstatou Pontryaginovy duality je, ze E je izomorfismus topologickych grup.
Piiklad 17.8. Plati R=R, T=17Z, Z = T.
Potom na G existuje mira p definovand na mnoziné Borelovskych podmnozin E C G, tj.
nejmensi o-algebie obsahujici uzaviené mnoziny, s nasledujicimi vlastnostmi
1. je reguldrni, u(E) = sup{p(C) | C C E kompaktni} = inf{u(U) | U O E oteviend},
2. je transla¢né invariantni, u(zE) = u(E),

3. neni identicky nulova.

Takova mira se nazyvad Haarova mira, existuje a je jednoznacnd az na nésobek. V piipadé

G = R je Lebesgueova mira Haarovou mirou. Pro obecné G se konstrukce Haarovy miry

provadi nésledovné: zkonstruuje se vhodna spojita linearni forma C.(G) — C, kde C.(G) jsou

funkce s kompaktnim nosi¢em; podle Rieszovy reprezentacni véty pak tato linedrni forma

odpovidé jediné mite, pficemz vlastnosti miry se odvodi z vlastnosti tohoto funkciondlu.
Definuje se potom Fourierova transformace

L@~ M), o) = [ fawie)dn
kde L'(G) je prostor absolutné integrabilnich funkei. Inverzni Fourierova transformace je ddna

LMT) = C(G), lx) = / 900 x(@)dv,
T

kde v je jistd ,,dudlni“ mira na I'.
Tyto transformace jsou viiéi sobé inverzni na prostoru funkei absolutné integrabilnich i se
svym kvadratem a zadavaji izometrii

L*(G) = LA(I)

(tzv. Plancherelova véta). Z téchto tivah plyne Pontryaginova dualita pomérné jednoduse.

konec 13. prednésky

18. Parakompaktni prostory

Definice 18.1. Necht U je pokryti prostoru X. Rekneme, ze pokryti V je zjemnénim pokryti
U, jestlize kazdy prvek V € V lezi v néjakém U € U.

"Plati, ze A X B je mnozina hromadnych bodit A x B, tj. téch (z,v), jejichz kazdé okoli protind A x B.
Zjevné se stati omezit na libovolnou bazi okoli, napt. na okolf tvaru U x V. Pak podminka protindni A x B je
presné ANU # 0 & BNV # . To je ekvivalentni z € A & y € B.
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Rekneme, 7e pokryti V je lokdiné konecné, jestlize kazdé x € X mé okoli N 3 x, které
protind pouze kone¢né mnoho V € V.

Rekneme, ze Hausdorffiv topologicky prostor X je parakompaktni, jestliz kazdé jeho
oteviené pokryti ma lokalné konecne oteviené zjemnéni.

Lemma 18.2. Sjednocent lokdlné konecného systému uzavienych mnoZin je uzaviené.

Diikaz. Necht F je lokdlné kone¢ny systém uzavienych mnozin a x ¢ F. Potom né&jaké jeho
okoli N 5 zx protind pouze koneéné mnoho prvka F a tedy N N |JF je uzaviend v N a
neobsahujici z, tedy N \ |JF je okoli x a X \ |JF je oteviena. O

Lemma 18.3. Uzavreny podprostor parakompaktniho prostoru je parakompaktni.
Diikaz. podobny jako pro kompaktni. O
Tvrzeni 18.4. KazZdy parakompakini prostor je normdini.

Diikaz. Dokdzeme reguldrnost, normdlnost se pak dokédze stejné. Necht x ¢ F, kde F C X je
uzaviend. Pro kazdy y € F' zvolme oteviené okoli U, > y takové, ze = ¢ 711; dostavame tak
oteviené pokryti {U, | y € Y'} mnoziny F'. Protoze je tato parakompaktni podle predchoziho
lemmatu, existuje jeho lokalné konecné oteviené zjemnéni V. Potom UVEVV je uzaviené
(diky lokalni koecnosti) okoli (obsahuje | JV) mnoziny F', které neobsahuje . O

Definice 18.5. Nosi¢ spojité funkce f: X — R je mnozina supp f = f~1(R ~ {0}).

Necht U je oteviené pokryti X. Rekneme, Ze systém funkci f) : X — I, A € A, je
rozklad jednotky podiizeny U, jestlize je {supp fy | A € A} lokdlné kone¢né zjemnéni U a plati
Z)\GA =1

Soucet v definici dava smysl, protoze je systém nosic¢u lokalné koneény, tj. v okoli kazdého
bodu je tento soucet konetny. Ze stejného duvodu je takovy soucet vzdy spojitd funkce.

Véta 18.6. Necht U je oteviené pokryti parakompaktniho prostoru X. Potom existuje rozklad
jednotky podiizeny U.

Dikaz. Muzeme predpokladat, ze U je lokélné konecné pokryti (pfipadnym piechodem ke
zjemnén{). Necht U = {Uy | A\ € A} a zvolme na indexové mnoziné A dobré usporddani.
Rozklad jednotky budeme konstruovat transfinitni indukci. Zjevné stac¢i zkonstruovat systém
funkei f) takovy, ze supp fy € Ux a f = > ycp fr > 0 — takovy systém pak staci normovat,
tj. nahradit kazdou fy podilem fy/f.

Pro jiz zkonstruované funkce f\ oznacme V) = f; (0, 1]. Indukei budeme predpokladat,
ze pro i < A plati V; C U; a ;. ViUlU;>, Ui = X. Z tohoto ditvodu je

Fyx= (X V)N (X \T) CUx
<A P>\

a fr: X — I volime libovolné tak, ze je 1 na F)\ a ma nosi¢ uvnitt Uy — to je mozné diky
normalnosti X. Je jednoduché ovéfit, ze D .5 fx > 0, jak chceme. O

Plati, ze kazdy lokalné kompaktni Hausdorffiv prostor se spocetnou béazi topologie je
parakompaktni (dukaz neni obtizny). Také kazdy metricky prostor je parakompaktni, dukaz
tohoto tvrzeni uz je ale pomérné narocny.
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19. Uniformni prostory

Uniformni prostor je jina abstrakce metrického prostoru. V topologickém prostoru umime
porovnat blizkost bodu k zadanému bodu z — jsou podobné blizko, kdyz patii do néjakého
okoli z. Neumime v8ak porovnat blizkost libovolnych dvojic bodu tak, jako v metrickém
prostoru. Zakladnim ,,topologickym® pojmem v tomto sméru pak neni spojité zobrazeni, ale
stejnomérné spojité zobrazeni. Formalizaci tohoto pojmu jsou tzv. uniformni prostory.

Definice 19.1. Nechf X je mnozina. Uniformita na X je systém mmnozin U C P(X x X)
splnujici
1. VU, Velu:UNV el,
YU eU, VWV eP(XxX):Vel,
YU elU: Ax CU,
YUelU:Uteu,
YVUelU:IVeld: VoV CU.
Mnozinu X spolecné s uniformitou nazveme uniformnim prostorem.

Ot N

Protoze je kazdé U € U relaci na X, budeme misto (z,y) € U psat zUy. Prvni tii
podminky tikaji, ze U je v néjakém smyslu systém okoli Ax. Pfesnéji je to vyjadieno v
nésledujici konstrukei. Nechf X je uniformni prostor a z € X. Rekneme, ze N je okoli bodu
x, jestlize existuje U € U takové, ze N je rovno zU = {y € X | 2Uy}.

Volme podle vlastnosti 5. posloupnost U,, € U tak, ze Uy =U, U, o U,, C U,_1. Potom

V=U 00U, U UU3U---

je prvek U (napiiklad proto, ze obsahuje Uy € U) a pro y € zV plati zU; - - - U,y pro néjaké n
a pak pro z € yUp,1 plati 2U; - - - UpyUn 412, tedy 2V z. Proto V' obsahuje s bodem y i jeho
okoli yU,,+1 a 2V je tim padem oteviend, pfitom zV C zU.

Zabyvejme se nyni vztahem uniformity U k indukované topologii na X podrobnéji. Prvné
ukdzeme, Ze kazdé U € U je okolim Ax C X x X v soucinové topologii. Necht (z,z) € Ax.
Zvolme V pomoci vlastnosti 4. a 5. tak, aby V"' oV C U. Potom pro (y, z) € 2V x 2V plati
yVlaVz = yUz, tj. (y,2) € U.

Piiklad 19.2. Typickym piikladem uniformniho prostoru je topologicks grupa G. Necht
N 3 e je okoli jednotky. Definujme piislusné okoli Ag jako Uy = {(z,y) | y "'z € N}. Poté
polozme U = {Uy | N 3 e okoli jednotky}.

Piiklad 19.3. Nechf X je kompaktni Hausdorffitv prostor. Definujme na X uniformitu po-
moci systému vsech okoli Ax. Jediny axiom, ktery neni zfejmy je 5. Prvné si uvédomme, ze
diky normalité tvoif uzaviend okoli bazi viech okoli Ay. Necht tedy U je libovolné oteviené
okoli Ax. Je jednoduché ukazat, ze

({V oV |V jeokoli Ax} =Ax,

pro kazdé x # y staci volit uzaviené okoli N O Ax neobsahujici (z,y); pak pro V = N ~
(xN x {y}) plati Vo V & (z,y).

Jinymi slovy sjednoceni U a v8ech dopliki mnozin tvaru V o V je celé X x X. Diky
kompaktnosti je X x X sjednocenim U a koneéné mnoha takovych dopliku, neboli

(Vlovl)ﬂ---ﬁ(VnoVn)gU.
Polozme V=ViNn---NV,, pak VoV CU.
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stejnomérné spojité zobrazeni, topologické grupy, kompaktni Ty, uniformizovatelnost je
to samé co Ty1.
2
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