M7120 Spektralna analyza |

Fourierove rady

Peter Sepitka

zima 2022



I
Obsah

© Motivacia — rovnica vedenia tepla

© Fourierov rad — definicia a zakladné vlastnosti

© Konvergencia Fourierovho radu — Dirichletova veta

0 Aplikacie Fourierovych radov — rovnica vedenia tepla

9 Hilbertove priestory, ortogonalne systémy, symetrické operatory

e Fejérova veta a jej dosledky, Gibbsov jav



Motivacia Fourierov rad Konvergencia Aplikacie Hilbertov priestor

Obsah

© Motivacia — rovnica vedenia tepla



Motivécia Fourierov rad Ko E Hilbertov priestor

Fyzika — parcialne diferencialne rovnice

Mnohé procesy a deje v prirode st urcené velicCinami, ktoré vo vseobecnosti
zavisia na niekol'kych premennych. Ich skimanie a modelovanie si preto vyzaduje
stadium parcialnych diferencialnych rovnic (PDR). Fundamentalny vyznam maji
linearne PDR prvého a druhého radu.

Rovnica ut+ = —4u.. je prikladom linearnej PDR druhého radu s konstantnymi
koeficientami, kde wu(z,t) je neznama funkcia dvoch premennych z a ¢ a
0%u 0%u
ugt(z,t) = 7l (z,1), Uzpz (T, t) = 2 (z,t).

Jednym z rieseni tejto rovnice je napriklad funkcia u(z,t) = e sin x.

Medzi najvyznamnejsie typy PDR s fyzikalnymi aplikaciami patri
@ rovnica vedenia tepla uy = a?ugs, kde o € R,
@ vlnova rovnica ui = auzs, kde a € R,

@ Laplaceova rovnica utt + uge = 0.
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Rovnica vedenia tepla

Rovnicu vedenia tepla studoval na zaciatku 19. storocia francizsky matematik
a fyzik Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830). Uvazujme nasledujicu
fyzikalnu situaciu. Homogénna ty¢ dizky L je umiestnena na osi & medzi bodmi
z=0axz = L. Nech u(z,t) oznaCuje teplotu tyce v bode z a v €ase ¢t. Potom
mozno na zaklade fyzikalnych argumentov ukazat, 7e funkcia u spliia na mnozine
(0, L) x RT linearnu PDR druhého radu

U = Uz (1)

Rovnica (1) sa Standardne nazyva rovnica vedenia tepla. Kladna realna konstanta
a? — stéinitel teplotnej vodivosti — vyjadruje mieru Sirenia sa tepla materialom
ty€e. Na urcenie konkrétneho riesenia PDR je nutné mat okrem samotnej rovnice
predpisané aj tzv. okrajové podmienky. Jedna sa o podmienky tvaru

u(z,0) = f(z), =z €]0,L], (2)
w0,t) =T, u(L,t)=Ts, teRT, (3)
kde f je dana funkcia a Ti,7T> s dané realne isla. Podmienka (2) udava

rozloZenie teploty v ty¢i v ase t = 0, kym podmienka (3) predpisuje konstantné
teploty 71 a T» v krajnych bodoch tyce pocas celého experimentu.
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Rovnica (1) spolu s okrajovymi podmienkami (2)—(3) sa potom nazyva okrajova
tloha pre rovnicu vedenia tepla. Jednou z klasickych metéd riesenia tejto alohy
je Fourierova metéda separacie premennych. Prislusné riesenie u predpoklada-
me v separovanom tvare u(z,t) = ¢(x)(t). Dosadenim do (1) a separaciou
premennych ziskame pre funkcie ¢(x) a ¥(t) dve obycajné diferencialne rovnice
s konstantnymi koeficientami. Konkrétne, platia vypocty

u(z,t) = (@) P(t), uz,t) = @)Y’ (t), um(z,t) =" (@)P(t)
|} dosadime do (1) |

! 1
o =y = Lyl _e@ konstanta=k, kecR

a? Pt)  p(z)
I

' —ko=0 a ¢ —ad’ky=0.

Pre jednoduchost uvazujme v (3) hodnoty 77 = 0 = T>. Pomocou okra-
jovych podmienok (2)-(3) potom mozno ukazat, ze funkcia u je netrivialna,
tj., u(zx,t) Z 0, iba v pripade volby k < 0. Polozime preto k = —w?, w € RT.
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Riesime teda systém dvoch oby€ajnych linearnych diferencialnych rovnic
O +wo=0 a ¥+ Y=0. (4)

Jeho riesenim s prihliadnutim na okrajovii podmienku (3) dostaneme pre funkcie
p(z) a P(t) tvar p(x) = sinwz a P(t) = e~ "9t kde parameter w = ZT,
n € N. To znamena, Ze kazda z funkcii

_a?n2x2¢ nwT

un(z,t) =€ L2 sin I "€ N, (5)

riesi rovnicu vedenia tepla (1) a splia okrajovii podmienku (3). A kedze rovnica
(1) je linearna, mézeme riesenie u okrajovej alohy (1)—(3) uvazovat ako linearnu
kombinaciu funkcii u,, n € N. Bez ujmy na vseobecnosti teda mame

u(et) =Y bue” " sin T, [0, €[0,L] x[0,00), buE€R. (6)

n=1

Nezname koeficienty b, pritom volime tak, aby funkcia u vyhovovala okrajovej
podmienke (2), t.j., aby platila rovnost

an sm— = f(z), =z€]0,L] (7)
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Stojime teda pred problémom zapisat funkciu f ako sucet nekonecného radu,
ktorého cleny st funkcie sin “F=. Fourier ako prvy studoval — v kontexte rovnice
vedenia tepla — funkcie f, pre ktoré je toto mozné, pricom vyslovil vieobecnejsiu

hypotézu, ze kazda “rozumnd” funkciu f(x) je mozné na intervale [0, L] zapisat

NnwT nmwT

ako siicet nekonecného radu funkcii sin “7= a cos “F%, t.j., v tvare
f(w):Z(ancos¥+bnsin$), z€[0,L], (8)
n=0

pre vhodné postupnosti realnych koeficientov a, a b,. Rady typu (8) sa na jeho
pocest dnes nazyvaju Fourierove rady. Hlavnou néaplhou tejto Casti prednasky
bude stadium ich zakladnych vlastnosti, obvzlast tykajacich sa ich konvergencie.
Ziskané vysledky potom aplikujeme pri rieSeni Gvodnej rovnice vedenia tepla.
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Trigonometricky polyném a rad

V zakladnych kurzoch matematickej analyzy sme funkciu f(z), ktora mala deriva-
cie vietkych radov v bode z¢, aproximovali na vhodnom okoli z¢ jej Taylorovym
polynémom, resp. Taylorovym radom so stredom v bode zg

N ) (0 < £(0) (g0 .
ZfT(!)(x_xo)ﬂ Zfi()(x—xo).

Istou analégiu Taylorovho polynému a Taylorovho radu je v pripade periodickych
funkcii tzv. trigonometricky polyném a trigonometricky rad.

Definicia 1 (Trigonometricky polyném)

Nech N € Na L € R" st dané. Vyraz T (x) tvaru

N
Tn(z) := (%0 4 Z (an cos n_;r/a: + by, sin ?) ) 9)

n=1
kde ao, a1, b1, ag, b2 ..., an, by st nejaké realne (komplexné) Eisla, sa nazyva

trigonometricky polyném stupna N.
i
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Definicia 2 (Trigonometricky rad)

Nech L je dané kladné realne €islo. Nekonecny funkcionalny rad 7'(z) tvaru
T(x) := GEO +n¥1 (an cosn—zx + by, sin %) , (10)

kde ap € R, resp. ao € C, a {an},.; a {bn} -, st nejaké postupnosti realnych
(komplexnych) cisiel, nazyvame trigonometricky rad.

-

Poznamka 1

Z Definicii 1 a 2 vyplyva, ze N-tym ciastoénym sictom trigonometrického radu
T'(z) je prave trigonometricky polyném T (z). Realne (komplexné) Eisla ag
a an,bn, pre n € N sa oznacuji ako koeficienty trigonometrického polynému
Tn(x), resp. trigonometrického radu 7'(z).
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Trigonometricky polyném (9) a trigonometricky rad (10) je mozné pomocou
znamych Eulerovych vzorcov

el ey el¥ — e~y
cosy=——— a siny=—, yeR,
2 2i
prepisat na tvary
Tn(z) = Z cne L a T(z)= Z cne L, (11)
n=—N n=-—oo
kde komplexné koeficienty c,., n € Z, spliaju
a p—
707 n = 07
n—ibn
oo =& n >0, (12)
a_p+ib_p
—5—, n<o0

Vyrazy v (11) sa potom oznacuji ako exponencialny polyném stupha N a expo-
nencialny rad.

o
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Ortogonalita trigonometrickych funkcii

Nech L > 0 je dané. Oznaéme symbolom C[—L, L] mnozinu vsetkych spojitych
komplexnych funkcii f : [-L,L] — C. Mnozina C[—L, L] spolu s operaciami
scitania funkcii a nasobenia komplexnym Eislom zrejme vytvara linearny (vek-
torovy) priestor nad telesom komplexnych ¢isiel C.

Definicia 3 (Skalarny siicin a norma)

Pre kazdd dvojicu funkcii f, g € C[—L, L] definujeme komplexné ¢islo
L _
(o) = [ f@) o) de (13)
a nazyvame ho skalarnym sacinom funkcii f a g. Funkcie f a g sa nazyvaja

vzajomne ortogonalne (kolmé) na intervale [—L, L], ak plati (f,g) = 0. Normou
funkcie f € C[—L, L] rozumieme realne Cislo

L
WW=¢Mﬁ=M[¢VMPM~ (14)

Hovorime, ze funkcia f je normovana, ak plati || f|| = 1.
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Poznamka 3

Vdaka spojitosti funkcii f a g a kompaktnosti intervalu [—L, L] s vyrazy v (13)
a (14) korektne definované a skutocne sa jedna o objekty skalarny stcin a norma
v priestore C[—L, L], ktoré sii definované vo funkcionalnej analyze.

Vyznamnou funkcii podmnozinou v priestore C[—L, L] je tzv. trigonometricky
systém funkcii na intervale [—L, L], konkrétne,

nmwx . nmx
S = {1, COS T, sin T, nEN} (15)

Trigonometricky systém S v (15) je ortogonalny na intervale [—L, L], t.j., kazdé
dve rézne funkcie f,g € S splnaji (f, g) = 0. Okrem toho platia rovnosti

1] = V2L a Hcos—lfusm@H— , neN.
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Dokaz Lemy 1

Tvrdenie sa dokaze priamym vypoctom skalarnych sicinov dvojic funkcii systému
S. Vyuzijeme pri tom zname trigonometrické identity

cos(a — B) + cos(a + B) cos(a — ) — cos(a + )

cos acos f = 2 , sinasinfg = 2 X
sin v cos § = sin(a — B3) —;— sin(a + B) .

Ortogonalita funkcii 1, cos #7= a 1, sin 7= pre n € N:

nmwe L nmwe nwT
<l7 Cos—>:/ cos — dz =0, 1, sm—> / sm—dx—O
L L L

Ortogonalita funkcii cos “7=, sin =£= pre n,m € N:

nTr . mnx iz nTr ., MmnT
<cos ——, sin > = cos —— sin dz
L L L L

L —
= = / sin (m = n)ma + sin (m + mjma dx = 0.
2J_1 L L

nzz’ cos m‘rr:L‘

Ortogonalita funkcii cos pre n,m € N, n # m:
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Aplikacie

Konvergencia

Dékaz Lemy 1 (pokracovanie).

nme
Ccos ——, COS

Ortogonalita funkcii sin

nT.
sin ——

Napokon ||1]|*> =

mmnx

T mnx
> / COS —— cos —— dx
L

1 [r =
——/ {cos () + cos (n+m)7ra:} dx = 0.
2/ 1 L
"—zx,sinm” pre n,m € N, n # m:
m I> / sm—51 —d
L
L _
= }/ |:COS (n = m)rz — cos (n+m)7rx} dz =0
2/ L L
f_Llex:2La pre n € N plati
2 L i 2
H :/ 0052@(156:*/ {l—i—cos nﬂx} dz =L,
=1 2/ L
2 L 1 fL 2
H :/ sin? ——d :—/ {l—cos mrr} dz = L.
—L 2/ L

Dokaz je kompletny.
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Podobne i systém spojitych komplexnych funkcii

intx

S:i={eC , nez} (16)
(pozri Poznamku 2) je ortogonalny na [—L, L], nakolko pre n,m € Z, n # m,
. . L . — L j(n—m)rz
<elnL7r.7: ’ e]'er:(:> _ / Gl eaw / o ( Z ) dz = 0.
—L —L

Okrem toho pre normu kazdej z funkcii e ', n € Z, plati
einzrm

‘ :\//LL 2d:c:\//LL1d:c:\/i.

Nenulovost noriem funkcif systémov S a S implikuje, Ze tieto systémy st linearne
nezavislé. Naviac, tieto funkcie mézeme normovat. PresnejSie, systémy funkcii

inmTax
e L

{ 1 1 nmT 1 . nmz c N} { 1 inge c Z}
-\ —— oS ——, —— sin——, n , ——e , n
V2L VL L VL L V2L

st ortonormalne na intervale [—L, L].
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Nasledujica veta poskytuje motivaciu zavedenia Fourierovych radov v Definicii 4.

Nech trigonometricky rad T' v (10) konverguje rovhomerne na intervale [—L, L]
k funkcii f, t.j., plati

flz) = i (an cos % 4 br, sin %) , z€[-L,L] (17)

@0 .
2

Potom funkcia f je spojita na [—-L, L], t.j., f € C[—L, L], a koeficienty ao, an a
bn, n €N, radu T splnaju rovnosti

1 L
an = —/ f(z) cos ane dz, n e NuU{0}, (18)
L/ . I3

o
3
Il

1 L
f/_L f(z) sinn—zxdx, n € N. (19)
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Dékaz Vety 1

Rovnomerna konvergencia radu T' a spojitost jeho €lenov zaruéuje, ze funkcia f
ako jeho sicet je spojitd na intervale [—L, L], a teda f € C[—L,L]. Rovnost
(17) preto mézeme na intervale [—L, L] integrovat

/ f(x) dm—/ —da:+/ Z ancosT—l—bnmnT)dm.

Rovnomerna konvergencia radu 7" dalej umoznuje v poslednej rovnosti zamenit
poradie integracie a sumacie, takze postupne dostavame

iz nwT
/_L f(z)dz /_ — dz + E / an cos +bnsm T) dz
oo L L
nwT nwT
L E —d b in—d
aol + 2 (an /;L cos I x + bn / sin I r)

—L

cor+ 3= (an (1 con "7 )+ (1,510 75)).

Z Lemy 1 vsak vieme, ze <1, cos "zz> =0= <1, sin "”> a tak
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Doékaz Vety 1 (pokracovanie).

L 1 L
/ f(z)de =apl = ao=— / f(z)dz.
L LJ_p
Vyuzitim podobnych argumentov dostaneme pre dané m € N formuly

L mrx mnx mnw
f(z) cos dz = am (cos ——, cos
_r L L

| Lemal |

mmx ||2
= am ||cos

m

i
L

x

dx,

L 1 N5
/ f(z) cos mre dz=Lay, = am=— / f(z) cos
—L L L J—L

L mmnx mmnx mmnx mmnx ||2
/7Lf(r)sin = da::bm<sin = , sin = >:bmH = H

| Lemal |

mmx

dx.

i 1 L
/ f(x) sin mnx de = Lby, — bm=— / f(z) sin
—L L L. L

J

Dokaz je kompletny. |
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Poznamka 5

Pomocou skalarneho sicinu zavedeného v Definicii 3 mézeme rovnosti (18) a
(19) zapisat v tvare

an:%<f(:c),cosn—zx>7 n € NU {0}, (20)
b= 7 (7@, sn ), neN. (21)

Pre komplexné koeficienty ¢, radu T' v exponencialnom tvare (11) mozno odvodit
analogické formuly

imrz

1 [k _ twgm 1
C”:ﬁ/;Lf(x)e L dx:ﬁ<f(a:),e Z >’ n € Z. (22)

Poznamka 6

| A\

Z praktického hladiska nie je Veta 1 prilis vhodna, kedze, ako sme ukazali, nutne
vyzaduje spojitost funkcie f. V mnohych aplikaciach sa vsak Casto analyzuja i
nespojité funkcie.

>
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Fourierov rad a koeficienty

InSpirovani vysledkom Vety 1 a Poznamkou 6 sa teraz obmedzime na trigonomet-
rické rady T', ktorych koeficienty an, bn, resp. cn, spliaju rovnosti (18), (19),

(18), (19), resp. (22) zmysel. KedZze plati

inwx
L

’cos@‘ <1, ’sin@’ <1, ’e_ =1, ze€[-L,L],
L L

je prirodzené uvazovat triedu funkcii f absolttne integrovatelnych na [—L, L]
L'Y[~L, L] := {f je lebesgueovsky integrovatelna na [—L, L]} . (23)

Pre kazdt funkciu f € £'[—L, L] st potom &isla an,bn,cn v (18), (19), (22)
korektne definované, kedze dané integraly konverguji (v Lebesgueovom zmysle)

‘Lif(w) cos?dw Sli‘f($) cos?‘dzﬁ/ﬁi\f(w)|dw<oo,

L L L
/ f(z) sin 2 4z < / ’f(w) sin n7r$’ dz < / |f(z)|dz < oo,
L L L L _L

’/L f(a:)eme” dx S/—LL ’f(a:)efimLm dx:li|f(x)\dx<m.
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Definicia 4 (Fourierovov rad a koeficienty)

Nech funkcia f € L'[~L,L]. Cisla an, b, definované vztahmi (18), (19) sa
nazyvaja realne Fourierove koeficienty funkcie f na intervale [—L, L] vzhladom
na trigonometricky systém S v (15). Podobne Eisla ¢, definované vzorcom (22)
sa nazyvaji komplexné Fourierove koeficienty funkcie f na intervale [—L, L]
vzhladom na exponencialny system S v (16). Tieto skutocnosti zapisujeme v
tvare f ~ (an, bn), resp. f ~ (cn). Prislusny trigonometricky rad 7" v (10),
resp. (11), sa potom oznacuje ako realny, resp. komplexny Fourierov rad funkcie

f na intervale [—L, L] vzhladom na systém S, resp. S.
- -

Poznamka 7

Poznamenajme, ze Fourierove rady zaujimaji v mnozine vietkych trigonomet-
rickych radov na intervale [—L, L] vynimocné postavenie. Z vysledku Vety 1
totiz vyplyva, ze kazdy trigonometricky rad T, ktory rovnomerne konverguje na
intervale [—L, L], je Fourierovym radom svojho suétu na [—L, L].

-~
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Definicia 5 (Parne a neparne rozsirenie funkcie)

Nech f je realna (komplexna) funkcia integrovatelna na intervale [0, L]. Funkcie
g a h definované na intervale [—L, L] s predpismi

f(@), z € (0, L],
f(@), zel0,L],

g(z) := { h(z) =< 0, x =0, (24)
f(_x)v T € [—L,O},
_f(_$)7 T € [_L7 0)7

sa nazyvaji parne a neparne rozsirenie funkcie f na interval [—L, L].

Poznamka 8

| A\

Funkcie g a h z Definicie 5 sa zrejme integrovatelné na intervale [—L, L], a
teda podla Definicie 4 maji na tomto intervale Fourierove rady (10). Kym
pre parneho rozsirenie g s Fourierove koeficienty b, = 0, n € N, pre neparne
rozsirenie h st Fourierove koeficienty a, = 0, n € NU {0}, ako vyplyva z (18)
a (19). Fourierov rad funkcie g sa preto nazyva kosinusovy rozvoj funkcie f
na intervale [0, L]. Podobne, Fourierov rad funkcie h sa oznacuje ako sinusovy
rozvoj funkcie f na intervale [0, L].

>
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Priklad 2

Uréme Fourierove koeficienty a rady funkcie g(z) = |z| na intervale [—2,2]
vzhladom na trigonometricky system S, resp. exponenciélny systém S. V tomto
pripade mame L = 2. KedZze funkcia g je spojitd na [—2,2], je integrovatelna
na [—2,2], t.j., g € £L*[-2,2]. Hladané Fourierove koeficienty an, b, a ¢, maji
potom podla (18), (19) a (22) tvar

1 2 2 1 2 1 2
—/ |z| dr:/ zdz =2, CO:—/ |z| dr:—/ zdz =1,
2 ) 2~ 0 4/ o ~~ 2 Jo

ag =
parna parna

1 % nmT % nmr per-partes 4
an = — |z| cos — da = xcos —dz = [cosnm — 1]

2 ) 2 0 2 n2m2

parna
4 0, n parne,
n
= [(-)" -1 = neN,
n<m

8 z
ey TN neparne,

1 /2 . nmx
bn = = |z| sin — dx =0, né€eN,
2/ 2

neparna
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Motivacia Fourierov rad Konvergencia

Priklad 2

1 [2 inwz i fo inwx 1 [2 inwz
cn:—/ lz|e” 2 da::——/ e 2 dr—l——/ ze 2 dz
4/, 4/ 4 Jo

per-partes 2 inm 0, n parne,
e it nez\ o).
T —n247r27 T neparne,

Pre realny, resp. komplexny Fourierov rad funkcie g na intervale [—2, 2] potom
podla (10), resp. (11) plati

(e o) (e o)
8 nnx 8 1 (2k — V)7
1-— E ——cos—=1—— cos ,
= n2m2 2 2 kzl (2k —1)2 2
n ne;érne -
oo (e o)
4 inra 4 1 i(2k—1)7a
1= E - 1- = e =z .
n2m2 2 Z (2k — 1)2
k=—oc0

n neparne
Poznamenajme, ze funkciu g v zadani prikladu mozno v kontexte Definicie 5 cha-
pat ako parne rozsirenie funkcie f(z) = z z intervalu [0, 2] na [—2, 2]. Nasved€uje
tomu v zhode s Poznamkou 8 aj ziskany kosinusovy rozvoj.

.
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Priklad 3

Najdime Fourierove koeficienty a rady funkcie h(z) = z na (=2,2) a h(£2) =0
vzhladom na trigonometricky system S, resp. exponencialny systém S. Opat
mame L = 2. V tomto pripade je vSak h neparne rozsirenie funkcie f(z) = x
pre z € (0,2) a f(2) = 0. Preto Fourierove koeficienty a, = 0, n € NU {0},
co =0 a pre by, ¢, podla (19), (22) plati

1 (2 2 . 4
bn:*/ 2 sin ot d:c:/ 2 sin % dg per%artesf(—l)n_l, n €N,
2 -2 2 0 2 nm

parna

1 2 _innmz per-partes 2i -
Cn = — ze 2 dz = — (=1)", neZ\{0}.
4./ o nm

Realny, resp. komplexny Fourierov rad funkcie h na intervale [—2,2] ma potom
podla (10), resp. (11), tvar

4 A (=11
Ayt sm@:_z< .
nm v

n=1 n=1
oo . oo
2i inma 2i (—l)n _inmwx

E — (=" = — E e
— nm ( ) T o= n
n#£0 n#£0
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Konvergencia Fourierovho radu

V predchadzajicej sekcii sme ukazali, ako mozno k danej f, ktord je absolatne
integrovatelna na intervale [—L, L], priradit realny, resp. komplexny Fourierov
rad T. Toto priradenie je vsak zatial iba formilne. Nevieme totiz, ¢i rad T
vobec konverguje na [—L, L], a ak konverguje, ¢i jeho sactom je prave funkcia
f. Podl'a Poznamky 7 vieme iba to, ze dana funkcia f je suétom najviac jedného
Fourierovho radu T, ktory rovnomerne konverguje na [—L,L]. V tejto sekcii
preto preskimame konvergenciu Fourierovych radov.

Definicia 6 (Po castiach spojita a po castiach hladka funkcia)

Funkcia f sa nazyva po castiach spojita na intervale [—L, L], ak ma na tomto
intervale iba koneéne vel'a bodov nespojitosti, pricom sa jedna iba o odstranitelné
nespojitosti alebo neodstranitelné nespojitosti I. druhu, t.j., skoky. Funkcia f sa
nazyva po castiach hladka na intervale [—L, L], ak f a jej derivacia f’ st funkcie
po Castiach spojité na intervale [—L, L].
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Priklad 4

a) Funkcia f(z) = sgnz je prikladom po €astiach hladkej funkcie na intervale
[—1,1], nakolko funkcie f a f’ st spojité na [—1,1] s vynimkou bodu z = 0, v
ktorom maja obidve funkcie nespojitost typu skok.

b) Funkcia f(z) = = nie je po Castiach hladka na [—1, 1], ba dokonca ani po

Castiach spojitd na 1], pretoze v bode x = 0 ma f i f’ nedstranitelnd
nespojitost Il. druhu. Konkrétne plati

L

hm f(z) =400, a lim f'(z)=—oco= lim f'(z).

z—0%t x—0— z—0+
c) Podobne funkcia f(z) = \/|z| nie je po Castiach hladka na intervale [—1, 1].
Hoci f je spojita na [—1,1], jej derivacia f' ma v bode z = 0 neodstranitelna
nespojitost 1. druhu, konkrétne lim,_, o+ f/(z) = 4o0.

d) Funkcia f(z) = 222, z € [-1,1] \ {0}, je po &astiach hladka na intervale
[—1,1], napriek tomu, ze f ani f’ nie st definované v bode z = 0. V tomto bode
viak f i jej derivacia f’ maji odstranitelné nespojitosti s konecnymi limitami
lim, o f(z) =1 a limy—0 f'(z) = 0.
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Priklad 5

Pre dané L > 0 uvazujme funkciu f s predpisom

0, ze€(-L,0),
flx) = {
L, z=(0,L).

Funkcia f nie je definovana v bodoch z = 0 a = L. Je v3ak integrovatelna
na intervale [—L, L], a preto je mozné k nej zostrojit Fourierov rad na [—L, L].
Realne Fourierove koeficienty maji podla (18) a (19) tvar

1 L
aO:—/ I;d"I?:L7
L Jo
1 L
an:—/ Lcos@dmzo7 n €N,
L Jo L

1 rL L 0, n parne,
bn:—/ Lsin@dx:—[l—cosmr]: n € N.
LJo L nw %, n neparne,
Koeficienty a,, b, st definované pomocou integralov, a preto nezavisia na hod-
notach f(0), f(£L). To ilustruje skutoénost, ze ak funkciu f zmenime v koneéne
vela bodoch intervalu [—L, L], jej prislusny Fourierov rad sa nezmeni.

o
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Dirichletova veta

Jeden z najvyznamnesich vysledkov v tedrii Fourierovych radov zaznamenal ne-
mecky matematik Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805 — 1859). Ako
prvy nasiel postacujiuce podmienky pre bodovi konvergenciu Fourierovho radu
T'(z) na intervale [—L, L] a zaroven v tomto pripade stanovil i jeho stcet.

Veta 2 (Dirichletova)

Nech redlna (komplexna) funkcia f je po castiach hladka na intervale [—L, L].
Potom jej Fourierov rad T' v (10) bodovo konverguje na [—L, L] a plati

. _
f(z )‘gf(l )7 IE(—L,L),
T(z) = (25)
%, z=—L alebox =L,
kde vyrazy f(z*) oznacujii jednostranné limity funkcie f v bode z, t.j.,
f@h) = lim f(t), flz7):= lim f(t).
t—zt >

Obzvlast, vo vsetkych bodoch © € (—L, L), v ktorych je funkcia f spojita, plati
rovnost T'(z) = f(z).

o
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Priklad 6

V Priklade 2 sme zostrojili Fourierov rad funkcie g(x) = |z| na intervale [—2, 2].
Funkcia g je po €astiach hladka na [—2,2], pretoze je spojitd na [—2,2] a jej
derivacia ¢’ = —1 pre z € (—2,0) a g'(z) = 1 pre z € (0,2), a tak
hm g'(x) = £1, lim ¢'(z) =—1, lim ¢'(z)=1.
T2~

z—0% z——21

Naviac mame g(—2%) = g(—2) = 2 = g(2) = g(27). Podla Dirichletovej vety 2
a vysledku v Priklade 2 potom plati rovnost

8 = 1 2k — V)7
g(r):‘x‘ZI_ﬁ,;l(?k—lP cos 5 , T €[-2,2].

Jednou z praktickych aplikacii teérie Fourierovych radov je efektivne stanovenie
suctov niektorych nekonecnych ciselnych radov. Ak v poslednej identite napriklad

polozime x = 0, ziskame hodnotu stctu Eiselného radu > T 1)2, konkrétne
—1)2 8
2 2k—1)2 B
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Priklad 7

Podobne v Priklade 3 sme nasli Fourierov rad funkcie h(z) = =
h(£2) = 0. Opét sa jedna o po €astiach hladkd funkciu na [—2, 2]
spojita na (—2,2), jej derivacia h'(z) =1 na (—=2,2) a

h(—=2T)=-2, h(27)=2, h(-2T)=1=hr'(27).
V silade s Dirichletovou vetou 2 a Prikladom 3 dostavame rovnost
( 1™ . nmx
h —=, ze(=22).
(@) =@ = Z = z € ( )

Ak v poslednej identite napriklad polozime x = 1, ziskame formulu

4 = (==t nr 4= 1 (k—l (=prt
1=— —— sin— = — sin = —
w; n 0T nlglzk—1 ' Z

!

1

oo} k T
; 2k:—1 T

a(-22)a
retoze h je

lkl

2k —1
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Do6kaz Dirichletovej vety — nastroje

Pre dékaz Dirichletovej vety najprv odvodime niekol'ko pomocnych vysledkov.

Nech L > 0 je dané a nech f : R — R je 2L-periodicka funkcia integrovatelna
na intervale [—L, L]. Potom pre kazdé realne &islo a je f integrovatelna i na
intervale [—-L + a, L + a] a plati

/Ha (@) dx:/i f(z) da. (26)

—L+a

Dokaz Lemy 2.
Z periodickosti funkcie vyplyva, ze f(x + 2L) = f(z) pre kazdé z € R. Potom
L+a L L+a
/ flx)dz = / f(z)dz + / f(z)dz (27)
—L+a L

—L+a

V poslednom integrale zavedieme substittciu ¢ = x — 2L, pricom dostaneme

/Ha Fz)do = /:Ha F(t+2L) dt = /;Ha F() dt = /:LLM (=) da,

L L N—_—— —
f(#)
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Dékaz Lemy 2 (pokracovanie).

Dosadenim ziskaného vyjadrenia do rovnosti (27) napokon mame

i T i — i " i@t / ;Haf(z) do = [° LL f(z) da,

—L+a —L+a

¢o ukazuje platnost formuly (26). [ |

Lema 3

| A\

Pre kazdé N € Ng a x € R\ {2kw, k € Z} plati rovnost’

sin (N—l—%)x

8 @
S b

N
QZcosnx: 1+ (28)
n=0

| A\

Dékaz Lemy 3.

Vyuzijeme metédu matematickej indukcie. Nech z € R\ {2k, k € Z} je dané.
Pre hodnotu N = 0 rovnost (28) ocividne plati. Predpokladajme, ze identita
(28) je pravdiva pre N = M, kde M € Ny, t.j.,

sin(M+ %)x

8- a2
SlIl2

(29)

M
22 cosnr =1+
n=0

A\
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Dékaz Lemy 3 (pokracovanie).

Pre hodnotu N = M + 1 potom s vyuzitim rovnosti (29) a trigonometrickych
vzorcov v dbkaze Lemy 1 postupne mame

M+1 M
2 Z cosnx = 2 (Z cosnz) +2cos (M + 1)z

n=0 n=0

+2cos (M + 1)z

sin (M + 1)z
@), sin(M+3)
sin 5

" sin(M+%)a:+2sin% cos (M + 1)z

s @
S )

+sin(M+%)x+sin[—(M+%)x}—i—sin[(M—i—l)-i—%]x

sin Z

2
_ +sin[(M+1)+%]a:
sin § ’
teda formula (28) plati i pre hodnotu N = M + 1 a dékaz je hotovy. [ |
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Poznamka 9 (Dirichletovo jadro)

Postupnost funkcii {Dy (z)} s predpismi

sin (N + %)z
Dy(z) = M N € Ny, (30)

8- a2
SlIl2

sa nazyva Dirichletovo jadro. Kazda z funkcii Dy pre N € N je parna, 27-
periodicka a triedy C*° na mnozine R\ {2k, k € Z}, pricom v bodoch z = 2k,
k € Z, ma odstranitelné nespojitosti s limitami limy_,orr Dn(z) = 2N + 1.
Pomocou (28) mozno funkcie Dy zapisat v tvare

N N
DN(az):2Zcosnr—1:1+2Zcosnr. (31)

n=0 n=1

Naviac, integraciou tejto identity v medziach od —7 do 7 dostaneme formulu
s
/ Dy (z)dz = 2m  pre kazdé N € Np. (32)
—T

Poznamenajme, Ze pre L > 0 sa Dirichletovo jadro substitiiciou = 7= pre-
transformuje na 2L-periodicki funkciu a vzorec (32) nadobudne tvar

L
Dy (ls) ds = 2L pre kazdé N € Ny. (33)
L L

w
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Lema 4
Nech funkcia f je integrovatelna na intervale [—L,L]. Pre dané N € N oz-

nacme T jej Fourierov trigonometricky polyném na [—L, L], t.j., trigonomet-
ricky polyném v (9) s koeficientami v (18) a (19). Potom plati formula

T ( 2L/ £0) (( ))dt ze[-L, L. (34)

Dokaz Lemy 4

>
| A\

Symbolom I oznaéme integral na pravej strane rovnosti (34). Upravime ho
vyuzitim reprezentacie Dirichletovho jadra Dy v (31). Postupne mame

L

7@ 1 (t—:c) 1
/ f(t)dt + Z / Ft)cos T gy = = f(t) dt
+Z / {Cos—tcos%-l—sin%ﬂt sinn—zx} dt:% (%/j;f(t)dt)
al Tz
+ [( f@) Cos—dt> cos——i— ( f@) sm—dt) i }
2 [GL L, I

Z poslednej rovnosti a identit (18), (19) a (9) uz ihned vyplyva tvrdenie lemy. B

i



Motivacia Fourierov rad Konvergencia Aplikacie Hilbertov priestor

Lema 5 (Riemannova—Lebesgueova)

Nech realna funkcia f je lebesgueovsky integrovatelna na netrividlnom intervale
[a,b]. Potom plati

b b
lim / f(x) coswzdz =0 a lim / f(z) sinwzdz = 0. (35)
a a

|w|—o0 |w|—o0

Dékaz Lemy 5.

Dokazeme prvii z rovnosti v (35). Pre jednoduchost budeme predpokladat rie-
mannovsk( integrovatelnost funkcie f na [a,b]. Pre e > 0 existuje delenie

Dp:ia=z0<z1< - <Tp-1<zpn=2>0

intervalu [a, b] s vlastnostou
b n -
0< / f(z)dz — Zmz (s —mi—1) < g M= inf { f(z), @ € [wi—1, x4]}
@ i=1

(jedna sa o aproximaciu f:f(ac) dx pomocou dolného integralneho stctu).

Mnozina {mi,...,mn} je zrejme ohranicena, t.j., existuje K > 0 tak, ze
|mi| < K pre kazdé ¢ = 1,...,n. Uvazujme na [a, b] funkciu g definovani
g(z) :=m; prex e (931'—17 a:i), i=1,...,n.
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Dékaz Lemy 5 (pokracovanie).

Funkcia g je po Castiach konstantna, a teda integrovatelna na [a, b], pricom

b n
/ g(x)dz:Zmi (Ii—zifl).
@ i=1

Okrem toho plati g(z) < f(x) pre kazdé z € [a, b]\{zo, ..., zn}. VySSie uvedend
nerovnost potom moézeme zapisat v tvare

os/lbf(z>dx—ébg<z>dz:[1b (@) - g(@)) do < 5.

Zvolme nejaké w € R\ {0}. Pouzitim trojuholnikovej nerovnosti postupne mame

— g(z)] coswz + g(z) coswz) dz

/ f(x) coswzdz

b
< 4F / g(z) coswz dx
a

/ [f(z) — g(x)] coswzdax

b b
S/ |f(x) — g(z)| | coswz| dz + / g(z) coswzdz
a N——— —— a

f(@)—g(z) <1
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Dékaz Lemy 5 (pokracovanie).

n €T
e i
T) — ]dz + / z) coswzdz| < = + m~/ cos wz dx
/[f()g Zm [
<s
5 sin wx € o
<= +Z|mz\ [ } < -+ — Z|mz\ [sinwz; — sinwz;—1
2 zica| 2 el I

<f Z(\ |+ p<+ Z i

< - sin wx; sinwz; _1]) < = + — :7 —_—

2 || = _—— 2 lw| = |w|

<1 <1
Odvodili sme teda nerovnost
2nK
) coswz dz| < % + n_| pre kazdé w € R\ {0}. (36)
w
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Dékaz Lemy 5 (pokracovanie).

N
3
|

= 0, existuje dostatocne velké wo € R tak, aby pre

kazdé |w| > wo platila nerovnost 2% < £ Vyuzitim (36) potom dostavame

[wl

Ked'ie hmw_mo

[w]

b
/ f(z) coswzdx

< %4_% =¢e pre kazdé |w| > wp.

Nakolko € > 0 bolo zvolené lubovolne, poslednd nerovnost je podla definicie
limity v nevlastnom bode ekvivalentna s rovnostou

b
lim / f(x) coswzdx =0,
a

|w|—o0

t,j., plati prva identita v (35). Analogicky sa dokaze i druha formula v (35). W

| A\

Poznamka 10

Jednoduchou aplikaciu Eulerovej identity el = cosa + isin @, a € R, vyplyva
priamo z rovnosti v (35) i platnost formuly

b .
lim / f(z)e“?dz = 0. (37)
|w] =00 /g

o



Motivacia Fourierov rad Konvergencia Aplikacie Hilbertov priestor

Dokaz Dirichletovej vety

Pristipime teraz k samotnému dékazu Dirichletovej vety. Nech f je funkcia po
Castiach hladka na intervale [—L, L] a nech T je jej odpovedajici Fourierov
trigonometricky polyném (t.j., trigonometrické polynémy s koeficientami (18) a
(19)). Nasim cielom je ukazat, ze plati

fet) + f=7)

5 pre kazdé z € (—L, L). (38)

lim 7] =
Uvazujme 2L-periodické rozsirenie funkcie f na celt redlnu os. Bez ujmy na
vieobecnosti budeme toto rozsirenie oznacovat rovnako f. Nech z € (—L, L) je
pevné. V integrale (34) zavedieme substitiiciu s =t — z. Dostaneme

- ( )) s=t—x, ds=dt
TN(I)* / f( )DN< dt = ‘ L ~ —L—z, L~ L—=x

1 =2 s
=51/, f@+9)Dn (f) ds.
Z Poznamky 9 vyplyva, ze integrand posledného integralu je 2L-periodicka funk-
cia. Podla Lemy 2 (s a := —z) potom mame

1/7LL:T%f(I+S)DN(L>dS_*/ fl‘+8)DN(L)d (39)

Tn(z) = BT
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Podla Poznamky 9 je Dirichletovo jadro Dy (Z£) péarna funkcia. Preto integral
v (39) prejde po zamene premennej s — —s na tvar

Tn(z) = / flxz—3) DN( ds——/ f(z—s)Dn (%3) ds. (40)
Aritmetickym priemerom rovnosti (39) a (40) ziskame formulu
Ty (z) = / w Dy (%) ds. (41)

Naslednou aplikaciou identity (33) v Poznamke 9 mame

feEt) + =)

Tn(z) — 5

I

eI @ ) (1), L [F LEDRIET) (7o

A J_n 2 N L

fEH)+fE—)
2

!

Lt oo feh) S p (o,

oL J_1 2 i

(42)
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Dirichletovo jadro Dy (Z2) sa pomocou svojej definicie v (30) prepise

7
. Nms
TS sin Nms
Dy (—) = L + cos
L tg5r

Zaved me funkcie

fla ) fo=5)= f@)=f(=3)

g(s) == 5 ,
hs) o= {EH D+ F@—9) = fa¥) = @)
’ 2tg 57 ’

Funkcie g a h (premennej s) st po Castiach spojité na [—L, L], a teda i inte-
grovatelné na [—L, L]. Je to zarucené jednak predpokladmi o funkcii f, a jednak
vypoctami lims—0 g(s) =0, lim, ,;— h(s) =0=1lim, , ;+ h(s) a
1o _ e
lim h(s) =1]0/0, I'Hosp.| = lim fle jr_ =/ fj 5) = :I:£ [f'(z+) - f(=7)].
s—0E s—0% i cos—2 3L T

Pomocou funkcii g a h sa potom integral v (42) vyjadri v tvare

NRCRETIC IR Z i Nrs L . Nms )
Tn(z) — — — =5 /7L (g(a) cos — + h(s) sin = ) ds.

Podla Riemannovej-Lebesgueovej lemy 5 posledny integral pre N — oo konver-
guje do nuly, é&im je dokazané tvrdenie v (38).
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Dirichletova veta 2 udava postacujice podmienky bodovej konvergencie Fourie-
rovho radu (10) na [—L, L], nie véak nutné podmienky. Ich optimalne zoslabenie
dodnes nie je aplne vyrieseny problém. Ukazuje sa totiz, ze sa jedna o velmi
delikatnu zalezitost.

(du Bois—Reymond, 1876) — Existuje funkcia f spojitd na [—L, L], ktorej Fou-
rierov rad diverguje aspon v jednom z € [—L, L].

(Kolmogorov, 1922) — Existuje funkcia f integrovatelna na [—L, L], ktorej Fou-
rierov rad diverguje pre kazdé x € [—L, L].

(Carleson, 1966) — Ak pre funkciu f plati, Ze |f|? je integrovatelna na [—L, L],
potom jej Fourierov rad bodovo konverguje skoro vsade na [—L, L].
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Jordanovo kritérium a jednoznacnost radu

Jednym z najznamejsich kritérii rovnomernej konvergencie Fourierovych radov je
tzv. Jordanovo kritérium. Pripomenme, ze podla Poznamok 6 a 7 rovnomerne
konvergujace Fourierove rady (10) odpovedaja vyhradne spojitym funkciam f(x).

Veta 3 (Jordanovo kritérium rovnomernej konvergencie)

Nech realna (komplexnd) 2L-periodické funkcia f je spojita na intervale [—L, L]
a jej prva derivécia f' je po Eastiach spojitd na [—L, L]. Potom jej Fourierov rad
(10) konverguje rovnomerne na celom R so sictom f(x).

Poznamka 11

Podobne ako mocninové rady, tak aj trigonometrické rady st jednoznaéne urené
svojim sactom. PresnejsSie, ak dva trigonometrické (nie nutne Fourierove) rady

[e’e} B [e'e}
ao nwx . nrx ag . nwx . . MTT
— =+ E (a cos — + b sm—) , — + E (a cos — + b, sin —) ,
e\ L o L PR A L T L

maja rovnaky sacet skoro vsade na R, potom plati ap = ag, an = a;,, bp, = b,
pre kazdé n € N. Tento vysledok sa oznacuje ako Heineho—Cantorova veta.

o
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© Aplikacie Fourierovych radov — rovnica vedenia tepla
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Uloha o vedeni tepla s nulovymi krajmi

Priklad 8

Stanovme rozlozenie teploty u(z,t) v kovovej tyéi (stcinitel teplotnej vodivosti
o® =1 cm?/s) s dizkou L = 50 cm, ktora ma na zaciatku konstantn teplotu
20°C a ktorej krajné body sa udrziavané na teplote 0°C.

Predlozena fyzikalna situacia je ekvivalentna s okrajovou alohou (1)—(3), t.j.,

Ut = Uz, |&,1t] € (0,50) x (0,00),
u(z,0) = f(z) =20, =z € (0,50), wu(0,t)=0=u(50,t), te(0,00).

V prvej prednaske sme odvodili jej riesenie u v tvare

© Y1,27T2,
u(z,t) = > bpe” E0 sin % [z, 1] € [0,50] x [0, 00),
=l

kde cisla b,, st podla (7) a Poznamky 8 Fourierove koeficienty neparneho rozsire-
nia funkcie f na cely interval (—50,50). V sulade s (19) teda mame
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2 50 0 0, n parne,
bn = — QOSin@dr:—(l—cosnw): n €N,
50 Jo 50 nm 80 " neparne,

nmw’
a tak napokon dostaneme

oo

80 _n2x2%t
uz,t)= Y e Sm%, [z,1] € [0,50] x [0,00).  (43)
n=1
n neparne

Z rozlozenia teploty tyce v (43) vidime, ze bude pomerne rychlo (exponencialne)
klesat s rasticim asom. Maximalna teplota sa bude vd'aka symetrii alohy pre
kazdy cas t > 0 nadobudat vzdy v bode = 25. Po dostatocne dlhom ¢ase sa
v tyci ustali Casovo nezavisla rovnovazna teplota v(z) = lim;—, o u(z, t), ktora v
nasom pripade je v(z) = 0 na [0, 50].

Za aki dobu od zaciatku experimentu klesne teplota v celej tyci pod 1°C? V rade
(43) pouzijeme z = 25 a jeho prvy ¢len (n = 1) ako odhad teploty. Dostaneme

80 _ a2 25 2500 . 80
om0 gin o <1 = t> 2" In S A~ 820 s~ 14 minat.
T 50 2 Uis
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Uloha o vedeni tepla s nenulovymi krajmi

Zameriame sa teraz na vieobecni okrajovii tlohu (1)—(3) s nenulovymi teplotami
T1, T>. Rovnovazna teplota v(z) = lims— o u(x,t) nezavisi na ¢ ani na okrajovej
podmienke f(z). Preto jej dosadenim do rovnice vedenia tepla (1) dostaneme

vi =0V =— v'(2)=0 = w(@)=Az+B, ABER.
—

0

Nezname konstanty A, B uréime pomocou okrajovych podmienok v(0) = 77 a
v(L) = T>. Nasledne odvodime

v(@) = (T —T1) T +T, z€[0,L]. (44)
Riesenie u okrajovej alohy (1)—(3) budeme uvazovat v tvare
u(z,t) = v(x) + w(z,t),
kde w je riesenie okrajovej alohy s nulovymi krajmi
wi = &P waz, € (0,L) x (0,00),

w(z,0) = f(z) —v(z), z€(0,L), w(0,t)=0=w(L,t), te€(0,00).
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Aplikacie

Hilbertov priestor

Riesenie w je dané formulou (6), t.j.,

oo
_a2 2 a?n2x2¢ nwx
E sin ——,

T [z,t] € [0, L] x [0, >0),

kde b, su Fourierove koeficienty neparneho rozsirenia funkcie f — v na cely
interval (—L, L), teda

_ %/OL[f(r) — v(z)] sin?dm7 n € N.

Pre hl'adané rozlozenie teploty u v tyci napokon plati vzorec

(45)

u(z,t) =v(x) + w(z, t) = (T —

Tl) + T
= _aZn2x2  pag
+ ane L2 sin < [x,t] €0, L] x [0,00) (46)
=l

s koeficientami b, z (45).
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Priklad 9

|

Najdime rozlozenie teploty u(z,t) v kovovej tyci (stcinitel teplotnej vodivosti
2 =1 cm?/s) s dlzkou L = 30 cm, ktora ma na zaciatku teplotu

u(z,0) = f(z) =60 — 2z, =z € (0,30),
a ktorej krajné body st udrziavané na stalych teplotach
u(0,t) =Th = 20°C, wu(30,t) =T» = 50°C, t€ (0,00).

Podl'a (44) je rovnovazna teplota v(z) = z + 20, = € [0, 30]. Celkové rozlozenie
teploty u(z,t) ty€e pre [ubovolny €as t > 0 je dané formulou (46). Vypocitame
prislusné Fourierove koeficienty b,,. Podla rovnosti (45) plati pre n € N

300 z
1 30 300 = n parne,
bn = — (40 — 3x) sinwdx:—(fmosrm—ll): "
15 Jo 30 nm _ 2700 n neparne
nmw °
Pre teplotu u napokon dostavame vzorec
150 _ k22t kmx
u(xz,t —:c+20+— = 225 sin ——
(z,t) Z T
2700 <= 1 (2k—1)2n2¢ 2k — 1
- Z e~ 900 sinw7 [z,t] € [0,30] X [0, c0).
g 2k —1 30
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Poznamka 12

V Priklade 8 sme ukazali, Zze nulové okrajové podmienky w(0,t) = 0 = u(L,t)
viedli na sinusovy rozvoj zaciatocnej teploty f, pricom koeficienty b, tohto
rozvoja boli Fourierove koeficienty neparneho rozsirenia funkcie f na cely in-
terval [—L, L]. Podobne sa da ukazat, ze nulové okrajové podmienky typu

uz(0,8) = 0 = ug (L, t) (47)

vedd na kosinusovy rozvoj zaciato€nej teploty f. V tomto pripade odpovedajice
koeficienty a, st Fourierove koeficienty parneho rozsirenia funkcie f na cely
interval [—L, L]. Okrajové podmienky (47) vyjadruja fyzikalnu skutocnost, ze
krajné body tyce st tepelne izolované, t.j., neprechaddza nimi ziadne teplo.

| A\

Poznamka 13

Okrajové podmienky typu (2)—(3), t.j., vyskytuja sa v nich len funkéné hodnoty
na okraji danej mnoziny, sa v matematike €asto nazyvaju Dirichletove. Okrajové
podmienky typu (47), t.j., vyskytujd sa v nich len funkéné hodnoty derivacii na
okraji danej mnoziny, sa oznacuji ako Neumannove okrajové podmienky. V prak-
tickych alohach sa Casto pracuje s tzv. zmiesanymi okrajovymi podmienkami.
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Priestory so skalarnym sacinom, Hilbertov priestor

Definicia 7 (Priestor so skalarnym stcinom)

Nech P je linearny priestor nad C. Zobrazenie (-,-) : P x P — C splnajiice pre
kazdé z,y,z € P a kazdé «, 8 € C vlastnosti
(i) (z,z) >0a (z,xz) =0 <= =z =0 (pozitivna definitnost),
(ii) (z, y) = (y, z) (konjugovana symetria),
(i) (az + By, z) = a(z, z) + B (y, ) (linearita v prvej zlozke),

sa nazyva skalarny sacin na priestore P a dvojica (P, (-,:)) sa oznaCuje ako
priestor so skalarnym sacinom alebo aj unitarny priestor.

Poznamka 14

| A\

Z axiém (ii) a (iii) skalarneho stcinu v Definicii 7 vyplyva jeho anti-linearita v
druhej zlozke, t.j., pre kazdé z,y,z € P a «, 8 € C plati

(z, ay + Bz) = (ay + Bz, z) = A (y, o) + B (2, x) =z, y) + B (z, 2).

i
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Nech P je priestor so skalarnym sicinom. Potom platia nasledujice tvrdenia.

(i) Pre z,y € P plati tzv. Cauchyho—Schwarzova—Bunakovského nerovnost
(@, )|* < (@, 2) (9, v). (48)

(ii) Linearny priestor P je normovany s normou ||z| := /(z, z), € P.
Obzvlast, P je metricky priestor s metrikou p(x,y) := ||z — y||, =,y € P.

(i) Skalarny sicin (-, -) je spojitym zobrazenim z P x P do C vzhladom na p.

Dékaz Propozicie 1.

Dokazeme tvrdenie (iii). Nech {z}, {yn} C P st dve postupnosti, ktoré konver-
guji v P v metrike p, t.j., existuja z,y € P tak, ze ||z, —z|| = 0a ||lyn—y| — 0
pre n — co. Pomocou axiém skalarneho stcinu a nerovnosti (48) odvodime

|<In7 yn) — (2, y>| = |<In7 Yn) = (T, yn) + (2, yn) — (z, y)l
= [(zn — 2, yn) + (2, yn — )| < [{zn — 2, yn)| + (2, yn — v)]

48)
< llzn = @l lynll + [zl lyn — yll — 0 pre n — oo,

pretoze postupnost {||y» ||} je ohrani€ena. Preto limn— oo (Zn, yn) = (z, y). MW
i



Hilbertov priestor

Definicia 8 (Ortonormalny systém vektorov)

Nech P je unitarny priestor. Podmnozina S C P sa nazyva ortogonalna, ak pre
kazdé dva rézne vektory z,y € S plati (z, y) = 0, t,j., si kolmé. Ak naviac
||z|| =1 pre kazdé z € S, potom sa podmnozina S oznacuje ako ortonormalna.

Uplny unitarny priestor sa nazyva Hilbertov priestor. Fundamentalny vyznam
(hlavne v praktickych aplikaciach v technike a fyzike) maji tzv. separabilné
Hilbertove priestory, t.j., Hilbertove priestory so spocitatelnou ortonormalnou
bazou. Prikladom separabilného nekoneénorozmerného Hilbertovho priestoru je

P {{mn}f_o CC, D lal’< 00} : (49)

n=0

Skalarny sacin je v tomto priestore definovany predpisom

({ea} {yn}) =D eaTn, {zn} {vn} €2 (50)

Kazdy separabilny nekonecnorozmerny Hilbertov priestor je izometricky izomor-
fny s priestorom [2. Okrem toho kazda ortonormalna podmnozina S separabil-
ného Hilbertovho priestoru je najviac spoéitatelna.
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Pre dany netrivialny kompaktny interval [a,b] C R uvazujme nezaporni (lebes-
gueovsky) integrovatelnda funkciu w : [a,b] — R s vlastnostou

b
/ w(z)dz > 0.
V dalsom vyklade sa budeme podrobnejsie zaoberat priestorom
L3[a,b] == {f : [a,b] = C, w|f|* je lebesgueovsky integrovatelna na [a,b]} .

Jedna sa o Hilbertov priestor so skalarnym si€inom a normou tvaru

b —_
(f, g) = / w(z) f@) g@)dz, f,g€ £3a,8], (51)

b
If1l:=VA{fs £ = \// w(z)|f(@)Pde, f€ Lyla,b). (52)

Poznamka 15

Hilbertov priestor £2[a, b] je separabilny, nekonecnorozmerny a izometricky izo-
morfny s priestorom I? v (49) (pozri Vete 7). Naviac z Cauchyho—Schwarzovej—
Buhakovského nerovnosti (48) vyplyva inkltzia £2[a,b] C Ly, [a, b].
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Fourierove koeficienty a Fourierov rad

Definicia 9 (Fourierove koeficienty a Fourierov rad)

Nech S = {¢n,n € No} C L3 [a,b] je ortonormalna podmnozina, t.j.,
(pn, pm) = 0 pre kazdé m,n € Ng, m #n, a ||¢n|| =1 pre kazdé n € Np.
Pre f € £2]a, b] sa komplexné cisla definované

b
eni={f, on) = [ w(@) @ Pa@)do, n €N, (53)

nazyvaju Fourierove koeficienty funkcie f vzhladom na systém S. Nekoneény
rad > > | cn ¢ sa oznacuje ako Fourierov rad funkcie f vzhladom na S.

ot
Nech {sn} oznauje postupnost Eiastoénych siuctov Fourierovho radu funkcie
f € L2 [a, ] vzhladom na ortonormalny systém S, t.j.,

N
SN = ch ¢n s koeficientami co, ..., cx z (53), N € Np. (54)

n=0

Nasim cielom je preskimat, kedy limy o S5 = f v norme priestoru £2[a, b].
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Nech S = {¢n,n € No} C L3,[a,b] je ortonormalna podmnozina, f € L3,[a, b]
Je dana funkcia, {c.} s Fourierove koeficienty v (53) a N € Ny je dané. Potom

pre kazda (N + 1)-ticu komplexnych ¢isiel do, ..., dn plati nerovnost
N
If = snll < |[f =D dnon, (55)
n=0
pricom rovnost nastane prave vtedy ked d, = ¢, pre kazdén € {0, ..., N}.

| A

Dékaz Vety 4.

Polozme I := ||f — S_N dy ull. Vyuzitim zakladnych vlastnosti skalarneho
sacinu v Definicii 7 a Propozicii 1 a systému S v Definicii 9 postupne mame

N 2 N N
P Hf— S d o =<f— S o f—zdn%>
n=0 m=0 n=0
N N

N
=\l - E y Pn) — dm my 4 dm% m; Pn
(£, ) T; (f, ¥n) mZ:O <s0_f> m;:o (pm), ¥n)

Cn @ Smn
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Doékaz Vety 4 (pokracovanie).

N N N
n=0 m=0 n=0
B N . - N
= <f7 f) + Z (dndn —dnCn —dncn +Cna> - chﬁ
n=0 n=0
‘Cn‘Q
|dn—cn |2
o 2 o 2
== |eal” + > |dn — cnl
n=0 n=0
nezavisi na dg, ..., dN toto je >0, nulové pre dy,=cp,
Z tejto analyzy vyplyva, ze hodnota I, ako funkcia premennych do, ..., dn, je
minimalna prave pre volbu d,, = ¢, pre kazdé n =0, ..., N. Teda dostavame
N
I>1I(co, ..., cN) = ’f— > enen| =If = snll,
n=0
¢o dokazuje platnost nerovnosti (55). [ |
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Poznamka 16

|

Vysledok Vety 4 ukazuje, ze spomedzi vsetkych linearnych kombinacii funkcii ¢y,
aproximujii funkciu f v istom zmysle, t.j., v L2-norme, najlepsie prave ciastocné
stcty Fourierovho radu funkcie f vzhladom na systém {¢,}. Konkrétne, pre
kazdé N € Ny a pre kazdua (N + 1)-ticu do, ..., dn € C plati

N 2
Hf-zwn W =3 fenl? +z|dn—cn| (56)
n=0

n=0
chyba aproximacie

>
| A\

Dosledok 1 (Besselova nerovnost)

S oznacenim Vety 4 plati pre kazdé f € L2 [a,b] a kazdé N € Ny identita

2

N
||f||2 Z |Cn| f - Z Cn Pn (57)
n=0
Obzvlast, pre kazdé N € Ny plati tzv. Besselova nerovnost
ol 2
> len|” < 1I£I2 (58)
n=0




Hilbertov priestor

Dékaz Désledku 1.

Formula (57) ihned vyplyva z rovnosti (56) volbou d, :=¢n, n € {0, ..., N}.
Besselova nerovnost (58) je potom priamym désledkom vzorca (57). |

Poznamka 17

Vyznamnym désledkom Besselovej nerovnosti (58) je fakt, ze rad > |cn|2 je
konvergentny pre kazdé f € £2[a, ], t.j., postupnost {c,} je prvkom Hilbertovho
priestoru [ v (49). Fourierove koeficienty ¢, potom nutne splhajo podmienku
limy,— 00 ¢, = 0, ktora koresponduje s Riemannovou—Lebesgueovou lemou 5.

Désledok 2 (Parsevalova rovnost)

S oznacenim Vety 4 plati pre f € £2[a,b] tzv. Parsevalova rovnost

> Jenl? = I1£112 (59)
n=0

préve vtedy, ked Fourierov rad Y °°  cn ¢n = f v norme priestoru L3, [a,b].
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Dékaz Désledku 2.

Uvedena ekvivalencia bezprostredne vyplyva z formuly (57) pre N — oc. |

Priklad 10

Nech L > 0 je dané. Pre volbu funkcie w(z) = 1 na intervale [a,b] = [-L, L]
st vyznamné priklady ortonormalnych systémov funkcii v Hilbertovom priestore
L?[—L, L] trigonometricky a exponencialny systém z Poznamky 4, t.j.,

{ 1 1 nrtx 1 | nnx E N} { 1 inge G Z} (60)
—, —— CcoOS——, — sin——, n X ——e ,n .
V2L VL L VL L V2L

Prikladom ortonormalneho systému v priestore £2[—1, 1] je systém polynémov

1 2n 41 d™ n
Rn(z) := T 5 d:ci"(xz —1)", n € Np. (61)

Ortonormalny systém (61) vznikol Gramovym—Schmidtovym ortonormalizaénym
procesom pre linearne nezavisld mnozinu polynémov {z"}52, v Hilbertovom
priestore £?[—1,1]. Polynémy R, n € Ny, definované v (61) st vhodnymi kon-
stantnymi nasobkami tzv. Legendreovych polynémov. Tejto téme sa budeme
podrobnejsie venovat dalej v Priklade 18.

o
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Priklad 11

Pre dant funkciu f € £L2[~L, L] nie je tazké odvodit savislost medzi trigono-
metrickymi Fourierovymi koeficientami a, a b, v (18) a (19) a Fourierovymi
koeficientami ¢, v (53). Konkrétne, plati

aoV'L = coV'2, {anVL, b VL, n € N} = {cn, n € N}

Besselova nerovnost (58) ma v tomto pripade tvar

1 L
2 2 2
> (el +10u?) < 7 [ 1@ e

Ak platia predpoklady Dirichletovej Vety 2, Parsevalova rovnost (59) ma tvar

2 o =
9+ 5™ anl? +0u?) = 7 [ 17@)2do. (62)

N
V)
3
Il
-
|
t~
\

Priklad 12

Aplikaciou Parsevalovej rovnosti (62) v Prikladoch 6 a 7 ziskame identity
4 2

= 1 s = 1 s
2 GioniTes w6

k=1
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Rieszova—Fischerova veta

Nech S = {¢n, n € No} je nejaky ortonormalny systém funkcii v priestore
L2 [a,b]. V Désledku 2 sme odvodili nutnii a postacujicu podmienku na to, aby
pre dand funkciu f € £ [a,b] prislusny Fourierov rad Y% ¢y ¢n konvergoval
v norme k funkcii f. Konkrétne, plati ekvivalencia

N

f_zcnﬁan

n=0

oo
=0 < rad |cn|2 konverguje so sactom || f|%.
n=0

lim
N — o0

V nasledujicom vyklade tieto poznatky podstatne rozsirime. Obzvlast, ukazeme,
ze pre dany ortonormalny systém S st Fourierove rady > | cn ¢n jediné kon-
vergentné rady v priestore £2[a, b] (vid Désledok 3).

Nech S = {gpn, n € NO} Jje ortonormalna podmnozina v £2[a, b] a nech {c, }5>
Je postupnost komplexnych cisiel s vlastnostou, ze rad Y > cn ¢n konverguje k
funkcii f v norme priestoru £*[a,b]. Potom Y e Cn Pn je Fourierov rad funkcie
f. tj., €isla ¢n, n € No, sa Fourierove koeficienty funkcie f definované v (53).
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Dékaz Lemy 6.

Vyuzijeme spojitost skalarneho sacinu v Propozicii 1(jii). Pre dané n € Ny plati

(f, on) = <mlgnoo (Z Ck %) ) e0n> = lim < <Z Ck %) ) sﬂn>
jry k=0

m
lim E c = lim ¢, =c
m—»ook . k <§0k7 4Pn> 0 T,

Skn

¢o so zretelom na (53) dokazuje tvrdenie. [ |

Poznamka 18

| A

V predpokladoch Vety 1 sme pozadovali rovnomernt konvergenciu trigonomet-
rického radu (10), t.j., konvergenciu v maximalnej norme priestoru C[—L, L],
kym v Leme 6 ndm na dosiahnutie rovnakého vysledku — rad je Fourierovym
radom svojho sictu — stacila konvergencia radu iba v norme priestoru £2,[—L, L].
Kedze plati inkltzia C[~L, L] C £L2[—L, L], v tomto kontexte Lema 6 v pripade
trigonometrického systému S v (60) vylepsuje vysledky Vety 1. Na druhej strane
je nutné dodat, ze v priestore C[—L, L] je konvergencia v maximalnej norme
silnejsia poziadavka nez konvergencia v norme Hilbertovho priestoru £2[—L, L].
o
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Veta 5 (Rieszova—Fischerova)

Nech S = {¢n,n € No} je ortonormalna podmnozina v priestore L3,[a, b] a nech
{en}sZo je lubovolna postupnost z priestoru I* v (49). Potom rad "5 cn ¢n
konverguje v priestore L [a,b], t.j., existuje funkcia f € L2 [a,b] taka, Ze plati
konvergencia Y ¢n on = f v norme. Naviac, Cisla c,, n € No, st Fourierove
koeficienty funkcie f vzhladom na systém S.

| A

Dokaz Vety 5.

Nech {cn }nZo je dané ako v predpokladoch vety a uvazujme postupnost { fr }n=g
prvkov priestoru £2[a, b] definovant f,, := D r—o Ck Pk, m € No. Ukazeme, ze
postupnost {f,.}52, je cauchyovska v priestore £2 [a,b]. Pre n > m mame

an_fm||2: chwk—zck% = Z Ck Pk
k=0 k=0 k=m-+1

n n n
=< Do |, | D aw >= D ckTi{prs @)

k=m+1 l=m+1 k,l=m+1
9]

= i = |l (63)

i
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Doékaz Vety 5 (pokracovanie).

Podla predpokladov nekonecny rad >~ >° |cn‘2 konverguje, a preto podla Cau-
chyho—Bolzanovho kritéria konvergencie plati
n
pre kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze pre kazdé n > m > ng plati Z |ck|2 < &2
k=m+1

(inymi slovami, postupnost Ciastoénych sactov radu >->° |cn‘2 je cauchyovska).
So zretelom na identitu (63) je v3ak tento vyrok ekvivalentny s

pre kazdé € > 0 existuje ng € N tak, ze pre kazdé n > m > ng plati an - me -8

Teda skutoéne postupnost {f, }52 je cauchyovska v norme priestoru £2,[a,b]. A
kedze priestor £2 [a, b] je tplny, postupnost {f,,}52, je nasledne i konvergentna
v norme, t.j., existuje f € Li[a,b] taka, Ze lim, oo |[fn — fl| = 0. Inak
povedané, rad > ¢, @, = f v norme priestoru L2 ]a,b]. Skutoénost, ze
sa jedna o Fourierov rad funkcie f vzhladom na systém S, napokon vyplyva z
Lemy 6. Dokaz je teraz kompletny. |

o
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Désledok 3

Nech S = {¢n,n € No} je ortonormalny systém v L2,[a,b] a nech {cn}nlo
Je dana postupnost komplexnych cisiel. Potom rad > > cn pn konverguje v
priestore L2 [a,b] prave vtedy, ked' &isla c,,, n € No, sii Fourierove koeficienty
vhodnej funkcie f € £2[a,b] vzhladom na systém S.

Dékaz Désledku 3.

Smer “=" je obsahom Lemy 6. Platnost implikacie “<" je désledkom Rieszovej—
Fischerovej vety 5. Konkrétne, ak ¢, n € Ny, si Fourierove koeficienty funkcie
f € L£%]a,b], potom podla Poznamky 17 je &iselny rad >°°° ‘cn|2 konvergentny,
a teda postupnost {c,}52, € I?. To nasledne podla Rieszovej—Fischerovej vety 5

dokazuje konvergenciu radu Y _>° | ¢, @n v norme priestoru L2 [a, b]. ]
. o

Poznamka 19

Je nutné zdéraznit, ze v pripade vseobecného ortonormalneho systému S nie
je funkcia f v Dosledku 3 pre dant postupnost {c,}n=o urcena jednoznacne.
Na druhej strane, prave jedna z takychto funkcii je sictom radu »°°7 ;cn on v
norme Hilbertovho priestoru £2 [a, b].

-
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Uplnost a uzavretost ortonormalnych systémov

Definicia 10 (Uplny ortonormalny systém funkcif)

Ortonormalny systém S = {¢n,n € No} C £3,[a, b] sa nazyva tplny (v priestore
£2[a,b]), ak St = {0}, tj., ak plati (f, ©n) = 0 pre kazdé n € Ny, potom
nutne funkcia f = 0 v norme priestoru £2 [a, b].

Predpoklad aplnosti ortonormalneho systému S zaruci v Désledku 3 jednoznac-
nost funkcie f. Nasledujice tvrdenie je jednym z hlavnych vysledkov tejto sekcie.

Veta 6

Nech S = {¢n,n € No} je iiplny ortonormalny systém v L2, [a, b] a nech {cn}oZo
Jje nejaka postupnost komplexnych Cisiel. Nasledujice tvrdenia sii ekvivalentné.

(i) Postupnost {cn}52, je prvkom priestoru I?.
(i) Rad >°°°, cn@n konverguje v priestore L3, a, b).

(iii) Existuje jedina funkcia f € L2 [a,b] s vlastnostou, Ze Cisla ¢, n € No, st
jej Fourierove koeficienty vzhladom na systém S.

V tomto pripade plati y>° ; c¢n on = f v norme priestoru L2 [a,b].
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Dékaz Vety 6.

Implikacia “(i) = (ii)" vyplyva z Rieszovej—Fischerovej vety 5, ekvivalencia tvrdeni
(i) a (iii) je obsahom Désledku 3 a napokon platnost implikacie “(iii) = (i)" je
komentovani v Poznamke 17. V sialade s Poznamkou 19 staéi teda dokazat
jednoznaénost funkcie f v norme priestoru £2[a,b]. Nech g € £2[a,b] je dalsia
funkcia, ktord ma za svoje Fourierove koeficienty ¢isla ¢y, t.j.,

(f, pn) = cn = (g, pn) pre kazdé n € Np.

Potom (f — g, pn) = 0 pre kazdé n € Ny a vdaka aplnosti systému S podla
Definicie 10 dostavame rovnost f = g v norme priestoru £ [a, b]. |

-

Pre pevne zvoleny Gplny ortonormalny systém S = {gomn € No} C L%][a,b]
vyplyva z vysledkov Vety 6 ista korespondencia medzi prvkami Hilbertovych
priestorov £2 [a,b] a I2. Presnejsie, zobrazenie ¥ : £2 [a,b] — I? definované

L3a,b] > f = U(f) = {en = (f, ¢n),n € No} € 12, (64)

je zrejme linearna bijekcia. V nasledujicej vete ukazeme, ze o zobrazeni ¥ v
(64) plati dokonca silnejsie tvrdenie.
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Veta 7

Nech S = {¢n,n € No} je nejaka iplna ortonormalna podmnozina v priestore
L2 ]a,b]. Zobrazenie U : L2 [a,b] — I* definované v (64) je izometricky izomor-
fizmus Hilbertovych priestorov L2 [a,b] a I°.

Ddokaz Vety 7

Skutoénost, ze U v (64) je vzajomne jednoznaéné zobrazenie, vyplyva z Vety 6,
linearita zobrazenia je evidentna z jeho definicie v (64) a z vlastnosti skalarneho
stéinu v Definicii 7(iii). Ukazeme, ze zobrazenie ¥ zachovava skalarny stéin. Pre
dané f,g € £2[a,b] oznaéme {c,}220, {dn}o2o € I? ich prislusné postupnosti
Fourierovych koeficientov vzhladom na systém S. Podla Vety 6 plati

>
| A\

N

Z Cn pn = 11m Z Cn $n VvV norme £2 [a, b]. (65)
n=0

Vyuzitim vlastnosti skalarneho saéinu v Definicii 7 a Propozicii 1 postupne mame

(f > (65) << lim Z n wn) 7 > Propozi:cia 1(iii) N_)QQ < (Z n g0n> 7 >
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Dékaz Vety 7 (pokracovanie)

|
{

N
Definicia 7(iii) .. Definicia 7(ii)
=0 3 lon ) "L i S eno= S

@ (fen}, {dn}) @ (v (1), (9)),

t.j., zobrazenie ¥ zachovava skalarny stcin. Dokaz je kompletny. |

Definicia 11 (Uzavrety ortonormalny systém funkcii)

Nech S je ortonormalny systém funkcii v £2 [a, b]. Hovorime, Ze systém S je uza-
vrety v priestore £2[a, b], ak linearny obal Lin S je podpriestor husty v £2 [a, b],
t.j., uzaver v norme Lin S = L2 [a, b].

Uzavretost ortonormalneho systému S teda umozhuje kazdd funkciu f € £2 [a, b]
aproximovat v norme s [ubovolnou presnostou koneénou linearnou kombinaciou
funkcii zo systému S. Inymi slovami, existuje postupnost {f»}nzo C LinS

taka, ze plati lim f, = f v norme priestoru £2, [a,b].
n—oo
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Ortonormalny systém S je uzavrety v L2 [a, b] prave vtedy ked je dplny v £L2,[a, b]

o

Dékaz Vety 8.

Nech ortonormalny systém S = {¢,,n € No} je uzavrety v £2[a,b] a nech
funkcia f € £2[a, b] spliia (f, wn) = 0 pre kazdé n € No, t.j., f € S*. V stlade
s komentarom za Definiciou 11 existuje postupnost {f»}neo C LinS taka, ze
limy, s co fn = f v norme £2[a,b]. Potom ale nutne plati i (f, f») = 0 pre kazdeé
n € Ny, a nasledne

Propozicia 1(iii) 1

I£12 = ¢F £ = (£, tim_ fu) im (f, fa) = lim 0=0,

n—oo

tj., funkcia f = 0 v norme priestoru £2[a,b]. Podla Definicie 10 je teda
system S aplny v £2[a,b]. Naopak, ak ortonormalny systém S je aplny v
priestore £2[a,b], potom podla Vety 6 pre kazdi funkciu f € £2[a,b] plati
f=>0"0¢n¥n, kde cn, n € Ny, st Fourierove koeficienty funkcie f vzhladom
na S v (53). To ale znamena, ze funkcia f € Lin S. Preto je linearny obal Lin S
podpriestor husty v £2[a,b], a teda podla Definicie 11 je ortonormalny systém
S uzavrety v priestore £2[a, b]. Dékaz je tplny. ]

i
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Poznamka 20

Délezitymi Gplnymi (a podla Vety 8 i uzavretymi) ortonormalnymi systémami
v Hilbertovom priestore £?[—L, L] st trigonometricky a exponencialny ortonor-
malny systém v (60) a systém polynémov definovanych v (61).

Poznamka 21

| A\

Vyznamnou vlastnostou aplnych ortonormalnych systémov v £2[a,b] je sku-
tocnost, ze predstavujia ortonormalne bazy v tomto priestore. Konkrétne, ak
S = {¢n,n € No} C £2,[a,b] je nejaky Gplny ortonormalny systém funkcif,

potom pre kazdé f € £2[a,b] existuje jedina postupnost {c,}5>, komplexnych
Cisiel s vlastnostou

oo
= Z Cn ¢n vV Norme priestoru L‘,E][a, b|.

n=0

Cisla ¢n, n € Ny, st Fourierove koeficienty funkcie f vzhladom na S, t.j.,

b
cn = {f, on) :/b w(z) f(x) pn(z)dz, n € Np.

Uvedené pozorovanie je priamym dosledkom Viet 8 a 6.
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Symetrické operatory a ortonormalne systémy

Jednym z vyznamnych a prirodzenych zdrojov ortonormalnych systémov funkcii
st mnoziny vlastnych funkcii symetrickych linearnych operatorov.

Definicia 12 (Symetricky linearny operator)
Nech P je unitarny priestor nad C a nech A : D(A) C P — P je linearny
operator. Povieme, Ze operator A je symetricky na podmnozine M C D(A), ak

(Az, y) = (z, Ay) pre kazdé dva vektory z,y € M. (66)

o

Poznamka 22

Ked'ze uvazovany operator A v Definicii 12 je linearny, je korektné pozadovat,
aby obor jeho definicie D(A) bol (algebraicky) linearny podpriestor v P.

| A\

Priklad 13

Nech n je dané prirodzené Cislo a P je n-rozmerny unitarny priestor. Potom
vsetky symetrické linedrne operatory A pésobiace na priestore P s reprezento-
vané n X n_komplexnymi hermiteovskymi maticami A, t.j.,

maticami A € C"*X"™ s vlastnostou AT = A.

A\
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|

Priklad 14

Pre P := £?[a,b] a D(A) := C?[a,b] (komplexné funkcie so spojitou druhou
derivaciou na [a, b]) uvazujme operator A s predpisom

Af(z) = f"'(z), f€C?a,b]. (67)
Operator A v (67) je zrejme linearny a posobi v Hilbertovom priestore £2[a, b],
kedZe plati inkltzia C*[a,b] C £[a,b]. Preskimame, kde na D(A) je operator
A symetricky. Podla (51) a (67) mame
b _ b _
(A1, 9) = [ Af@ 3@z = [ £ @5@de, fg€Clab)

Tato rovnost dvojnasobnou integraciou per-partes upravime na tvar

Af, ) = [f @) g@)]° /f(arg(w

= /'@ 9@ - /(@) 7 @)] +/f 7 @)d

= [f'(@) 9(@) — f(2) I @)]" + (f, Ag).

Podla Definicie 12 poziadavka symetrickosti operatora A vyzaduje podmienku

i
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Priklad 14

f(a) g(a) - f(a) g'(a) = f'(b) g(b) — f(b) ¢’ (b), (68)
ktori viak nesplinajii vietky dvojice funkcii f, g € D(A). Operator A teda nie je
symetricky na celom svojom obore definicie, ale iba na vhodnych podpriestoroch
v D(A), na ktorych plati podmienka (68). Takymito podpriestormi sa napriklad

Di(A) :={f € C*[a,b], f(a) =0=f(b)}, (69)
Da(A) :={f € C*[a,b], f'(a) =0=f'(b)}. (70)

Poznamenajme, ze podmienkam v (69) sa hovori Dirichletove okrajové pod-
mienky, kym podmienky v (70) sa nazyvaji Neumannove okrajové podmienky.
- ot

Definicia 13 (Vlastné cislo a vlastny vektor linearneho operatora)

Nech P je unitarny priestor a A je dany linearny operator s definicnym oborom
D(A) C P. Komplexné €islo X sa nazyva vlastné cislo (hodnota) operatora A, ak
existuje nenulovy vektor x € D(A) s vlastnostou Az = Az. Vektor x sa potom
oznacuje ako vlastny vektor operatora A prislachajici vlastnému cislu .

-

Nasledujiica veta poukazuje na kla€ovy vyznam symetrickych linearnych opera-
torov v tedrii ortonormalnych systémov.
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Veta 9

Nech P je unitarny priestor a A je dany symetricky linearny operator s definicnym
oborom D(A) C P. Potom kazdé vlastné cislo operatora A je redlne a vlastné
vektory prislichajiice réznym vlastnym éislam sa vzajomne ortogonalne.

| A

Dékaz Vety 9.

Nech A\ € C je vlastné cislo operatora A a nech x € D(A) \ {0} je odpovedajuci
vlastny vektor, t.j.,, Az = \z. Plati ||z||> = (z, ) # 0 a vyuZitim vlastnosti
skalarneho stcinu a symetrickosti operatora A postupne mame

ll]|? ll]|? ll]|? [l [l ll]|? ’

a tak A € R. Nech dalej A1, A2 € R st dve rdézne vlastné hodnoty operatora
A s vlastnymi vektormi z1,xz2 € D(A) \ {0}, t.j., platia rovnosti Az; = \1z1 a
Axo = Aoxo. Potom

66
A1z, x2) = (Miz1, x2) = (Az1, T2) = (@1, Az2)

(
(z1, Aem2) = Az(z1, T2) = A2 (21, Z2),
)

z ¢oho dostaneme (A1 — A2){z1, z2) = 0. Vdaka tomu, ze A1 # X2, napokon

mame (x1, 2) = 0, t.j., vlastné vektory x1,z2 si vzdjomne ortogonalne. |
o
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Sturmov—Liouvilleov diferencialny operator

Jednym z najvyznamnejsich prikladov linearnych diferencialnych operatorov s
fundamentalnymi aplikaciami v matematickej fyzike je Sturmov—Liouvilleov dife-
rencialny operator, ktory ma standardny tvar

Ly(z) := = [p(2) y' ()] + a(z) y(). (71)

V (71) uvazujeme funkcie p € C'[a,b] a g € Cla,b] (funkcie spojito diferenco-
vatelné a spojité na intervale [a,b]). Jeho vhodnym pésobiskom je Hilbertov
priestor £*[a, b] so skalarnym st&inom v (51). Sturmov-Liouvilleov operator L
v (71) je zrejme prirodzene definovany na D(L) = C?[a,b] (pre jednoduchost
budeme uvazovat len realne funkcie so spojitou druhou derivaciou na [a, b]). Nie
je vsak vsade na tomto podpriestore symetricky. Analogicky ako v Priklade 14
dostaneme dvojnasobnou integraciou per-partes pre y, z € D(L) identitu

(Ly, 2) = [p(2) y(2) #'(z) — p(2) ¥' () 2(2)]}, + (y, L2). (72)

Formulu (72) mozno zavedenim tzv. zovseobecneného wronskianu funkcii y, z

Wly, z](z) := p(x) (73)
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zapisat v elegantnejsom tvare
(Ly, 2) = W1y, 2](b) — Wy, z](a) + (y, Lz). (74)

Z rovnosti (74) potom ihned vidime, ze v sdlade s Definiciou 12 Sturmov—
Liouvilleov operator L je symetricky na podmnozinach priestoru D(L) splnajtcich

Wy, z](a) = W]y, z](b) pre kazdi dvojicu funkcii y, z. (75)

Poziadavka splnenia rovnosti (75) vedie k roznym okrajovym podmienkam pre
funkcie z podpriestoru D(L).

Priklad 15

V pripade, ak funkcia p(z) splia podmienky
p(a) =0=p(b), (76)

pre zovseobecneny wronskian Wy, z](z) platia podla definicie v (73) rovnosti
Wly, z](a) = 0 = W]y, z](b), a teda i formula (75) pre kazda dvojicu funkcii
y,2 € C?[a,b]. Sturmov-Liouvilleov operator L je teda v tomto pripade symet-
ricky na celom svojom definiénom obore D(L) = C?[a, b].

.
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Priklad 16 (Separované okrajové podmienky)

Klasickym a v praktickych aplikaciach najrozsirenejsim typom okrajovych pod-
mienok pre funkcie y € D(L), ktoré zarucuja vlastnost symetrickosti Sturmovho—
Liouvilleovho operatora L, st tzv. separované okrajové podmienky tvaru

ary(a) + azy’(a) =0 a Biy(b) + B2y (b) =0, (77)
kde a1, a, B1, B2 si dané realne &isla splnajiice
loa| + |a2| #0 a [B1] +[Bz2] # 0. (78)

Predpoklady (78) zabezpecia, ze pre kazdé dve funkcie y a z, ktoré splnaji
okrajové podmienky (77), si matice

v 2@\ _ (v@ v@) (v 0\ _ (v0) v

y(@ @) \z) @) \y@® o)) \=206) 20
singularne, a tak podla (73) plati W{y,z](a) = 0 = W]y, 2](b). V stlade s
(75) je preto operator L symetricky na podpriestore vsetkych funkcii y € D(L),
ktoré vyhovuji okrajovym podmienkam (77) a (78). Poznamenajme, Ze Dirich-
letove, resp. Neumannove okrajové podmienky predstavené v (69), resp. (70)
st Specialnym typom separovanych okrajovych podmienok pre ;1 = 1 = (31 a
CXQZO:/BQ, resp. a1:0:ﬂl aQQZIZ/BQ.

o
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Hl'adanie vlastnych éisiel (hodnét) Sturmovho-Liouvilleovho operatora L je jed-
nou z hlavnych dloh tzv. Sturmovej-Liouvilleovej tedrie. V salade s (71) a
Definiciou 13 sa jednd o najdenie vsetkych komplexnych cisiel A, pre ktoré ma
linearna diferencialna rovnica druhého radu (Sturmova—Liouvilleova rovnica)

Ly = —[p(z)y'] +alx)y = \y (79)

na intervale [a, b] netrivialne rieSenie y, spravidla vyhovujice vhodnym okrajovym
podmienkam. Dana funkcia y sa potom nazyva vlastna funkcia operatora L
odpovedajica vlastnému cislu \.

Veta 10 (Vlastné hodnoty operatora L — separované okrajové podmienky)

Nech funkcie p € C'[a,b], ¢ € Cla,b] a p(x) > O pre kazdé = € [a,b]. Po-
tom Sturmov—Liouvilleov operdtor L ma vzhladom na kazdé separované okrajové
podmienky (77)—(78) iba redlne vlastné hodnoty, ktoré vytvaraji rasticu, zhora
neohranicend postupnost, t.j.,

M<ALI< A< < Ap<--+- a lim A\, = oco. (80)

n—00

Kazdému vlastnému cislu )\, n € No, odpoveda jedina linedrne nezavisla viastna
funkcia y». spliajica dané okrajové podmienky (77)—(78) a majica prave n
nulovych bodov v otvorenom intervale (a,b). Naviac, mnozina vsetkych vlast-
nych funkcii y,, n € Ng, operdtora L vytvara dplny ortonormalny systém v
Hilbertovom priestore £*[a, b].

i
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M EL

Najdime vlastné &isla a funkcie diferencialneho operatora Ly = —y” vzhladom
na Dirichletove okrajové podmienky y(0) = 0 = y(1). V sulade s (71) sa jedna
o Sturmov-Liouvilleov operator s p(z) =1 a g(z) = 0 na [0, 1]. Skimame teda
riesitelnost a nasledne i netrivialne riesenia okrajovej tlohy

Ly =—y" =Xy, y(0)=0=y(1), (81)

pre vhodné A € C. Z Prikladu 16 vieme, ze predpisané okrajové podmienky
y(0) = 0 = y(1) zarucuju symetrickost operatora L. Podla Vety 9 méze mat
preto okrajova tloha (81) netrivialne rieSenie iba pre realne hodnoty A. Nie je
tazké sa presvedéit, ze v pripade A < 0 vyhovuje alohe (81) iba funkcia y = 0
na [0, 1], a teda ziadne X\ < 0 nie je vlastnym &islom operatora L. Pre A > 0 ma
diferencialna rovnica v (81) vSeobecné riesenie

y(x) = Ci cos VX + CasinzV, Cp,Co €R. (82)
Pomocou okrajovych podmienok v (81) stanovime konstanty C; a Cs. Plati
C1 =0, CyeR\{0}, A= (n+1)%x% n eNo. (83)

Sturmov-Liouvilleov operator L v zadani prikladu ma teda vlastné hodnoty a k
nim prislachajice vlastné funkcie tvaru

An = (n+1)%72, y, =sin(n+ )7z, n e Np. (84)

o
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MEL

Dany systém vlastnych funkcii y», n € No, je ortogonalny na intervale [0, 1],
nakolko podla (51) mame

1 07 m 7£ n,
/ sin(m + 1)z sin(n + 1)rz dz = (85)
0 L m=n.
27
Obzvlast, podla Vety 10 mnozina vlastnych funkcii
S = {ﬁsin(n + )7z, n€ No} (86)

tvori aplny ortnonormalny systém v Hilbertovom priestore £2[0,1]. Z Poznam-
ky 21 nasledne vyplyva, ze kazda funkciu f € £2[0, 1] mozno na intervale [0, 1]
jednoznacne rozvinit do (Fourierovho) radu

oo 1
flz) = Z cnV2sin(n + 1)z, kde ¢, = \/5/ f(z) sin(n + 1)rz dz.
n=0 0
Tento rozvoj je mozné vdaka periodickosti funkcii sin(n + 1)wz, n € Ny, rozsirit
i na celé R, ¢im dostaneme tzv. neparne periodické rozsirenie funkcie f (pozri
i Poznamku 8). Poznamenajme, ze posledny rozvoj je chapany v norme Hilber-
tovho priestoru £2[0, 1], t.j., plati skoro vsade na [0, 1], resp. na R.

i
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Priklad 18 (Legendreove polyn6my)

Uvazujme teraz Sturmov—Liouvilleov operator L v (71) tvaru

Ly=—[(1- x2) y']/ (87)
poésobiaci v Hilbertovom priestore £?[—1,1]. V tomto pripade p(z) = 1 — x®
a g(z) = 0 na [-1,1], pricom p(—1) = 0 = p(1). Podla Prikladu 15 je teda

operator L symetricky na celom podpriestore C*[—1, 1]. Hl'adanie jeho vlastnych
cisiel a funkcii sa preto redukuje na riesenie linearnej diferencialnej rovnice

ly=-[(1-2)¢] =X, reC, (88)

bez akychkolvek dodatoénych okrajovych podmienok. D4 sa dokazat, ze rovnica

(88) ma netrivialne riesenie, ktoré je ohraniené na [—1,1], prave vtedy, ked

A=n(n+1) pre n € Ng. Tymto rieSenim je potom tzv. Legendreov polyném
1

Pn(z) = nlon

[(«2-1)"]™, neN. (89)

Poznamenajme, Ze rovnica (88) sa pre uvedeni volbu parametra A oznacuje ako
Legendreova diferencialna rovnica a zvyCajne sa zapisuje v tvare

(1-2?)y” — 22y +n(n+1)y=0, n€No. (90)

Niekolko prvych Legendreovych polynémov ma tvar
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Py(z) =1, Pi(z)=z, P(z)= g:c2 ==

Popri explicitnom vyjadreni (89) (tzv. Rodriguesova formula) ma pre prakticky
vypocet jednotlivych Legendreovych polynémov vyznam rekurentna formula

n
Py ———— Pp_ . eN. 92
S aPa(@) — —5 Paci(@), (92)

Mnozina vsetkych vlastnych Cisiel operatora L v zadani prikladu ma teda tvar

Pryi(z) =

An=n(n+1), n € Ny, (93)

pricom odpovedajice vlastné funkcie sii Legendreove polynémy P, (z). V sulade
s Vetou 9 je systém funkcii P,(x), n € No, ortogonalny na intervale [—1, 1], t.j.,

1
(Pa, Prm) = [1 Pa(@) Pn(z)dz =0 pren #£m. (94)

Okrem toho plati || P,|| = /527, 7 € No. Obzvlast, systém funkcii

M1
S—{Rn:— ”; Pa, nGNO} (95)
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Priklad 18 (Legendreove polyn6my)

vytvara ortonormalnu bazu priestoru £2[—1,1]. Tento vysledok vo svetle Pozna-
mok 16 a 21 hovori, ze pre dani funkciu f € £2[—1,1] a N € N je polyném

N 1
Z cn Rn(z), kde c¢n= / f(z) Ry (z) dz, (96)
n=0 -1

najlepSou aproximaciou f na [—1, 1] spomedzi vietkych polynémov stupia N.

| A

Priklad 19 (Periodické okrajové podmienky)

Poznamenajme, ze okrem separovanych okrajovych podmienok spomenutych
v Priklade 16 sa v praxi pouzivaja aj iné typy okrajovych podmienok, ktoré
zabezpecia symetrickost Sturmovho-Liouvilleovho operatora L, t.j., platnost
podmienky (75). Takymi sa napriklad tzv. periodické okrajové podmienky

y(a) =y(®), y'(a) =14y (b) (97)

s dodatoénym predpokladom p(z) > 0 na [a,b] a p(a) = p(b). V tomto pri-
pade vsak vlastné Cisla operatora L nemusia byt jednoduché. Napriklad operator
Ly = —y” z Prikladu 17 ma na intervale [a,b] := [0, 2] vzhladom na perio-
dické okrajové podmienky (97) dvojnasobné vlastné €islo A = 1 s dvomi linearne
nezavislymi vlastnymi funkciami y1(z) = cosz a y2(z) = sinz.

.
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Motivacia — Cesarove priemery postupnosti

Dalsi vyklad je motivovany jednym vysledkom z teérie Giselnych postupnosti.

Definicia 14 (Cesarove priemery postupnosti)

Nech {an}nzo je nejakd postupnost komplexnych Eisiel. Postupnost {cn }neo
definovana predpisom

aptai+---+an 1 a
= = , € Nop, 98
cn n+1 n+1 kzzoak " 0 ( )

sa nazyva postupnost Cesarovych priemerov postupnosti {an }re—o.

Lema 7

| A\

Nech {an}52q je konvergentna postupnost komplexnych Cisiel, t.j.,

lim an =a€C. (99)

n—>00

Potom i postupnost Cesarovych priemerov {c, }neo v (98) konverguje a plati

1 n
lim ¢, = lim > ap=a (100)
k=0

n— oo n—oomn + 1

i
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Dokaz Lemy 7.

V silade s predpokladom (99) pre dané e > 0 existuje index N. € N taky, ze
pre kazdé k > N. plati nerovnost |ay — a| < g (101)

Zaved'me nasledujice oznacenie
o 2B
B::Z\ak—a\ a M. ::1+max{NE, 14+ \‘—J} (102)
€

(symbol |-] Standardne znamena dolna cela €ast realneho &isla). Vyuzitim tro-
juholnikovej nerovnosti potom pre kazdy index n > M. postupne dostavame
1 n 1 n

ap —a < E— ap —a
T 1;) k < Z| k — al

> (e —a)
n+1 =

(101),(102) 1

Z|ak—a|+ Z|ak—a| < nrl B+ Z

len —a

k=N.+1 k= N€+1
B + N55<B+e(122)e+5_€
C n+1 n+1 M. 2 2

N N —

>M. <1
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Dékaz Lemy 7 (pokracovanie).

Ukéazali sme teda, ze pre dané € > 0
existuje index M. € Ny tak, ze pre kazdé n > M. plati nerovnost |c, — a| < €.

Toto pozorovanie viak znamena, ze postupnost Cesarovych priemerov {c, }ng
konverguje s limitou a, t.j., plati formula (100). |

Poznamka 23

Poznamenajme, ze postupnost Cesarovych priemerov {c, }n>o méze konvergo-
vat aj v pripade, ked pévodna postupnost {a,}n>q je divergentna. Napriklad
postupnost a, = (—1)", n € No, osciluje, avsak jej odpovedajica postupnost
{cn}nio v (98) konverguje s limitou 0, kedZe plati

1 0, n neparne,

B = > o (-nF =
n+1 =

1 P
w110 ™ parne.

Na druhej strane, postupnost a, = n, n € Ny, tiez diverguje, avsak rovnako
diverguje i postupnost jej Cesarovych priemerov {cy }nZ¢, nakol'ko

Cn =

1 = 1 nn+l) n
k= —— —=—, neNp.
n+1kZ:0 n+tl 2 2 0
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Fejérova veta

Nech L > 0 a nech f je realna (komplexna) funkcia integrovatelna na intervale
[=L, L]. V Definicii 4 sme predstavili komplexny Fourierov polyném a komplexné
Fourierove koeficienty funkcie f na [—L, L] vzhladom na exponencialny systém
S v (16), tj., v silade s (11) a (22) pre kazdé = € [~L, L] mame

N i

inwx 1 _inmz
= L = — L
T (z) E cne L, kde c¢p 5T /_L f)e dt. (103)

n=—N

Postupnost {Tn}%—¢ nemusi vo vSeobecnosti bodovo konvergovat na inter-
vale [-L,L]. Ak vdak f € L?[—L, L], potom exponencialne polynémy Tn
st najlepSou aproximaciou funkcie f spomedzi vsetkych konecnych linearnych
kombinacii funkcii systému S a postupnost {Tn}%_, konverguje k f v norme
priestoru £?[—L, L] (Poznamka 16 a Veta 6). V nasledujicom vyklade tieto
vysledky zlepsime. Presnejsie, ukazeme, ze pre funkcie f spojité na intervale
[=L, L] je mozné zostrojit inG postupnost trigonometrickych/exponencialnych
polynémov, ktora bude na [—L, L] konvergovat rovnomerne k funkcii f.
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Inspirovani vysledkom o Cesarovych priemeroch ciselnych postupnosti v Leme 7
uvazujme na intervale [—L, L] postupnost funkcii {on}%—o definovanych

To(x) +Ti(z) + -+ Tn(x)
N+1 ’

on(z) = NeNy, ze€[-L,L]. (104)

V silade s Definiciou 14 sa jedna o postupnost Cesarovych priemerov funkcional-
nej postupnosti {Tn }¥— v (103).

Propozicia 2

Nech funkcia f je integrovatelna na intervale [—L, L] a nech c,, n € 7Z, si jej
komplexné Fourierove koeficienty v (103). Potom pre funkcie on definované v
(104) plati pre kazdé x € [—L, L] formula

N

N 4 1-— ‘TL| inmtax
on(z) = Z (7 cne L , N €Np. (105)
Iy N+1

Dékaz Propozicie 2.

Identita (105) sa overi priamym vypo€tom vyuzitim rovnosti (103) a (104). W
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Poznamka 24

Rovnost (105) ukazuje, Ze funkcie o st skutocne exponencialne polynémy ana-
logické komplexnym Fourierovym polynémom v (103). Podstatny rozdiel je vsak
v tom, ze koeficienty v o sa menia v zavislosti na stupni N.

Veta 11 (Fejérova)

| A\

Nech f je funkcia spojita na intervale [—L, L] a plati f(—L) = f(L). Potom
postupnost’ funkcii {on }3—o v (104) konverguje rovnomerne na [—L, L] k f.

Poznamka 25

Poznamenajme, ze tvrdenie Fejérovej vety 11 mozno ekvivalentne vyjadrit v tvare

sup |on(z) — f(z)] — 0 pre N — oco. (106)
z€[—L,L]

Jedna sa vlastne o konvergenciu v norme priestoru B[—L, L] vsetkych funkcii f,
ktoré su definované a ohranicené na intervale [—L, L], t.j., v norme

Ifllp = sup y |f@)l, feB[-L,L] (107)

ze[—L,

A\
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Fejérovo jadro

Skér ako pristapime k dékazu Fejérovej vety 11, odvodime niekol'ko vysledkov.

Pre kazdé N € Ng ma Dirichletovo jadro Dy v (30) reprezentaciu

N
Dy(z)= Y " pre kazdé x € R\ {2k, k € Z}. (108)

>
3
Il
I
2
\

Dékaz Lemy 8
Formula (108) vyplyva z identity (31) a z Eulerovho vzorca

2cost =elt + e teR. (109)

Postupne potom pre x # 2kw, k € Z, dostavame

N
Dy () @) 1+2 Z COS nNT (109) 1 + Z ( inz —ma:) _ Z ein
- e]O @ n=—N
¢o dokazuje rovnost (108) a dékaz je hotovy. m
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Kn(z) = —— Du(z), z€R\{2knr, keZ}, (110)

ktora sa v literatare standardne oznacuje ako tzv. Fejérovo jadro. Jedna sa o
aritmeticky priemer Dirichletovych jadier D,, n = 0,1,..., N, definovanych v
(30). Odvodime teraz niekol'ko vlastnosti funkcie K.

Lema 9

Pre kazdé N € Ny plati identita

2
1 sin —(N'gl)z
o , zeR\ {2k, ke Z}. (111)

K =
~(z) sin %

Dékaz Lemy 9.

| A\

Zvol'me nejaké N a z v stlade s predpokladmi lemy. Vyuzitim Eulerovho vzorca

2isint = elt —e7t, teR, (112)

a definicii Fejérovho a Dirichletovho jadra v (110) a (30) postupne mame
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Dékaz Lemy 9 (pokracovanie).

N 1 N
1 sin(n+ 5)x 1 .
KN(I) (110é(30) 5 ( z2) — — 2 Im [el(n+%)z] ,
+ 1~ sin £ (N +1)sinZ “
n=0 2 2 n=0

kde Im[-] oznacuje imaginarnu Cast komplexného &isla. Posledna suma vedie na
= - . - s - = iz . i o
koneény geometricky stcet s prvym ¢lenom e'2 a kvocientom e'”, t.j.,

[P i(N+Dx _ 7 .,
Z i [/ ] = 1m Ze‘("*é)“”} =l {7_1
Ln=0
[N+ _ (112) N+ _ 4
=Im| ——— ='Im|—0
e'2 —e 12 215111%
| _cos(N + 1)z —1+isin(N + 1)z
=Im
i 2isin 5
| _sin(N + 1)z +i[l —cos(N + 1)z] 1—cos(N + 1)z
= Im =
2sin § 2sin §

Pomocou tejto identity pre Fejérovo jadro K (x) nasledne plati
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Dékaz Lemy 9 (pokracovanie).

K () 1 1—cos(N + 1)z 1 sin? %
N xTr) = " " = ) 5
(N +1)sin 3 2sin § N+1 sin®3
¢o bolo treba ukazat. Dokaz je kompletny. [ ]

Poznamka 26

| A

Priamo z definicie Fejérovho jadra v (110) a z Poznamky 9 vyplyva, ze funkcia
Kn je 2m-periodickd s odstranitelnymi bodmi nespojitosti v x = 2km, k € Z,
priom lim, 01 Kn(2) = N+1. Z tohto dévodu sa preto Ky zvykne definovat
i v tychto bodoch s hodnotou Kn(2km) := N + 1, k € Z. Na druhej strane,
podla formuly (111) funkcia Kn je nezaporna. Naviac pre kazdé § € (0, ) plati

2
sin LH;)Z
— <
sin b
nezavisle na « € [—m, —d) U (0, 7r]. To ukazuje, ze postupnost { Ky }%—, rovno-

merne konverguje do 0 na [—m, —&) U (4, 7] pre kazdé dané § € (0, 7). Napokon
pomocou identit (110) a (32) sa lahko overi platnost rovnosti

Ky (z)] = —

= — 0 pre N — oo
N +1

™
/ Ky(z)dz =27  pre kazdé N € Np. (113)
—T

i
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Pre kazdé N € Ng plati formula

Kn(@)= > (N;rvligl‘”') e"® g e R\ {2km, ke Z}. (114)

Dékaz Lemy 10.

Dékaz je zalozeny na efektivnom séitani ¢lenov sumy v (110). Konkrétne, vyu-
zitim reprezentacie Dirichletovho jadra Dy (z) v (108) v Leme 8 plati

|
|
| \

Dy : el
Dy : e—i:v eiO~:v eiz
Dn_1 : e~ iN=Dz .. g—iz Li0w el .. ei(N—1)~z
Dy : e~ iNz e—i(N—l)z e el 0w el . ei(N—1)~z elNe
—_——— N—— M~ = = —_——
1 2 N N+1 N 2 1
Z tejto schémy uz ihned vyplyva formula (114). [ |
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Nech funkcia f je integrovatelna na intervale [—L, L] a nech o a Ky st funkcie
definované v (104) a (110). Potom pre kazdé N € Ny plati formula

on(z 2L/ f(t KN(”(QE ))dt € [-L, L. (115)

>
&
I
|)—‘
|
~ &
=
&
4
m
|
A

Dékaz Lemy 11
Rovnost (115) ziskame kombinaciou identit (103), (105) a (114), konkrétne

N
105 N+1—|n inTe
on@ 3 (Tlu) g

n=—N

N

(103) N +1—|n| / inra
= 2 ( N+1 Y ATRAR e "
n=—N
1 (L N /N+1—|n]\ inr@=t
t dt
oL f( ) ( ZN ( N+1 ) ¢
(114) 1 7 (
= t) K
2L N )
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Dokaz Fejérovej vety

Nech f je funkcia spojitd na intervale [—L, L]. Podmienka f(—L) = f(L) v
predpokladoch vety zabezpeci, Ze odpovedajiice 2L-periodické predizenie funkcie
f na celé R je tiez spojitou funkciou. Bez ujmy na vSeobecnosti ho budeme
oznacovat rovnako f. Nech {on}%—q je funkcionalna postupnost definovana v
(104). Nasou ulohou je dokazat relaciu v (106), t.j., ukazat, ze

pre kazdé € > 0 existuje N € Ny tak, ze pre kazdé N > N, plati
lon(z) — f(z)| < € pre kazdé « € [—L, L].

Zvolme € > 0. Funkcia f je spojitd na [—L, L], a preto je na tomto intervale

(i) ohranicena, t.j., existuje M > 0 také, ze |f(z)| < M na [-L, L];
(ii) rovnomerne spojita, t.j., pre dané € > 0 existuje § € (0, L) také, ze

ak body u,v € [~L, L] splhaja |u — v| < §, potom |f(u) — f(v)| <

N ™

Podla Poznamky 26 si Fejérove jadra Kn(%2), N € No, 2L-periodicé funkcie,
ktoré rovnomerne konverguji do 0 na J := [—L,—§) U (4, L]. Existuje preto
index N. € N taky, ze pre kazdée N > N. plati [Kn(52)| < 557 pre kazdé
s € J. Napokon formula (113) ma v tomto pripade tvar
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IL
Kn (W_S) ds = 2L pre kazdé N € Ny. (116)
L L

Na zaklade tychto skutoénosti potom pre kazdé N > N. a z € [—L, L] mame

o | a0 K ("2 i - 160
o e (TEE D) a— o [ e () as

Pomocou substitiicie s = x — t ma prvy integral v poslednom vyraze tvar

/ 1) K (W(w ))dt:/ziLf(gc_s)KN (%S) ds.

A kedZe integrand je 2L-periodicka funkcia, v salade s Lemou 2 plati

/ft)KN<( >dt /f(ac—s)KN(%)ds.

Nasledne pre vyraz |on(z) — f(x)| dostavame

%[if(xfs)KN<L dsf—/ f(x) KN(T)d

= o |/ -9 - s () 4l

(115)

lon (z) — f(=)| "=

(116)

lon (z) — f(=)|

z € [-L,L].
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Na posledni rovnost aplikujeme trojuholnikovii nerovnost, pricom vyuzijeme
nezapornost funkcii Kn, N € Ny, podla Poznamky 26, t.j.,

on@) = @IS 5 [ 1@ =0) = s@IKn () ds, we Lz (1D

Posledny integral rozdelime vzhladom na jeho integracny obor [—L, L] takto

/_55 7@ —s) - f@) Kn (52 ds+/] #o— o) - f@) K (52 ds,

I Iy

kde J = [-L,—0) U (0, L]. Integral I, odhadneme zhora pomocou poznatku
rovnomernej spojitosti f na [—L, L]. Konkrétne, pre kazdé x € [—L, L] je

= e o) e (e [ S ()
<%
i g/j“ G e g/, Ky () er (118)

Podobne integral I upravime vyuzitim trojuholnikovej nerovnosti a relacie

KN( ) ’KN(T>’<ﬁ pre kazdé N > N, a kazdé s € J.



Motivacia Fourierov rad < erg E Aplikacie Hilbertov priestor Fejérova veta

Postupne dostavame

n= [ 1ie=9 - 1@y (T)ds < [ Tl o)+|5@)l] v () as
<M <M

g/ 2MKN(7T—S)ds</ OM S ds=S2(L—6)=e(L—8) <eL. (119)
P L Py Vi 2
—_————
<anm

Dosadenim vysledkov v (118) a (119) do nerovnosti (117) napokon dostaneme
1 1
lon (z) — f(2)] < ﬁ(hﬁ"b) < 2L -2eL=¢

pre kazdé N > N, a kazdé xz € [—L, L|. Dékaz Fejérovej vety je teda kompletny.
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Désledky Fejérovej vety

Bezprostrednym désledkom Fejérovej Vety 11 je lubovolne presna globalna ap-
roximacia spojitych funkcii trigonometrickymi polynémami.

Veta 12

Nech f je funkcia spojita na intervale [—L,L] s f(—L) = f(L) a nech e > 0 je
dané. Potom existuje trigonometricky/exponencialny polyném P taky, Ze

Ilf=Pllp= sup L]If(u’v)—P(u’v)\ <e. (120)

z€(—L,

| h
\

Dokaz Vety 12.

Tvrdenie vyplyva priamo z Fejérovej vety 11 a jej dékazu, resp. z relacie (106)
v Poznamke 25, ak za trigonometricky/exponencialny polyném P zoberieme
funkciu o definovand v (104) s dostatocne velkym indexom N. [ |

i

Poznamka 27 (Uplnost trigonometrického/exponencialneho systému)

Vysledok Vety 12 je ekvivalentny s faktom, Ze trigonometricky/exponencialny

systém v (60) je uzavrety/aplny v priestore C[—L, L] vzhladom na suprémovii

normu v (107). Tento vysledok mozno rozsirit dokonca i na priestor £2[—L, L].
o
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Weierstrassova veta o aproximacii

Jednym z najvyznamnejsich désledkov Fejérovej Vety 11 s aplikaciami v nume-
rickej analyze je Weierstrassova veta o aproximacii spojitych funkcii.

Veta 13 (Weierstrassova)

Nech reédlna (komplexnd) funkcia f je spojita na intervale [a,b] a nech € > 0 je
dané. Potom existuje polyném P taky, ze

If—Pls = sup |f(z) = P(z)| <e. (121)

8
| m
\

Poznamka 28

Z matematickej analyzy pozname aproximaciu funkcie f pomocou jej Taylorovho
polynému so stredom v bode z¢g. Musime vsak predpokladat dostato¢ni hladkost
funkcie f v bode zo. Naviac, jedna sa iba o lokalnu aproximaciu na vhodnom
okoli zo. Weierstrassova Veta 13 ukazuje, ze spojité funkcie je mozné pomocou
polynémov aproximovat i globalne, a to dokonca s vopred zvolenou presnostou.
Takymito polynémami sa napriklad tzv. Bernsteinove polynémy. V nasom vyk-
lade budeme — so zretelom na aplikaciu Fejérovej Vety 11 — vhodnych kandidatov
hladat medzi linearnymi kombinaciami tzv. Cebysevovych polynémov.

i
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Dokaz Weierstrassovej vety

Uvedieme najprv dve pomocné tvrdenia.

Nech f je parna funkcia spojitd na intervale [—L, L]. Potom pre kazdé e > 0

existuje index M € Ny a komplexné éisla dy, . .. ,dn s vlastnostou
M nmx
sup |f(z) — Z dn cos — | < e. (122)
w€[~L,L] =0 L

| A\

Dékaz Lemy 12.

Vdaka parnosti funkcie f plati podmienka f(—L) = f(L). Obzvlast, v sulade
s Poznamkou 8 odpovedajice Fourierove trigonometrické polynémy Tn v (9)
obsahuji v tomto pripade pre kazdé N € Ny iba cleny s kosinusmi, t.j., jej
Fourierove koeficienty b, = 0 pre kazdé n € N. To znamena, ze i prislusné

funkcie on v (104) pozostavaji z vyrazov obsahujicich iba funkcie cos 7=,
n € No, € [-L, L]. Tvrdenie lemy potom vyplyva z Vety 12 a jej dokazu. W

o
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Definicia 15 (Cebysevove polynomy)

Reélne polynémy T),, n € Ng, dané na R rekurentnym predpisom

To(z) =1, Ti(z)==, Thn+i1(z)=22Th(z)—Th—1(z), n €N, (123)

sa nazyvaju Cebysevove polynémy prvého druhu.

Lema 13

Cebysevove polynémy T,, z Definicie 15 sii jediné polynémy splnajice

cosnt = Tn(cost) pre kazdé n € Ng a kazdét € R. (124)
>

Dékaz Lemy 13.

Vyuzijeme metédu Gplnej matematickej indukcie. Plati cos(0t) = 1 = To(cost)
a cost = Ti(cost), t € R. Predpokladajme, ze formula (124) plati pre vsetky
indexy n =0,...,k, kde k > 1 je dané. Pre index k + 1 potom mame

cos(k + 1)t = [cos(k + 1)t + cos(k — 1)t] — cos(k — 1)t = 2costcos kt — cos(k — 1)t

123
=2costTk(cost) — Ty_1(cost) (123) Ty41(cost), teR.

Jedinecnost polynémov 75, vyplyva z jednoznacnosti rekurencie v (123). ]
- w
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Sme pripraveni pristapit k dokazu Weierstrassovej Vety 13. Nech f je funk-
cia spojitad na intervale [a,b] a nech e > 0 je dané. Interval [a,b] bijektivne
transformujeme na interval [0, 1] pomocou linearneho zobrazenia

T—a

5=7 , z€[a,b] <<= z=a+(b—a)s, s€l01]. (125)
—a

Analogicky sa transformuje i funkcia f, t.j., budeme pracovat s funkciou

f(s):=fla+ (b—a)s), se€][0,1]. (126)

Vdaka spojitosti f na [a,b] a linearite transformacie v (125) je funkcia f v (126)
spojitd na intervale [0, 1]. Definujme dalej pomocni funkciu g s predpisom

g(t) == f(|cost]), te[-m, . (127)

Funkia g je spojitd a parna na intervale [—m, 7r]. Podla Lemy 12 s L := 7 preto
existuje index M € Ny a (komplexné) koeficienty do, . . ., dar také, ze pre funkciu
g plati na intervale [—m, 7] odhad v (122), t.j.,

M
g(t) — Z dn cosnt| < e. (128)

n=0

sup
te[—m,n]
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Uvazujme polyném
M
5) =Y dnTu(s), (129)
n=0

kde T, n € {0,...,M}, sa CebySevove polynémy zavedené v Definicii 15.
Pomocou relacii v (124) a (127)—(129) postupne dostavame

sup |f(s) — p(s)‘ = |substiticia s = cost| = sup |f(cost)— P(cost)
s€[0,1] te[0,m/2]
e sup |f(]cost|) — Zd T (cost)
te[0,7/2]
< sup |f(|cost|) — Zd Ty (cost)
te[0,7]

(124),(127)

Z d,, cosnt

tE[ n=0

parna funkcia
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(128)
= sup < Eo

te€[—m,m)

M
g(t) — Z dn cosnt
n=0

Polyném P teda aproximuje funkciu f rovnomerne na intervale [0,1] s chybou
mensou nez . V sulade s transformaciou v (125) a (126) potom polyném

P(z) =P (‘Z:Z)

aproximuje funkciu f rovnomerne na intervale [a, b] s chybou mensou nez ¢, t.j.,
plati nerovnost (121). Dékaz je kompletny.

Poznamka 29

Poznamenajme, ze v reci funkcionalnej analyzy ma Weierstrassova Veta 13 nasle-
dujacu ekvivalentnd interpretaciu (porovnaj i s Poznamkou 27).

Mnozina vsetkych polynémov s komplexnymi koeficientami je podpriestor husty

v priestore C[a, b] vSetkych komplexnych funkcii spojitych na intervale [a, b].
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Gibbsov jav — motivacia |

Nasledujaci vyklad motivujeme jednym praktickym prikladom.

Priklad 20

Pre dané L > 0 nech f je funkcia definovana na intervale [—L, L] s predpisom
z, z€(-L,L),

{ 0, z==L.

Uvazujme 2L-periodické rozsirenie funkcie f na celé R, t.j., funkciu

_ { z, z€ ((2k—1)L, (2k+1)L),
f(z) = kez

0, == (2k+1)L,
Funkcia f je po €astiach hladka na intervale [—L, L], a teda integrovatelna na

[=L, L]. V salade s Definiciou 4 preto vieme zostrojit postupnost jej Fourierovych
trigonometrickych polynémov. Konkrétne, pre kazdé N € N plati

N
2L (=)t | nmz
Tn@) =225 2 sin2 se-L, L. 130
v =230 e T e L (130)
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Gibbsov jav — motivacia Il

Priklad 20

Podla Dirichletovej Vety 2 vieme, ze postupnost {Tn}%—, bodovo konverguje
na celom R, pricom v tomto pripade

. _ f@)+ f@th)
e e

= f(z) pre kazdé dané = € R. (131)

Podrobnejsie teraz preskimame spravanie sa funkcionalnej postupnosti {Tn }¥—g
na okoli bodov nespojitosti funkcie f, t.j., bodov xx, = (2k + 1)L, k € Z. Bez

ujmy na vseobecnosti sa budeme zaoberat bodom zo = L, pricom predpoklada-
jme, Ze sa k nemu blizime prostrednictvom postupnosti bodov
L L
20— —=L——==L(1——=) — L=x29 pre N — co.

Zaujima nas existencia a nasledna hodnota limity

L
li T —— ) =777
im Ty (:co N)

N — oo

Nech N € N je dané. Dosadenim z =z — £ do (130) dostaneme
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Gibbsov jav — motivacia IlI

Priklad 20

e i, i -
Tn (mo—%):TN (L(u%))“i‘”%z( 17)1 s (L ~)
n=1

™

n=1 n=1
N .
2L sin &\ T
=T 2= )W
n=1 N
Posledna suma vsak predstavuje Riemannov integralny sicet funkcie =2t na

s

intervale [0, 7] pre ekvidistantné delenie s krokom Z. A kedZze funkcia 22t je
integrovatelna na [0, 7], plati

N cnT .
L 2L sin ~ \ 2L (™ sint
lim T -—)=1lm =5 M2 == dt. (132
im Ty (a:o N) im ( — > = — /o ; (132)

N— N— ——
oo o m = N

i
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Gibbsov jav — motivacia IV
Priklad 20

Zaved' me oznacenie
t ~ G 1 1 (™ sint 1
G = / sint G::———:—/ G P (133)
T 2 7 Jo 2
Rovnost v (132) potom nadobudne tvar

L 2L
lim Tn (IO_N) :—G L +2LG.

N —oco
A nakolko f(zy) = L a f(zy) — f(xd) = 2L, ziskame napokon formulu
L _ L -
Jim T (a0 = ) = Fle5) + [Flep) - Fla)] 6. (134)
Analogicka identita plati i na pravom okoli bodu z¢, konkrétne

lim T (xo + %) = fp) - [fe) - Fa)] €. (135)

N—o0

Vidime teda, Ze Fourierove polynémy T Fourierovho radu funkcie fsa na okoli
bodu zo s rasticim N globalne neprimkynaja k hodnotam f(z7), resp. f(zg),
ako by sme podla rovnosti (131) ocakavali.
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Situacii, opisanej v Priklade 20, sa standardne hovori Gibbsov jav. Dochadza k
nemu v bodoch nespojitosti v pripade lubovol'nej po ¢astiach hladkej funkcie f.
Prislusny Fourierov polyném T na malych okoliach takychto bodov vykazuje
velké oscilacie, ktoré s rastiicim N nevymizna. Naopak, funkcie T prekmita-
vaja/podkmitavaji f o hodnoty, ktoré maju pre N — oo kone€nd nenulovi
limitu. Pric¢inou toho je skutocnost, ze na okoliach bodov nespojitosti funkcie
f postupnost {Tn}%—o nekonverguje rovnomerne. Gibbsov jav objavil anglicky
matematik Henry Wilbraham (1825 — 1883), neskér bol nezavisle od neho po-
zorovany americkym matematikom Josiahom Willardom Gibbsom (1839 — 1903).
Konstanta G v (133) sa nazyva Wilbrahamova—Gibbsova konstanta a plati

G:/ ST Gy~ 1.852, é:l/ sint L coos.  (136)
o ¢ T Jy 1 2

Veta 14 (Gibbsov jav)

Nech f : R — R je realna (komplexna) 2L-periodicka a po castiach hladka
funkcia a nech {Tn}%—, je jej odpovedajiica postupnost Fourierovych polyns-
mov vzhladom na intervale [—L, L] v (9) a Definicii 4. Ak x¢ je bod nespojitosti
funkcie f so skokom & == f(xy) — f(zg), potom plati

N—oo N—oc0

lim Ty (:co + %) = f(:cg) —6G, lim Ty (zo — %) = f(zq) +6G.

i



Motivacia Fourierov rad < erg E Aplikacie Hilbertov priestor Fejérova veta

Priklad 21

Uvazujme 2-periodické predizenie f funkcie g s predpisom

[0 ze(-1,0),
g(r){ 1, ze(0,1),

na celd redlnu os. Podla Prikladu 5 s L := 1 pre prislusny Fourierov trigonomet-
ricky polyném T, N € N, funkcie f vzhladom na [—1, 1] plati

N+1
N N
1 2 sinnmx 1 2 sin(2m — 1)z
T = = — = — — ) ER.
S 5o Zl n 2+7rmZ:1 om —1 ‘

n=
T neparne

V 2o = 0 ma f bod nespojitosti so skokom & = f(zy ) — f(zg) = —1. Obzvlast,
na vhodnych okoliach tohto bodu postupnost {Tn}%—, splia

152 i emonn

1 1 2
lim 7’ — ) ==+ 1§ - N
Neoo N(N) 2 T r v mZ:1 2m — 1
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Priklad 21

sinwzr 1 1/7r sint
0 t

1 1 .
m=1 N
Pomocou identit v (136) napokon dostavame

1 ~
li T — ) =1
e iy (N) +G,

v siilade s prvou formulou vo Vete 14. Analogicky mame

2]

1 1 2 sin(2m71)7r
lim Ty (—— ) ==—-Z2 1 -
N—voo N( N) 2 7w Now 'mZ:I 2m — 1
1 1 [7sint .
R T ]
2 ™ Jo t

v zhode s druhou rovnostou vo Vete 14.
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