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Motivacia Fourierova transformacia Inverzia ! Aplikacie

V prechadzajucich prednaskach sme analyzovali vyjadrenie periodickych funkcii
pomocou trigonometrickych /exponencialnych radov. Konkrétne, ak f je hladka
periodicka (komplexna) funkcia s periédou 2L € RT, potom je mozné ju pre
kazdé = € R vyjadrit ako stéet Fourierovho exponencialneho radu

flz) = i cnemiL”7 kde &isla ¢n = i/L f(t)emeﬂt de¢ (1)
oL | .

n=—oo

sa nazyvaju Fourierove koeficienty funkcie f. Formulu (1) mozno interpretovat

ako reprezentaciu signalu f v tvare superpozicie harmonickych funkcii e 2= s
periédami % n € Z. Fourierov koeficient ¢, pritom vyjadruje mieru podielu

harmonickej zlozky eIt v celkovej funkcii f. Obzvlast plati, ze

1 L .
miera podielu zlozky s frekvenciou &, = or je — X T / f@) e ént 4t
L 21 L —JL,
Mnozina frekvencii &, ktoré mdézeme v tomto pripade pouzit na vystavbu celko-
vého signalu f, je teda diskrétna, pricom A&, 1= {ni1 — & = . Takze

miera podielu zloZiek s frekvenciami z diskrétneho intervalu  [€n,&n11) Je

1 C :
_ —ignt
o X (/7L flt)e dt> X A&n.

Naviac, so zvdésujacou sa periédou 2L bude zrejme ekvidistantna siet frekvencii
&, Coraz hustejsia, pricom pre L — oo plati A&, — 0.



Motivacia Fourierova tr Inverzia

Je prirodzené sa pytat, ako bude uvedena analyza fungovat v pripade neperio-
dického signalu f. Funkciu f mozno teraz intuitivne chapat ako periodicka
s “nekonecnou” periédou, t.j., uvazovat L — oo. V silade s vysledkami pre
konecné periédy potom ocakavame, Ze na vystavbe signalu f sa budi podielat
harmonické zlozky €'** s [ubovolnou realnou frekvenciou, pricom

miera podielu zloziek s frekvenciami z malého spojitého intervalu [£,& + AE) je
1 L .
pre dostatoéne velké L priblizne o X (/ ft)e~ict dt) x AE.
us —iL

Obvzlast, podla formuly (1) potom pre L — oo a A¢ — 0 formalne plati

_ e i o —iét i€x _ i ° o —i&t :| ix
f(z)_/m [Qﬂ/mf(t)e dt}e dg_%/m wa(t)e dt| ei€e ae

pre kazdé x € R. Neperiodickd funkciu f sme teda formalne vyjadrili ako spojiti
superpoziciu harmonickych funkcii e!¢% s frekvenciami ¢ € R. Funkcia

qGE T pweiEar @

sa oznacuje ako Fourierov obraz funkcie f. Az na konstantny nasobok reprezen-
tuje mieru podielu zlozky s danou frekvenciou £ v celkovom signale f. Nasledujuci
vyklad bude preto venovany podrobnej analyze integralu (2).
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Fourierova transformacia

Budeme uvazovat triedu funkcii f absolatne integrovatelnych na R, t.j.,

LY(R) := {|f| lebesgueovsky integrovatelna na R} . 3)

Definicia 1 (Fourierova transformacia)

Nech f € £'(R) je dana funkcia. Funkcia f : R — C definovana predpisom
fo:= [ f@eids  ger ()

sa nazyva Fourierov obraz funkcie f. Priradenie f — f sa oznacuje ako
Fourierova transformacia, pricom piseme f = F(f).

Poznamka 1

| A

Funkcia f € £'(R) pre kazdé z,¢ € R splha |f(z) e %] = | f(z)|, a tak
i@ ad < [T |r@ete

t.j., integral v (4) konverguje pre kazdé £ € R. Prislusna funkcia fpredstavené
v Definicii 1 je preto korektne definovana na celom R pre kazdé f € £'(R).

d:c:/oo |f(z)|dz < oo,

o
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Poznamenajme, ze Fourierov obraz ffunkcie f € LY(R) nemusi byt vzdy funkcia
absolttne integrovatelna na R, t.j., f v (4) vo vieobecnosti nepatri do priestoru
L'(R). Tato skutoénost ilustrujeme v nasledujicom priklade.

Priklad 1

Uvazujme funkciu f s predpisom

Jedna sa zrejme o funkciu absolatne integrovatelnti na celej realnej osi. Pre jej
Fourierov obraz f potom podla (4) pre kazdé £ € R\ {0} plati

oo 1 . —itx —igx1 ie _ ,—ig ;
= _ —itw . e _ e @ e __ siné
Fo=[ r@esas [ 5 d“”’[—ms}ff T

kym F(0) = 1. A kedZze lim¢ o ®2& = 1, funkcia f je spojita na celom R.
Napriek tomu nevlastny integral

e e

diverguje, ako sa mozno presvedcit vyuzitim Dirichletovho kritéria. Preto v stilade
s (3) funkcia f nie je prvkom priestoru £'(R).

o
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Zakladné vlastnosti Fourierovej transformacie

Uvedieme teraz niekolko zakladnych vlastnosti Fourierovej transformacie.

Veta 1 (Linearita Fourierovej transformacie)

Fourierova transformacia F je linedrne zobrazenie, t. 1/ pre kazdé dve funkcie
f,9 € LY(R) a konstanty o, 3 € C plati af + Bg € L'(R) a

Flof +Bg) = aF(f) + BF(9)- (5)

Dokaz Vety 1.

Platnost formuly (5) ihned vyplyva z linearity integralu (4) v Definicii 1. |

Veta 2 (Fourierova transformacia zmeny mierky)

Pre f € £L*(R) a R € R\ {0} uvazujme funkciu f%(z) := f(Rz), = € R, tj.,
zmenu mierky na funkcii f. Potom funkcia f* € £'(R) a plati

ﬁ(&)fwf(g):‘—;'(f)%(g) pre kazdé £ € R. (6)
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|

Ddkaz Vety 2

Nech f a f® splhaji predpoklady vety. Potom zrejme f%® € L£'(R), a teda
v stilade s Definiciou 1 pre funkciu f& existuje jej Fourierov obraz fE. Podla

rovnosti (4) pre kazdé £ € R mame
@ = Meeed= [ f(Rn)eie .
Pomocou substitiicie y = Rx prevedieme posledny integral na tvar

@ =senr [ sek pa= [T methra @ L7 (1),

¢o dokazuje platnost identity (6). Dékaz je hotovy. ]

Veta 3 (Zmena mierky na Fourierovom obraze)

| A\

Pre kazdé f € L*(R) a kazdé R € R\ {0} plat f%f% € L'(R) a

1

@ jj%(é) pre kazdé £ € R. (7)

(7) @ =Fwe =
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|

Dékaz Vety 3

Tvrdenie vyplyva z Vety 2 zamenou R — +. Skutogne, volbou R := & dosta-
vame, ze funkcia f® € L(R), a nasledne podla Vety 1 s o := % ﬁ =0i

funkcia fR € L'(R). Naviac, identita (6) nadobudne pre &£ € R tvar

IR\

1 —~ ~\ R —~
E©=IRFEr) = (7)©=F®e=

|
[y
=
—~
™~
=

Plati teda formula (7) a dékaz je kompletny. [ |

N
| A\

Veta 4 (Fourierova transformacia posunutia)

Pre f € L*(R) a R € R uvazujme funkciu fr(z) := f(z — R), = € R, tj.,
posunutie na funkcii f. Potom funkcia fr € L*(R) a plati

FrRE =F (&) e & pre kazdé ¢ € R. (8)

>
| A\

Dokaz Vety 4

Postupujeme analogicky ako v dokaze Vety 2. Iste fr € L£L*(R), pricom nasledne
podla (4) postupne mame (vyuzijeme substitciu y =z — R)

\



Doékaz Vety 4 (pokracovanie).

2@ [ ~ fa@) e i do = / ¥ f@ - Rye € dz = [ T fy) e €@ gy

— et [ g eieray @ Fg)emine

pre kazdé £ € R. Dokaz je teda kompletny. |

| A\

Veta 5 (Posunutie na Fourierovom obraze)

Nech pre f € L*(R) a R € R je g(x) := f(z)e' ™, € R. Potom g € L'(R) a

(), ©=F€-R) =5 prekazdecek. )

4

Doékaz Vety 5.

Formula (9) vyplyva priamo z definicie Fourierovej transformacie v (4). |
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Désledok 1 (Modulacné identity)

Pre kazdé f € L'(R) a kazdé w € R sii funkcie
g(z) := f(z) coswuz, h(z) := f(z) sinwz, =z €R, (10)

absolitne integrovatelné na R a ich Fourierove obrazy g a h spliiajii pre kazdé
& € R tzv. modulacné identity

7@ =5 [Fle-w+7E+w), (1)

— [fe-w-Fe+w)]. (12)

Dékaz Désledku 1.

Vyuzijeme vysledky Viet 1 a 5. Zavedme funkcie F; (z) a F_(z) s predpismi

Fy(z) := f(z) e, F_(z) := f(z)e '“® pre dané w € R.

Pomocou nich a Eulerovej identity €* = cosa + isina, o € R, potom mozno
funkcie g a h v (10) vyjadrit v tvare

g(:c):%F+(x)+%F_(:c), h(:c):—%F+(z)+%F_(:c), zER.  (13)

o



Motivacia Fourierova transformacia Inverzia ! Aplikacie

Dékaz Désledku 1 (pokracovanie).

Podla Vety 5 st funkcie F. a F_ absoltne integrovatelné na celej realnej osi s
Fourierovymi obrazmi

Fi@)=Ff¢-w), F(©=F(E+w) prekazdeécR. (14)

Nasledne v silade s (13) a (5) vo Vete 1 si absolatne integrovatelné na R i
funkcie g a h, pricom pre ich Fourierove obrazy postupne plati

0 (13) 1 1 6) 1 =~ 1 —~
70 P (457 ) ©2 RO+ @
(14) 1 1~ ~
=2 fe-w+TeE+w),
e D F (<5 ra i r ) © 2 - FE+
2 2 2 2
(1) i

- [?(5—w)—f(£+w)] pre kazdé € € R.

Ukazali sme teda platnost modulaénych identit (11) a (12) a dékaz je hotovy. M

i
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Aplikacie

Veta 6 (Fourierova transformacia derivacie)

Nech funkcia f € £'(R) spliia podmienky
ffeLt(R) a lim f(z)=0. (15)

|z|— oo
Potom pre Fourierov obraz f' derivacie f' plati formula

Fr©=i€fE), €er. (16)

Dékaz Vety 6

>
| A\

Prva podmienka v (15) v silade s Poznamkou 1 zaruéuje existenciu Fourierovho
obrazu f/ . Pomocou integracie per-partes potom postupne dostavame

e @ [ . o (z) = f'(z), v(z)=e 1%,
= f(x)e €% dz = '
/*°° ; u(e) = f(z), (z) = —ige= ik

= [f@ee]” +ie [~ @ea @ [f@e]” +iefe

(18) .

= lim f(z)e™ — lim f(2)e " +i6 f(€) =i f(§)

pre kazdé £ € R. To dokazuje platnost formuly (16) a kompletizuje dékaz. W

o
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Dasledok 2 (Fourierova transformacia derivacie)

Nech funkcia f € L*(R) spiha pre dané n € N podmienky

f*® e’ R)prek=1,...,n a |llim f®(@)=0prek=0,...,n—1. (17)
xT|—o0
Potom pre Fourierov obraz (") n-tej derivécie f™) plati formula

—

F™ (€) = ()" F(€), €€R (18)

Dékaz Dasledku 2.
Identita (18) sa dokaze matematickou indukciou vyuzitim vysledku Vety 6. W

Veta 7 (Derivacia Fourierovho obrazu)

Pre f € L*(R) predpokladajme, ze pre funkciu g(z) := zf(x), = € R, plati
g € L*(R). Potom Fourierov obraz f ma derivaciu na celom R a plati identita

(7)© = 5 7€ =~id(©) preasdec e (19)
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Dékaz Vety 7

Dokaz je zalozeny na vysledku z tedrie parametrickych integralov o zamene znaku
derivovania podla parametra a integrovania. Konkrétne, pri splneni istych pred-
pokladov plati pre kazdé £ € R tzv. Leibnizov vzorec

N swesad = [T 2 [rwe ] an (20)

Korektnost formuly (20) je zarucena skutocnostami, ze funkcie

|

@2 S [f@ei] = cief@) e = —ig) et (1)

st podla predpokladov vety a Poznamky 1 pre kazdé £ € R absolitne inte-

grovatelné na R. Preto v salade s (4), (20) a (21) ma Fourierov obraz 7
derivaciu na celom R a plati

2102 2| s@eiea| @ [" 2 [t

(21)

- “/ g@)e e as @ _ige), cer.

Dokaz je teda kompletny. ]
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Predchadzajice vysledky o vlastnostiach Fourierovej transformacie vyuzijeme na
najdenie Fourierovho obrazu tzv. Gaussovej funkcie, ktora ma pocetné aplikacie v
réznych oblastiach matematiky, statistiky i fyziky. Jedna sa o funkciu s predpisom

1 e
eT, zeR (22)

|

Lema 1 (Fourierova transformacia Gaussovej funkcie)

Gaussova funkcia G je absoliitne integrovatelna na R s Fourierovym obrazom

03
M)

G(&)=e"Z pre kazdé £ € R. (23)

>
| A\

Dokaz Lemy 1

Pri dékaze vyuzijeme klasicka integralnu identitu

/oo et dt = /. (24)

—o0

Pomocou nej lahko odvodime, ze Gaussova funkcia G' € £*(R), nakolko

/_ G (2)| do (22)\/_/ dx_‘:c_t\/_‘ \/_/ Pt @ 1 (25)

-
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|
{

Doékaz Lemy 1 (pokracovanie)

Dalej podla (22) je G parnou funkciou a splia identity

N

)

re 2

‘Il‘iinoo G(z) =0, G(z) = — or = —z2G(z) pre kazdé z € R. (26)
Funkcia G'(z) je preto neparna a tiez absolatne integrovatelna na R, kedze
/ G ()] dz:2/ G (o) dz 2 — / G (z)dz = —2[G(@)]3°
00 N——
parna

2

2] lim G(z) - G(0)] 2 560 &,/ =.

x—r 00 ™

Podla Poznamky 1 preto existuju Fourierove obrazy G'a G’ na celom R. Uve-
dené vypocty nam nasledne umoznuja efektivne aplikovat Vety 6 a 7. Konkrétne,
ak oznacime g(z) := zG(z), * € R, vdaka podmienkam v (26) potom podla
(16) a (19) plati

G © =G, (G)©=-1g() prekazde R, (27)

Avsak v stlade s druhou rovnostou v (26) mame g(z) = —G’(z) na R, a tak
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Dékaz Lemy 1 (pokracovanie).

~\/ — -~ ~
(8) ©F -ig@© = () [-67©)] VL (i) [-£G©)] = -¢G©), cer
Hladana funkcia G je teda riesenim homogénnej linearnej diferencialnej rovnice
y = —&y. Jej rieSenim zistime, Ze

2
G()=Ce 5 pre kazdé £ € R,

kde C je vhodna (komplexna) konstanta. Avsak nakolko plati rovnost

&) @ / C(z) e 0T dg = / G(z)de B 1,

mame C = 1 a doékaz formuly (23) je zaviSeny. |

Veta 8

| A\

Nech funkcia f je absolitne integrovatelni na R. Potom jej Fourierov obraz f
je funkcia rovnomerne spojitd na celom R.

-
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Dokaz Vety 8.

Vysledky v Poznamke 1 ndm zarucuju existenciu Fourierovho obrazu f pre kazdé
& € R. Ukazeme, ze funkcia f je naviac rovnomerne spojita na R, t.j.,

pre kazdé € > 0 existuje § > 0 také, ze
ak body &, € R splaji |€ — 5| < &, potom |f (€) — f ()| < e.

Zvolme teda nejaké ¢ > 0. Kedze funkcia f € L£'(R), podla (3) existuje
dostatocne velké kladné realne éislo R. s vlastnostou

/‘I‘ZRE @]z < <. (28)

Z dévodu zjednodusenia dékazu budeme naviac predpokladat, ze funkcia f je
ohranicena na R, t.j., existuje kladna konstanta K taka, ze |f(z)| < K pre kazdé
z € R. Nasledne pre lubovolné £,7 € R mame

/;00 f(z)e " dz — /;00 f(z)e "% dz
‘/;00 f(x) [e_iéz - e_i"z] dz
- R

’/zm o) et el ans [ sta) [orte —emine]

7E© -Fom @
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Déokaz Vety 8 (pokracovanie).

<[ i@ - oine da
|z|>Re

RE . .
dz + / (@) |e7i€® — e7ine
Re

. . R. ' '
< [ @[] o Jae s [ e — e ae
€ ~— . —R. ~—~—~—
|2|>R . - R
Re | . '
<2 @k [ | e g
|z|>Re —Re.
(28) Re . X R, ) '
< 2- E —+ K/ ’e*lgm _e T qp = E e K/ e—lgm _ e in%| g (29)
4 -Re 2 R

Na odhad vyrazu |e " — e~1"®| v poslednom integrale vyuzijeme geometricki
reprezentaciu hodnét funkcie g(t) := e~ '**, t € R, v komplexnej rovine pre dané
pevné x € R. Konkrétne, plati nerovnost

’e—lgm _ e inz

<=z — (—nz)| = |=] - € =l (30)

pre kazdé z,£,m € R, ako sa mézeme lahko presvedcit. Vyuzitim relacie (30)
nerovnost (29) nasledne nadobudne tvar

.
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Déokaz Vety 8 (pokracovanie).

FO-Fan2 <+ K/

&S e e
=5+KK—M/RkWM:5+KﬁK—m,émeR (31)

7i§1: _ 71”1

(30) ¢
de' < S+ K / - |€ =l dz

Polozme teraz 0 := 537> > 0. Potom pre kazdé £, € R splhajace |€ —n| < &
plati v stlade s (31) nerovnost

~ —~ (31) €
- - + KR? KR?6 = - + KR? ==
£ )= fml < + RZ|€— n|< + KR4 + RZ 2KR2 5+

Funkcia f je teda rovnomerne spojita na celom R a dékaz je hotovy. |

V prednaske o Fourierovych radoch sme uviedli Riemannovu—Lebesgueovu lemu
platiacu pre funkcie z priestoru £!(Z), kde Z je kompaktny realny interval. Toto
tvrdenie je mozné rozsirit i pre funkcie z priestoru £*(R). Obzvlast, v tomto
kontexte poskytuje délezita informaciu o asymptotickom spravani sa Fourierovho
obrazu funkcii absolatne integrovatelnych na R.
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Lema 2 (Riemannova—Lebesgueova)

Nech funkcia f je absolatne integrovatelna na celom R. Potom plati

lim /jo f(z)e ¥ dz = 0, (32)

[§]—o00

t.j., Fourierov obraz f splfia podmienku lim ¢ 0 f©=o.

Nasledujicu vetu mozno interpretovat ako analégiu integracie per-partes v pri-
pade Fourierovej transformacie.

Veta 9 (Fourierova transformacia “per-partes”)

Pre kazdi dvojicu funkcii f,g € L*(R) plati formula

/ ~ f@)§(@)de = /_ " F@) o) dz, (33)

—o0

pokial” aspon jeden z uvedenych integralov existuje.

Déokaz Vety 9.

Platnost identity (33) sa ukaze pomocou Fubiniho vety pre nevlastné dvojné

integraly. Predpokladajme existenciu integralu ffooo f(x) g (z)dz. Potom plati
~
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Doékaz Vety 9 (pokracovanie).

[ iwi@a® [ i@ ([T aweray) as

= /_‘: /_‘: F(@)g(y) e~ dady

Fubini /:: ) (/:: fz)eive da:) w® [~ P,

—o00

€o po premenovani premennej y na z ihned implikuje rovnost (33). |

~
Uvedené vlastnosti Fourierovej transformacie teraz ilustrujeme pri rieseni konkrét-
nej praktickej alohy — najdenie Fourierovho obrazu danej funkcie, ktorad je ab-
solatne integrovatelnd na R. V Priklade 2 vyuzijeme ako uzito€ny néstroj tzv.
Heavisideovu funkciu H definovani na celej realnej osi predpisom

1, >0,
H(zx) := %, = @, (34)
0, x<0.
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Priklad 2

Najdime Fourierov obraz funkcie f(z) = e~ ®!, & € R, kde a je kladna realna
konstanta. Funkcia f je absoliitne integrovatelna na R, kedze plati

oo oo 0o e—aw o0 1
/ \f(x)|d:c:/ el dx:2/ e *dx = {— } =—.
—oo oo 0 a 0 a

parna

Teda f € L*(R), a preto podla Poznamky 1 existuje Fourierov obraz f pre
kazdé & € R. Pomocou Heavisideovej funkcie H v (34) mozno f zapisat v tvare

f(x) = H(z)e ** + H(—x)e* pre kazdé xz € R. (35)
Pritom funkcie f*(z) := H(z)e *® a f~(x) := H(—x)e*®, x € R, si tiez ab-
soliitne integrovatelné na R, ako sa mozno lahko presvedcit. Pre ich Fourierove
obrazy f+ a f— potom pre kazdé £ € R postupne mame

FF\(S) @ / f+(93) e 8% qg = / H(z)e e 87 dg G4 / e~ (atid)z g,
—oo —oo 0

oo
== lim e (ati&)z 4 L ;,
a+ i€ z—o0 a+i§ a—+i€

(36)

a+ i€

|: e~ (ati&)z

o
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Priklad 2

— S . S . 0 .
= (¢ @ / (@) e % dx = / H(—z)e® e 182 dg @4 / ele=10)z qg

ela=ie)z]° 1 1 : 1
= - =—— — — lim @2 _—_ (37)
a—if | a—1 a—ifz>—o0 a— i€

V silade s formulou (5) vo Vete 1 pre Fourierov obraz funkcie f napokon podla
vyjadreni v (35), (36) a (37) dostavame

-~ (35),(5) 77— — (36),(37) 1 1 2a

f(é) f+(£)+f_ (é) a+1§ a—i£:a2+£2

pre kazdé £ € R.

o

Priklad 3 (Vlastné hodnoty a vlastné funkcie Fourierovej transformacie)

V Leme 1 sme nasli Fourierov obraz Gaussovej funkcie G definovanej v (22).
Obzvlast, kombinaciou identit (23) a (22) dostaneme rovnost

F(@)©) =) 2 o5 @ V21 G(€) pre kazdé € € R. (38)

Gaussova funkcia G je teda vlastnou funkciou Fourierovej transformacie F
odpovedajicou vlastnému Eislu /2.

o
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Konvoliacia funkcii

Pri skamani Fourierovych radov, resp. Fourierovej transforméacie, sa ukazalo
prirodzené pracovat s mnozinou L£'(Z) funkcii absolatne integrovatelnych na
kompaktnom intervale Z, resp. s mnozinou £'(R) funkcii absolatne integrova-
telnych na celom R. Nie je tazké ukazat, ze mnoziny £(Z) a £'(R) vytvaraji
linedrne priestory nad telesom komplexnych é&isiel C, t.j., st uzavreté vzhladom
na komplexné linearne kombinacie. Popri sticte a nasobeni skalarom je d'alSou
prirodzenou a vyznamnou operaciou sucin dvoch funkcii. V tomto pripade vsak
stcin dvoch absolatne integrovatelnych funkcii (na Z, resp. na R) nemusi byt
absolatne integrovatelnou funkciou. V snahe zachovat vlastnost uzavretosti sa
preto zavadza Specialny typ sacinu funkcii, tzv. konvoluény sicin dvoch funkcii
alebo skratene konvolicia dvoch funkcii.

Definicia 2 (Konvolucny sacin dvoch funkcii)

Nech f a g s dve (komplexné) funkcie lebesgueovsky meratelné na R. Funkcia
f * g definovana predpisom

sa nazyva konvoluény sicin, resp. konvolicia funkcii f a g.
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Poznamka 2

Da sa ukazat, ze pre kazda dvojicu f,g € L*(R) je vyraz f(z—vy) g(y) ako funkcia
premennej y integrovatelny na R pre skoro kazdé realne éislo z. Konvoluény stiéin
f*g v (39) je preto ako funkcia premennej z korektne definovany skoro vsade
na R. V pripade, ak f € £(R) a funkcia g je ohraniéena na R, je konvoltcia
f * g funkcia ohranicena a spojita na celom R.

V nasledujicich troch vetach uvedieme zakladné vlastnosti konvolicie funkcii.

Veta 10
Pre kazdii dvojicu funkcii f, g € El(R) platia nasledujiice tvrdenia.
(i) [+ 9)@)de = (J°2, f(@)dz) (S5, 9(@) da),
(W) S, (@)dz < (S, 1f@)]dw) (S, lg(@)] da).

Obzvlast, konvoliicia f x g je funkcia absolitne integrovatelnd na R a plati
If =gl < £ gl (40)

kde || - || je norma v linedrnom normovanom priestore £ (R).
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Dékaz Vety 10.

Dokaz oboch tvrdeni je zalozeny na vyuziti Fubiniho vety pre nevlastné dvojné
integraly. Nech f,g € £'(R). Postupne dostavame

[t [ ([ s
R [T [ fe =t dedy
o ([ =)o -
o ([ () (o)

nezavisi na y

z=x—y
dx = dz

¢o po zamene y — x a z — « dokazuje spravnost rovnosti v (i). Obzvlast, i
funkcie |f|,|g| € L*(R), a tak v stlade s prave dokazanou &astou (i) mame

[ trsiid@as= ([ 1r@ias) ([ lat@ar) (41)

Platnost nerovnosti v €asti (ii) potom vyplyva z nasledujicich vypoétov
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[l sa@iae® [ |7 - e ay
<[~ ([ 1= awlay)as
— [~ ([ 11wl -lswl av)as
@ [ n1stah@ae D ([ i@lan) ([ laaar).

Tato nerovnost okrem iného ukazuje, Ze konvolacia f * g € £*(R). Naviac, je
ekvivalentna s relaciou v (40), kedZe norma v £'(R) je definovana predpisom

dx

R = /_oo Ih()|dz, k€ LL(R). (42)

Dokaz vety je teda kompletny. |
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Konvolucny sicin predstaveny v Definicii 2 je operacia komutativna, asociativna
a distributivna vzhladom na sticet funkcii, t.j., pre kazdé f, g, h € L*(R) plati

fxg=g=*f, (43)
(fxg)*h=fx*(gxh), (44)
fx(g+h)=fxg+ fxh (45)/

Dékaz Vety 11.

Dokazeme napriklad identitu (44). Pre f,g,h € £'(R) postupne mame

7+ 9) <1 E [ (£ g)(e - ) h(w) dy

@ [ sy = 90 ) ay =

— [ se=nat-va] nea

Fubini /:’" /:’" Fz — ) g(t — y) h(y) dydt

t=y+=z2
dt =dz
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Dokaz Vety 11 (pokracovanie).

" e [ | att-wrw) dy} at® [ fo=0)(g o) at
(39)
B |

f*(g*h)(z) pre skoro vsetky = € R.

Poznamenajme, ze v uvedenom vypocte sme vyuzili skutoénost, ze podla Vety 10
konvoltcie f * g a g * h st funkcie absolitne integrovatelné na R. Podobnym
spésobom sa dokazu i formuly (43) a (45). |

-

Nasledujici vysledok predstavuje jeden z fundamentalnych nastrojov vyskumu v
spektralnej analyze, obzvlast v teérii Fourierovej transformacie.

Veta 12 (Fourierova transformacia konvoliicie)

Fourierova transformacia F je zobrazenie multiplikativne vzhladom na kon-
voluény sicin. Konkrétne, pre kazdi dvojicu funkcii f, g € £*(R) spliia Fourierov

obraz f/*? ich konvoliicie pre kazdé & € R formulu

Fxg@©=F©7gE©, ti. F(f*g) =F() FQ). (46)
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Dokaz Vety 12.

Nech funkcie f a g st ako v predpokladoch vety. Vo Vete 10 sme ukazali, ze
konvoliicia f * g € L*(R). Preto podla Poznamky 1 existuje Fourierov obraz

f/*? pre kazdé £ € R. Naviac, vyuzitim identit (4) a (39) postupne plati

F7e2 [ traweew® [T (7 je-nawa) e

F"E"i/ / fl@ —y) g(y) e '* dzdy
:/ / flz —y) e 8@V g(y) e7i¢¥ dady

(Refth / (/ f@—y)e @) dﬂﬂ) gly)e ¥ dy =

z=x—y
dz =dz

/;O:o (/j:of(z) itz dz) g(y) e"i€¥ dy @ /;o:of(ﬁ)g(y) i€V gy

=7© [~ s ay 2T prekazse g &

Overili sme teda spravnost rovnosti v (46) a dokaz je hotovy. [ |
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Definicia 3 (Aproximacia identity)

Nech ¢ je nezaporna funkcia absoliitne integrovatelna na celom R a spliiajica
JZo p(x)dz = 1. Systém funkcii

1 az
Se) = {a(@). >0, u(e) =7 o (2), v € R (47)
sa oznacuje ako aproximacia identity funkciou ¢.

Je zrejmé, ze kazda z funkcii p,, 7 > 0, definovanych v (47) je nezaporna,
absolttne integrovatelna na R a splha rovnost
y=z/n

/_o:o pofa)da 2 717 /_oo ? (%) =) by = ey

Vyznamnym prikladom aproximacie identity je systém funkcii

= /oo p(y)dy =1. (48)

—o0

%2

S(G) := {%( ) :—G ¢ 22 , >0, xGR} (49)

() =z

odpovedajiici volbe ¢ := G, kde G je Gaussova funkcia v (22). Systém (49) sa
niekedy oznacuje ako gaussovska aproximacia identity.

o
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Nasledujici vysledok objasiiuje pomenovanie aproximacia identity pre systém
funkcii S(p) predstaveny v Definicii 3. Stcasne poukazuje na jednu vyznamni
vlastnost konvoluéného stcinu funkcii.

Veta 13

Nech S(y) je nejaka aproximécia identity a nech f je funkcia ohranic¢ens a spojita
na celom R. Potom systém funkcii f * o, 0y € S(@), pren — 01 konverguje
lokélne rovnomerne (skoro-rovnomerne) na R k funkcii f.

| A

Dékaz Vety 13.

Pripomenme, Ze pojem lokalne rovnomerna (skoro-rovnomerna) konvergencia
na R znamena rovnomerna konvergencia na kazdom kompaktnom podintervale
Z C R. Nech teda Z := [a,b], a < b. Chceme ukazat, ze

pre kazdé € > 0 existuje - > 0 také, ze
pre kazdé 0 < n < 7. a pre kazdé € Z = [a, b] plati |(f * py)(z) — f(z)| < e. (50)
Vyuzitim vlastnosti konvolucného sucinu a funkcii systému S(¢) v Definicii 2 a
Poznamke 3 pre kazdé € R a n > 0 postupne plati

(39),(48)

|(f % on)(2) = f(2)]

[ ta-wewar-1@ [~ e dy\
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L[ e - s (E) dy' -
nJ—-— n

V (z—1tn) — f(@)] ¢@) dt‘ < /oo |f(z —tn) — f(z)] p(t) dt. (51)

=y/n
dt = (dy)/n

(47)

Nech M > 0 je nejaké ohranicenie funkcie f na R, t.j., |f(z)| < M pre kazdé
x € R. Zvolme nejaké e > 0. Z konvergencie integralu [* (t)dt vyplyva
existencia (dostatoéne velkého) kladného éisla R s vlastnostou

/MZR Pt < . (52)

Uvazujme kompaktny interval Zgp := [a — R,b + R]. Podla predpokladov je
funkcia f spojitd na Zg, a teda i rovnomerne spojita na Zr. Obzvlast,
existuje § > 0 také, ze pre kazdé u,v € Zg plati, ze

ak [u — v < &, potom |f(u) — f(v)| < g (53)

Oznaéme 7. := min{1, §/R}. Zrejme 0 < n. < 1 a pre kazdé n € (0, 7.], kazdé
€ [-R, R] a kazdé z € [a,b] bod z — in lezi v intervale Zp = [a — R,b + R].
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Motivéacia Fourierova transformacia

Dokaz Vety 13 (pokracovanie).

Okrem toho pre kazda takdto trojicu (7, t, z) plati nerovnost
|(z —tn) — z| = [tn] = [t|n < Rn < Rne < 6.
Preto podla relacie v (53) s uw := z — tn a v := & mame odhad

|f(x —tn) — f(z)| < % pre kazdé (n,t,z) € (0,n:] X [-R, R] X [a,b]. (54)

Odvodené vysledky teraz vyuzijeme na Gpravu posledného integralu v nerovnosti
(51). Konkrétne, pre kazdé z € [a,b] a kazdé 0 < 7 < 7. postupne dostavame

/°° f(@—tn) — f@)|p(t)dt = I + To, kde

—o0

R (54) (R ¢ e (R .
L ::/R\f(w—tn)—f(r)\eo(t)dt < /_Riwa)dt:i/Rsa(t)dts :

[[f(@—tn)| +|f(2)]] (t)dt
—_— ——

[t|>R
<M <M

I = /MZR fe—tn) - f@le@®d < [

15 155

(52)
< 2M p(t) dt = 2M t)dt < 2M ==
J 20 o) ==

[t|=R
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Doékaz Vety 13 (pokracovanie).

V sulade s nerovnostou (51) napokon dostavame odhad

=c

N O

(51) poo 5
I(f % en)() = f2)] < [ e — o) — i@l Bt = I i 1 = 2

pre kazdé 0 < n < 7. a kazdé z € [a,b]. Plati teda (50) a dékaz je hotovy. W

Poznamka 4

| A

Podla Vety 13 teda konvoluény stcin f * ¢, v, € S(p), s lubovolnou pres-
nostou globalne aproximuje ohranienti a spojitd funkciu f na kazdom redlnom
kompaktnom intervale Z. Naviac, ziskany vysledok implikuje bodovii konvergen-
ciu systému funkcii f * @, pre n — 0" na celom R, t.j., plati
lim (f *¢pn)(z) = f(z) pre kazdé z € R. (55)
n—0+
Funkcie ¢, teda istym spésobom sprostredkovavaji aproximéaciu identického
zobrazenia.  Presnejsie, kazda z funkcii ¢, vytvara na priestore funkcii f
ohranicenych a spojitych na R zobrazenie 7, s predpisom

%(f):f*goﬂ7

ktoré pre 7 — 0T vo vhodnej metrike konverguje k identickému zobrazeniu.
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Poznamka 5

Poznamenajme, ze existuje niekol'ko zovseobecneni, resp. dalsich verzii Vety 13.
Lisia sa medzi sebou podmienkami kladenymi na funkciu f, a nasledne i typom
konvergencie konvoluéného sicinu f * ¢,. Uvedieme tri priklady.

(i) Ak funkcia f je absolatne integrovatelna na R, potom plati

tim [1f %0~ fll = tim [ |(Fxe)(@) = f(@) do =0.
n—0t n—0t J_oo
(ii) Ak funkcia f je absolatne integrovatelna na R, potom plati

lim (f *¢n)(z) = f(z) pre skoro vietky = € R.
n—0+

(iii) Ak funkcia f je ohrani¢ena na R, potom plati
m (f *en)(x) = f(z)

li
n—0+

pre kazdé = € R, v ktorom je f spojita.
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Inverzna Fourierova transformacia

V predchadzajicich prednaskach sme k danej funkcii f € L£*(R) zostrojili jej
Fourierov obraz f a skiimali sme jeho vlastnosti. Pontka sa otézka, ¢i je mozny
aj opacny proces — zo znalosti Fourierovho obrazu f (plne zrekonstruovat vy-
chodiskovy signal f. Nasledujica veta poskytuje isté postacujice podmienky na
realizaciu tejto rekonstrukcie. Zaroven je vyznamnou motivaciou zavedenia tzv.
inverznej Fourierovej transformacie v Definicii 4.

Veta 14 (Fourierova o inverzii)

Nech funkcia f je absolitne integrovatelna a spojitd na R a nech jej Fourierov
obraz f € L*(R). Potom plati tzv. Fourierova inverzna formula

flz) = % /_ * F(e)e€®de pre kazdé z € R. (56)

Pre dékaz Vety 14 uvedieme jeden pomocny vysledok.

Pre danén > 0 a z € R uvazujme funkciu g(€) := G(n&)e'*®, £ € R, kde G je
Gaussova funkcia v (22). Potom plati g (y) = @ G (%) y €R.
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Dokaz Lemy 3.

Nech 7 a x st dané ako v predpokladoch lemy. Funkcia g je zrejme absolatne
integrovatelna na R, nakolko v silade s (25) plati

/ £)]de = / cmelae=| "=

1 1
_L / G(t) dt 2
dt =nd¢ n.J- n

Podla Poznamky 1 preto existuje Fourierov obraz g (y) pre kazdé y € R. V
zhode s oznacenim zavedenym vo Vete 4 mézeme pisat G (&) = G”(£) (zmena
mierky na funkcii G), a tak g(&) = G"(€)e*®. Nasledne podla Vety 5 (s
f=G" z:=&a R:=2x) mame

) =

gly) =G1y—=x), yeR (57)
Pre Fourierov obraz @(y —x) vyplyva z Vety 2 (s f := G a R :=n) rovnost
@l(y—z)(g)ia(y_x):l@(g), yER. (58)
bl n n 7

Napokon kombinaciou identit (57) a (58) s formulou (38) v Priklade 3 dostavame

w102 0 (252) 2 (22) - o ()

pre kazdé y € R (v poslednom kroku sme vyuzili parnost funkcie G). |

o
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Dokaz Vety 14.

Zvolme nejaké x € R a nech S(G) je gaussovska aproximacia identity definovana
v Poznamke 3. Vo svetle vysledku Lemy 3 potom kazda funkcia ¢, € S(G),
n > 0, splha pre vietky y € R rovnost

(@)l (z—y) 1 _
oz —y) = nG( ; )—mg(yL (59)

kde g je funkcia zavedena v Leme 3 pre dané = a 7). Zostrojime teraz konvoliciu
f * ¢©n a budeme skimat jeho hodnotu v bode z. Plati

()@ © (@n s &) @ [ Z e ) iy J% / Z e

@) \/% /_ " @) o) dy = J% /_ T F© ) e (60)

Do posledného integralu dosadime vyjadrenie funkcie g z Lemy 3
1[4 1 [ . .
= — ilx
= [ Touewe=— [ F©=cme s (©1)

Kombinaciou (60) a (61) dostavame napokon identitu

1 = ix
(Fren@ == [ FO=cmoe (62)
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Dokaz Vety 14 (pokracovanie)

|
(

Poznamenajme, Ze konvolu¢ny sicin f * ¢, je podla Pozndmky 2 ohraniceny a
spojity na R, a teda definovany pre kazdé dané z € R a > 0, kedze funkcia f €
L' (R) a funkcia ¢, je v salade s (49) ohranicena na R. Z dévodu zjednodusenia
Gvah budeme naviac predpokladat, ze funkcia f je ohrani¢ena na R. Limitovanim
rovnosti (62) pre n — 0 a vyuzitim Vety 13 a formuly (55) v Poznamke 4 potom
pre kazdé dané x € R dostaneme

29 - (62) 151
7@ E tim (7 % on)() tim, [ F© ¢ Gmod (63

n—0+ nHO+

Z tedrie parametrickych integralov vyplyva, ze v poslednom vyraze je mozné
zamenit poradie operacii limitovania a integrovania. A nakolko Gaussova funkcia
G je spojité vo svojom argumente, plati

o) 2 o = [ 7 'fx[hm G(n@} de = % JREGERCOL

(22) 1 /00 F(6) oo / ol 2 1) -
22 _ d kazde d ER,
T _oof( 27T = f £ pre kazdé dané x
€o potvrdzuje spravnost identity (56) a kompletizuje dékaz. ]
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Poznamka 6

|

Fourierov inverzny vzorec (56) mozno interpretovat ako spojitt analégiu rozvoja
periodickej funkcie do jej prislusného “diskrétneho” komplexného Fourierovho
radu. Nevlastny integral v (56) sa Casto nazyva Fourierov integral funkcie f.

Fourierov obraz f sa v niektorej literattre oznacuje terminom spektralna hustota

funkcie f a jeho absolatna hodnota |f| terminom spektrum funkcie f. Formulu
(56) mozno pomocou (4) a Fubiniho vety pre kazdé = € R zapisat i v tvare

@)@ 1/ (/ @) *‘fydy> ditade = / / F(y) €@ dyde.

Definicia 4 (Inverzna Fourierova transformacia)

\
N
N
| A\

Nech f € £L*(R) je dana funkcia. Funkciu F : R — C definovana predpisom

1C:v
F O Qﬂ/ f@)eé®dz,  CER, (64)

budeme nazyvat inverzny Fourierov obraz funkcie f. Priradenie f — f sa

oznacuje ako inverzna Fourierova transformacia, pricom piseme f = F~'(f).
>
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Z Definicie 4 ihned' vidiet stvislost inverzného Fourierovho obrazu a Fourierovho
obrazu funkcie f € £'(R). Konkrétne, z formal (4) a (64) vyplyvaja identity

FO)=F(=0, F)=2nF(=C) prekazdé (€ R. (65)

1
21
Rovnosti v (65) preto umoznuja prenasat vsetky vlastnosti Fourierovho obrazu f

na inverzny Fourierov obraz f . Obzvlast, funkcia f je absolatne integrovatelna
na R prave vtedy, ked f je absolitne integrovatelna na R.

Poznamka 8

| A

V niektorej literatare sa na rozdiel od Definicii 1 a 4 pod pojmom Fourierova
transformécia a inverzna Fourierova transformacia rozumeji zobrazenia

1

FHE) = Nor

Ff)E) = % /_ T f@e v dr, £cR,  (66)

FHHQ) = Ver F Q) = % [ Zf(z) Tds, CER,  (67)

pre kazdi funkciu f absolGtne integrovateln na celom R.
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Symbolom C(R) budeme oznacovat mnozinu vsetkych funkcii spojitych na R.

Pre kazdi funkciu f € £L*(R) NC(R) takd, Ze fe LY(R), platia rovnosti

?(m) = f(z) = f(x) pre kazdé = € R, (68)
tj., ekvivalentne F~'(F(f)) = f = F(F'(f)).

>
| A\

Dékaz Vety 15

Formuly v (68) si priamym désledkom Fourierovej vety 14 o inverzii a prvého
vzorca v (65) v Poznamke 7. Konkrétne, postupne mame

Fa) @2 / Fw ey @ f@),

: & —1z 65 —iz
HE ”/ F yd”/ STy = |t = —y

- L / T Fwetar @ p),

pre kazdé x € R. Doékaz je aplny. [ ]
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Désledok 3

Pre kazdi funkciu f € £'(R) N C(R) taki, e f € L'(R), platia rovnosti

(x) = 4n? f(x) pre kazdé z € R. (69)

N

F@)=2nf(=a), F(z)=2rF(-2),

i

Dékaz Désledku 3.

Jednoduchou aplikaciou druhej identity v (65), Vety 2 o Fourierovej transformacii

zmeny mierky funkcie pre hodnotu R = —1 a formuly (68) mame
Fa@) Dor(7) @ Lor 25 F (o) © 2ns(-) (70)
= — 1 —~ —~
F@) P orf T (@) Qon o= ), (71)
F@ P o (7) @) Dan ﬁ T=2) @ o 2nf(a) = 4n2f(2)  (72)
pre kazdé = € R. Dékaz je kompletny. |
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Uvazuje nasledujicu mnozinu (komplexnych) funkcii
M®) = {f, feL/®NCR), F eL'®}. (73)

Z Vety 8 a z prvej formuly v (69) potom vyplyva, ze Fourierova transformacia
F zobrazuje podpriestor M(R) do seba, t.j., pre kazda funkciu f € M(R) plati,
zei f = F(f) € M(R). Naviac, identity v (68) v Désledku 3 ukazuja, ze
F je bijektivne zobrazenie na M(R) s inverziou F~'. Oznaéme symbolom 7
zobrazenie definované predpisom 7 (f)(z) := f(—z), z € R, a symbolom Z
identické zobrazenie. V silade s (65), (68) a (69) potom platia rovnosti

T?2.=ToT=2Z, FoT=ToF=2rF '  F2=FoF=2T,

Fi=FoFoF=2rFoT =4n’>F ', F =FoFoFoF=4n’T.

Obzvlast, zobrazenia F a F~! definované v (66) a (67) splhaja identity

T2 =2, FoT=ToF=F1  FloT=ToF'l=F,
Fi=7T, F=FoT=F"'  F=1

Mnozina {Z, T, F,F- 11 spolu s operaciou skladania zobrazeni o Je teda z
algebraického hladiska 4-prvkova cyklicka grupa s generatormi F a F 1.

o



Fourierova transformacia Inverzia

Schwartzov priestor funkcii

Symbolom C°°(R) budeme oznaovat priestor vsetkych funkcii f, ktoré maja
derivacie vsetkych radov na celom R.

Definicia 5 (Schwartzov priestor funkcii)

Mnozina komplexnych funkcii f : R — C definovana

S(R) = {f €C ®),  lim ’xkf(") (:c)‘ =0 pre kazdé k,n € NO} (74)
&T|—>0o0

sa nazyva Schwartzov priestor rychlo klesajacich funkcii na R. Funkcia f € S(R)

sa niekedy oznacuje terminom Schwartzova funkcia na R.

Podpriestor S(R) v (74) je pomenovany na pocest francizskeho matematika
Laurenta Schwartza (1915 — 2002). M4 aplikacie v mnohych oblastiach matema-
tiky a fyziky. Obzvlast, je fundamentalnym nastrojom pre rozsirenie Fourierovej
transformacie na zovseobecnené funkcie (tzv. temperované distribicie).

Poznamka 10

Vyznamnym prikladom Schwartzovej funkcie na R je Gaussova funkcia G zave-
dena v (22), ako sa mozno lahko presvedcit.



Inverzia

Poznamka 11

Priamo z Definicie 5 vyplyva, ze pre kazda funkciu f € S(R) a pre kazda dvojicu
k,n € Ny je i vyraz z*f(™ (z) Schwartzovou funkciou. Specialne, kazda z
derivacii f, n e N, je prvkom priestoru S(R).

A\

Veta 16

Schwartzov priestor S(R) zavedeny v Definicii 5 splia nasledujiice vlastnosti.
(i) Kazds funkcia f € S(R) je absolitne integrovatelna a spojita na celom R,
t.j., plati inklizia S(R) C £'(R) N C(R).
(i) Fourierova transformacia F definovana v (4) zobrazuje priestor S(R) do
seba, t.j., pre kazdi Schwartzovu funkciu f jej Fourierov obraz f patri tiez
do priestoru S(R).

Dokaz Vety 16.
Nech f € S(R) je dana. Spojitost funkcie f na celom R je zrejma z definicie
priestoru S(R) v (74). Dalej platia rovnosti

| \

A\
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Déokaz Vety 16 (pokracovanie).

lim (1+22)|f(@@)] = lim (|f(@@)]+|z2f(z)]) D

0.

Obzvlast teda pre dostatoéne velké kladné realne ¢islo R plati nerovnost

A+ @) <1 <= |f(@) <

422 pre kazdé x spinajace |z| > R. (75)
Vdaka spojitosti je funkcia f ohranicena na kompaktnom intervale [— R, R}, t.j.,
existuje redlne M > 0 tak, ze |f(z)| < M pre kazdé z € [—-R, R]. Relacia v
(75) nasledne zarucuje i absolatnu integrovatelnost funkcie f, nakolko

o R
/ ()] dz = / F@)| dz + |F(x)] dz < 2MR + ()] dz
—oo —RN—~~— |z|>R |z|>R
<M
(75)
< 2MR+ dz = 2MR + [r — 2arctgR] < oo.

lz|>r 1+ 22

Preto f € L'(R) NC(R) a tvrdenie (i) je dokazané. Pre dané f € S(R) teda
existuje Fourierov obraz f na celom R. Na dokaz tvrdenia (ii) vyuzijeme vysledky
Désledku 2 a Vety 7. Nech n € N je dané. Z Poznamky 11 vieme, ze funkcia

g(z) == z"f(z), z € R, splha g € S(R), a podla casti (i) nasledne i g € L*(R).

~\ (n)
V silade s Vetou 7 potom existuje (f) na celom R a plati rovnost
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Doékaz Vety 16 (pokracovanie).

(J?)(n)(f) = (=1)"g (&) pre kazdé £ € R. (76)

Teda Fourierov obraz f € C*(R). Naviac, podla Poznamky 11 a podmienky
(74) splfha Schwartzova funkcia g pre kazdé k € Np i relacie
g € S(R) C L' (R), im g (z) = 0. (77)
x|[—0o0
V silade s formulou (18) v Désledku 2 potom mame

g®) (&) =(1)*5(€), €£€R, keNo. (78)

Kombinaciou identit (76) a (78) a vysledku Riemannovej—Lebesgueovej lemy 2
napokon pre kazdé k,n € Ny postupne dostavame

. k(7)™ (76)
Jim ek (7)e)|

lim [eb(=)"g(©)| = lm |(-)"i"7* () 5(©)]

|€]—o00 €| >0

= lim |65 D 1m [(® ()] =o.

Podla Definicie 5 to teda znamen4, Ze Fourierov obraz f € S(R), ¢o ukazuje
spravnost tvrdenia (i) a kompletizuje dékaz celej vety. ]




Motivéacia o a acia Inverzia

Nasledujtce tvrdenie a poznamka poukazuji na prakticky vyznam priestoru S(R).

Désledok 4

Schwartzov priestor S(R) splfa inkliziu S(R) € M(R), kde M(R) je pod-
priestor definovany v Poznamke 9. Obzvlast, Fourierova transformicia F je
bijektivne zobrazenie na S(R).

Dékaz Désledku 4.

Uvedené tvrdenie vyplyva priamo z Vety 16 a z poznatku, ze Fourierova trans-
formacia F je podla Poznamky 9 bijekciou na priestore M(R). Skutocne, zob-

razenia F a F ! vnaraju priestor S(R) do seba. Obzvlast, teda plati

(I‘S(m)il = F s

¢o ukazuje, ze F zobrazuje Schwartzov priestor S(R) do seba bijektivne. |

>

Poznamka 12

Da sa ukazat, Ze Schwartzov priestor S(R) je podpriestor husty v £ (R). Inymi
slovami, kazda funkciu absolttne integrovatelni na R mozno v integralnej norme
(42) s Tubovolnou presnostou aproximovat vhodnou Schwartzovou funkciou.



Motivacia Fourierova transformacia Inverzia ! Aplikacie

Korelacia a autokorelacia funkcii

|
N
N
)

Definicia 6 (Korelacia a autokorelacia funkcii)

Nech f a g st dve (komplexné) funkcie absolatne integrovatelné na R. Funkcia
f o g definovana predpisom

(foo)a / TWo@+y)dy, zeR, (79)

sa nazyva korelacia funkcii f a g. Obzvlast, funkcia f o f sa oznacuje ako
autokorelacia funkcie f.

Poznamka 13

N
| A

Hodnota korelacie (f o g)(z) vyjadruje pre dané x € R istd mieru globalnej
zavislosti/nezavislosti signalov f(y) a g(z +y) na celom R. Priamo z Definicii 2
a 6 vyplyva tizka stvislost korelacie a konvoltcie dvoch funkcii. Konkrétne, podla
formal (39) a (79) a v sulade s oznacenim zavedenym vo Vete 2 plati

(fog)(z) = (F * g) (z) pre kazdé pripustné = € R, (80)

ako sa mozno [ahko presvedc¢it. Podla Poznamky 2 je preto korelacia f o g
kazdych dvoch funkcii f,g € £*(R) korektne definovana skoro véade na R.

o
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Uvedieme teraz jeden pomocny technicky vysledok.

N

Pre kazdi funkciu f € L(R) plati identita f=T (&) = f (€) pre kaZdé & € R.

Dokaz Lemy 4.

Rovnost bezprostredne vyplyva z definicie Fourierovej transformacie v (4). W

Veta 17 (Fourierova transformacia korelacie a autokorelacie)

Pre kazdi dvojicu f, g € £L*(R) je korelicia fog funkcia absolitne integrovatelna
na R a jej Fourierov obraz f o g splia formulu

Fog(©)=7F(€)G() pre kazde £ € R. (81)

Speciilne, plati tzv. autokorelacna identita

—

fer©=|7©

2
‘ pre kazdé £ € R. (82)

4
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|

Dékaz Vety 17
Nech f a g sa dve funkcie splnajice predpoklady vety. Zrejme f=1 € L(R),
a nasledne podla formuly (80) a Vety 10 i korelacia f o g € £'(R). Fourierov

obraz f/o?je preto definovany na celom R. Vyuzitim Vety 12 a Lemy 4 potom
priamo dostadvame identitu (81), kedze

Foa©® FTag ©© TT©5©) =T©37(©) prekazde ¢ € R.
Formula (82) je jej bezprostrednym désledkom v pripade volby g := f. [ |

>

V tedrii Fourierovych radov sme pracovali s Hilbertovym priestorom £*(Z) (kom-
plexnych) funkcii, ktorych druhd mocnina je absoldtne integrovatelnd na kom-
paktnom intervale Z. V dalSom vyklade budeme uvazovat Hilbertov priestor

L2(R) := {f, |f|? je lebesgueovsky integrovatelna na R} . (83)

Poznamka 14

Poznamenajme, ze pre f,g € L*(R) N L2(R) korelacia f o g Gzko sivisi so
skalarnym sacinom a odpovedajicou normou funkcii f a g. Podla (79) plati

(f o g)(0 /w* Yy = (g, 1), (fofO) =(fF) =2  (84)
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Fourierova transformacia v Hilbertovom priestore

V technickych a fyzikalnych aplikaciach (obzvlast v kvantovej fyzike) ma prvorady
vyznam spektralna analyza v Hilbertovom priestore £2(R) predstavenom v (83).
V nasledujicom vyklade preto predstavime koncept Fourierovej transforméacie v
priestore £?(R). Je nutné zddraznit, ze Fourierova transformacia F zavedena v
Definicii 1 ma vo vieobecnosti zmysel iba pre funkcie absolatne integrovatelné na
R. Obmedzime sa teda najprv na podpriestor £*(R)N£?*(R). Nasledne ukazeme
rozsirenie Fourierovej transformacie na cely Hilbertov priestor £2(R).

Veta 18 (Parsevalova rovnost)

Pre kazdi funkciu f € £L*(R) N £L*(R) je Fourierov obraz f prvkom priestoru
L%(R) a plati tzv. Parsevalova rovnost

[ |F@f ae=2n [~ 1@ s, (85)

Infimi slovami, Fourierova transformacia F je linedrne zobrazenie z podpriestoru
LY (R) N L%(R) do priestoru £2(R) s vlastnostou

IFAI = Ver | fll  pre kazde f € L1 (R) N L*(R). (86)

o
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Na dékaz Vety 18 budeme potrebovat dva pomocné vysledky. Poznamenaj-
me, ze Lema 5 poskytuje postacujicu podmienku absolitnej integrovatelnosti
Fourierovho obrazu funkcie f € £*(R).

Lema 5

Nech funkcia f € L*(R) je ohranicens na okoliz =0 a|f|—f € L' (R). Potom
Fourierov obraz f je funkcia absoliitne integrovatelna na R.

| A\

Lema 6

Pre kazdé dve funkcie f,g € L*(R) je ich konvoliicia f * g funkcia spojita a
ohranicena na R a plati lim ,|—,o (f * g)(z) = 0.

A\

Dékaz Vety 18.

Nech f € £'(R) N £*(R) je dana funkcia. Dokazeme, ze autokorelacia f o f je
prvkom priestoru M(R) predstavenom v Pozndmke 9. Konkrétne, ukazeme, ze

funkcia f o f spliha podmienky

(Fof) €L'®NCR) a Fof €L'®).
Podl'a rovnosti (80) plati (f o f)(z) = (f~! * f)(z) skoro viade na R, a kedze

\



Motivacia Fourierova transformacia Inverzia ! Aplikacie Distribiicie

|
(

Dokaz Vety 18 (pokracovanie)

f1 € £LY(R) N L%(R), podla Vety 10 (s g := f~!) je autokorelacia f o f
absolatne integrovatelna na R. Naviac, v silade s Lemou 6 (opdt s g := f1)
je funkcia f o f spojita na celom R. Obzvlast, vyraz (f o f)(z) je definovany pre
kazdé = € R. Vyuzitim autokorelacnej identity (82) dostavame

(82)

|[FoF©|-For ~[F@f =0 prekazde e

7ol

Podla Lemy 5 teda ﬁ? € L'(R), a tak mame fof € M(R). To nam nasledne
umoznuje pouzit prva formulu z (68) vo Vete 15, konkrétne plati
Fof(z)=(fof)(z) prekazdéz e R. (87)

V sulade s Definiciou 4 inverznej Fourierovej transformacie potom mame

=5 [ FoT@e=ae® - [ el etar o)

pre kazdé z € R. Obvzlast, pre volbu z = 0 plati

(87)

[ 7@ 4@ anfor © D on (o P on [ @) do < oo,

¢o dokazuje formulu (85). Rovnost (86) je potom jej priamym désledkom. W

o
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Zovseobecnenim Parsevalovej rovnosti (85) je tzv. Plancherelova formula.

Veta 19 (Plancherelova formula)

Nech funkcie f,g € £'(R) N L*(R). Potom Fourierove obrazy f,é\ € L*(R) a
plati tzv. Plancherelova formula

(7.9) =29 (89)

| A\

Ddkaz Vety 19.

Skutocnost, ze f,{}\ € L%(R), vyplyva z Vety 18. Analogicky ako v jej dokaze
sa ukaze, ze korelacia f o g je funkcia spojita a absolttne integrovatelna na R.
Dokazeme dalej, ze aj Fourierov obraz f o g je absolitne integrovatelny na R.
Nakolko |f |, 7] € £*(R), plati

| |Feg©)e® [~ Foaole= [ [Fo|aeie=(7|.@1).

a tak f/o; € L'(R). Funkcia f o g je preto prvkom priestoru M(R). Dalej
postupujeme podobne ako v dékaze Vety 18 (vzhladom na funkciu fog). W

-
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Poznamka 15

Z Vety 18 vyplyva, ze Fourierova transformacia F zavedena v (66) je linearne
izometrické zobrazenie z podpriestoru £'(R) N £*(R) do priestoru £2(R).
Konkrétne, v salade s (86) a (89) pre kazdé f,g € £*(R) N L2(R) plati

IZo| =151 (F0), F@)) = £9) (90)

Prva rovnost v (90) implikuje, ze zobrazenie F, a teda aj zobrazenie F, je nutne
injektivne na £*(R) N £2(R) (vzhladom na normu priestoru £(R)).

Poznamka 16

Je nutné poznamenat, Ze na rozdiel od kompaktnych intervalov Z, na ktorych
vzdy plati relacia £%(Z) C L*(Z), pre celti realnu os R nie st normované priestory
L'(R) a £L2(R) v ziadnej inklazii.

| A\

Priklad 4

Funkcia f(z) = flwl z € R, je prvkom priestoru £?(R), aviak nepatri do

priestoru £'(R), ako sa mozno l'ahko presvedcit elementarnou integraciou.

\
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Nasledujtice tvrdenie ma klcovy vyznam pre rozsirenie konceptu Fourierovej
transformacie na cely Hilbertov priestor £*(R).

Lema 7

Pre danii funkciu f € £?(R) definujme postupnost funkcii { f» Yo, tvaru

f@), |zl <n,
fn(z) = , zER, meER. (91)
0, |z| > n,
Potom pre kazdé n € N plati
fn € LY(R) N L2(R) a Fourierov obraz fne L2(R). (92)
Naviac, postupnost {7;} ma v priestore £*(R) limitu, t.j., existuje funkcia

g € L2(R) s vlastnostou lim,, o ‘ ﬁ— gH =0.

Dékaz Lemy 7.

Zvol'me pevne nejaké n € N. Plati

/f | f(2)|2dz < /jo |f(2)2dz < 00, tj. funkcia f € £L2[—n,n].  (93)
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Dékaz Lemy 7 (pokracovanie).

Na druhej strane podla Poznamky 16 vieme, ze £2[—n,n] C £'[-n,n], pricom
/n If(2)ldz < v2n /" |/ (2)|2dz < V2 /OO f(@)Pde < 0. (94)
Nasledne pre funkciu f, definovana v (91) mame

/ = fni@)ds D / " @)z 2 oo, (95)

[ i@ @ [ i@ L o (96)

Z nerovnosti (95)—(96) vyplyva, ze funkcia f, € £'(R) N £*(R). Prislusny

—

Fourierov obraz f, je preto definovany korektne a v silade s Parsevalovou
rovnostou (85) vo Vete 18 mame f, € L*(R). Platia teda relacie v (92).
Pre dékaz druhej casti tvrdenia v leme poznamenajme, Ze postupnost funkcii
{fa}321 je konvergentna v priestore £2(R) s limitou f. Skutocne, mame

Tim |fn = fI? = lim / T fal@) — f@)2ds D tim |£(@)*d = 0.

n— oo || >n

Postupnost {f, }22; je teda cauchyovska v £3(R). Vyuzijiuc Parsevalovu rovnost



Motivacia Fourierova transformacia

Inverzia ! Aplikacie

Dékaz Lemy 7 (pokracovanie).

(86) a linearitu Fourierovej transformacie v salade vo Vete 1 mame

|7 7| 2 17 = £ © VBTN = finll pre kazde mym e N (97)

Z identity (97) a z druhej relacie v (92) nasledne vyplyva, ze aj postupnost

Fourierovych obrazov < f, Je cauchyovska v £L2(R). A kedZe priestor £*(R)

je aplny, postupnost {fn} je konvergentna v £L2(R). Dékaz je hotovy. M

Poznamka 17

N
| A

Ak symboly ||-|[1 a || - ||2 ozna&ujt prislusné normy v priestoroch £ (R) a £L3(R),
potom z dékazu Lemy 7 nie je tazké ukazat, ze funkcie f,, n € N, definované v
(91) pomocou danej funkcie f € £2(R) splhaja nerovnosti

Ifnlls < V2r|lfll2, [fnllz <[Ifll2, meN. (98)

Naviac, pre odpovedajice Fourierove obrazy j‘; n € N, plati

e @ /°° Fula)e—i® dg &) /" f@) e de, €€R, neN.  (99)

Funkcia g v Leme 7 potom splha g(&) = limy,— 00 };(g) skoro vsade na R.
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Definicia 7 (Fourierova transformacia v Hilbertovom priestore)

Nech f € £%(R) je dana funkcia. Funkcia g definovana v Leme 7 sa nazyva
Fourierov obraz funkcie f a oznacuje sa f. V stlade s Poznamkou 17 teda plati

7o) = hm/ fz)e € dz, £€R, (100)

n—00

kde uvedeny I|m|tny prechod sa uvazuje v kontexte normy v prlestore L%(R).

Priradeniu f — f hovorime Fourierova transforméacia, pricom piseme f F(f)-
o

Poznamka 18 (Fourierova transformacia v Hilbertovom priestore)

Vo svetle Lemy 7 z Definicie 7 vyplyva, Ze pre kazdi funkciu f € £?(R) Fourierov
obraz f definovany formulou (100) existuje pre skoro vsetky body £ € R. Preto
funkcia f nemusi byt na rozdiel od klasického Fourierovho obrazu v priestore
L' (R) (rovnomerne) spojita na celom R (vid Veta 8 a Riemannova—Lebesgueova
Lema 2). Je vSak potrebné poznamenat, ze Fourierove transformacie zavedené
v Definiciach 1 a 7 st vzajomne konzistentné. Konkrétne, pre kazda funkciu
f € LY(R) N L3(R) st jej Fourierove obrazy definované v (4) a v (100) totozné
skoro viade na R, t.j., v Hilbertovom priestore £2(RR) reprezentuji vzhladom na
prislusnd normu rovnaki triedu funkcii.

o
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V nasledujacom vyklade ukazeme, ze Fourierova transforméacia na Hilbertovom
priestore £2(R) predstavena formulou (91) v Definicii 7 ma analogické vlastnosti
ako standardna Fourierova transformacia na priestore £'(R) zavedena v (64) v
Definicii 1. Obzvlast, v platnosti zostava Parsevalova rovnost (86) vo Vete 18 a
Placherelova formula (89) vo Vete 19.

Veta 20 (Parsevalova rovnost)

Pre kazdii funkciu f € £L*(R) a jej Fourierov obraz f v (100) plati identita

H}\H =27 ||fll vzhladom na normu priestoru £*(R). (101)

| A

Dakaz Vety 20.

Nech f € £*(R) je dana funkcia a nech fe L*(R) je odpovedajtici Fourierov
obraz v (91). Uvazujme postupnost { f» } ne1 definovani v (91) a k nej odpoveda-
jacu postupnost {j‘;} Fourierovych obrazov v Leme 7. V sualade s dékazom

n=1

Lemy 7, Poznamkou 17 a Definiciou 7 plati

lim f,=f, lim ﬁ: 7 vzhladom na normu v priestore L2(R). (102)
n— o0 n— oo

Z rovnosti v (102) nasledne vd'aka spojitosti normy dostavame relacie
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Doékaz Vety 20 (pokracovanie).

S 1=t [[7] = {17 (103)

Kedze podla prvej relacie v (92) funkcia fn € £L'(R) N £L*(R) pre kazdé n € N,
plati Parsevalova rovnost (86) vo Vete 18, t.j., mame identitu

H?;H = V27 ||fnll pre kazdé n € N. (104)
Limitovanim formuly (104) pre n — oo v kombinacii s rovnostami v (103) dosta-
vame Parsevalovu rovnost (101) a dékaz je kompletny. ]
- o

Veta 21 (Plancherelova formula)

Pre kazdi dvojicu f, g € £*(R) a ich Fourierove obrazy f,ﬁ v (100) plati
(7.9) =29 (105)

| A\

Dokaz Vety 21.

Ukazeme, ze Plancherelova formula (105) je priamym désledkom Parsevalovej
rovnosti (101). Zvolme dve funkcie f,g € £2(R) a uvazujme ich odpovedajiice
Fourierove obrazy f,g v (100). Podla (101) platia rovnosti

\
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Doékaz Vety 21 (pokracovanie).
~1|2 (101) ~ (101)
7] "= 2m 2 g0

Kedze i funkcia f+g € £2(R) a v stlade s (5) a (100) je Fourierova transformacia
linerne zobrazenie, mame opit podla Parsevalovej rovnosti (101) identitu

27 [|g||. (106)

(01)

|7 +3]" " 2w lis + 1. (107)

Vyuzijic vlastnosti komplexného skalarneho stéinu postupne dostavame

If+gll> ={f+9,f+9)=(f, )+ (9,9 + {f,9) + (g, f)

=717+ llgll® + (f,9) + (f,9) = IFI1” + llgll* + 2Re[(f,9)].  (108)

Analogicky odvodime, ze plati

e ™
Kombinaciou formal (108), (109) a (106), (107) ziskame rovnost
Re [(7,7)] = 2mRe (1, 9)]. (110)

Poznamenajme, ze odvodena formula (110) plati i pre dvojicu funkcii f a ig,
nakolko ig € £2(R). A kedZe zrejme ig = ig, mame rovnost
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Doékaz Vety 21 (pokracovanie).

Re [(7,ig )] "= 2x Re (f,ig)] (111)
Na druhej strane plati
(f,ig) = —i(f, g) = —i{(Re[(f, 9)]) +i(Im[(f, 9)])} = (Im[{f, 9)]) — i (Re [{f, 9)])

a tak mame  Re[(f,ig)] = Im [(,g)]. (112)
Nasledne teda plati aj identita
Re [(7,ig)] = 1m [(F.9)] - (113)
Z rovnosti (111)—(113) dostavame identitu
im [(7,5)] PP 2xim (1, 90 (114)
Napokon pomocou (110) a (114) odvodime rovnost (105). Konkrétne,
(7.5) = (re[(7.2)]) i (im [7.5))

(110),(114)

2m (Re[(f, @)]) + 27i (Im [(f, 9)]) = 27 (£, 9),
t,j., plati Plancherelova formula (105) a dékaz je hotovy. [ |
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Poznamka 19 (Plancherelova formula)

Poznamenajme, ze dokaz Vety 21 je mozné viest i v duchu dékazu Vety 20
vyuzitim spojitosti skalarneho sicinu. Konkrétne, v kontexte oznacenia v dékaze
Vety 20 pre funkcie f a g postupne mame

(7.9) % (i Fo Jim ) =t (Fo 55

(89 . . .
= lm 2nim,gn) = 2 Jim_ fm, Jim_ gn) =2 (f,0)
Tento postup viak vyzaduje znalost identity (89), t.j., Plancherelovej formuly na
podpriestore £'(R) N £?(R). V nami pouzitom dékaze Vety 21 tato informaciu
explicitne nepouzivame a vychadzame iba z platnosti Parsevalovej rovnosti (101)

na celom Hilbertovom priestore £2(R).

Veta 22 (Fourierova transformacia “per-partes”)

| A

Pre kazdi dvojicu funkcii f, g € L*(R) plati formula

/ ~ f@)§(@)dz = / ” F@)g() da. (115)

— 0 —
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Poznamka 20 (Fourierova transformacia “per-partes”)

Je nutné poznamenat, ze na rozdiel od rovnosti (33) vo Vete 9 obidva integraly
v (115) existuji a si koneéné pre kazdé dve funkcie f,g € £L*(R). Skutocne,
podla Definicie 7 odpovedajtice Fourierove obrazy f,g € £*(R), a tak integraly

v (115) predstavuja skalarne saginy dvojic funkcii f, g a ¥, g. Formulu (115)
mobzeme teda ekvivalentne zapisat v tvare

<f,§\> = <}\,§> pre kazdé dvojicu funkcii f,g € L2(R). (116)

V samotnom dékaze Vety 22 sa preto obmedzime na ukazanie rovnosti (116).

Dékaz Vety 22.

Uvazujme dant dvojicu funkcii f,g € £*(R) a ich prislusné Fourierove obrazy

~

f, g definované v (100) v Definicii 7. Nech {fn}nZ1 @ {gn}ne1 SO postupnosti
funkcii definovanych v (91) v Leme 7 vzhladom na funkcie f a g. Podla (102)
v dokaze Vety 20 platia rovnosti

| A\

Jim fo=f, lim gn=g a lim fo=f, lim g.=g, (117)

kde {ﬁ}m a {gn}o>, st odpovedajiice postupnosti Fourierovych obrazov
n=1
definovanych v (100). Kedze v silade s (92) mame

o
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Doékaz Vety 22 (pokracovanie).

{fadola, {gn}nzs € L1R) N L2(R),
v kontexte Poznamky 18 podla Vety 9 plati pre kazda dvojicu funkcii fin, a gn,
m,n € N, rovnost (33), t.j., mame

[ @@ @d= [~ Fa@ g
{ formula (116) v Poznamke 20 {f

<fm,§_ﬁ> = <f;L,gTL> pre kazda dvojicu indexov m,n € N. (118)

Nasledne vyuzijeme spojitost skalarneho sicinu v Hilbertovom priestore £2(R).
Postupnymi vypoctami dostadvame

(£.6) 5 (Jim o Jim G} =l ()
B m (Fw) = (Jim Fo i 7)) S (Fa)

Overili sme teda platnost formuly (116) v Poznamke 20 a dékaz je hotovy. M

o
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Nasledujiica tvrdenie ma kl'Géovy vyznam pri skiimani inverzie Fourierovej trans-
formacie predstavenej v Definicii 7 na Hilbertovom priestore £2(R).

Lema 8

Pre danii funkciu f € £L*(R) polozme g := 5~ ? Potom plati f = 3.

| A\

Dékaz Lemy 8.

Predlozeny dékaz je zalozeny na technickych vypoctoch a vhodnom pouziti iden-
tity (116) a Parsevalovej rovnosti (101). Zrejme g € £*(R). Postupne mame

lr-5=(r-7.7-5) =0+ (5.5) - (£5) - (.7)
=12+ |3 - (7) - (7)) L 1s12 + 1507 - (F.3) - (7 .9)
(101)

I£12 +2r gl = (F.3) - (.9)- (119)

Naslednym dosadenim g = %? do odvodenej rovnosti (119) mame

A LT) oo

= |2 (119) 1 =
) e i o
s

|+~
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Dékaz Lemy 8 (pokracovanie).

Upravou pravej strany v (120) a pouiitl’m Parsevalovej rovnosti (101) ziskame

R e = i e =
=151 = o= ||F[[* %20
Podla poslednej rovnosti teda plati f = § a dékaz je kompletny. |

Désledok 5

>
| A\

Fourierova tranformacia F : £L*(R) — L£L*(R) zavedena v Definicii 7 je linearna
bijekcia na Hilbertovom priestore £*(R). Inymi slovami, pre kazdé f € L£*(R)
existuje prave jedna funkcia g € £L*(R) s vlastnostou f = g.

-

Dékaz Désledku 5.

Z Definicie 7 a Vety 1 vyplyva, ze Fourierova transformacia F v (100) je linearne
zobrazenie. Parsevalova rovnost (101) implikuje, ze F je injektivne zobrazenie.
Surjektivnost zobrazenia F je priamym désledkom tvrdenia v Leme 8. Skutocne,
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Dokaz Désledku 5 (pokracovanie).

pre dant funkciu f € £2(R) polozme

hi=f a g:=—h. (121)

|-

Zrejme funkcie g, h € £*(R) a podla Lemy 8

—

s volbou f := h) potom plati

pi2= S reg (122)

Fourierova transformacia je teda surjektivne zobrazenie a funkcia g v (122) je
vzhladom na zvolend funkciu f uréena jednoznaéne. Dékaz je hotovy. |

Poznamka 21

| A\

Porovnanim Vety 14 a Poznamky 9 s Désledkom 5 je vidiet kvalitativny rozdiel
medzi Fourierovou transformaciou na priestore £'(R) a Fourierovou transforma-
ciou na Hilbertovom priestore £2(R). Kym Fourierova transformacia zavedena
v Definicii 1 na priestore £*(R) je invertovatelna na maximalnom podpriestore
M(R) C L'(R) definovanom v (73), Fourierova transformacia predstavena v
Definicii 7 na priestore £*(R) ma inverziu na celom £*(R). Hlavnou prici-
nou tohto pozorovania je skutoénost, ze odpovedajiica norma na (Banachovom)
priestore £'(R) nie je generovana skalarnym siic¢inom.

o
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V nasledujicej vete sumarizujeme a kompletizujeme vysledky tykajice sa inver-
tovatelnosti Fourierovej transformacie na Hilbertovom priestore £*(R).

Veta 23 (Plancherelova)

Fourierova transformacia F : £L2(R) — L*(R) v Definicii 7 je linedrne bijektivne
zobrazenie. Presnej§ie, pre kazdi funkciu f € L*(R) plati inverzna formula

flz) = — hm / 7 (€)e'$® d¢  pre skoro vietky x € R, (123)

kde f je Fourierov obraz funkcie f definovany v (100).

>
| \

Dékaz Vety 23

Prva cast tvrdenia je obsiahnuta v Désledku 5. Platnost inverzného vzorca (123)

vyplyva z Lemy 8. Konkrétne, ak pre f € £L*(R) polozime g := - 7, potom

n

7@ =7@ % im [ g©etrde = tim [ " g€ de

n—>00

L hm/ 7 (&) eice de

271- n— 00

pre skoro vietky = € R, t.j., plati formula (123). Dékaz je hotovy. ]
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Poznamka 22

Dodajme, Ze prvi ¢ast Plancherelovej Vety 21 mozno vd'aka Parsevalovej rovnosti
(101) ekvivalentne formulovat tak, ze Fourierova transformacia F je (linearny)
homeomorfizmus priestoru £%(R) na seba. Obzvlast, zobrazenie F := 7= F Je

nasledne izometricky izomorfizmus Hilbertovho priestoru £%(R) na seba.

| A\

Priklad 5

V tomto priklade nadviazeme na komentar v Poznamke 21 tykajici sa existencie
inverzie Fourierovej transformacie predstavenej v Definicii 1 na priestore £'(R).
Uvazujme funkciu f : R — R definovant predpisom

) |CC| S €,
e
1@ =1 ena (124)
— |z|>e.
In |z|

Nie je tazké overit, ze funkcia f v (124) je rovnomerne spojitd na R a plati
lim |00 f(z) = 0, t]., spliia vlastnosti Fourierovho obrazu vo Vete 8 a v
Riemannovej—Lebesgueovej Leme 2. Napriek tomu sa da ukazat, ze neexistuje
funkcia ¢ € L*(R) s vlastnostou f = g, t.j., funkcia f nie je Fourierovym
obrazom ziadnej funkcie z priestoru £'(R) v zmysle definicie v (4).
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Obsah

© Fourierova transformacia v R”
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n-rozmerného (euklidovského) priestoru R™ pre dana dimenziu n € N. V tomto
pripade pracujeme s n-ticami z := (x1, ..., ) redlnych Eisiel a so skalarnymi
funkciami f s n readlnymi premennymi. Vo vyrazoch sa objavuje skalarny sicin,
resp. euklidovska norma n-tic z,y € R", t.j.,

(z,y) :=x1y1 + -+ + Tnyn, |z :== m

Definujeme priestory funkcii
LYR™) = {f : R™ — C, / \f(:c)|d:c<oo}, (125)
R”L
L2(R™) := {f : R™ = C, / If(2))?dz < oo}, (126)
R”L

SR™) := {f € C*°(R"), lim ‘wkf(m)(z)‘ =0 pre k,m € NG} . (127)

lzl| =00

Posledny priestor je odpovedajici Schwartzov priestor a n-tice k, m sa nazyvaji

multiindexy. Pre m = (m1, ..., mn) a k= (k1, ..., kn) definujeme
ylml
ok = aF1 . ghn £ () = ﬁ (), Im|:=mq + -+ ma.



N
h
| Ej

Definicia 8 (Fourierova transformacia v R™)

Nech f € £'(R™) je dana funkcia. Funkcia f : R™ — C definovana predpisom
fo = | f@e0Pds,  ¢eR”, (128)

sa nazyva Fourierov obraz funkcie f. Priradenie f — f sa oznacuje ako
Fourierova transformacia, pricom piseme f = F(f).

|
N
h

Definicia 9 (Inverzna Fourierova transformacia v R")

Nech f € £L*(R™) je dana funkcia. Funkcia F : R™ — C definovana predpisom

55 1

— i(¢,x) n
FO = G [ @0, cern (129)

sa nazyva inverzny Fourierov obraz funkcie f. Priradenie f — f sa oznacuje
ako inverzna Fourierova transformacia, pricom piseme f = F~1(f).

Fourierova transformacia, resp. inverzna Fourierova transformacia, v R™ spliha
identické vlastnosti ako v R (dékazy jednotlivych tvrdeni st taktiez analogické).
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@ Linearita Fourierovej transformacie

Flaf +Bg) = aF(f) +BF(9), o,BER.

©

Fourierova transformacia zmeny mierky

—~ 1 -~ /¢ 1 ~ %

R(¢) — L n

o =T () = (F)"© ReR\@), cer
@ Fourierova transforméacia parcialnej derivacie

E (5) 15] (g)’ 5 € an j S {1,...,”}.

@ Fourierova transformacia parcialnej derivacie radu |m/|, m € Ni
fom @) =imem Fe), £ eR™

Parcialna derivacia Fourierovej transformacie radu |m|, m € Ni

©

()™ ©="ge. @) =), eocr

©

Gaussova funkcia a jej Fourierova transformacia

1 _l=)i?
3 2
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@ Fourierova transformacia “per-partes’™

f@i@de = [ 7o) da.

R™

@ Fourierova inverzna formula

e F(6) 6 g —
1@ = G L T @ e e

(271')" R2 f(y) ei<§’ziy>dyd§7 vE Rn

@ Schwartzov priestor S(R™) a Fourierova transformacia

F je linearna bijekcia na priestore S(R™).

@ Hilbertov priestor £2(R™) a Fourierova transformacia

[F(H1E) =F (€)= lim f@)e 6% de, €eR", fe LR,

N=eoJjjz| <N
Parsevalova rovnost HJA‘H =@m)% ||fll, feLiRrm),

Plancherelova formula <f,§> = (©2m)"(f,9), f g€ L2R"),

~ 1
F= W]—'je linearna izometria z £2(R™) na L2(R™).
T n
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© Aplikacie Fourierovej transformacie
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Aplikacie

Vypocet nevlastnych integralov |

Vyznamnou aplikaciou teérie Fourierovej transformacie je moznost efektivneho
zistovania hodnét niektorych konvergentnych nevlastnych integralov, pri ktorych
klasické metédy vypoctu zlyhavaja. Uvedieme tri ilustracéné priklady.

Priklad 6

V Leme 1 sme nepriamo nasli Fourierov obraz Gaussovej funkcie G' definovanej
v (22). Konkrétne, v silade s (23), resp. (38) v Priklade 3 sme odvodili identitu

2

Ge)=e=F, resp. G(€)=VarG(), £€R. (130)
Podl'a Definicie 1 plati

Ge)¥ /Oo G(z)e €% de, £€R,
4 (22),(130) ¢

52 oo mz .
Vore T = / ez e % dx, £eR. (131)
— 00

Vyuzitim Eulerovho vzorca e ™% = cos éx — isin £z nadobudne (131) tvar
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Vypocet nevlastnych integralov Il

Priklad 6

oo (E2 2
/ e 2 cos&zdz:\/%re_%, £eR. (132)
Nech a > 0, b > 0 sti dané realne konstanty. Substitiiciou = = v/2at a £ = \/%

sa z identity (132) lahko ziska klasicka integralna formula

b 2 T b2
/ e 9 cosbtdt =,/—e 4a, a>0, b>0. (133)
— o0 a

| A\

Priklad 7

V Priklade 2 sme nasli Fourierov obraz funkcie f(z) = e=%l?l, ¢ € R*, konkrétne
2a

(12 e 62 ’

Z riesenia Prikladu 2 vyplyva, Ze funkcia f € M(R), t.j., f je absolatne inte-

grovatelna a spojita naR a f € £L'(R), kedze

F©= £ER. (134)

i



Motivacia Fourierova transformacia Inverzia ! Aplikacie

Vypocet nevlastnych integralov Il

Priklad 7

/ ’f(f’d§(134) 700&2%2 =

dé = {2arctg§} = 2m.
a
V stlade s Fourierovou vetou 14 o inverzii potom pre kazdé z € R plati identita

—alz| _ (56) l <~ ix (134) l ° 2a 151
ol = @) ® - [T Ferac B L [T o s

Napokon pomocou rovnosti el¢*
a = = b vyplyva z (135) formula

= cos&x+isin &x a zamenou premennych £ = ¢

o bt
/ C;)i 2 dt = Z e—ab pre kazdé a > 0 a b > 0. (136)
oo @

Priklad 8

\
|
| @
\

V Priklade 1 sme skamali funkciu f s predpisom

1
_ 2 HAS [_171]7
flz) = { T ol el (137)
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Vypocet nevlastnych integralov IV

Priklad 8

Jedna sa o funkciu absolttne integrovatelnt na R. Naviac f € £*(R), ako sa

mozno lahko presvedcit. V siilade s Vetou 18 je preto Fourierov obraz f prvkom
priestoru £2(R). Kedze z Prikladu 1 vieme, ze

-~ Sin§7 5 0,
AGE { ¢ ? (138)
17 5 == 07

podla Parsevalovej rovnosti (85) plati identita
 |sing|?  (138) [ |+, |2 . (85 €9 137 L1
/ Tf' € [" 7@ a P [~ p@Pa T2 [ las,

= =il
z ktorej ihned (po zamene £ = t) vyplyva klasicka integralna formula

/_o:o (%)th = (139)

Na druhej strane, ako sme uz komentovali v Priklade 1, funkcia f nie je prvkom
priestoru £'(R). Podla Plancherelovej Vety 21 vsak plati inverzny vzorec (105),
t.j., mame identitu
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Vypocet nevlastnych integralov V

Priklad 8

f@) = 5= Jim [* Feyetrae 2 = um [* Tl eieeag

29T n—oo 2w n—oo [,

T Nn—00 0

1 " si 1 ™ si
= — lim / sing (cos&x +isin&x)dé = — lim sing cos&x d€
T n—oo [ é’ 5

1 [°°si
= — / w d¢ pre skoro vsetky x € R. (140)
T Jo

Pomocou Cauchyho teérie komplexnych krivkovych integralov sa da ukazat

l: T € (_171)7

[V

d¢ = z = %1, (141)

)

NI

™

1 /°° sin & cos £x
0 3
0, z€ (—o0,—1)U(1,00).
Porovnanim (137) a (141) teda v silade s Plancherelovou Vetou 21 skutoéne
rovnost (140) plati skoro vSade na R, konkrétne, az na body z = +1.
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Rovnica vedenia tepla na priamke

V prednaske o Fourierovych radoch sme ako motivaciu (a neskér i ako aplikaciu
preberanej tedrie) Studovali fyzikalny problém vedenia tepla v konecnej homogén-
nej tyci. Uvazujme teraz problém Sirenia sa tepla v nekonecnej homogénnej tyci.
Nech w(z,t) oznaCuje teplotu danej ty¢e v bode z € R a v €ase t € [0,00).
Je zrejmé, Ze funkcia u spliia rovnaka linearnu parcialnu diferencialnu rovnicu
druhého radu ako v pripade konecnej tyce, t.j., plati rovnica vedenia tepla

us = a’uze  na mnozine R x (0, c0), (142)

kde kladna konstanta o je odpovedajaci sicinitel teplotnej vodivosti. V tomto
pripade vdak mame k dispozicii len jednu okrajovii/zaciatocnl podmienku tvaru

u(z,0) = f(z), z€R, (143)

kde f je dana funkcia reprezentujica rozloZenie teploty tyce v Case t =
Budeme predpokladat, ze f € M(R), tj., f € L'(R) NC(R) a fe LI (R
Nech u je nejaké riesenie okrajovej lohy (142)-(143), ktoré naviac splha

0.
(i) w, ut, uz @ uzz st ako funkcie premennej x spojité a absolatne inte-

grovatelné na R pre kazdi hodnotu ¢ € (0, c0),
(i) lim |y oo u(x,t) = 0 = lim;|— 00 ua (2, t) pre kazdl hodnotu t € (0, c0).
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Predpoklady (i)—(ii) nam umoznuja pre dané riesenie u aplikovat na obidve strany
rovnice (142) Fourierovu transformaciu, t.j., plati rovnost

U (6,8) = 02 Uze (£,1) = o Uge (£,1) pre kazdé [€,4] € R x (0,00).  (144)

KedZe na R x (0, 00) platia identity
wEen? [T uenea=3 [T wwneeaQue,
e (602 (9286 1) = —€2a(6, 1),
dosadenim do (144) dostaneme formulu
(&, t) = —a€? U, 1), [6,] €R x (0,00). (145)
Ziskali sme obycajni homogénnu linearnu diferencialnu rovnicu prvého radu. Jej

.o . L . ~ S _n2e2 = o
riesenim odvodime pre Fourierov obraz @ rovnost G(&,t) = Ce™* ¢ ¢ pre kazd
y

bod [¢,t] € Rx [0, 00), kde konstanta C' = u(&,0) = f(f) v stlade s predpisanou
okrajovou podmienkou (143). Dostavame teda vyjadrenie

GE,t) = T (€) e €™t pre kazde [¢,1] € R x (0, 00). (146)
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Obzvlast, funkcia (-, t) € £'(R) pre kazda hodnotu ¢ € (0, 00), nakolko

[ ateniae ™ [~ [Fo| oo
A

dgs/i]?@)]d&oo.

<1

Teda rieenie u ako funkcia premennej z je pre kazdé ¢t € (0, 0o) prvkom priestoru
M(R). V dalich avahach vyuzijeme nasledujaci pomocny vysledok.

Lema 9

7(152

Pre dané a > 0 je g(x) := 2W e~ 5 Jedinou funkciou, pre ktori g (§) =

>
| -

Dékaz Lemy 9

Vysledok je priamym désledkom vlastnosti Gaussovej funkcie G v Leme 1 a
Fourierovej transformacie F vo Vetach 1 a 2. |

4

Pre kazd hodnotu ¢ € (0, 00) je potom vo svetle Lemy 9 (s volbou a := o?t)

732 -
g(z,t) :== e 1a2¢ jedina funkcia splhajica g (&,t) = G (147)

204\/_
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Pomocou pozorovania (147) nasledne formula (146) nadobudne tvar

a(e,t) "2 F©) e’ O F(e) (e 1) pre kazde [€,] € R x (0,00).  (148)
Posledny sacin je viak podla Vety 12 pre kazdé [z,t] € (0,00) Fourierovym
obrazom konvolucie (f * g)(z,t), t.j.,

(148)

e, ) T o560 © Frgen, EUerRx(0,00). (149

Z tvaru funkcie g a v stlade s Poznamkou 2 a Vetou 10 vyplyva, ze konvoluény

stéin fxg je ako funkcia premennej x prvkom priestoru M(R) pre kazdi hodnotu
€ (0,00). To umozhuje spatne transformovat rovnost (149) pomocou inverznej

Fourierovej transformacie. Konkrétne, podla Vety 15 plati

< 149) —— 68 43

e t) B E 0 L g @) D ()@, D (gx @) (150)

pre [z,t] € R x (0,00). Pre rieSenie u sme teda odvodili explicitna formulu

2

(150),(39) [ (1a7) [ 1 (==
o= —yt dy "= o2 dy (151
u(x,t) /_Oog(:c y,t) f(y) dy /_OO e fly)dy (151)

platiacu na celej otvorenej polrovine R x (0,00). Poznamenajme, ze funkcia g

zavedena v (147) sa oznacuje ako Gaussovo—\Weierstrassovo jadro. Nie je tazké
overit, ze g je riesenim rovnice (142) (tzv. fundamentalne riesenie).
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Poznamka 23

Je mozné ukazat, ze za predpokladu f € M(R) funkcia u definovana formu-
lou (151) je skutocne riesenim rovnice vedenia tepla (142) a zaroven splia i
vsetky dodatoéné predpoklady v (i)—(ii) (zarucujiace korektnost metédy odvo-
denia vyjadrenia v (151)). Naviac, rieSenie u dané v (151) splha i predpisand
okrajovii podmienku v (143). Konkrétne, pre kazdé dané zo € R plati relacia

(151) . ° 1 _@=p?

7t P— 402 d = .
u(z, t) i = t f(y)dy = f(zo)

lim
(z,t)—(20,0%)
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Dokaz centralnej limitnej vety

V tejto casti ukazeme aplikacie Fourierovej transformacie v statistike, konkrétne
pri dokaze centralnej limitnej vety. Pripomenme niektoré zakladné pojmy. Nech
X je spojita nahodna velicina s hustotou pravdepodobnosti f. Cislo

oo
My ::/ o f(@)dz, ke No, (152)
— 00
sa nazyva k-ty centralny moment nahodnej veliciny X.

Poznamka 24

Pomocou centralnych momentov M} mozno efektivne vyjadrovat niektoré z Cisel-
nych charakteristik ndhodnej veliciny X. Poznamenajme, ze z definicie hustoty
pravdepodobnosti f plati Mo = [ f(z)dz = 1. Naviac, ak funkcie zf(z) a

x” f(x) st absolutne integrovatelné na R, potom
@ stredna hodnota E(X) := [*°_ xf(x)dx = M,

9 rozptyl D(X) := E ([X — BE(X)]?) = [ [z — BE(X)]?f(z) dz = Mz — MZ.

[e’s]

Lema 10

| A\

Nech pre dané k € Ny je funkcia x* f(z) absoliitne integrovatelna na R. Potom
k) .
(0) = (—1)*My, € € R.

Fourierov obraz f ma k-t derivaciu na R a plati }\(



Aplikacie

Dékaz Lemy 10.

Tvrdenie vyplyva z Vety 7 o derivacii Fourierovho obrazu a z formuly (152). W

Lema 11

Nech X je spojitda nahodna velicina s hustotou pravdepodobnosti f. Pre dané
a € R\ {0} uvazujme spojiti nahodni velicinu' Y = aX s prislusnou hustotou
pravdepodobnosti g. Potom pre kazdé y € R plati identita

9(y) = — il f( ) (153)

| A\

Lema 12

Nech X a Y si dve nezavislé spojité nahodné veliciny s hustotami pravde-
podobnosti fx a fy. Potom hustota pravdepodobnosti gz nahodnej veliciny
Z = X +Y je dana konvoliciou fx * fy, t.j., pre kazdé z € R plati formula

92) = Ux )@ = [ IxG=0) r@dy= [ fre-a) fx(@)da. (159

-
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Veta 24 (Lindebergova—Lévyho centralna limitna)

Nech { X, } 521 je postupnost nezavislych, rovnako rozdelenych spojitych nahod-
QYCh velicin s hustotou pravdepodobnosti f ohranicenou na R a spliiajiicou
f € LYR)NC*R). Nech E := E(X,) =0 a D := D(X,) = 1 pre kazdé
n € N. Definujme ndhodnui ve/lcmu

X X 4+ X 1
Vo 0= Lo e ZXk pre kazdé n € N. (155)

vn Vn =

Potom pre n — oo sa hustota pravdepodobnosti g, ndhodnej veli¢iny Y,, blizi na
R k hustote pravdepodobnosti standardizovaného normalneho rozdelenia. Inymi
slovami, pre kazdé y € R plati limitnd podmienka

hm P(Yn <vy) \/_/ (156)

Dokaz Vety 24

Zvolme pevne nejaké n € N. Podla predpokladov vety ma kazda z ndhodnych
veli¢in X—\/% k = 1,...,n, rovnakd hustotu pravdepodobnosti f,, pre ktord v

stlade s Lemou 11 (s volbou a := %) a s oznacenim Vety 2 plati

>
| A\

(153)

faly) ="V f(Vry) =V V), yER. (157)
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Doékaz Vety 24 (pokracovanie).

Fourierov obraz funkcie f,, ma potom podla Vety 2 tvar

@O = © o L€ (&
NG N0 fﬁf(ﬁ) f(ﬁ), £ER (158)

Nasledne pre hustotu pravdepodobnosti g, nahodnej veli¢iny Y;, definovanej v
(155) a jej Fourierov obraz g, podla Lemy 12 a Vety 12 dostavame

(155),(154)

Qn(y) (fn**fn)(y)v y € R, (159)
n—krat
g (159),(46) ~ .~ .~ 17 (158) [~ [ & "
ga(e) 4L h@4f&%{h@]——&(ﬁg}véeR (160)

Z predpokladov vety vyplyva, Zze pre kazdé n > 2 funkcia g» € M(R), tj.,
gn € L*R)NC(R) a gn € L*(R) v zhode s (73). Dalej funkcia f je dvakrat
spojito diferencovatelna na celom R, a tak na okoli bodu 0 plati rovnost

Fo=Fo+ 7)o+ (7) @ +r0), ter, (161)
kde funkcia R splita podmienku tlg% % =0. (162)

o



Motivacia Fourierova transformacia Inverzia ! Aplikacie

Doékaz Vety 24 (pokracovanie).

) |

~

Pre hodnoty f(O) (f) (0) a (f)”(O) pomocou Lemy 10 a Poznamky 24 plati
FO) =()"Mo=Mo=1, (7)) =(=)'My =id; =iE =0,
(f)"(o) = (=)?My = —Mp = —D — M? = —1, (163)

¢o nasledne pre funkciu f v silade s identitou (161) implikuje vyjadrenie

(161),(163) .

0 g Y R(t), teR (164)

Kombinaciou formal (160) a (164) dostavame rovnost

5o [ (S - Gon( ] e o

Nie je tazké ukazat, ze vd'aka podmienke (162) a vlastnosti Gaussovej funkcie G
v Leme 1 dostdvame pre n — oo v poslednej identite relaciu
2 n 2
pre kazdé £ € R. Kedze g, € M(R) pre n > 2, aplikaciou Fourierovej inverzne;j
o
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. (56) .. 1 [ - feyie o D fSS ify
Jim o) ) tim - [ mgn(ae de= o [ | lim Ga(o)] ¢va
(166) 1/ e (2) 1 _ 42
G(¢) e€¥d 2 . yeR. (167
©e f G(y) \/ﬁe y (167)

Poznamenajme, Ze zamena limitovania a integrovania v uvedenom vypocte je
korektna, pretoze funkcia g, je absolitne integrovatelna na R pre kazdé n € N.
Rovnost (167) teda ukazuje, ze hustota pravdepodobnosti g, nahodnej veli€iny
Y., skutocne bodovo konverguje na celom R k hustote standardizovaného nor-
malneho rozdelenia. Napokon ako désledok dostavame formulu (156), t.j.,

y Yy
hm P(Y, <y)= lim gn(z)dz = / [ lim gn(m)] dx
— — n—r oo

n—oo

(127)/73 L e_%dx— ! /y e 2
—oo V21 V2 J o

pre kazdé y € R. Zamena limity a integralu vo vypocte je opat korektna, nakol'ko
gn € LY(R) pre kazdé n € N. Dékaz je teda kompletny. [ ]

o
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Fyzikalne motivacie

Objavenie zakladov diferencialneho a integralneho poctu v 17. storoci Newtonom
a Leibnizom a nasledné postupné rozvijanie tedrie realnych a komplexnych funkcii
sposobilo masivny rozmach prirodnych vied a tzv. technickd a neskér i priemy-
selna revolaciu. Obzvlast, tedria obycajnych, a hlavne parcidlnych diferencial-
nych rovnic sa ukazala ako prirodzeny a vhodny nastroj na popis fyzikalnej
reality sveta. V klasickej, nekvantovej fyzike (v jej nerelativistickej i relativis-
tickej verzii) zohrava klacovi dlohu pojem “klasickej” funkcie — integrovatelnej,
spojitej, diferencovatelnej, ... — ako zobrazenia medzi podmnozinami realnych,
padov poskytuje vysledky v uspokojivej zhode s experimentalnou skasenostou.
Avsak pri popise niektorych fyzikalnych javov sa prilisnd matematicka idealizacia
ukazala v prikrom rozpore so skutocnostou. Tento vyvoj udalosti, vyrazne pod-
nieteny hlbsim skiimanim prirody, si preto vynutil isté prehodnotenie a rozsirenie
pojmu klasickej funkcie a nasledné zavedenie tzv. zovseobecnenej funkcie alebo
distribacie. Najvyznamnejsie osobnosti, spojené s tymto prelomom, sa britsky
teoreticky fyzik Paul Adrien Maurice Dirac (1902 — 1984), sovietsky matematik
Sergej Lvovic Sobolev (1908 — 1989) a uz v tejto prednaske spominany franctzsky
matematik Laurent Schwartz. Uvedieme dva jednoduché ilustracné priklady.
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Priklad 9 (Hustota hmoty v jednom bode)

Jedna zo zdkladnych odvodenych fyzikalnych veli¢in je hustota hmoty. Budeme

uvazovat jednorozmerni situaciu. Ak U, := [—r, 7], r > 0, je hmotna tsecka s
hmotnostou m, jej priemerna (stredna) hustota g je definovana g := 7, a tak

m = 2pr. Realnejsi a presnejsi fyzikalny model predpoklada hustotu o(x) asecky
ako integrovatelni funkciu polohy z € R. V tomto koncepte je hmotnost, resp.
hmota spojito rozlozena pozdlz celej tsecky U,., pricom plati

I

o(z)=0 naR\U, a m:/j:og(r)dm:/ o(z) dz.

=

V podobnom duchu chceme teraz nejako prijatelne popisat hustotu ¢ hmotného
bodu, t.j., matematickej abstrakcie, kedy je konecna kladna hmotnost m sustre-
denad do jedného bezrozmerného bodu P. Pre jednoduchost predpokladajme,
nech m =1 a P = 0. Takze stale

oo
ma platit 1=m = / o(x)dz, aleteraz p(z) =0 na R\ {P}.
— o0

Funkcia ¢ je skoro véade nulova na R, a preto integral m = [*°_o(z)dx = 0,
Co je viak spor s m = 1. Skisme preto ist na vec trochu inak. Pre dané r» > 0
uvazujme hmotna asecku U,., avsak ktorej celkova hmotnost m je sstredena do
bodu P. Potom priemerna hustota g, hmotného bodu P vzhladom na U, je

o
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Priklad 9 (Hustota hmoty v jednom bode)

m 1
or(z)=0 prefz|>r, a or(z)=—=— oprel|z|<r (168)
2r  2r

Okrem toho pre kazdi hodnotu 7 > 0 splia funkcia g,.(z) ti spravnu relaciu

oo T
/ or(z)dx (188 m dz = §2r:m: 1.
_ r

—63 2r

Intuitivne teda ocakdvame, ze hladana hustota p hmotného bodu P bude
uréend limitnou funkciou lim,_, o+ @-(x). Avsak nie je tazké sa presvedCit, ze
lim, o+ or(z) = 0 pre kazdé z # 0 a lim, o+ 0r(0) = lim, o+ 5= = oo, €0
opat nie je (fyzikalne) prijatelny model hustoty hmotného bodu. V tomto mo-
mente mal kl'G€ovy napad Sobolev, ktory navrhol skiimat vieobecnejsSiu limitu

oo

lim [ 2e(@) @) ds,
r—0t

kde ¢ je funkcia spojita na R. Jednoduchy vypocet ukazuje, ze

hm / or(x) p(x) :c %) lim i/ p(z)dz = ¢(0) (169)
7‘—>O+ 2r

pre kazdé p € C(R). Limita v (169) teda urCuje isty (linearny) funkcional, ktory

kazdej funkcii ¢ z priestoru C(R) priraduje hodnotu ¢(0). Na navrh Diraca sa

o
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Priklad 9 (Hustota hmoty v jednom bode)

tento funkcional standardne oznacuje ¢ a pouziva sa tzv. bra-ket symbolika

(6]e) =(0), resp. (4, ) =¢(0), ¢ €CR). (170)

Podla (169) mozno pdsobenie funkcionalu § v (170) intuitivne vyjadrit v tvare

Gl = [ s@e@)de =90, vec®) (171)
kde objekt § sa €asto popularne ozna€uje ako tzv. Diracova delta-funkcia, hoci
sa nejedna o klasicka funkciu. Nepriamo vsak, t.j., svojimi prejavmi a pésobenim
v kontexte inych matematickych objektov, reprezentuje ten spravny, fyzikalne
prijatelny model hustoty ¢ hmotného bodu P = 0 s hmotnostou m = 1. Pre
funkcional ¢ sa pouziva vhodnejsie pomenovanie (Diracova) distribicia, resp.
(Diracova) zovseobecnena funkcia. Napokon doplime, Ze analogicky sa da
reprezentovat i hustota hmotného bodu P = 2o s m = 1. Odpovedajica
Diracova distribiicia sa oznacuje symbolom 4., a jej posobenie ako linearneho
funkcionalu na priestore C(R) je dané rovnostou

(8ro |9 = 0la) = [ Grg(e) pla)do, ¢ € CR). (172)

V tomto oznaceni potom ¢ = o a kombinaciou (170) a (172) dostavame identitu

<510 |§0> = <50 | §0710> = (6 ‘ 4Pfa:0>7 pE C(R) (173)

i
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Priklad 10 (Hustota naboja elektrického dipélu)

Pod pojmom elektricky dipél rozumieme dvojicu oddelenych, rovnako velkych
bodovych elektrickych nabojov s opacnymi znamienkami. Vyznamnym para-
metrom takejto ststavy je moment elektrického dipélu. Budeme opat uvazovat
jednorozmerni situaciu. Nech g € RT oznacuje absolitnu hodnotu jednotlivych
nabojov daného dipélu, t.j., ¢ je hodnota kladného naboja a —¢q je hodnota
zaporného naboja. Ak d je orientovana vzdialenost oboch nabojov, merana od
zaporného ku kladnému naboju, potom ¢cislo

p:=qd (174)

sa nazyva moment elektrického dipélu. V idedlnom (matematickom) dipdle je
vzdialenost d — 0, avsak pre konecny a nenulovy moment p. Pre jednoduchost
umiestnime zaporny naboj do bodu P~ = 0 a kladny naboj do bodu P™ = ¢
pre dané € > 0. Chceme fyzikalne prijatelne popisat hustotu g rozlozenia elek-
trického naboja tohto realneho dipélu vzhladom na celé R, a nasledne prejst
k idealnemu pripadu € — 0". Podla predchadzajiceho Prikladu 9 hustota za-
porného bodového naboja je vyjadrena distribiciou —gdg = —qd, kym hustota
kladného naboja je dana ako gd.. Celkova hustota elektrického naboja daného
dipélu sa teda da formalne reprezentovat pdsobenim linearneho funkcionalu

e(e) = #(0)
B ’

(174) » e — 0 (175)
e

Ne == —qd + g0 ;o ti, (mele)y:=p
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Priklad 10 (Hustota naboja elektrického dipélu)

pre kazdd funkciu ¢ € C(R). Obzvlast, ak sa obmedzime iba na funkcie ¢ spojito
diferencovatelné na R, t.j., iba na podpriestor C! (R) C C(R), limitovanim druhej
identity v (175) pre ¢ — 0" dostavame

) (175) w(e) = »(0)

(nelp) "="p lim

lim =p¢'(0), pe€C'(R).  (176)
e—0t e—0t E

Hustotu naboja idealneho elektrického dipélu s momentom p mozno teda podla
relacie v (176) reprezentovat istym linearnym funkcionalom 7, ktory kazdej
funkcii ¢ € C*(R) prirad'uje hodnotu p¢'(0), t.j.,
(nle) =p¢'(0), »eC(R). (177)
Z formal (177) a (170) ihned vyplyva, ze pésobenie distribicie 7 na priestore
C*(R) mozno vyjadrit pomocou Diracovej distribcie &, konkrétne
(nle) = @5¢"), »eCR). (178)

Nakoniec len pre zaujimavost poznamenajme, ze distribaciu v (177) mozno
velmi formalne stotoznit so zaporne vzatou prvou derivaciou Diracovej delta-
funkcie § zavedenej v identite (171). Presnejsie, ak polozime

o) = [ n@e@)ds, peC®), potom n(w) = -p8(a), R
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Priestor testovacich funkcii

V nasledujicom vyklade sa pokisime korektnejsie definovat objekty d a 7, disku-
tované v predchadzajacich dvoch prikladoch, a zasadit ich do SirSieho ramca
ucelenej matematickej tedrie. Zavedieme niekolko novych potrebnych pojmov.
Nech f je komplexna funkcia definovana na celom R. Mnozinu bodov

supp f :={z € R, f(z) # 0} (179)

budeme nazyvat nosicom funkcie f. Jedna sa o uzaver mnoziny bodov = € R, v
ktorych je f(z) # 0, vzhladom na standardn, t.j., euklidovskd, metriku na R.
Z (179) ihned vyplyva, ze funkcia f(z) = 0 na mnozine R \ supp f.

Definicia 10 (Priestor testovacich funkcii)

Uvazujme mnozinu komplexnych funkcii ¢ : R — C definovani
D(R) := {p € C*°(R), supp ¢ je mnozina kompaktna v R}. (180)
Funkcie ¢ € D(R) sa oznacuja ako testovacie funkcie na R a mnozinu D(R)

budeme nazyvat priestor testovacich funkcii na R.

Niektora literatara pouziva pre mnozinu D(R) pomenovanie priestor hladkych
funkcii s kompaktnym nosicom a symboliku C§°(R), resp. C°(R).
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Priklad 11

Mnozina D(R) v (180) je neprazdna, nakolko napriklad

1
er _17 |II7| < 17
p(z) =

0, lz| = 1,

je testovacia funkcia na R, ako sa mozno presvedcit priamym vypoctom.

Poznamka 25

|| A

Z ohranicenosti kompaktnych podmnozin v R vyplyva vyznamné pozorovanie o
priestore testovacich funkcii D(R). Konkrétne, pre kazdi funkciu ¢ € D(R)

existuje R > 0 tak, ze p(z) = 0 pre kazdé |z| > R. (181)
To nasledne ukazuje, ze kazda testovacia funkcia ¢(x) je ohranicena a absolttne
integrovatelna na R. D4 dokazat, Ze pre kazdé ¢ € D(R) s i vietky jej derivacie
o™ (z), k € N, testovacie funkcie na R. Z pohladu funkcionalnej analyzy je

mnozina D(R) normovany linearny priestor nad telesom C. Prikladom vhodnej
normy na D(R) je standardna suprémova norma, t.j.,

llolloo := sup |@(z)| = max|e(z)|, ¢ € D(R), (182)
zER zER

ako sa mozno v siilade s vyssie uvedenymi poznatkami lahko presvedcit.
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Poznamka 26

Popri norme v (182) je mozné na priestore testovacich funkcii D(R) zaviest i
dalsie typy noriem. Konkrétne sa jedna o subor zobrazeni

. (k)
Pm(p) = max Hgo H ¢ €DR), m €Ny, (183)
Spocitatelny systém noriem v (183) potom umoziuje vytvorit na D(R) lokalne
konvexni topolégiu, a nasledne tak mnozinu D(R) chapat ako lokalne konvexny
topologicky linearny priestor. Je délezité poznamenat, Ze tato topoldgia nie je
indukovana ziadnou jedinou normou na priestore D(R).

-

V nasledujicej definicii zavedieme Specialny typ konvergencie v priestore testo-
vacich funkcii D(R), ktory je obzvlast klacovy pri zavadzani pojmu distribicie.

Definicia 11 (Konvergencia v priestore testovacich funkcii)

Nech {¢n(z)}n1 je postupnost testovacich funkcii. Hovorime, Zze postupnost
{¢n(z)} konverguje k funkcii ¢ € D(R) v priestore D(R), ak

(i) existuje R > 0 tak, ze suppyn C [—R, R] pre kazdé n € N,
(u) limy, s oo p(k)( = p(k)(x) lokalne rovnomerne na R pre kazdé k € Np.
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Poznamka 27

Je nutné poznamenat, ze konvergencia v priestore D(R) zavedena v Definicii 11
je vel'mi silna v tom zmysle, Ze nie je ekvivalenta s konvergenciu v ziadnej jedinej
norme pésobiacej na D(R). D4 sa vsak dokazat, ze tato konvergencia je induko-
vana prave topolégiu predstavenou v Poznamke 26, t.j, topolégiu vytvorenou
systémom noriem p,,, m € No, v (183). Konkrétne plati, ze postupnost {¢n ()}
testovacich funkci je podla Definicie 11 konvergentna v priestore D(R) s limitou
¢ € D(R) prave vtedy, ked

(i) existuje R > 0 tak, ze suppn C [—R, R] pre kazdé n € N,
(i1) limn—oco pm(pn — @) = 0 pre kazdé m € No.

Dodajme, ze v podmienke (ii) v Definicii 11 je vdaka vlastnostiam priestoru
testovacich funkcii D(R) v Poznamke 25 poziadavka lokalne rovnomernej kon-
vergencie na R ekvivalentnd priamo s rovnomernou konvergenciou na R.

-

V dalsom vyklade budeme pracovat s linearnymi funkcionalmi na priestore D(R).
Z funkcionalnej analyzy pripomeiime, ze pod pojmom linearny funkcional na
D(R) rozumieme kazdé linearne zobrazenie T : D(R) — C, t.j.,

T(ap+pY) =aT(p) +BT(W), @Y €DR), opfecC (184)

Obvzlast vyznamna triedu predstavuju spojité linearne funkcionaly na D(R).
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Definicia 12 (Spojity linearny funkcional na priestore testovacich funkcii)

Nech T : D(R) — C je linearny funkciondl a ¢ € D(R) nejaka testovacia
funkcia. Povieme, ze linearny funkcional 7' je spojity v (z), ak pre kazda
postupnost {on,(x)} testovacich funkcii, ktora konverguje v priestore D(R) k
funkcii p(z) (v zmysle Definicie 11), plati, ze odpovedajica postupnost {T'(¢n)}
komplexnych Cisiel konverguje v C s limitou T'(¢). Linearny funkcional T je
spojity na D(R), ak je spojity v kazdom prvku ¢ € D(R).

Poznamka 28

| A

Z klasického vysledku linearnej funkcionalnej analyzy vieme, ze linearny funkci-
onal T : D(R) — C je spojity na celom D(R) prave vtedy, ked je spojity v
identicky nulovej funkci ¢(xz) = 0 na R. Obzvlast plati, Ze spojitost linedrneho
funkcionalu T" na priestore D(R) v zmysle Definicie 12 je ekvivalentna s relaciou

pre kazdé R > 0 existuje M > 0 a index m € Ny tak, ze plati

|T(¢)| < M pm(p) pre kazdé ¢ € D(R) splhajice supp ¢ C [—R, R, (185)

kde pm(p) je norma definovana v (183). Napokon pripomeiime, ze mnozina
vsetkych spojitych linearnych funkciondlov T' na D(R) sa Standardne nazyva
dualny priestor k priestoru D(R) a oznaéuje sa symbolom D’(R).
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Distribdcie

V tomto okamihu sme pripraveni predstavit koncept tzv. distribiicie, jedného z
astrednych pojmov modernej matematickej analyzy. Toto pomenovanie zaviedol
do matematiky zhruba v polovici 20. storoCia franczsky matematik Laurent
Schwartz. V dnesnej dobe predstavuja distribaicie nevyhnutny nastroj teérie par-
cialnych diferencialnych rovnic, modernej fyziky a mnohych inzinierskych odvetvi.

Definicia 13 (Distribiicia)

Nech D(R) je priestor testovacich funkcii predstaveny v Definicii 10. Distribtciou
na R rozumieme kazdy spojity linearny funkcional 7' na priestore D(R) v (184)

o

Poznamka 29

Podl'a Definicie 13 je teda priestor distribiicii na R totozny s prvkami dualneho
priestoru D'(R) zavedeného v Poznamke 28. Z tohto dévodu budeme preto
na zéapis hodnoty distribicie T € D’(R) na testovacej funkcii ¢(z) namiesto
oznacenia T'(p) pouzivat bra-ket symboliku predstavend v (170), t.j.,
(T|¢):=T(¢), TEDR), ¢eD®). (186)

i
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Poznamka 30

V sulade s Poznamkou 28 kazda distribacia 7" na R — ako spojity linearny
funkcional na priestore D(R) — splia vlastnost (185). Obzvlast, ak prislusna
kladna konstanta M v (185) nezavisi na vybere cisla R > 0, distribacia T' sa
oznacuje privlastkom integrovatelna. Podobne, ak index m v (185) je mozné
zvolit nezavisle na R > 0, hovorime, ze distribiicia 7' ma konecny rad. Tymto
radom distribicie T' pritom rozumieme najmensi takyto index m.

-

V Poznamke 27 sme zdoéraznili, ze vlastnost konvergencie nejakej postupnosti
{©n(z)} testovacich funkcii v priestore D(R) kladie podl'a Definicie 11 $pecifické
a v istom zmysle prilis silné a obmedzujiuce podmienky na funkcie ¢, (z), n € N.
Z tohto pohladu je preto len “malo” postupnosti {p.(z)}, ktoré konverguji v
D(R). Na druhej strane to vsak v stlade Definiciou 12 znamena, ze existuje
pomerne “vela” spojitych linedrnych funkcionalov T' na priestore D(R). Priestor
distribacii na R, t.j., dualny priestor D’(R), sa preto vyznaéuje bohatostou a
velkou variabilitou svojich prvkov. V tomto spociva prakticky vyznam konceptu
distribicie. Uvedieme teraz niekolko prikladov konkrétnych distribacii na R.
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Priklad 12 (Regularna distribiicia)

Nech symbol L _(R) oznacuje priestor lokalne absoliitne integrovatelnych kom-
plexnych funkcii na R, t.j., funkcii, ktoré st absolttne integrovatelné na kazdej
kompaktnej podmnozine v R. Jedna sa o Sirokd triedu funkcii, omnoho vacsiu
nez priestor £L'(R) (zrejme plati inklazia £'(R) C Li.(R)). Pre kazda dand

funkciu f € L. (R) je zobrazenie T definované predpisom

Tr19)= [ f@e@ds oeD®) (187)

distribiicia na R, ako sa mozno lahko presvedéit pomocou zakladnych vlastnosti
integralov a Definicii 13 a 12. Distribaciu Ty v (187) oznaCujeme privlastkom
regularna. V silade s Poznamkou 28 teda funkcional T splita podmienku (185).
Skutoéne, nech R > 0 je dané. Potom pre kazdi testovaciu funkciu ¢(z) s
nosicom supp ¢ C [—R, R] plati

(182)
lelloo "= gggw(x)\: max [p(z)] > |o(z)] (188)

z€[—R,R]

183
po(p) &)

pre kazdé = € [—R, R]. Nasledne pre distribaciu Ty dostavame relaciu

R R
KTy | )] ) =\ / (@) p(a) da| < / 1£(@)] ()| de
-R -R

/ i /(@) (@) da

i
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Priklad 12 (Regularna distribiicia)

(188) R R
< / |£(@)] po ) dz = po () / f(@)de = Mpo()  (189)
—R R
—— —

=M

pre kazdé ¢ € D(R) splhajice suppp C [~R,R]. Nakolko hodnota kon-
Stanty M v (189) zavisi na vybere intervalu [—R, R], podla Poznamky 30
funkcional T} nie je integrovatelnou distribaciou, avsak ma koneény rad s hod-
notou m = 0. Ziskany vysledok ukazuje, ze kazdej funkcii f(z) lokalne absolitne
integrovatelnej na R je mozné prostrednictvom (187) priradit distribaciu T radu
0. Da sa ukazat, ze toto priradenie je injektivnym homomorfizmom linearnych
priestorov L _(R) a D'(R), pricom pre f,g € L. (R) plati Tj = T, prave vtedy,
ked f(xz) = g(z) skoro vsade na R. Priestor £j. (R) je teda mozné formalne
vnorit do priestoru distribacii D’ (R) a kazda funkciu f € L (R) tak chapat ako
distribaciu T na R. V tomto kontexte preto niekedy (i ked' nepresne) piseme

(fle) :==(Trle) pre p € DR). (190)

Napokon dodajme, Ze vyssie uvedeny vztah priestorov £ .(R) a D'(R) je for-
malnym zdévodnenim skutocnosti, ze pre distribacie na R sa niekedy pouziva aj
pomenovanie zovseobecnené funkcie.
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Priklad 13 (Heavisideova distribiicia)

Konkrétnym a vyznamnym prikladom regularnej distribacie diskutovanej v Prik-
lade 12 je tzv. Heavisideova distribacia. V kontexte formuly (187) odpoveda
Heavisideovej funkcii H(x) definovanej v (34). Poznamenajme, ze zrejme funk-
cia H € L,.(R), ako mozno lahko overit. Podla (34), (187), (190) potom

190 34),(187 oo
Hlo) 2 (T 0) LT [T o(e)ds, oD@ (101)

| A

Priklad 14 (Diracova distribiicia)

Vyznamnym prikladom neregularnej distribicie, ktora ma fundamentalne aplika-
cie v modernej fyzike, je tzv. Diracova distribicia d,,, definovana pre dané
zo € R predpisom (porovnaj tiez s identitou (172) v Priklade 9)

(0o | @) := @(z0), » € D(R). (192)

Diracova distribicia 5, je pre kazdia hodnotu zg € R integrovatelnou distriba-
ciou konecného radu m = 0. Vyplyva to z Poznamky 30 a z vypoctu

(192) (188)

(620 [0} "2 (o) < po(y) pre kazde o € D(R) a kazde wo € R.  (193)

Relacia (193) obzvlast ukazuje, ze v podmienke (185) v tomto pripade mézeme

.
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Priklad 14 (Diracova distribiicia)

polozit M = 1 a m = 0 nezavisle na vybere &isla R > 0 i hodnoty zo € R. Dalej
poznamenajme, ze Diracova distribicia d., tzko stvisi s konceptom aproximacia
identity, ktory sme zaviedli v Definicii 3. Nech v (z) je nejakd nezaporna funkcia
absolatne integrovatelna na R, ktora splia ffooo Y(xz)dz = 1, a nech S(¥) je
prislusna aproximacia identity pomocou funkcie ¥ (z) v (47). Zvolme nejaké
pevné 1o € R. Kedze podla Definicie 10 a Poznamky 25 je kazda testovacia
funkcia ¢(z) spojita a ohranicena na R, v sulade s formulou (55) v Poznamke 4
plati (s oznacenim f := ¢ a ¢ := 1))

im (4n * p)(z0) = @(z0),  ¢n €S(¥), (194)
n—0

pre kazdé ¢ € D(R). Konvoluény sain (¢, * ¢)(xo) na lavej strane rovnosti
(194) sa vsak da pre kazdé n > 0 postupne upravit na tvar

w00 P [~ vneo -0 e@dy = [ 910 ) o) dy

(187) (Tgn.oq | P), pre kazdi testovaciu funkciu ¢(z), (195)
kde funkcia gy,zo () := ¥y (z0 —y), € R a Ty, . je regularna distribacia na
R z Prikladu 12, ktora odpoveda funkcii gnz, € £'(R). Kombinaciou identit
(192), (194) a (195) napokon ziskame finalnu rovnost

o
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Priklad 14 (Diracova distribicia)

(192)

195),(194
@BLE (w0) 2 (6ay l0), @ € D(R). (196)

nli%l+<TgW0 [ )
Z formuly (196) vyplyva, Ze systém regularnych distribtcii Ty, ., n > 0, aprox-
imuje pdsobenie (neregularnej) Diracovej distribicie d5,. Z tohto pohladu mozno
teda Diracovu distribiiciu v istom zmysle aproximovat regularnymi distribaciami.
Vo funkcionalnej analyze existuje na pomenovanie tohto vysledku presny ter-

min. Konkrétne, rovnost (196) znamena, ze systém distribacii Ty, .., n > 0,

*
n,T0 - 610

pre 7 — 0T. Napokon dodajme, Ze identita (196) Ciastocne opodstatiiuje in-
tuitivnu integralnu reprezentaciu pésobenia Diracovej distribicie dz,, resp. for-
malne zavedenie Diracovej delta-funkcie dz,(z) v (172) v Priklade 9.

konverguje pre 7 — 07 #-slabo k distribtcii 6,, pricom piseme T},

Definicia 14 (Derivacia distribicie)

Nech T je distribiicia na R. Pod pojmom derivacia distribiicie 7' na R rozumieme
funkcional T’ na D(R) definovany predpisom

(T" | ) := —(T'|¢') pre kazdé ¢ € D(R), (197)

pricom ¢’ (z) je prva derivacia testovacej funkcie ().
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Poznamka 31

Funkcional 77 : D(R) — C v Definicii 14 je zavedeny korektne, nakolko podla
Poznamky 25 je ¢’ € D(R) pre kazdd funkciu ¢ € D(R). Z linearity a spojitosti
funkcionalu T a operatora derivovania na D(R) vyplyva prostrednictvom identity
(197), ze T" je spojity linearny funkcional na D(R), t.j., 7" € D'(R). Teda kazda
distribticia 7' na R ma svoju derivaciu 7" ako distribiciu na R. Motivaciou pre
pomenovanie 7" v (197) ako derivacie T je analégia s pravidlom per-partes na
integraciu funkcii so spojitou derivaciou, ako ilustrujeme v nasledujacom priklade.

o

Priklad 15 (Derivacia regularnej distribicie)

Nech f(z) je (komplexna) funkcia so spojitou derivaciou na R, t.j., f € C*(R),
a nech T je odpovedajica regularna distribicia na R definovana v (187). V
stlade s Definiciou 14 pre jej derivaciu (T)" plati

(o7)

187 &0
((Tr) o) (T l¢") (&N —/ f@)¢'(x)dz ¢ € D(R). (198)
Vdaka skutoénosti, ze kazda testovacia funkcia ¢(z) ma kompaktny nosi¢ na R,
je integral na pravej strane rovnosti (198) konvergentny pre kazdé ¢ € D(R).
Konkrétne, ak pre dani testovaciu funkciu ¢(z) mame suppp C [-R, R], R > 0,
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R
(@) | o) O / @ ¢ @de=— [ f@)¢(2)ds
— e -R
per-partes R 2 /
B _f@) @R+ [ f(@)el@)da
-R
CE) F(—R) p(—R) —f(R) (R)+(Ty: |0} = (Tys | o). (199)
N—— ——

0 0

Rovnost (199) zrejme plati pre kazdé ¢ € D(R), a tak podla Definicie 14 pre
derivaciu distribicie Ty mame identitu

(Tf) =Ty pre kazdé f € CL(R). (200)

Formula (200) teda poukazuje na to, ze derivaciu distribacii na R predstavent v
Definicii 14 mozno interpretovat ako jedno z moznych zovseobecneni konceptu
derivacie i pre funkcie, ktoré nie sii derivovatelné v klasickom zmysle. Tento fakt
nazorne demonstrujeme v nasledujiacom Priklade 16. Poznamenajme, ze vzorec
(200) zostava v platnosti i pri slabsich podmienkach na funkciu f(z), konkrétne i
pre funkcie f, f' € Lis.(R). Obzvlast, derivacia (Tf)’ je pre takéto funkcie f(x)

opat regularnou distribaciou koneéného radu m = 0, ako vyplyva z Prikladu 12.
.
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Priklad 16 (Derivacia Heavisideovej distribicie)

Regularna Heavisideova distribcia T zavedena v Priklade 13 sice ma v salade s
Definiciou 14 derivaciu (Tx)’, avsak formula (200) v tomto pripade nema zmysel,
nakol'ko Heavisideova funkcia H(z) v (34) nema standardni derivaciu v bode
x = 0. Ukazeme v3ak, ze plati identita

(Tr)" = do, (201)

kde do je Diracova distribacia v (192) pre hodnotu zo = 0. Skutoéne, pre kazda
testovaciu funkciu ¢(z) totiz postupne plati

(@) 19) 92~ ) 2 = [T (@) do = 00) = lim o(o)

=0(0) 2 (30 |¢), (202)
o dokazuje spravnost formuly (201). Distribacia (Tx)’ je teda v stlade s Prik-
ladom 14 neregularna a integrovatelna s koneénym radom m = 0. Dodajme, ze
identita (201) sa niekedy formalne zapisuje i v tvare H'(z) = do(z), = € R, kde
do(z) je uz zmienena Diracova-delta funkcia. Symbol H'(x) sa potom interpre-
tuje ako (formalna) derivacia Heavisideovej funkcie H (z).
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Priklad 17 (Derivacia Diracovej distribicie)

Nech zo € R je dané. Podla Definicie 14 pre derivaciu Diracovej distribicie 6,
definovanej rovnostou (192) v Priklade 14 plati

((Gz0)" ) (00 | ¢)

V stlade s Poznamkou 30 a relaciou (185) je teda (d.,)" integrovatelna distriba-
cia kone¢ného radu m = 1, ako vyplyva z vypoctu

(97) (192)

@' (x0) pre kazdé ¢ € D(R). (203)

(203) (182) (183)

[{(620)" 1@)| =" |¢'(@0)| < [|¢']l, < p1()s (204)
platiacom pre kazdi testovaciu funkciu ¢(z). Poznamenajme, Ze odvodené vys-
ledky davaja korektny vyznam intuitivnym Gvahadm v motivacnom Priklade 10 o
hustote naboja elektrického dipélu. Konkrétne, funkcional n zavedeny v (177)
teda skutoéne predstavuje zaporne vzatia derivaciu Diracovej distribicie dg.

o

Na zaver tejto sekcie uvedieme jeden pomocny vysledok o testovacich funkciach.

Kazda testovacia funkcia p(x) na R je i Schwartzovou funkciou na R. Inymi
slovami, plati inklizia D(R) C S(R), kde S(R) je Schwartzov priestor na R.
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Distribaicie a Fourierova transformacia

V tejto sekcii sa pokisime zaviest pojem Fourierovej transformécie pre ista triedu
distribacii na R. Predtym v3ak vyslovime jedno pomocné tvrdenie, ktoré je
Specialnym pripadom vseobecného klasického vysledku z funkcionalnej analyzy.

Kazdy spojity linearny funkcional T' na Schwartzovom priestore S(R) je distribd-
ciou na R. Inymi slovami, duélne priestory S'(R) a D' (R) spliiaji inkliziu

S'(R) C D'(R). (205)

Dékaz Lemy 14.

K dékazu poznamenajme len tolko, ze konvergencia vo Schwartzovom priestore
S(R) sa definuje podobne ako konvergencia v priestore testovacich funkcii
D(R). Konkrétne, povieme, ze postupnost {¢n} C S(R) konverguje v S(R)
k funkcii ¢ € S(R), ak kazda z postupnosti {xlgoﬁlk)(x)}, k,l € No, konverguje
rovnomerne na R k funkcii z'p*)(z). Vdaka vysledku v Leme 13 potom nie je
tazké ukazat, ze kazda postupnost {¢n} C D(R) konvergentna v D(R), konver-
guje i v priestore S(R) (s rovnakou limitou). Nasledne, kazdy spojity linearny
funkcional T € S’(R) je spojitym linearnym funkcionalom i na D(R). [ |

o
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Definicia 15 (Temperovana distribiicia)

Distribtcia na R z dualneho priestoru S’(R) sa nazyva temperovana distribicia.

Prave priestor temperovanych distribtcii S’(R) je tym vhodnym pésobiskom
zovseobecnenej Fourierovej, resp. inverznej Fourierovej transforméacie.

Definicia 16 (Zovseobecnena Fourierova transformacia)

Nech T' € S'(R) je temperovana distribcia na R. Funkcionl T na S(R) dany
(Tle):=(T13), ¢eSM®), (206)

sa nazyva Fourierov obraz distribticie T'. Priradenie T' — T sa potom oznacuje
ako zovseobecnena Fourierova transformacia, pricom piseme T = F(T).

Definicia 17 (Zovseobecnena inverzna Fourierova transformacia)

Nech T € 8’(R) je temperovana distribacia na R. Funkcional T na S(R) dany
(T |p) :=(T|¥), ¢ecS®), (207)

sa nazyva inverzny Fourierov obraz distribacie T'. Priradenie T'+— T' sa oznacuje
ako zovieobecnena inverzna Fourierova transformacia a piseme T = F~'(T).
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Poznamka 32

Zobrazenia T a T v (206) a (207) v Definiciach 16 a 17 su zavedené korektne,
pretoze podla Vety 16(ii) a identit v (65) v Poznamke 7 pre kazdi Schwartzo-
vu funkciu ¢ € S(R) plati 3,7 € S(R). Dalej sa da dokazat, ze Fourierova
transformacia F v (4) a inverzna Fourierova transformacia ' v (64) si spo-
jité linearne bijekcie na Schwartzovom priestore S(R). V sulade so spojitostou

linearneho funkcionalu T na S(R) potom dostavame, ze funkcionaly 7' a T

s temperované distribacie na R, tj., T,T € S'(R). Teda zovSeobecnena
Fourierova transformacia F a zovSeobecnena inverzna Fourierova transforma-
cia F~! predstavené v Definiciach 16 a 17 zobrazuja dualny priestor S’(R) do
seba. Obvzlast, pre kazdi Schwartzovu funkciu ¢ € S(R) platia rovnosti

< 207) = (206) (68)

(T le) (T%) (T15) 2 (T o),
= (206) ,~ . (207) =, (68)
(Tle) ="(T12) =" (T|@2) ="(T|e),
ktoré ihned implikuja formuly
T=T a T=T pre kazdl temperovant distribiciu 7" na R. (208)

Identity v (208) potom ukazuja, Ze zobrazenia F a F ! st vzajomne inverzné
bijekcie na priestore S’(R) temperovanych distribicii na R.

o
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Priklad 18 (Fourierova transformacia regularnej temperovanej distribicie)

V Priklade 12 sme ukazali, Ze kazdej danej funkcii f € L (R) vieme pomocou
predpisu (187) priradit tzv. regularnu distribaciu 7 na R. Funkcional T pritom
posobi na priestore testovacich funkcii D(R). Da sa ukazat, Ze v pripade funkcie
f € LY(R) je mozné v silade s Lemou 13 funkcional Ty : D(R) — C rozsirit
i na Schwartzov priestor S(R) so zachovanim predpisu (187). Inymi slovami,
zobrazenie Ty na S(R) definované

1) = [ 1@ e@ds pes®, (200)

je korektne zadana temperovana distribacia na R a budeme ju oznacovat pojmom
regularna temperovana distribacia na R (odpovedajica funkcii f(z)). Podla

Poznamky 32 preto existujia zovseobecnené Fourierove obrazy T; a T; ako tem-

perované distribicie na R. Obzvlast, ak naviac i Fourierov obraz ?(5) je funkcia
absolttne integrovatelna na R, potom platia identity

T; = Tf T; = Tf pre kazda funkciu f(z) spihajacu f,f € LY(R). (210)

Skuto€ne, kazda Schwartzova funkcia ¢ € S(R) je podla Vety 16(i) absolatne
integrovatelna na R, a tak vyuzitim Vety 9 dostavame

i



Priklad 18 (Fourierova transformacia regularnej temperovanej distribicie)

@ 1o) 2 118) D [~ j@e@a® [T Fo e T ;10

pre kazdé ¢ € S(R). To dokazuje platnost prvej formuly v (210). Druha rovnost
v (210) sa ukaze analogicky.

V podobnom prirodzenom duchu ako v Priklade 18 sa da na Schwartzov priestor
S(R) rozsirit i Diracova distribucia dz,, zo € R, predstavena v (192). Konkrétne,

(0o | @) := p(x0) pre kazdé ¢ € S(R). (211)

Nie je tazké overit, ze funkcional 6, v (211) je pre kazdd hodnotu zo € R
linearny a spojity na priestore S(R) a je rozsirenim Diracovej distribacie v (192).
Na jeho oznacenie budeme preto pouzivat rovnaké pomenovanie Diracova (tem-
perovana) distriblcia na R. Zavedieme teraz nasledujicu symboliku. Vyrazom 1
budeme oznacovat linearny funkcional pésobiaci na priestore S(R) s predpisom

alo)= [ e@ds pesm. (212)

Funkcional 1 je rovnostou (212) definovany korektne, nakol'ko pre kazdia Schwar-
tzovu funkciu ¢(z) plati ¢ € L*(R), ako vyplyva z Vety 16(i).
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Veta 25 (Fourierov obraz Diracovej distribiicie)

Linearny funkcional 1 definovany v (212) je temperovana distribicia na R, t.j.,
1 € 8'(R). Naviac, platia identity

So=1 a 1=2rd, (213)

kde ¢ je Diracova distribicia v (211) pre hodnotu z¢ = 0.

| A\

Dékaz Vety 25.
Pre kazdd funkciu ¢ € S(R) postupne mame

wlo)® [" p@yae= [~ s@e e Do)

(211) (206) =

(2 (90 | ¥),

¢o dokazuje platnost prvej formuly v (213). Zaroven to v stlade s Poznamkou 32

znamena, ze linearny funkcional 1 je temperovana distribacia na R, kedze dis-
tribacia 6o € S’(R). Nasledne, podla Definicie 16 pre Fourierov obraz 1 plati

Qo) 2 o) ® [~ pwae= [ ple)ae

@ (2760 | )

- [ () €0 dg 2 27(0)



Doékaz Vety 25 (pokracovanie).

pre kazd Schwartzovu funkciu ¢(z). Teda 1 = 2 6y a dokaz je kompletny. W

Veta 26 (Inverzny Fourierov obraz Diracovej distribicie)

Temperované distribicie 6o a 1 v (211) a (212) splnajii rovnosti

o=—1 a 1=4dp. (214)

Dékaz Vety 26.

Identity v (214) ziskame kombinaciou formal v (213) a (208). Presnejsie, plati

—_—

i o i@ L, @,
21 21 2

Dokaz je preto hotovy. |

5 (213)

Na zaver poznamenajme, Ze zovieobecnena Fourierova transformacia a zovse-
obecnena inverzna Fourierova transformacia predstavené v Definiciach 16 a 17
spinaju analogické vlastnosti ako klasické transformacie F a F~! z Definicii 1
a 4. Viac o tom v nadvazujocom predmete M8120 Spektralni analyza Il.
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