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SEE————————————
Parametricky model a dlohy matematické statistiky

Model: Xi,..., X, je ndhodny vyb&r z rozdé&leni s distribuéni funkci
F(x,0). Tuto distribu&ni funkci zndme aZ na nezndmy parametr
6 c0O CRP.

Ulohy matematické statistiky:
@ Bodovy odhad parametru 6.
@ Intervalovy odhad parametru 6.
@ Testy hypotéz o parametru 6.

N&kdy nds misto samotného parametru 0 zajima né&jaka jeho funkce, tzv.
parametrickd funkce v(0), kde v : @ — ©* C R je redlnd funkce.

Déle budeme uvaZovat jednorozmé&rny parametr § € © C R.
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Bodové odhady

Rekneme, 7e¢ T : R” — R je bodovy odhad parametru § € © C R, jestlize
T je mé&itelnou funkci ndhodného vybéru Xi, ..., X,. Tedy
T = T(X1,...,X,) je ndhodna veli¢ina.

Vlastnosti bodovych odhadi:

@ T je nestranny odhad parametru 0, jestlize ET = 6 pro vSechna
0 € 0.

@ T je asymptoticky nestranny odhad parametru 6, jestliZe
lim,_oo ET = 6 pro viechna 6 € ©.

@ T je konzistentni odhad parametru 0, jestlize

T=T(Xi,...,X,) — 6 v pravdépodobnosti pro n — oo pro
viechna 0 € ©.
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SEE————————————
Ktery odhad je nejlepsi?

o Necht Ty, T» jsou dva nestranné odhady parametru 6. Rekneme, Ze
T je vice eficientni (lepsi) nez T, jestlize DT; < DT, pro viechna
0 eco0.

o Necht T je nestranny odhad parametru 6. Rekneme, %e T je nejlepsi
nestranny odhad parametru 6, jestlize DT < DT* pro vSechna
6 € © a pro v8echny nestranné odhady T*.

@ Necht T je odhad parametru 6. St¥edni &tvercovou (kvadratickou)
chybu odhadu definujeme jako MSE(T) = E(T — )2
@ Je-li T je nestranny odhad parametru 6, pak MSE(T) =DT.

o Necht Ty, T» jsou dva odhady parametru 6. Rekneme, e Ti je vice
eficientni (lepsi) nez Ty, jestlize MSE(T;) < MSE(T2) pro viechna
0 € o.

(Stejnomérng) nejlepsi odhad parametru 6 neexistuje.
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Metoda momentd

o Ddle ptedpokladejme, Ze neznamy parametr 0 je p-rozmérny

(© C RP).

o Necht existuji obecné momenty 1, = u(0) = EX{ pro
k=1,...,p.

e Oznatme jejich vyb&rové prot&jsky M, = %ZLI X¥ pro
k=1,2,.. .

° ﬁekgeme, e 0 je odhad parametru & metodou momentd, jestlize
1 (@) =M, prok=1,...,p.

@ Je-li ¥YeSeni predchozi soustavy nejednozna&né (rovnice jsou linedrn&
z4vislé), pfidame dal3i rovnici pro k = p + 1, pokud oviem existuje
pFislusny moment.
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Metoda maximalni vérohodnosti

@ Oznalme sdruZenou hustotu ndhodného vektoru (Xi, ..., X,)" jako
L(6) =[] f(x:.0).
i=1
e f(x,0) je hustota (pravdépodobnostni hustota, pravdépodobnostni

funkce) ndhodné velitiny X;.

L(0) = L(6,x,...,x,) se nazyva vérohodnostni funkce.

° 0 se nazyvd maximalné vérohodnym odhadem parametru 0, jestlize
L(6) > L(6),VOcO.

6 = argmax{L(6); 0 € ©}.

1(0) = log L(0) = >}, log f(x;, 8) se nazyva logaritmicka
vérohodnostni funkce.

6 = argmax{/(6); 6 € O}.
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SEE————————————
Regularni systém hustot

Rekneme, 7e systém hustot {f(x,0),0 € O} je reguldrni, jestlize
Q@ O C RP je otevFend borelovskd mnoZina.
@ Mnozina M = {x € R: f(x,0) > 0} nezavisi na hodnotg&
parametru 6.
© Pro viechna x € M existuje konecnd parcidlni derivace

f-’(x,O):%, i=1,....p

@ Pro vdechna 8 € © a vdechna i=1,...,p plati

/ f/(x,0)dx = 0.
M

@ Pro viechna 8 € © a pro kaZdou dvojici (i, /) existuje konetny

integral
! (x, 0)f/(x,0)
1(0) = | ——F 2 —"fi(x,0
50) = [ e A, 0)d
Q Matice J(0) = (J; j(8))7 , je pozitivng definitni pro viechna 6 € ©.
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SEE————————————
Vlastnosti maximalné vérohodnych odhadii

@ Necht systém hustot {f(x,0),0 € O} je reguldrni, pak maximaln&
vérohodny odhad parametru 6 je asymptoticky nestranny,
konzistentni a ma asymptoticky normalni rozdé&leni.

o /n(6 — 8) ma asymptoticky rozd&leni \/,(0,J71(6)).

[ 0log f(Xy,0) Olog f(X1,0)\”
1(6) = <]E 00, 06;

ij=1

je Fisherova informaéni matice o parametru 6 pfislusna Xj.

_ D% log f(X1,0)\"
w0 -5 (=55)

ij=1
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SEE————————————
Maximalné vérohodné odhady pro parametrickou funkci

@ Necht v:® — ©* je parametricka funkce.

o Funkci L(6*) = sup{L(6); 8 € © : v(8) = 6*} pro 6* € ©* nazveme
vérohodnostni funkci indukovanou parametrickou funkci .

o 0" je maximaIn& vérohodny odhad parametrické funkce 7(6) = 6,
jestlize L(6*) > L(6*) pro viechna 6* € ©*.

e Zehnaova véta (princip invariance MLE): Je-li 6 maximaln&

<

vérohodny odhad parametru 6, pak v(0) je maximaln& vérohodny
odhad parametrické funkce ~(6).
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Delta metoda

Theorem

Necht {X,}52, je posloupnost p-rozmé&rnych ndhodnych vektorii
takovych, Ze \/n(X, — @) mad asymptoticky normaini rozd&leni N,,(0, X).
Ddle bud ~ : RP — R mé¥itelnd funkce, kterd md totdini diferencidl v
bodé& 6. Pak plati: \/n(v(X,) — v(0)) md asymptoticky normaini
rozdéleni N'(0, 02), kde 0 = V+/'(0)ZV~(0), kde

_ (08 (o)
V7(0)( 891 Yt aep )

je gradient funkce v v bodé 6.
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Aplikace na MLE

e Jiz vime, Ze je-li systém hustot {f(x,0),0 € O} regularni, pak:
v/n(6 — 8) ma asymptoticky rozdéleni N,(0,J71(6)).

o Aplikaci delta metody dostaneme, Ze za splnéni podminek regularity
plati:

Vn(+(8) — +(8)) mé asymptoticky A(0, V+/(0)~(8) V().

1(8) = N ((68), —V/(8)37(6)V(0)).

o Je-li 6 jednorozmémy parametr, pak v(f) ~ N/ (7(9), [ZIJ((HG))]Z) .
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Intervalova data

Nepozorujeme p¥imo hodnoty ndhodného vybéru Xi, ..., X,.

O kaZdém pozorovani vime jen to, do kterého intervalu patfi.

Obor hodnot ndhodného vybéru je rozdélen na intervaly
(co, c1]s (er, el - oo s (Cho1, cil-

co miZe byt i —oo a ¢k miZe byt i co.

Oznatme n; potet pozorovani, kterd leZi v intervalu (¢j_1, ¢j].

n=n;+...4 ng.
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Empirickd distribué¢ni funkce pro intervalova data

@ Standardné pro hodnoty ndhodného vybéru Xi, ..., X, definujme
empirickou distribu¢ni funkci

~ 1<
Fn(X) = ; ZH{X:‘SX}'
i=1

@ Podle ptedchozi definice miZeme urdit jeji pfesné hodnoty v bodech
C0,C1y-.-4Ck:

I~ =~ m+...+n; =~
Fa(c) =0, Fu(g) = % Fa(cx) = 1.
@ Mezi t&mito body empirickou distribu¢ni funkci spojité

dodefinujeme, naptiklad lomennou ¢arou (ogive).

"]
0, x < co,
r G—X X—Ci—1
F(x) = § 5255 Flg-1) + o= Falg), 1 <x<gq,
]-a X > Ck.
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SEE————————————
Histogram pro intervalova data

Histogram je po &astech konstantni odhad hustoty pivodnich veli¢in
Xiyeoy Xn.

o fu(x) = F’( ) pro vdechna x # ¢, .. ., Ck-
°
f,,(x):ﬂ~#7 G-1 < x <.
n ¢ —=cq-1
@ V bodech ¢y, ..., ck miZeme definovat libovolnég.

@ Hodnota histogramu v intervalu (¢j_1, ¢;] je rovna relativni &etnosti
pozorovani v daném intervalu délend délkou tohoto intervalu.
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Empirickd kvantilovad funkce pro intervalova data

e MiZeme ji urcit jako inverzni funkci k empirické distribu¢ni funkci
(ogive), tj. Qn(a) = F, 3 (a) pro0 < a < 1.
@ Nebo opé&t ur&it presné hodnoty v bodech 0, 22, mtn2 1:

YpY p 1ttt

é\n(o) = Co, O\n(aj) = ij é\n(l) = Ck,

L n1+...+nj
kde oj = =——.

@ Mezi t&€mito body empirickou kvantilovou funkci opét spojité
dodefinujeme, napfiklad lomennou ¢arou.

~ Oéj - A o — Oéj,1 ~
— . . < < .
Qn(a) o — 0j1 Qn(aj 1) + & — a1 Qn(aj)7 Q1 a < Qj
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Metoda maximalni vérohodnosti pro intervalova data

o Necht kaZd3 z nepozorovanych nidhodnych veli¢in Xi,..., X, ma
distribu¢ni funkci F(x,0), kde 8 € © je nezndmy parametr.

e Pravdépodobnost, Ze dané pozorovani X; leZi v intervalu (¢i_1, ¢j] je
P(Xi € (g-1.g]) = F(¢;,0) — F(¢-1,0).

@ Vé&rohodnostni funkce pro nase data je:
L(6) = ITiLy P(Xi € (¢j-1,¢]) = [F(c1, 0) — F(co, 0)]™ -
[F£CQ,9) F(c1,0)]™ ... [F(ck-1,0) — F(ck,0)]™ =
[1;-1[F (g, ) — F(gj-1, )]"f

o 1(8) =log L(6) = 31, njlog[F(c;,8) — F(cj—1,0)] je logaritmicka
vérohodnostni funkce pro na%e data.

o 6 =argmax{/(6); 0 € O}.
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Metoda minimalniho y?

e Oznatme pj(0) teoretickou pravdépodobnost, Ze ndhodna veli¢ina X;
nabude hodnoty z intervalu (¢j_1, ], tedy
pi(0) = P(X; € (-1, ¢]) = F(¢;,0) — F(¢j-1,0).
@ Dohromady mame celkem n pozorovani. V intervalu (¢j_1, ¢;] by
tedy mélo byt np;(@) pozorovani.
o Porovnejme otekdvany a skutelny (pozorovany) pocet pozorovani v
jednotlivych intervalech (¢;_1, ¢;] pomoci Pearsonovy x? statistiky

testu dobré shody:
2
"% ( ”) |
=1 np;(0)

k
> o
n

j=1 pJG

e Odhad parametru & metodou minimalniho x? minimalizuje x?(0)
pFes viechny hodnoty 8 € O, tj. = argmin{x?(0),0 € O}.
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SEE————————————
Metoda minimalniho x? pro klasicka data

@ Obor hodnot ndhodné veli¢iny X; musime na k po dvou disjunktnich
intervalli rozdélit sami, stejné tak spo&itat n; potet pozorovani v
intervalu (¢i_1, .

o Na tato uméla intervalova data aplikujeme predchozi postup.

o Intervaly (¢j—1, ¢j] by se mély volit stejn& pravdépodobné, tj.

p;j(0) = % proj=1,... k.
, e . Lo 2/5

@ Volba pottu t¥id k - heuristicka pravidla, nap¥. k = 15 (155) /®

nebo k = 2n?/5.
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SEE————————————
Bayesovské odhady (Bayesovskd statistika)

e Kombinuje informaci obsaZenou v datech (parametricky model) s
apriorni informaci o nezndmém parametru 6 (zkuZenosti, domn&nky,

vvvvvv

@ Zavéry (odhady) vyvozuje aZ z aposteriorniho rozdéleni.

@ Idea: Nase informace o hodnoté nezndmého parametru miZe byt
vyjadfena pomoci pravdépodobnostniho rozdéleni, tj. neznamy
parametr @ povaZzujeme za nahodny vektor.

_ M7988 Modely ztrat v neZivotnim pojist&ni 19 / 87



Matematicky model

@ Xi,..., X, je ndhodny vyb&r z rozd&leni s hustotou f(x, ), kde
0 c0O.

@ 0 je nyni ndhodny vektor s hustotou g(8).

@ Ozna&me podmin&nou hustotu nihodného vektoru (X, ..., X,) pFi
dané hodnot& parametru 6 jako r(x|0) =[]~ f(x;, @), kde
X =(X1,...,%)"

Theorem (Bayesova vé&ta)

Pro podminénou hustotu ndhodného vektoru @ pFi danych hodnotdch
X = x plati:
__r(x0)a(0) pokud [g r(x|0)q(8)d6 # 0
m(8]x) = lo r(x|0)q(0)d0’ ’
0, Jinak.
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SEE————————————
Poznamky

@ ¢(0) se nazyva apriorni hustota - vyjad¥uje informaci o parametru 6
jesté pred realizaci ndhodného vybéru X.

e 7(0]|x) se nazyva aposteriorni hustota - vyjadfuje informaci o
parametru @ aZ po realizaci ndhodného vyb&ru X.

o P¥i Bayesovském pfFistupu pouZivdme kromé& dat (realizace
ndhodného vyb&ru) jesté& informaci o parametru 0 nezdvisle na
nasich datech.

@ Tato informace miZe mit objektivni i subjektivni charakter.
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Volba apriorniho rozdéleni

@ Pokud mame informace (vysledky) z minulosti
o presna znalost rozdé&leni
o jadrové odhady hustoty
o parametricky model

@ Pokud nemdme informace (vysledky) z minulosti
o neinformativni (rovnom&rné) rozdéleni q(6) o 1
o Jeffreysovo apriorni rozdéleni g(0) o /]J(6)|
o konjugované apriorni rozdéleni
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SEE————————————
Bodové odhady

Definujme ztrétovou funkci L(6,6) - ztrata, kterou utrpime, kdy?
odhadneme parametr @ pomoci odhadu 6.

Dile definujme bayesovské riziko (primé&rna aposteriorni ztrata):
H6) = /@ L(0,8)r(0]x)do.

Hleddme odhad, ktery minimalizuje bayesovské riziko. Necht dale §

je jednorozmérny parametr.
Pro kvadratickou ztratovou funkei L(6,8) = (6 — §)? je bayesovskym

~

odhadem aposteriorn{ stfedni hodnota, tj. 6§ = E(0|X,...,X,).
Pro absolutni ztratovou funkci L(Hig) =10 - §| je bayesovskym
odhadem aposteriorni median, tj. 6 = med(0| X1, ..., X,).

Pro 0-1 ztritovou funkci L(6, 5) :A]I{G =+ (9\} je bayesovskym
odhadem aposteriorni modus, tj. 8 = arg max (0| Xy,..., X,).
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SEE————————————
Intervalové odhady

Definition

100(1 — )% vérohodnostni interval pro parametr 6 je takovy interval
[a, b] = [a(X1,..., Xn), b(X1, ..., Xp)], pro ktery
P(a<0<bX)=1-a.

e Equal tail - je takovy interval [a, b], kde a je a/2-kvantil
aposteriorniho rozdéleni 6|X a b je 1 — a/2-kvantil aposteriorniho
rozdéleni 6|X.

@ HPD (interval o nejvé&tsi aposteriorni hustot&) je takovy interval
[a, b] takovy, Ze w(0|x) > ¢ pro viechna 0 € [a,b] a ¢ > 0 je
nejmensi &islo takové, Ze P(m(0|x) > ¢c) =1 — a.

Theorem
Je-li w(0|x) spojitd a unimoddini, pak HPD interval je nejkratsi mezi
vSemi vérohodnostnimi intervaly.
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Predikce budouciho pozorovani

@ Necht se budouci pozorovani X, ¥di stejnym modelem jako
Xi,..., X, - tedy ma hustotu f(x,8).

@ Chceme predikovat(p¥edpovidat) jeho budouci hodnotu.

@ S pomoci Bayesovy véty miZeme odvodit aposteriorni prediktivni
hustotu

F(xmsalx) = /@ F(xns1,8)7(8]x)d6.
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E—————————————————
Model selection (vyb&r modelu)

@ Je nds model vhodny? Popisuje dobfe nase data?

@ Mame-li vice modeld, ktery z nich je nejlepsi? Ktery mdme pouZit?
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Grafické metody pro posouzeni vhodnosti modelu

@ Jsou zaloZené na porovnani teoretického a empirického rozdéleni.

o Porovnani teoretické distribuéni funkce F(x,8) a empirické
distribuéni funkce F,(x) v jednom grafu.

@ Porovnadni teoretické a empirické distribu¢ni funkce pomoci funkce
D(x) = Fn(x) — F(x,0).

@ Porovnéni teoretické hustoty f(x, 5) a empirické hustoty (histogram,
jadrovy odhad) v jednom grafu.

e Q-Q plot

@ P-P plot
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Q-Q plot

@ Porovndva teoretické a empirické kvantily.
@ Usporadnané hodnoty ndhodného vybéru oznatme
X1) < x2) < -0 < Xy
@ Podle upravené definice x;) je pi = n+1 2[5 -ty vybérovy kvantil, kde
0 < B < 1 je korek&ni faktor.
o Q-Q plot je graf [F’l(p;,b\),x(,-) proi=1,...,n
@ Je-li nd8 model spravny, pak by se body Q-Q plotu mély ndhodn&

vyskytovat kolem osy prvniho kvadrantu.
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P-P plot

@ porovnava hodnoty teoretické a empirické distribuéni funkce.
o P-P plot je graf F(x(,-),a),#l} proi=1,...,n.

@ Je-li nd8 model spravny, pak by se body P-P plotu mély ndhodné
vyskytovat kolem osy prvniho kvadrantu.
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SEE————————————
Statistické testy

N4

o Potfebujeme obecné&jsi model: Xi, ..., X, je ndhodny vybér z
rozdéleni s distribu¢ni funkci F (libovolnd).

@ Formalné& testujeme nulovou hypotézu Ho: F = F(x, 8) pro n&jaké
6 € O proti alternativé, Ze Hg neplati.

@ Testujeme tedy, Ze nami specifikovany model je vhodny pro nase
data.

o Testy zalozené na porovnani distribu¢nich funkci (Kolmogoroviv -
Smirnoviv test, Andersondv - von Darlingiiv test, Cramériiv - von
Mises(iv test), testy dobré shody (Pearsonliv x? test) a dali.

@ Pro odvozeni testi budeme jesté pot¥ebovat pomocnou nulovou
hypotézu H: F = F(x,0"), kde 6" je zndam4 hodnota.
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SEE————————————
Kolmogoroviiv - Smirnoviv test

e Nulovd hypotéza Hi: F = F(x,0), kde 8 je znamd hodnota.
o Testovd statistika
D, = maxyer{|Fn(x) — F(x,0")|} = max,-zl,my,,{ﬁ' — F(xiy, 67)1}-
@ Za platnosti Hf ma \/nD, asymptotické rozd&leni stejné jako
supepo,1 |B(t)], kde B(t) je Browniiv most v C(0, 1).

e To ma4 distribugni funkci 1 — 22}'20(—1)”1521’2%, pro y > 0.
@ A aproximativni kvantilovou funkci ,/% log ﬁ, pro0 < a <1

o Test se d4 pouZit jen, kdy? 8" je zndma. Pokud jsou k jejimu
odhadu pouZita data, test nefunguje - je p¥ilis konzervativni.
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E—————————————————
Kolmogoroviv - Smirnovilv test (modifikace)

e UvaZzujme piivodni hypotézu Ho: F = F(x,0) pro n&jaké 6 € ©.

o Nezndmy parametr 6 nejprve odhadneme z dat.

o Testovd statistika R _ R
D, = maxyer{|Fn(x) — F(x,0)|} = maXi:l,..A,n{H - F(X(,-), 0)}.

@ Rozdéleni testové statistiky D, za platnosti Hy zdvisi na daném
rozdéleni, ze kterého data pochdzeji (a v n&kterych situacich i na
jeho parametrech).

@ Pro testovédni normality bylo toto rozdéleni odvozeno - Lillieforsiv
test.

@ Pro ostatni rozdé&leni Ize pouZit simulace - spotitat pFisluinou
p-hodnotu testu pomoci parametrického bootstrapu.
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E—————————————————
Kolmogoroviv - Smirnovilv test (parametricky bootstrap)

@ Spotitdme hodnotu testové statistiky D, pro naSe data s
odhadnutym parametrem 6, ozname ji t.

© Nagenerujeme si novy ndhodny vybér o rozsahu n z rozdéleni s
distribu¢ni funkei F(x,0), realizaci oznatme xj, ..., x;.

© Odhadneme neznamy parametr 6, ozname je; 0.

@ Pro tuto realizaci spotitdme hodnotu testové statistiky ~
Dn = maxxer{|F; (x) = F(x,0)[} = maxi—1 .n{[ — F(x;), 0)1}-

@ Body (2) — (4) n&kolikrat opakujeme.

@ p-hodnotu testu poté odhadneme jako relativni &etnost p¥ipadd, kdy
D,>t.
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SEE————————————
Andersoniiv - Darlingliv test

o PatFi do tFidy testl s testovou statistikou

~

n / h (ﬁn(x) _ F(X,é))zW(F(x,é))f(x,a)dx

— 00

pro n&jakou vahovou funkci w.

@ Andersonilv - Darlingiiv test pouZiva vdhovou funkci w(y) = ﬁ
pro0 <y <1

@ Testova statistika se da zjednodusit do tvaru

n

A2 = —n 320 1) [log(Flxy, 0)) +log(1 — Fxgriry.0))]
i=1

@ Rozdéleni testové statistiky A% i pro @ znamé zavisi na testovaném
rozdéleni.

@ P¥islusnou p-hodnotu testu musime ziskat pomoci simulaci,
naptiklad pomoci parametrického bootstrapu.
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Cramertv - von Miseslv test

Pat¥i do t¥idy testl s testovou statistikou
o0 /\ Y 2 ~ R
”/ (Fn(X) — F(x, 9)) w(F(x,0))f(x,8)dx

pro n&jakou vahovou funkci w.

Cramerlv - von Miseslv test pouZivd vdhovou funkci w(y) =1 pro
O<y<lL

Testova statistika se da zjednodusit do tvaru

1 [2i—1 ~
o +; { P (X1, 0)

Rozdé&leni testové statistiky T i pro @ znamé zavisi na testovaném
rozdéleni.

P¥islusnou p-hodnotu testu musime ziskat pomoci simulaci,
naptiklad pomoci parametrického bootstrapu.
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SEE————————————
Pearsoniiv y? test dobré shody

o Zaln&me opét nejprve s nulovou hypotézou Hi: F = F(x,0"), kde
0" je zndm3a hodnota.

@ Definujme si intervaly (¢j_1,¢], j=1,..., k.

e Oznatme nj potet pozorovani, které padnou do intervalu (¢j_1, ¢j]
proj=1,... k.

o Ur&ime otekdvany potet pozorovani (za platnosti HY), které by mély
padnout do intervalu (¢j_1, ¢j]:

& = npj(0”) = nP(X1 € (g1, ) = n(F(;,07) = F(cj-1,07)).

@ Testova statistika
2

2N~ (nj—¢)
=2 o
j=1
@ \2 m4 za platnosti nulové hypotézy H asymptoticky x? rozd&leni s

k — 1 stupni volnosti.
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SEE————————————
Modifikace Pearsonova x? testu dobré shody

@ Vratme se k plivodni hypotéze Ho: F = F(x,8) pro n&jaké 6 € ©.
e Nejprve z dat odhadneme nezndmy p-rozmérny parametr 6,
oznalme jej B, a postupujeme stejné jako v pfedchozim.

@ Testova statistika .
-y e’
Jj=1
kde ej = n(F(c;,8) — F(¢j_1,8)).

@ Upravena testova statistika x> ma za platnosti nulové hypotézy Hy
asymptoticky x? rozdéleni s k — 1 — p stupni volnosti.

Volba t¥id:
eeg=zproj=1,... k

o Heuristicka pravidla pro potet t¥id — k = 2n?/°, nebo
k = 15(n/100)/5.

_ M7988 Modely ztrat v neZivotnim pojist&ni 37 /87



SEE————————————
Vybér modelu z nékolika kandidati

Princip Occamovy bfitvy - vybirdme co nejjednodussi vhodny model.

@ Judgement-based pfistup - zaloZeny na subjektivnim dsudku
analytika
o rozhodnuti zaloZené na riiznych grafech & tabulkach (tail vs. mod fit)
e rozhodnuti zaloZené na p¥edchozi zkuZenosti (Paretovo rozd&leni pro
vy3i pFijma, Benfordovo pro &etnost prvnich &islic)
o model je pIn& urlen situaci, kterou ma popisovat (hazeni mincf -
alternativni rozdéleni)
@ Score-based pfistup - zaloZeny na &iselnych charakteristikdch
nejnizsi hodnota statistiky né&jakého statistického testu
nejvyssi p-hodnota néjakého statistického testu
nejvyssi hodnota vérohodnosti
nejvy$si hodnota né&jaké penalizované funkce, nap¥. AIC, BIC:
o AIC = —2/(8) + 2p.

e BIC = —2/(0) + plogn.
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Teorie extrémnich hodnot

Cil:

e odhadnout P(X > x) pro x velké.

e odhadnout F~1(a) pro « blizké 1.

@ urdit vysi pln&ni, kterou narokuje jen malé procento klientd s

nevy$$im plné&nim.

@ urdit, jak ¢asto budou klienti ndrokovat vysoké pojistné plnéni.
Metody:

@ Metoda blokovych maxim.

o Metoda zaloZend na ptekroteni meze (peaks-over-threshold; POT).
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SEE————————————
Chovani maxima ndahodného vybéru

@ Necht Xi,..., X, je ndhodny vyb&r z rozd&leni s distribu&ni funkci
F(x). Oznatme M, = max{Xy, ..., X,} maximum Xi,..., X.
Potitejme jeho distribu&ni funkci:

Gh(x) = P(M, <x)=P(max{Xi,..., Xy} <x)
= PX1<x,..., X%, <x)=P(Xy <x)---P(X, < x)=F(x)".

@ Hledejme jeho asymptotické rozdéleni

lim Gp(x) =

n—oo

0, pokud x < xg
1, pokud x > xf,

kde xF = sup{x € R: F(x) < 1} je pravy koncovy bod nosite F.
@ Limitni rozd&leni M, je degenerované v bodé xg, nebo " utikd" do
nekonecna.
o Budeme hledat posloupnosti konstant {a,} a {b,} tak, aby Ma=ts
(normovand maxima) konvergovala k n&jakému nedegenerovanému
rozdélenf.
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|
Rozdéleni extrémnich hodnot

@ Gumbelovo rozdélenfi

go(x) =e ) xR
@ Fréchetovo rozdéleni s parametrem tvaru o > 0
]

G(x)=e ™", x>0

a

gi(x) = sl , x> 0.

@ Weibullovo (extremaln{) rozdéleni s parametrem tvaru o < 0
o

)=

G(x)=e " x<o.
o(x) = —a(—x)"*le ™" x <.

_ M7988 Modely ztrat v neZivotnim pojist&ni 41 /87



SEE————————————
Rozdé&leni extrémnich hodnot s parametry polohy a méfitka

@ PYedchozi t¥i rozdéleni jsou standardizované.
@ Pfiddme parametr polohy 1 a parametr méfitka o > 0.
("] Gi,lt,U(X) = G,' (L_#).

o

@ Gumbelovo rozdéleni
Go o (x) = e_e_x%7 x € R.
@ Fréchetovo rozdéleni s parametrem tvaru o > 0
Grpo(x) = e_(x%)ia, X > p.
@ Weibullovo (extremaln{) rozdéleni s parametrem tvaru o < 0
G p0(x) = e T x <

P¥edchozi t¥i distribuce miZeme zapsat jednim vzorcem.
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E—————————————————
Zobecné&né rozdéleni extrémnich hodnot (GEV rozdé&lenf)

GEV rozdéleni s parametrem v € R ve standardizovaném tvaru

G, (x) = e~ (1+7x)

2=

, 1+9x>0.

Pro v = 0 dostaneme Gumbelovo rozdéleni.
Pro v > 0 dostaneme Fréchetovo rozdéleni.
Pro v < 0 dostaneme Weibullovo rozdé&leni.

® 6 ¢ o

Opét budeme potfebovat p¥idat parametr polohy 1 a parametr
méfitka o > 0.

GEV rozdéleni s parametrem polohy i € R, parametrem mé¥itka
o > 0 a parametrem tvaru v € R

1 i
G’y,,u,a’(x) _ ef(l+7ﬂ'(xg_“)) ’Y, 1+ 7(X /u‘)
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Modelovani maxim

Theorem (Fisherova - Tippettova véta)

Necht Xi, ..., X, je ndhodny vybé&r z rozd&leni s distribu&ni funkci F(x).
Necht existuji posloupnosti konstant {a,} a {b,} tak, Ze

P M"ai:b" < x) — H(x) pro n — oo pro né&jakou nedegenerovanou
distribuéni funkci H(x). Pak H(x) je distribu¢ni funkce GEV rozdéleni.

o Ptedchozi véta ¥ika, ze GEV je jediné mozné limitni rozdéleni maxim.

@ Maxima nahodného vyb&ru budeme modelovat pomoci GEV
rozdéleni s parametry p,o a 7.
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SEE————————————
Aplikace metody blokovych maxim

@ Necht Xi,..., Xy je ndhodny vybé&r z rozdéleni s distribu¢ni funkci
F(x). Pozor, nyni potet pozorovani znatime N.

e Data rozd&lime do m bloki o velikosti n (N = m - n).

@ V kazdém bloku najdeme maximum, maximum v i-tém bloku
oznatme M; = M,.(").

@ Daile budeme modelovat veli¢iny My, ..., M, (jsou nezavislé a stejn&
rozdélené).

@ Ty budeme modelovat pomoci GEV rozdéleni s parametry p, 0 a ~.

@ Délka bloku n musi byt dostate¢né velkd, aby
"fungovala” aproximace pomoci GEV rozdéleni.

@ Pocet blokli m musi byt taky dostatetné velky, aby odhady
parametri byly " presné”.
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——
Metoda maximalni v&rohodnosti pro GEV rozdé&leni

@ Model: My, ..., M,, je ndhodny vybér z GEV rozdéleni s parametry
o a .
@ Logaritmickd vé&rohodnostni funkce je

(v, p,0) = mlogo<1+i)§;|og<1+7(l\”;ﬂ))

m _1
M: — ¥
_ Z (1 + (M M)) :
. o
i=1
prol+w>0,...,l+w>0.
@ Tu maximalizujeme pt¥es v8echny hodnoty v, p a o > 0 takové, Ze
M — Mpn—
14 2o g 14 2WMemi) 5 g
e Funkce /(7, i, o) neni diferencovatelnd, proto ji musime
maximalizovat numericky.
@ Proy > —%, maximaln& vérohodny odhad je asymptoticky
nestranny, konzistentni a asymptoticky normalni.
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——
Metoda pravdépodobnostné vazenych momentt pro GEV
rozdélenf

Definition

Necht X je ndhodna veli¢ina s distribugni funkci F(x), pak &isla
M,.rs = E[XPF(X) (1 — F(X))*] pro p,r,s € R nazveme
pravdépodobnostné vaZzené momenty.

@ Specidln& polozme p =1 a s = 0 a ozname
Br =M, o=E[X:-F(X)]pror=0,1,2.

o Pro GEV rozddlent je , = 1y {11~ 2 [1 = (r +1)T(1 = 7)]} pro
v<1,v#0.

o Jeho odhad je fo = L "™ My a B, = L7 (szl n’q;jj/v/(,-)) pro
r=12.

@ Odhady parametri metodou pravd&podobnostn& véZenych momentii
ziskame jako FeSeni soustavy 3, = §,, pro r = 0,1, 2.
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——
Odhad pravdépodobnosti prekroéeni vysoké hranice

P(M; < x)=P(X; <x)"=[1-P(X; > x)]".

1 1
n n

P(Xi>x)=1—-P(M; <x)» =1—[Gy,,6(x)]

@ Pro x velké miZeme odhadnout
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SEE————————————
Odhad vysokého kvantilu

Go je a-kvantil veliciny X, jestlize P(X; < q4) = a.
1 1
l1—a=P(Xi>qa)=1—P(M1 < qs)" =1— 1[Gy .0(qa)]" .
_ G*l ny __ f — =Y 1
Qo = ’y,p.,o‘(a ) =M + v ( Og(O[ )) .

Tedy a-kvantil ndhodné veli¢iny X; je roven a"-kvantilu GEV
rozdéleni.

Pro « blizké 1 mizZeme odhadnout

)

Go = L") =i+ 2 ((~log(am) T —1).

2
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SEE————————————
Odhad doby navratu

o Cilem je stanovit primérnou frekvenci vyskytu extrémniho jevu, tj.
jak Casto je prekracovdna né&jaka vysoka hranice.

o Frekventistickd definice pravd&podobnosti: je-li P(X; > x) = p, pak
X; prekrodi hranici x v priméru jednou za % Casovych okamZikd.

P¥edpokladejme, Ze mdme danou hranici x.

Ozna&me k primérnou frekvenci, tj. k = % a hledejme jej tak, ze
platf

mx>m:%

Tedy
1 1

PG >x) 1-16,0 ()]
Tedy odhad doby névratu je

k =

T
n

1

k= —.
1— e_%(”wgm)_i
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Odhad urovné ndavratu

@ Cilem je stanovit hranici x, kterd je ptekratovdna v priiméru jednou
za k Zasovych okamziki.
o Opét zatneme s frekventistickou definici pravdépodobnosti:
P(X,’ > X) = —
e Potom x je (1 — £)-kvantil X;, tj.

e ()

@ Tedy odhad urovné& ndvratu je

(-2 )
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SEE————————————
Odhad doby a drovné navratu Il

@ V praxi Casto doba a Groveri navratu chape €asové okamZiky jako
potty blokd.

e Ozna&me k* primérnou frekvenci (v pottech bloki), pak

1
P(M; > x) = el 1—-Gypo(x).

o Tedy odhad doby navratu (v pottech bloki) je
1 1

o= - .
1-—- Gq’ﬁ’a(x) 1— e_(1+ ‘/(Xfﬁ))*%

@ A odhad drovné navratu
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SEE————————————
Chovani excesli ndahodného vybéru

@ Necht Xi,..., X, je ndhodny vyb&r z rozdéleni s distribu&ni funkci
F(x). Zvolme n&jakou hranici (prah, threshold) u a definujme

Y,.(”) = X; — u pro X; > u vy3i jeho prekroteni (exces) pro
pozorovani, ktera tuto hranici p¥ekrotila.
@ Oznalme N, pocet pozoravni, kterd prekrotila hranici w.

o Hledejme distribugni funkci Y(*), oznaéme ji Fy(x):

Fux) = P(Y™ <x)=P(X;—u<x|X; > u)
 Plu<Xi<u+x)  F(u+x)—F(u) >0
P(X; > u) N 1—F(u) ’ =

o Hledejme jeho asymptotické rozdé&leni pro u 7 xg.

@ To bude degenerované v bodg 0.

(0 _
o Budeme hledat posloupnosti konstant {a,} a {b,} tak, aby 2 . B

(normované excesy) konvergovaly k n&akému nedegenerovanému
rozdélen.
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——
Rozdéleni pro modelovani excesl

@ Exponencidlni rozdé&leni

Wo(x)=1—e"", x > 0.

wo(x) =e™, x > 0.
@ Paretovo rozdéleni s parametrem tvaru o > 0

Wi(x)=1—-x"% x>1

@ > 1.

Wl(X) = xot1’ X 2

© Beta rozdéleni s parametrem tvaru oo < 0
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Rozdé&leni pro modelovani excesii s parametry polohy a
méFitka

@ PYedchozi t¥i rozdéleni jsou standardizované.
o P¥idame parametr polohy p a parametr mé¥itka o > 0.
o Wiyo(x) =W (*32).

o

@ Exponencidlni rozdé&len{

x—p

WO,[L,O’(X) =1- e o X > L.

@ Paretovo rozdéleni s parametrem tvaru o > 0

g

—a
Wi o(x)=1— (X M) , X > pu+o.

© Beta rozdéleni s parametrem tvaru o < 0

Wauo(x) =1- (X“) L p—o<x<p
g

P¥edchozi t¥i distribuce miZeme zapsat jednim vzorcem.
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E—————————————————
Zobecn&né Paretovo rozdéleni (GPD rozdélenf)

GPD rozdéleni s parametrem v € R ve standardizovaném tvaru
Wy(x) =1—(147x)"7.

Pro v = 0 dostaneme exponencidlni rozd&leni (x > 0).

Pro v > 0 dostaneme Paretovo rozd&leni (x > 0).

Pro v < 0 dostaneme beta rozd&leni (0 < x < —% .

Nyni budeme potfebovat pfidat pouze parametr méfitka o > 0.

GPD rozdéleni s parametrem méfitka o > 0 a parametrem tvaru
vyeR

Wyol) =1— (1+ ﬁ)% .

g
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Modelovani excesu

Theorem (Balkemova - de Haanova - Pickandsova véta)

Necht Xi, ..., X, je ndhodny vybé&r z rozd&leni s distribu&ni funkci F(x).
Necht existuji posloupnosti konstant {a,} a {b,} tak, Ze

y{un) —p y:
P - — < x) — H(x) pro u, /* x¢ pro né&jakou nedegenerovanou

spojitou distribuéni funkci H(x). Pak H(x) je distribu¢ni funkce GPD
rozdélent.

@ PYedchozi véta ¥ika, ze GPD rozdéleni je jediné mozné limitni
rozdéleni excesl.

@ Excesy ndhodného vyb&ru budeme modelovat pomoci GPD rozdé&leni
S parametry o a 7.
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SEE————————————
Aplikace POT metody

o Necht Xi,..., Xy je ndhodny vybé&r z rozdéleni s distribu&ni funkci
F(x). Pozor, potet pozorovani opét zna&ime N.

@ Zvolime dostate¢né vysokou hranici u.

o A definujeme excesy Y; = X; — u, pokud X; > u, proi=1,..., N,
(N, je potet excesii).

e Daile budeme modelovat velitiny Yi,..., Yy, (jsou nezévislé a stejn&
rozdélené).

@ Ty budeme modelovat pomoci GPD rozdéleni s parametry o a 7.

@ Velikost prahu u musi byt dostate¢né velka, aby
"fungovala” aproximace pomoci GPD rozdé&leni.

@ Potet excesli N, musi byt taky dostate¢né velky, aby odhady
parametr( byly " presné”.
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——
Metoda maximalni v&rohodnosti pro GPD rozdéleni

@ Model: Yi,..., Yy, je ndhodny vybér z GPD rozdéleni s parametry
oan.

@ Logaritmickd vé&rohodnostni funkce je

1\ &
I(v,0) = —Nylog & — (1+ 7) §|og (1+ gv)

prol+4+2Y; >0,...,14 2V, >0.

@ Tu maximalizujeme p¥es vSechny hodnoty v a o > 0 takové, Ze
1+1Y1>0,...,1+ 1Yy, >0

@ Funkce /(, o) neni diferencovatelnd, proto ji musime maximalizovat

numericky.

e Proy > —%, maximalné vérohodny odhad je asymptoticky

nestranny, konzistentni a asymptoticky normélini.
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Metoda pravdépodobnostné vazenych momentl pro GPD
rozdélenf

P¥ipometime definici pravdépodobnostn& vizenych momentd:
Definition

Necht X je ndhodna veli¢ina s distribugni funkci F(x), pak &isla
M, s = E[XPF(X) (1 — F(X))*] pro p,r,s € R nazveme
pravdépodobnostné vaZzené momenty.

@ Specidln& polozme p =1 a r =0 a oznatme
as =M s =E[X-(1—-F(X))’] pros=0,1.

@ Pro GPD rozdéleni je as = m pro v < 1.

@ Jeho odhad je ap = NLZ,N:”l Yiad =g PO N

@ Odhady parametrii metodou pravd&podobnostné vazenych momentd
ziskdme jako ¥eSeni soustavy as = as, pro s =0, 1.
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——
Odhad pravdépodobnosti prekroéeni vysoké hranice

P(X; > x|X; > u) = m, pro x > u.
P(X,‘ > X) = P(X,' > U)P(X; > X|X,' > U)
= PXi>u)[1—-P(Y; <x—ulXi> u)
= P(X;>u)[l—F,(x—u)
= P(X, > U) (]. — W%U(X — U))

_1
_ P > u) (Hv(x—u)) ,
o
@ Pro x velké miZeme odhadnout

P(X; > x) = NW (1 + W)_

2
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SEE————————————
Odhad vysokého kvantilu

Go je a-kvantil veliciny X, jestlize P(X; < g,) = a.

l—a=P(Xi>qa)=PXi>u)(1 - W, (g0 —u)).

_ -« o [(P(X;>u)\"
_ 1 _ — - ! _
"“”W%”(l P(x,->u)> “HK = ) 1}'

Tedy a-kvantil nshodné veliginy X; je roven (1 - ﬁ)—kvantilu

GPD rozdéleni plus u.

Pro a blizké 1 muZeme odhadnout

=) Q)

17
%:quW{é lfTa =u+
' P(X; > u)
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SEE————————————
Odhad doby navratu

@ Cilem je stanovit primérnou frekvenci vyskytu extrémniho jevu, tj.
jak Casto je prekralovdna né&jaka vysoka hranice.
o Frekventisticka definice pravd&podobnosti: je-li P(X; > x) = p, pak

X; prekrodi hranici x v priméru jednou za % Casovych okamzikd.

@ Predpoklddejme, Ze mdme danou hranici x.
@ Oznalme k primé&rnou frekvenci, tj. kK = % a hledejme jej tak, ze
plati
P(X; > = —.
(X% >x) =7
o Tedy
1
Alx=u)\ ¥
1 1 (1 +55 )
k == =

P(Xi>x)  P(X;>u)(1— W, ,(x—u)) P(X; > u)
Tedy odhad doby ndvratu je

s N :’V(HW)

NL, (1 — Wﬁﬁ(X — u)) Nu
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Odhad urovné ndavratu

@ Cilem je stanovit hranici x, kterd je ptekralovdna v priméru jednou
za k Casovych okamzikd.
o Opét zatneme s frekventistickou definici pravdépodobnosti:
P(X, > X) = -
e Potom x je (1 — })-kvantil X, tj.

1
—ud Wi (1o — ).
x=u W’( kP(X,->u)>

@ Tedy odhad drovn& navratu je

)?—u—i—Wal(l— N>—u+

=) Q)
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——
Volba prahu u

Definition
St¥edni hodnotu p¥ekroeni prahu u za podminky, Ze k pfekro&eni doslo
(mean excess) definujeme jako e(u) = E(X; — u|X; > u).

@ Ma3-li ndhodna veli¢ina X; GPD rozdéleni s parametry o a -, pak
EX; = 2.

1—
@ Ma3-li ndhodna veli¢ina X; GPD rozdéleni s parametry o a -, pak
nahodna veli¢ina X; — u|X; > u ma GPD s parametry 0 + yu a 0.

@ Ma3-li ndhodna veli¢ina X; GPD rozdéleni s parametry ¢ a -, pak

e(u) = 2.

o Tedy e(u) je linedrni funkei v u (charakteristickd vlastnost GPD
rozdéleny).
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——
Volba prahu u |l

NU fl
Pro nase data miZeme spotitat odhad: e(u) = # kde
Yi=Xi—uproX;>u,i=1....N,.

Vykreslime graf [x(,-), E(x(,-))} proi=1,....N.

Ten se v praxi nazyva mean excess plot.

Pokud data pochdzi z GPD rozdéleni, pak by graf mé&l byt linearni.

e 6 6 o

Hranici u uréime jako bod z grafu, odkud kfivka vykazuje linedrn{
zavislost.
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Modelovani dvourozmérnych dat

@ SdruZené rozd&leni ndhodného vektoru (X, Y)’ jednozna&n& urtuje
marginalni rozd&leni ndhodnych veli¢in X a Y.

@ Opatné to ale neplati.

o Cil: Popsat, jak vypadaji véechna sdruzend rozdéleni s predem
danymi margindlnimi rozdé&lenimi.

Definition
Funkce C : [0,1] x [0,1] — [0, 1] se nazyva kopula, jestlize
Q@ C(u,0)=C(0,u)=0, Yuel0,1].
1)=C(l,u)=u, Yuel0,1].

Q C(u,v1) — C(ug,w) — C(ur,v1) + C(ur, v2) >0,
Vo<1 <ww<1,0<vy<wn< L
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SEE————————————
Modelovani dvourozmérnych dat

Definition (Alternativni definice kopuly)

Funkce C :[0,1] x [0,1] — [0, 1] se nazyva kopula, jestlize existuje
pravd&podobnostni prostor (£2,.4, P) a na n&m definovany nihodny
vektor (U, V')’ takovy, Ze

Q@ U~TR(0,1).
@ V ~7R(0,1).
Q@ C(u,v)=P(U < u,V <v) je sdruzend distribu¢ni funkce (U, V)'.

v

Ptiklady:
Q@ C(u,v) =MN(u,v) = u-v (soutinovd kopula; U a V jsou nezdvislé).
@ C(u,v) = M(u,v) =min{u, v} (horni kopula; V = U).
@ C(u,v) = W(u,v) = max{u+ v — 1,0} (dolni kopula; V =1 —U).
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SEE————————————
Modelovani dvourozmérnych dat

Theorem (Fréchetovy - Ho6ffdingovy meze)
Pro kaZdou kopulu C plati:

W(u,v) < C(u,v) < H(u,v), Yu,v € [0,1].

Theorem (Sklarova véta)

Necht ndhodny vektor (X, Y)' m4 distribuéni funkci F a margindini
distribu¢ni funkce F1 a F,. Pak existuje takova kopula C, Ze

F(x,y) = C(Fi(x), F2(y)), Vx,y € R.

Je-li F spojita, pak C je urfend jednoznalné.

@ PYedchozi véta nam dava ndvod, jak modelovat dvourozmérna
rozdélenf.

o PtedepiSeme si margindini rozdéleni a zvolime vhodnou kopulu, ktera
popisuje zavislost slozek (nezdvisle na marginalnich rozdé&lenich).
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——
Vztah kopul a korelanich koeficienti

Pearsontiv korela¢ni koeficient

=p(X,Y) =

Jeho hodnota zdvisi na margindlnich rozdélenich X a Y.

Spearmaniv korelaéni koeficient

ps = ps(X,Y) = p(F(X), F; = 12/ / C(u, v)dudv — 3.

Kendallovo 7

T = T(X, Y) P((X1 )(Yl Yg) > 0)
1 1
—P((X1 — X2)(Y1— Y2) <0) = 4/0 /0 C(u, v)c(u, v)dudv — 1,

kde (X1, Y1)" a (Xz, Y2) jsou dv& nezdvislé kopie (XY)' a

c(u,v) = % je hustota kopuly C.
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SEE————————————
Priklady kopul

@ Archimédovské kopuly
o Gumbelova kopula
o Joeova kopula
o Claytonova kopula
o Frankova kopula
© Eliptické kopuly
o Normalni (gaussovskd) kopula
o Studentova t kopula

© Kopuly extrémnich hodnot

o Gumbelova kopula
o Galambosova kopula
o Tawnova kopula
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SEE————————————
Archimédovské kopuly

o Daji se vétsinou vyjad¥it v uzavfeném tvaru.
@ VétSinou obsahuji jeden parametr.
o
Cu,v) = ¢~ (d(u) + ¢(v)),
kde ¢ : [0,1] — [0, o0] je spojitd, klesajici a konvexni funkce s
¢(1) = 0.
@ Funkce ¢ se nazyva generdtor.

@ Pro hodnotu Kendallova 7 plati:

[,
T—1+4/0 ¢)/(U)d .

_ M7988 Modely ztrat v neZivotnim pojist&ni 72 /87



E—————————————————
Soutinova (nezavisld) kopula

@ Je Archimédovskd kopula s generdtorem ¢(u) = — log u.

C(u,v)=u-v.

@ Pro hodnotu Kendallova 7 plati: 7 = 0.
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E—————————————————
Gumbelova (Gumbelova - Hougaardova) kopula

Je Archimédovsk4 kopula s generdtorem ¢(u) = (— log u)?.

0 > 1 je parametr.

C(u,v) = exp {7 [(—log u)? + (—log v)g] %} .

Pro hodnotu Kendallova 7 plati: 7 =1 — 1.

Pro # = 1 je Gumbelova kopula rovna sou&inové.

@ Pro 6 — oo se Gumbelova kopula bliZi horni kopule.
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——
Joeova kopula

o Je Archimédovska kopula s generdtorem ¢(u) = — log[1 — (1 — u)?].
@ 0 > 1 je parametr.
°
1
Cluv)=1-[1-uw)fl+1-v)—(1-uv)’ (1-v)]".
@ Pro 8 =1 je Joeova kopula rovna soucinové.

@ Pro § — oo se Joeova kopula bliZi horni kopule.
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SEE————————————
Claytonova kopula

Je Archimédovska kopula s genergtorem ¢(u) = 5 (v=% —1).
0 € [-1,00) \ {0} je parametr.

C(u,v) =max{(v™0 + v - 1)75,0}.
Pro hodnotu Kendallova 7 plati: 7 = 7%.
Pro 6 = —1 je Claytonova kopula rovna dolni kopule.

Pro & — 0 se Claytonova kopula bliZi souéinové kopule.

Pro 6 — oo se Claytonova kopula bliZi horni kopule.
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——
Frankova kopula

o Je Archimédovska kopula s generatorem

o) = 105 (1 ).

o 0 € R~ {0} je parametr.
° 0 0
1 (e —=1)(e7" —1)
C(u,v):félog <1+ e .
@ Pro # — —oo se Frankova kopula bliZi dolni kopule.

Pro & — 0 se Frankova kopula bliZi souinové kopule.

Pro 6§ — oo se Frankova kopula bliZi horni kopule.
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E—————————————————
Normalni (gaussovska) kopula

o Pat¥ mezi eliptické kopuly.
(]
Clu,v) = &,y (@7 (u), @71 (v)).
e ®~! je kvantilova funkce standardizovaného normalniho rozdélenf
N(0,1).

@ &, je distribu¢ni funkce dvourozmérného normdlniho rozdéleni

N>(0,X), kde X = ( ; i ) je jeho varianéni matice.

p € [-1,1] je parametr.
Pro hodnotu Kendallova 7 plati: 7 = %arcsin p-
Pro p = —1 je normalni kopula rovna dolni kopule.

Pro p = 0 je normdlni kopula rovna sou&inové kopule.

® 6 6 o ¢

Pro p =1 je normdlni kopula rovna horni kopule.
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——
Studentova t kopula

Pat¥i mezi eliptické kopuly.

-1 -1
Clu,v) = t,p(t, " (u), £, (V).
e t; 1 je kvantilova funkce t rozd&leni s v stupni volnosti.
@ t,, je distribuéni funkce dvourozmérného t rozdéleni s v stupni
. o 1
volnosti a varianéni matici X = ( p [1) ) .
pe[-1,1] av € [1,00) jsou parametry.
2

Pro hodnotu Kendallova 7 plati: 7 = £ arcsin p.
Pro p = —1 je Studentova kopula rovna dolni kopule.

Pro p = 0 je Studentova kopula rovna soucinové kopule.

Pro p =1 je Studentova kopula rovna horni kopule.
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Kopuly extrémnich hodnot
Jsou takové kopuly, pro které plati:

C(u",v")=C"(u,v),0<u,v<1,¥n=1,2,....

© Gumbelova kopula
C(u,v) =exp {f [(f log u)? 4 (— log v)e]é} , 0 >1 je parametr.
@ Galambosova kopula
C(u,v) = u-v-exp { [(—logu)™ + (—log v) ] _%} , 0 > 0 je parametr.

© Tawnova kopula

1

Clu,v) = u' = v 7 exp {_ [(—alogu)’ + (=plogv)’] g} ;

0>1,0<a<1,0<3<1jsou parametry.
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SEE————————————
Generovani dvourozmérnych ndhodnych vektord

@ Nasim dkolem je ziskat realizaci spojitého ndhodného vektoru
(X, Y) se sdruZenou distribu¢ni funkei F(x,y).
@ Sklarova véta: F(x,y) = C(F1(x), F2(y)).

2
e Oznatme c(u,v) = aai(g"/") hustotu kopuly C(u, v).

@ Hustota ndhodné velitiny U|V = v je rovna c(u|v) = c(u, v).

e Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny U|V = v je rovna 7‘%6(';"/).
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SEE————————————
Generovani dvourozmérnych ndhodnych vektord

@ Generujeme realizaci ndhodné veli¢iny V z R(0,1), ozna&me ji v.

@ Generujeme realizaci ndhodné veli¢iny U z podminéného rozdé&leni
UV = v s distributni funkei 2<% oznatme ji u.

@ Tedy (u,v)’ je realizace kopuly C.

@ Hledanou realizaci (x, y)’ dostaneme jako
(x,y) = (FH(u), Fy H(v))'-
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SEE————————————
Modelovani dvourozmérnych dat

e Model: (X1, Y1)',...,(X,, Ya)" je ndhodny vyb&r z dvourozmé&rného
rozdéleni s distribu¢ni funkei F(x,y).

o Nasim cilem je odhadnout distribu&ni funkci F(x,y).

@ Sklarova véta: F(x,y) = C(Fi(x), F2(y)). kde F1(x) je margindlni
distribu&ni funkce ndhodnych veli¢in X; a F»(y) je margindini
distribu¢ni funkce nahodnych veli&in Y;.

o Parametricky pfistup: Zvolime marginalni rozdéleni F; a F; a
kopulu C a pfidame parametry.

Fe(Xay) = C63(F1(Xa01)a F2(y702))7

kde 8 = (07,05, 0%)" je vektor nezndmych parametrd.
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SEE————————————
Modelovani dvourozmérnych dat - MLE

fa(Xay) = fl(Xa91)7(2()/702)(‘-03(’:1()(301)7 F2(Y502))a

kde f1(x,01) je margindini hustota X;, f(y, 82) je marginalni
hustota Y; a ce3(u, v) je hustota kopuly C.

("]
1(0) = logfg(X;, Yi) = > log fi(X;,01) + > log h(Y;, 02) +

i=1 i=1 i=1

+ "log g (Fi(Xi,01), Fa(Y:,02)) = h(61) + h(82) + (61,62, 65).
i=1

0 6=arg max{/(0); 0 € O} je odhad parametru 6 metodou
maximalni v&rohodnosti.
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SEE————————————
Modelovani dvourozmérnych dat - pseudoMLE

@ Ptedchozi odhad je vypotetn& narony a nestabilni (dimenze 0 je
velkd).

o Modifikace metody - pseudomaximdln& v&rohodny odhad (IFM;
inference for marginal distributions).

o Nejprve odhadneme margindlni rozdéleni, tj. ziskdme maximaln&
vérohodné odhady parametrl 6; a 0;:

51 = arg max /1(61), 52 = arg max h(63).
@ Pro tyto pevné hodnoty @1 a 52 maximalizujeme k(61,0 03):
§3 = arg max{/3(§1,52, 03);03}.
e Potom 6 = (5;,5;,5;)’ je odhad parametru @ metodou

pseudomaximalni vérohodnosti.
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SEE————————————
Modelovani dvourozmérnych dat - CML

@ Pro modelovani miZeme vyuZit i semiparametricky pfistup
(marginalni rozdéleni modelujeme neparametricky a kopulu
parametricky).

@ MargindlIni distribu¢ni funkce odhadneme pomoci modifikovanych
empirickych distribu&nich funkei Fi(x) = ﬁ S Iix<xy 2
~ 1 N
Fa(y) = w1 2oim1 Livizyy-

@ Odhad parametru 63 ptislusny kopule C metodou kanonické
maximalni vérohodnosti je

6; = argmaxzIogces(l?l(X,-),l/—'\Q(Y,-))
i=1

. RS
= arg maleog C03 <n_|_l17 n—|—l]_) 5

i=1

kde R; je potadi X; mezi Xi,...,X, a S; je pofadi Y; mezi
Yi,...,Y,.
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Modelovani dvourozmérnych dat - metoda inverze
Kendallova 7

@ Jednd se o semiparametricky p¥istup (marginini rozd&len{
modelujeme neparametricky a kopulu parametricky).

@ Lze pouZit v pfipadg, kdy kopula C zavisi na jednorozmé&rném
parametru 6 a hodnotu Kendallova 7 jsme schopni vyjad¥it jako
funkci 6, tj. T = f(0).

e MargindlIni distribu¢ni funkce odhadneme pomoci modifikovanych
empirickych distribugnich funkei Fi(x) = =5 Y7 Tix<xy a

Fa(y) = ﬁ Sim Livigyy-
@ Odhadneme hodnotu Kendallova 7 z dat:
n(n—1) ~n(n—1)’

kde a je polet konkordantnich parii a b je polet diskordantnich pard.

7/-\:

@ Odhad parametru 0 dostaneme jako ¥e3eni rovnice f(0) = 7.
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