Teorie extrémnich hodnot

1.1 Parametrické modely extrémnich hodnot

Potieba parametrického modelovani vychazi z toho, Ze se zajimame o hodnoty, kterych
je dosahovano s malymi pravdépodobnostmi a které se v pozorovanych datech vyskytuji
ziidka.

Nejprve uvedme dva zékladni zpusoby, jakymi mohou byt pozorované hodnoty up-
raveny, aby na né mohly byt uzity modely teorie extrému:

1. Blokova maxima: Data X, X», ... jsou rozdélena do m bloku o velikosti n, z nich
jsou zjisténa blokova maxima M,q, ..., M,,,. Piikladem mohou byt roc¢ni maxima
prutoku vody ziskand z dennich méfeni nebo roéni maximalni ztraty v radé dennich
zmén ceny akcii.

2. Piekroceni limitu: Z dat jsou uzita pouze pozorovani prekracujici stanovenou
vysokou mez (tato metoda je v soucasnosti preferovdna, nebot efektivngji vyuziva
informace o extrémnich hodnotach obsazené v datech).

1.1.1 Rozdéleni extrémnich hodnot

Parametrickymi modely uzivanymi v analyze blokovych maxim jsou rozdéleni extrémnich
hodnot. Tato rozdéleni jsou limitnimi rozdélenimi pro posloupnost vhodné normovanych
maxim M,, z n nezavislych stejné rozdélenych veli¢in (pfi n — o). Hraji roli analogickou
roli normaélniho rozdéleni v konvergenci normovanych souctu nezavislych stejné rozdélenych
veli¢in.

Uved'me distribuéni funkce rozdéleni extrémnich hodnot:

Gumbelovo rozdélent: Go(z) = exp(—e™"), z € R, (1)
Fréchetovo rozdeélend: Gira(z) =exp(—27%), >0, a >0, (2)
Weibullovo rozdéleni: Gao(x) =exp(—(—2)"%), <0, a <0. (3)

Uplné ttidy téchto rozdéleni dostaneme zavedenim parametru polohy u a parametru meé-
fitka o > O:

(—e~te=/7)

Giape(r) = Gia (m — ”) Ji=1,2. (5)




Poznamenejme, ze parametr p je levym koncovym bodem distribucni funkce Fréchetova
rozdéleni a pravym koncovym bodem distribu¢ni funkce Weibullova rozdéleni.

Vyse uvedené modely je mozné zavedenim reparametrizace v = é prevést na jednotny
model zobecnéného rozdeéleni extrémnich hodnot s distribuéni funkei

Gy(x) =exp (—(1+~z)"7), v #0, (6)
Go(z) = exp(—e ™), v =0, (7)

kde 1 4+~vyz > 0.
Parametry polohy a méritka v puvodnich tiidach rozdéleni byly zvoleny tak, aby platilo

lim G, (x) = Go(z).
v—0
Pro v > 0 dostdvame Fréchetovo rozdéleni s levym koncovym bodem —1/v. Pro v < 0
dostavame Weibullovo rozdéleni s pravym koncovym bodem 1/|7|.
V modelu zobecnéného rozdéleni extrémnich hodnot je v parametrem urcujicicm tvar
rozdéleni, ttiparametrickou rodinu opét dostaneme zavedenim parametru polohy p a para-
metru métitka o > 0:

_ -1/
Gy o) = exp <— (1 + 7:1: #) ) ; v # 0, (8)

g

T—p

GO,M,J(x) = exp <_€T> 5 Y= 07 (9)
kde 14722 > 0,

1.1.2 Fisherova-Tippettova véta

Predpokladejme, ze Xi, X5, ... je posloupnost nezavislych stejné rozdélenych nahodnych
veli¢in s distribu¢ni funkei F'. Potom

M, = max(Xy,..., X,)

mé distribuéni funkeci
P(M, <z)= F"(x).

Limitni chovani normovanych maxim charakterizuje

Véta 1 (Fisher, Tippett). Pokud existuji posloupnosti konstant ¢, > 0, d,, € R tak, Ze

lim P(c— < :c) = lim F"(c,x +d,) = G(z) (10)

n—oo n—oo

pro néjakou nedegenerovanou distribucni funkci G, potom G je distribucni funkce zobecné-
ného rozdélent extrémnich hodnot.



Pokud je splnén predpoklad Fisherovy-Tippettovy véty, fikame, ze distribuc¢ni funkce F
nélezi do sféry pritazlivosti (mazimum domain of attraction) rozdéleni s distribuéni funkei
G, znacime F' € MDA(G).

Poznamka. Pfi konvergenci normovanych maxim je typ limitniho rozdéleni (specifiko-
vany parametrem <) urcen jednoznacné, parametr polohy a méfitka zavisi na zvolenych
posloupnostech normujicich konstant. Ty je vzdy mozno zvolit tak, Ze limitou je standardni
distribuéni funkce G, (= G, 01).

Oznaéme F(z) = 1 — F(z). Sféru ptitazlivosti rozdélen{ extrémnich hodnot charakteri-
zuje nasledujici tvrzeni:

Veéta 2. Distribucni funkce F' patri do sféry pritazlivosti rozdéeleni extrémnich hodnot s
distribucni funkci G s normugicimi konstantami ¢, > 0, d,, € R, prdve kdyz
lim nF(c,z +d,) = —InG(x), x € R. (11)

(Pro G(x) = 0 interpretujeme limitu jako +o0c.)
Diikaz. Necht plati
lim P (M, <c,z+d,) = lim (1-F(c,v+d,))" =G(z) #0. (12)

n—oo n—oo

Potom je lim, .o F'(¢c,z + d,) = 0 a tvrzeni dostaneme z (12) uzitim Fadové rovnosti
—log(l —z) ~z, © — 0.
Nyni predpoklddejme, ze plati (11), kde G(x) # 0. Potom je

P(M, <c,z+d,) = (1+w+o(l>)n—>G(9&), n — 0o.

n

V pifpadé G(x) = 0 se z predpokladu, ze lim, .oon F (c,x +d,) = oo dokaze platnost
vztahu lim,, . P (M, < ¢,z +d,) = 0 sporem: pokud by posledné uvedend limita byla

nenulova, mohli bychom vybrat posloupnost {n;} tak, ze limg_o ng F' (¢p, © + dp,) < 00.
Obracend implikace se dokaze podobné. O

1.1.3 Fréchetovo rozdéleni
U Fréchetovo rozdéleni s distribuéni funkei (2) mé pravdépodobnost prekroc¢eni hodnoty x
vyjadreni B
Gra(z)=1—exp(—27%) ~2™% z — oo.
Pro momenty Fréchetova rozdéleni plati
E X :/ 7 dG) o(z) = (1 - j/a), j <o,

0

kde -
'(z) = / " e " dx.
0

Sféru pritazlivosti Fréchetova rozdéleni lze charakterizovat pomoci chvostu ptislusnych
rozdéleni:



Véta 3. o
F € MDA(G,1,4) <= F(z)=2""L(x), a >0,

kde L je kladnd lebesgueovsky méritelnd funkce na (0, 00) spliugici

lim L{tz)
% T()

=1, t>0. (SV)

Podminka (SV) definuje pomalu se ménici funkci v nekoneénu.

Podle vyse uvedeného tvrzeni jsou chvosty rozdéleni ze sféry pritazlivosti Fréchetova
rozdéleni pravidelné se meénici funkce v nekonecénu. Rozdéleni z MDA(G) ) jsou rozdélent
s ,tézkymi chvosty “. Lze napiiklad ukdzat, Ze momenty E X7 rozdéleni nezdporné ndhodné
veli¢iny nélezejici do MDA(G1 ) jsou nekonecné pro j > o

Priklad. Paretovo rozdéleni s distribu¢ni funkci

F(m):1—<

) ,a>0, k>0, x>0,

K+x

patti do sféry pritazlivosti Fréchetova rozdéleni. Vedle vyse uvedené charakterizace pomoci
chvostu lze toto ovéfit piimo volbou normujicich posloupnosti v (10):

Cp = mzl/a/oc, d, = kn'/* — k.

1.1.4 Gumbelovo rozdéleni

Pro distribuc¢ni funkci Gumbelova rozdéleni plati
Go(z)=1—exp(—e ") ~e ", z— o0,

jeho stfedni hodnota je rovna Eulerové konstanté A = 0.577216. .

Sféra pritazlivosti Gumbelova rozdéleni obsahuje distribuéni funkce S omezenym i ne-
omezenym nosicem. Kladné ndhodné veliciny z MDA (Gg) maji koneéné momenty vsech
radu.

Priklad. Pro exponencialni rozdéleni s distribuc¢ni funkci

F(I’) =1- exp(—ﬁx), B > 07 x> 07
1ze ovérit podminku (10) volbou

1 Inn

7dn:_-
B

Do sféry pritazlivosti Gumbelova rozdéleni patii i dalsi ¢asto pouzivana rozdéleni,
naptiklad rozdéleni gama, normalni ¢i logaritmicko-normalni.

Cp =



1.1.5 Weibullovo rozdéleni

Weibullovo rozdéleni ma zprava omezeny nosic, neni proto piilis vyznamné pro modelovani
extrémnich jevi. Pro momenty rozdéleni s distribuéni funkei (3) dostaneme vyjadieni

EX/ = /_0 27 dGoo(z) = (=1)7 T(1 — j/a).

Pfi oznaceni
rp=sup{zr € R: F(x) < 1}

lze podobné jako u Fréchetova rozdéleni charakterizovat sféru ptitazlivosti Weibullova
rozdéleni pomoci chvostu prislusnych distribu¢nich funkci.

Véta 4.
F € MDA(Gy,) <= wp <o a F(rp —27') = 2°L(z), a <0,
kde L splriuje podminku (SV).

Prikladem rozdéleni z MDA (G5 ) je rozdéleni beta definované na intervalu (0,1).

1.1.6 Zobecnéné Paretovo rozdéleni

Pti analyze dat podle prekroceni stanovené vysoké meze hraji vyznamnou tlohu rozdéleni
s distribu¢nimi funkcemi

exponencidlni rozdéleni: Wo(x) =1l—e" 22>0 (13)
Paretovo rozdéleni: Wia(z) =1—a z2>1, (14)
beta rozdélent: W3 o(x) =1—(—2)"% -1<z<0. (15)

Parametr « je pro Paretovo rozdéleni kladny a pro rozdéleni beta zaporny.
Uvedme vyjadieni obecnych momentt téchto rozdéleni.

Wo - E X’ = jl,

Wia: EXj:%, j<a,
= 400, J > a,

W : E X7 = (—1) Oﬁj.

Podobné jako v ptipadé rozdéleni extrémnich hodnot muzeme pro popis vyse uvedenych
distribu¢nich funkci s vhodné zvolenymi parametry polohy a méfitka zavést jednotny tvar
v zavislosti na parametru . Dostdavame pak distribuéni funkci

Wo(z) =1—(1+7y2)""", (16)

bt



kde Paretovu rozdéleni odpovida volba v > 0 a nosi¢ x > 0 a rozdéleni beta odpovida
volba v < 0 a nosi¢c 0 < = < 1/|y]. Z (16) také vyplyva spojitost uvedeného vyjadient
v parametru v ve smyslu konvergence k distribucni funkci exponencialniho rozdéleni pii
v — 0.

Obecny tvar distribuéni funkce zobecnéného Paretova rozdéleni pak opét dostaneme
zavedenim parametru polohy a meéfitka:

W, () = W, (%) L HLER, 0> 0. (17)

Parametr p je vzdy levym koncovym bodem distribu¢ni funkce (17).
Zavedme nyni oznaceni pro distribuéni funkci rozdéleni hodnot, které v pozorovani
veli¢in s distribuc¢ni funkei F' prekracuji stanovenou mez u,

Fa) - F)

Fll(z) =P(X < z|X >u) = T Fw) x>

a pro distribu¢ni funkei rozdéleni excesu nad mezi u (vysi prekroceni meze),

F(z+u)— F(u)

FO(e) = PX —u < alX > u) = =5

,0<z<zp—u. (18)

1.1.7 POT-stabilita zobecnéného Paretova rozdéleni

Distribué¢ni funkce zobecnénych Paretovych rozdéleni jsou jediné spojité distribuéni funkce
takové, ze pro urcitou volbu konstant b, a a, plati

Fb, 4 a, ) = F(x). (19)

Vlastnost (19) se nazyva POT-stabilita (z anglického oznaceni pro metody zalozené na sle-
dovén{ hodnot piekracujicich stanovenou mez - peaks over treshold). Uved me nyn{ nékteré
konkrétni priklady:

1. Exponencialni rozdéleni s nulovym levym koncovym bodem:

[w
WO,O,O’ — WO,U,U'
2. Paretovo rozdéleni s parametrem méritka o < u:
W _
WLa,o,a - Wl,oc707u-

3. Zobecnéné Paretovo rozdéleni v y-parametrizaci s parametrem polohy p < u:

] p—
W'y,u,o - Vw0 +y(u—p)-



1.1.8 Limitni véta pro rozdéleni vysokych hodnot

Parametrické modelovani distribuéni funkce FI¥ pro velké hodnoty v pomoci zobecnéného
Paretova rozdéleni je zalozeno na nasledujicim tvrzeni:

Véta 5 (Balkema, de Haan). Pokud FI"\(b, + a, x) md spojitou limitni distribucni funkci
pro u — T, potom

lim [FM(2) = W, 4o ()] = 0, (20)

U—IT R

kde o(u) > 0.

1.1.9 Konvergence rozdéleni excesi

Konvergence rozdéleni excesu k zobecnénému Paretovu rozdéleni 1ze uzit k charakterizaci
sféry pritazlivosti rozdéleni extrémnich hodnot. Uvazujme distribu¢ni funkei zobecnéného
rozdéleni extrémnich hodnot (6).

Véta 6. Distribucni funkce F patri do sféry pritazlivosti MDA(G.,) prdvé kdyz existuje
kladnd funkce 5(u) tak, Ze

lim sup |F®(x)— W, 0.8 ()| = 0.

ulTrp O<z<zp—u

Vyse uvedené tvrzeni 1ikd, ze rozdéleni, pro kterd konverguji normovand maxima k
zobecnénému rozdéleni extrémnich hodnot tvofi mnozinu, pro kterou prislusné rozdéleni ex-
cesu konverguji s rostouci mezi k zobecnénému Paretovu rozdéleni. Navic parametr urcujici
tvar limitniho rozdéleni excesu je stejny jako parametr limitniho rozdéleni maxim.

1.1.10 Maxima veli¢in se zobecnénym Paretovym rozdélenim

Budeme-li uvazovat distribuéni funkce (13), (14),resp. (15), snadno nahlédneme, ze zobec-
néné Paretovo rozdéleni vzdy nélezi do sféry pritazlivosti rozdéleni extrémnich hodnot se
shodnym parametrem «, s distribuéni funkei (1), (2), resp. (3). Plat{ totiz

lim Wi (x +Inn) = Go(z), (21)
lim Wﬁa(nl/a z) = G14(x), (22)
lim Wy, (n'/*z) = Gaa(z). (23)

1.2 Analyza dat v modelech extrémnich hodnot

Déle se budeme zabyvat vybranymi postupy pro statistickou analyzu extrémnich hodnot.
Analyzovana data mohou mit podobu blokovych maxim nebo hodnot prekracujicich danou
vysokou mez.



1.2.1 Metoda blokovych maxim pro nezavisla pozorovani

Predpokladejme vzajemné nezavisla pozorovani pochazejici z rozdéleni s distribucni funkei
F. Necht F pati{ do sféry piitazlivosti zobecnéného rozdéleni extrémnich hodnot (8).
7 hlediska modelovani extrémnich jevi m&a vyznam zejména Fréchetovo rozdéleni, tedy
piipad, kdy v > 0. Data méjme rozdélend do m bloku o velikosti n (muze jit napfiklad
o ro¢ni bloky méfeni provadénych denné). Z téchto bloku pouzijeme pro analyzu maxima
M1, ..., M,,,. Pro dostateéné velky rozsah bloku n muze byt rozdéleni blokovych maxim
aproximovano distribuéni funkei (8). K odhadu parametru této distribuéni funkce lze uzit
metodu maximalni vérohodnosti. Ptislusna logaritmicka vérohodnostni funkce méa tvar

Ly, py 05 My ooy M) = Z In gy 0(Mpi) (24)
i=1

=—mlno

- an_,u - ]\4711_,u -
—(I1+1 In{1 _— ) - 1 e
(+/V)ZZIH< +y = ) Z<+7 - ) ,

i=1

kde g, () je hustota pifslusnd distribu¢ni funkei (8). Logaritmickd vérohodnostni funkce
se maximalizuje za podminek o > 0, 1+~ (M,; —u)/o > 0 pro vSechna i. Poznamenejme,
ze v tomto piipadé mmnozina ptipustnych hodnot pro odhadované parametry zavisi na
pozorovanich. Nejsou tedy splnény podminky regularity obvykle uzivané pro vyvozeni za-
doucich vlastnosti odhadu. V literature se nicméné uvadi, ze pro v > —1/2 lze dokazat
konsistenci a asymptotickou vydatnost odhadu 4, /i, & ziskanych maximalizaci (24).

Vsimnéme si rozporu ve volbé optimalniho poc¢tu a rozsahu bloku. Velky pocet m
pouzitych bloki znamena vice dat pro metodu maximélni vérohodnosti a vede tak k
odhadim s mensim rozptylem. Oproti tomu velky rozsah n jednotlivych bloki znamena
presnéjsi priblizeni skuteéného rozdéleni blokovych maxim pomoci zobecnéného rozdéleni
extrémnich hodnot a vede tak k mensimu vychyleni vyslednych odhadu.

1.2.2 Analyza extrémnich jevii v modelu blokovych maxim

Predpokladejme, ze jsme ptiblizili rozdéleni blokovych maxim v datech pomoci distribuéni
funkce zobecnéného rozdéleni extrémnich hodnot, s parametry odhadnutymi naptiklad vyse
zminénou metodou maximalni vérohodnosti. Odhadnuty model pak muzeme déle vyuzit
napiiklad pro

1. stanoveni velikosti extrémniho jevu, ktery bude v pruméru nastavat se zvolenou
frekvenci,

2. stanoveni prumeérné frekvence vyskytu extrémniho jevu dané drovneé.

Necht G oznacuje skuteénou distribuéni funkeci maxim z bloki o rozsahu n. Zavedme
oznaceni

Tnk = Q1—1/k(G)

8



pro (1 — 1/k)-kvantil rozdéleni s distribuéni funkei G, tj.

P(Mn > Tn,k) = E

Hodnota 7, je tedy definovana jako trovei, kterd je v pruméru prekrocena maximem v
jednom z k bloku. Nazyvame ji droven navratu (return level). Pokud priblizime distribu¢ni
funkci G distribu¢ni funkei (8) s odhadnutymi parametry 4, 1,6, odvodime vyjadieni
odhadu urovné navratu ve tvaru

s =i+ 2 (=1 = /)7 1))

Podobné muzeme pro dané u definovat pomoci distribuéni funkce G hodnotu

oo Lo 1
YT Gw) 11— Glu)
tj.
P(M, > u) =

n,U
Lze tedy fici, ze v ky, ,, blocich o rozsahu n oc¢ekdvame vyskyt jednoho bloku, v némz dojde
k prekroceni irovné u. Cislo k, , nazyvame doba ndvratu (return period) a pro jeho odhad
pouzijeme vztah

- 1

Gipo(u)
1.2.3 Metody zalozené na prekroceni meze

Uvazujme distribuéni funkei zobecnéného Paretova rozdéleni (17) s nulovym parametrem
polohy:

Wyo(z)=1—-(1+ vx/cr)_l/”, v #£0 (25)
Woo(x) =1—exp(—x/0),

kde o > 0. Rozdéleni je definovéano pro x > 0 v piipadé v > 0 a pro 0 < z < —g/v pro
v < 0.
Zavedeme oznaceni
e(u) = E(X —u|X > u) (26)

pro stfedni hodnotu velikosti prekroceni meze u za podminky, ze k prekroceni meze dojde.
Jde o stfedni hodnotu rozdéleni s distribuéni funkef (18). Z (17) a (18) lze snadno odvodit,
ze pro ndhodnou veli¢inu se zobecnénym Paretovym rozdélenim (25) maji excesy nad danou
mezi u opét rozdéleni typu (18), se stejnym parametrem v a parametrem méritka zavislym
na u:

F(2) = W,y o0 (2), o) =0 +7u, (27)

9



kde 0 <z < oo vpiipadé v > 0a0 <z < —(0/v)—u v piipadé v < 0. Zéroven lze z (25)
odvodit vyjadreni stiedni hodnoty zobecnéného Paretova rozdéleni

g

EX = ,
I—7

(28)

kterd je konecnd pro v < 1. Z (27) a (28) pak plyne

o+yu
11—~

= e(u)

kde 0 <u < oo v pifpadée 0 < v < 1,0 <u < —(F/vy v piipadé v < 0.

Linearita funkce e(u) je vlastnosti uzivanou k identifikaci zobecnéného Paretova rozdé-
leni. Z n pozorovani muzeme pro danou mez u sestrojit empiricky odhad sttedni hodnoty
e(u) ve tvaru

Z?:1(Xi —u) Lix;>u)

- (29)
Zz‘:l I[Xi>u]

en(u) =
Pak muzeme graficky znézornit body

{(Xin, en(Xin)),i=2...n},

kde X,,,, <--- < X, jsou poradové statitiky z pozorovani Xi,...,X,. V pripad¢, ze po-
zorovani pochazeji ze zobecnéného Paretova rozdéleni, mél by tento graf vykazovat linedarni
trend. Misto, kde za¢ind byt prubéh grafu priblizné linearni, muze piipadné slouzit k volbé
meze u pro Ucely modelovani chvosti rozdéleni pomoci zobecnéného Paretova modelu.
Rostouci linearni trend bude ukazovat na model s v > 0, smétfovani k horizontalnimu grafu
na piipad s v = 0, klesajici trend pak na v < 0.

1.2.4 Modelovani chvostu rozdéleni

Méjme X3, ..., X, pozorovani nezavislych stejné rozdélenych ndhodnych veli¢in. Oznacme
N, pocet pozorovani piekracujicich zvolenou mez w. Z hodnot X, ..., X ~, brekracujicich
mez u ziskame velikosti excest Y; = X ;—u. Pro ucel prolozeni rozdéleni (25) pozorovanymi
excesy lze uzit metodu maximalni vérohodnosti. Logaritmicka vérohodnostni funkce

N
l(v,0;Y1,...,Yn,) = =N, Inoc — (1 +1/7) Zln (1 —i—'y;]) (30)
j=1

se maximalizuje za podminek o > 0, 1 4+~ Y} /o > 0 pro vSechna j.
Pokud pro danou distribuéni funkci F' budeme aproximovat rozdéleni excesu nad mezi
u zobecnénym Paretovym rozdélenim (25), muzeme psat pro > u

F(z)=F(u)F

“ (2 - u) = F(u) (1 v “)/ (31)

10



Inverzi odtud dostaneme vyjddieni kvantilu (oznacovaného také jako hodnota v riziku

VaR,) pro a > F(u):
o 1—a\"
wWlF)=uty ((m)) _1>' (32)

Z (31) a (32) odvodime pro x > u odhad

Fla) = Do (1+& _ )_m (33)

n

a pro « > 1 — N, /n odhad

in(F)=u+ ((}V‘_/z)_1> (34)

V (33) a (34) nahrazujeme parametry zobecnéného Paretova rozdéleni jejich odhady zis-
kanymi napiiklad maximalizaci (30). Pravdépodobnost F'(u) odhadujeme pomérem N, /n.
Predpokladame, ze pocet pozorovani presahujicich mez u je dostateény pro spolehlivy
odhad F(u). Oproti tomu pii odhadu F(z) pro vysokéd x vyuzivime extrapolace zalozené
na zobecnéném Paretové rozdéleni.

1.2.5 Hillova metoda

Popiseme pristup vhodny pro odhadovani chvosti rozdéleni néalezejicich do sféry pritazli-
vosti Fréchetova rozdéleni (2). Jde o rozdéleni charakteristicka ,,tézkymi chvosty “ (pomalou
konvergenci F(z) k nule pii # — oo). Sféru piitazlivosti Fréchetova rozdélenf charakterizuje
Véta 3. Parametr « se nazyva index chvostu rozdéleni s distribuéni funkel F € MDA(G1 ).
Hilluv odhad je odhadem indexu « na zakladé stejné rozdélenych pozorovani Xy, ..., X,,.
Naznac¢ime jedno z jeho moznych odvozeni.

Oznac¢me

e'(lnu) =E(InX —Inu/ln X > Inu)
1

= m /u (Inz — Inu)dF(z).

Intergraci per partes a dosazenim dle Véty 3 dostaneme vyjadieni

e’(lnu) = F(lu) /OO ) de = _L) /OO L(x) z= @t dgz. (35)

Dalsi zjednoduseni (35) je zalozeno na Karamatové vété pro pomalu se ménici funkce v
nekonecnu.
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Véta 7 (Karamata). Necht L je pomalu se ménici funkce, kterd je lokdlné omezend v
[z, 00) pro néjaké x > 0. Potom pro k < —1 plati Fadovd rovnost

t"L(t) dt ~ ——
/m ®) k+1
Aplikaci na (35) dostdvame tddovou rovnost
L —a -1

(U)_U o a L

F(u)

Hilluv odhad indexu « je pfevracend hodnota odhadu e (In Xy ,,), kde Xy, je k-ta nejveétsi
hodnota v Xq,..., X,,.

" L(z), 1 — oo.

e*(Inu) ~ U — 00. (36)

k -1
1
o) — (E » X, —In Xk,n> : (37)

j=1
Odhad (37) zdvisi na volbé k. Doporucuje se grafické znazornéni bodu (Hilluv graf)
{(k, &), k=2...n},

které slouzi k nalezeni oblasti, ve které vychazeji podobné hodnoty odhadu pocitané z
ruznych poétu poradovych statistik.

Nyni ukdzeme, jak lze s pomoci (37) odhadovat pravdépodobnosti F'(u) pro distribuéni
funkci ze sféry piitazlivosti Fréchetova rozdéleni. Piedpokladejme F(z) = C'z~ pro = >
u > 0, kde u je vysokd mez. (Pomalu se ménici funkci nahradime pro dostatecné velké x
konstantou.) Pak mizeme psat C' = u® F'(u), kde index o nahradime odhadem (37) a u

nahradime pofadovou statistikou Xy ,,. Potom F(u) je odhadnuto podilem k/n a dostdvame

odhad
. (H)

w= () (39)

—1
Pokud ozna¢ime Xj,, = u, k = N,,, ) = (&,(C}Q) , muzeme (38) prepsat ve tvaru

N, T — U —1/30
N (e
@)= (149 25 )

ktery umoznuje srovnani s odhadem (33) zalozenym na maximélné vérohodnych odhadech
parametru zobecnéného Paretova rozdéleni (pfi pevné zvolené mezi u).

b

=)
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