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∗
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detA determinant mati
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}

, str. 13

lim sup
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a(t), lim inf
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Kapitola 1

Prolog

Nejprve se pokusíme sestavit jednodu
h matemati
ký model n¥jakého pro
esu, tj. d¥je, který

se odehrává v pr·b¥hu £asu. O modelovaném pro
esu budeme p°edpokládat, ºe ho lze kvanti-

�kovat, ºe jeho stav v konkrétním £ase lze vyjád°it £íslem. P°itom si budeme p°edstavovat, ºe

tento pro
es pozorujeme nebo popisujeme v odd¥lený
h £asový
h okamºi
í
h. B¥h £asu si tedy

budeme p°edstavovat jako diskrétní, jako plynou
í v n¥jaký
h kro
í
h nebo takte
h, jeji
hº

trvání budeme povaºovat za jednotkové. Tato p°edstava rovnom¥rn¥ diskrétn¥ plynou
ího £asu

bude v 
elém textu podstatná.

Konkrétn¥ p·jde o model r·stu n¥jaké popula
e, její �stav� bude vyjád°en jako její velikost.

Základním objektem vystupují
ím v modelu bude posloupnost. Práv¥ £leny posloupnosti

budou vyjad°ovat stav pro
esu v jednotlivý
h okamºi
í
h. U posloupností si budeme v²ímat

její monotonnosti, ohrani£enosti, existen
e nebo neexisten
e limity, p°ípadn¥ jiné 
harakteris-

tiky 
hování posloupnosti. To ukazuje, ºe je uºite£né p°ipomenout n¥které základní poznatky

o posloupnoste
h, p°ípadn¥ je uvést v nový
h souvisloste
h. Zejména si ukáºeme, ºe pro po-

sloupnosti m·ºeme vytvo°it kalkulus, který je analogií diferen
iálního a integrálního po£tu pro

funk
e.

Jednodu
hý model r·stu popula
e

P°edstavme si popula
i sloºenou z n¥jaký
h organism·; mohou to být obratlov
i, rostliny,

mikrobi � na zvolené úrovni abstrak
e na jeji
h povaze nezáleºí. V²e
hny jedin
e budeme

povaºovat za stejné, jeden od druhého se nijak neli²í, v pr·b¥hu svého ºivota se nijak ne-

m¥ní. Do na²í úvahy zahrneme jediné dva d¥je � vznik a zánik jedin
· tvo°í
í
h popula
i;

jedin
i vznikají (rodí se, líhnou, klí£í, pu£í, . . . ) a zanikají (umírají, hynou, d¥lí se, . . . ). Jako

jedinou kvantitativní 
harakteristiku popula
e budeme uvaºovat její velikost; ta m·ºe být vy-

jád°ena po£tem jedin
·, popula£ní hustotou, 
elkovou biomasou a podobn¥. Dále si budeme

p°edstavovat, ºe velikost popula
e zji²´ujeme v pravidelný
h £asový
h intervale
h, jinak °e-

£eno, ºe máme n¥jakou �p°irozenou� jednotku £asu, takºe m·ºeme £asové okamºiky o£íslovat

p°irozenými £ísly 0,1,2,. . . . Je 
elkem jasné, ºe

(velikost popula
e v £ase t+ 1) = (velikost popula
e v £ase t) +
+ (mnoºství jedin
· vzniklý
h v £asovém intervalu od t do t+ 1) −

− (mnoºství jedin
· uhynulý
h v £asovém intervalu od t do t+ 1).

Z tohoto pojmového modelu vytvo°íme model matemati
ký tak, ºe zavedeme veli£inu x závislou

na £ase, tedy x = x(t), kterou budeme interpretovat jako (pozorovanou) velikost popula
e

1



2 KAPITOLA 1. PROLOG

v £asovém okamºiku t. Dále ozna£íme B(t) mnoºství jedin
· vzniklý
h v £asovém intervalu

od t do t + 1 a D(t) mnoºství jedin
· uhynulý
h v tomto období. Symboly jsou voleny tak,

ºe x ozna£uje veli£inu, kterou 
h
eme znát, B je zkratkou slova �birth� a D slova �death� .

Uvedené slovn¥ vyjád°ené rovni
i nyní m·ºeme dát tvar

x(t+ 1) = x(t) +B(t)−D(t). (1.1)

Aby
hom z této rovni
e mohli spo£ítat velikost popula
e v jednotlivý
h £asový
h okamºi
í
h,

pot°ebujeme je²t¥ spe
i�kovat veli£iny B(t) a D(t). Vzhledem k p°edpokladu, ºe v²i
hni je-

din
i jsou stejní, m·ºeme o£ekávat, ºe kaºdý z ni
h �vyprodukuje� b¥hem £asového intervalu

jednotkové délky ur£ité stejné mnoºství ºivý
h potomk·; ozna£me toto mnoºství b. Alterna-
tivn¥ by
hom mohli °í
i, ºe b je st°ední hodnota po£tu potomk· jedin
e za jednotkový £asový

interval. Hodnota b tedy nemusí být 
elé £íslo. Celkové mnoºství jedin
· vzniklý
h v £asovém

intervalu od t do t+ 1 tedy bude

B(t) = bx(t). (1.2)

Z téhoº p°edpokladu také m·ºeme odvodit, ºe kaºdý jedine
 má v libovolném intervalu jed-

notkové délky stejnou pravd¥podobnost, ºe uhyne; ozna£me tuto pravd¥podobnost d. Klasi
ky
spo£ítáme pravd¥podobnost, ºe jedine
 b¥hem jednotkového intervalu uhyne jako podíl mnoº-

ství uhynulý
h jedin
· a mnoºství v²e
h jedin
·, tj. d = D(t)/x(t), neboli

D(t) = dx(t). (1.3)

P°i odvození vztahu (1.2) jsme v²ak uvaºovali, jako by se nem¥nilo mnoºství jedin
·, kte°í

ºili v £asovém okamºiku t a �produkovali� potomky v pr·b¥hu intervalu do okamºiku t + 1.
Ml£ky jsme tak p°ijali dal²í zjednodu²ují
í p°edpoklad: k rození do
hází �krát
e po za£átku�

uvaºovaného £asového intervalu, k úhyn·m aº po dokon£ení pro
esu reproduk
e. Moºnost, ºe

n¥jaký jedine
 vznikne i zanikne v témºe jednotkovém £asovém intervalu, nemá na vztahy

(1.2), (1.3) vliv. Takoví jedin
i by totiº nemohli být zahrnuti mezi ºivé potomky, který
h je b,
a tím pádem by v odvozený
h rovnoste
h v·be
 ne�gurovali.

Vyjád°ení (1.2) a (1.3) dosadíme do rovni
e (1.1). Dostaneme

x(t+ 1) = x(t) + bx(t)− dx(t),

nebo po triviální úprav¥

x(t+ 1) = (1 + b− d)x(t). (1.4)

Parametr b v této rovni
i nazýváme porodnost (birth rate); tento parametr je kladný, nebo´

v nevyhynulé popula
i musí noví jedin
i vznikat. Parametr d nazýváme úmrtnost (death rate);

pon¥vadº vyjad°uje pravd¥podobnost, nabývá hodnot mezi 0 a 1 � úmrtí je moºné, ale není

nutné. Tedy

b > 0, 0 < d < 1. (1.5)

Ozna£íme-li

r = 1 + b− d, (1.6)

m·ºeme rovni
i (1.4) zapsat v krat²ím tvaru

x(t+ 1) = rx(t); (1.7)
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parametr r nazveme koe�
ient r·stu (r·stový koe�
ient, growth rate). Vyjad°uje relativní

p°ír·stek popula
e za jednotku £asu. Podle podmínek (1.5) platí

r > 0. (1.8)

Rovnost (1.7) m·ºeme 
hápat jako rekurentní formuli pro geometri
kou posloupnost

{x(0), x(1), x(3), . . . }

s kvo
ientem r, dob°e známou ze st°ední ²koly. Pokud tedy na po£átku, tj. v £ase t = 0, je
velikost popula
e rovna

x(0) = ξ0, (1.9)

kde ξ0 je n¥jaké kladné £íslo, pak velikost popula
e v libovolném £asovém okamºiku t je rovna

x(t) = ξ0r
t. (1.10)

Dostáváme tak první záv¥r: velikost popula
e roste jako geometri
ká posloupnost (�popula
e

roste geometri
kou °adou�). Tento záv¥r � ov²em odpozorovaný na r·stu obyvatelstva seve-

roameri
ký
h osad, nikoliv odvozený uvedeným postupem � zpopularizoval Thomas Malthus

ve svém slavném Pojednání o prin
ipe
h popula
e z roku 1798. Proto rovni
i (1.7) s po£áte£ní

podmínkou (1.9) budeme nazývat malthusovský model r·stu popula
e.

Záv¥r by
hom ale m¥li formulovat opatrn¥ji: pokud se popula
e vyvíjí podle modelu (av 18.

století býval matemati
ký model povaºován za vyjád°ení p°írodního zákona) daného rovností

(1.7) a na po£átku má velikost rovnu ξ0, pak její velikost v £asovém okamºiku t je dána výrazem
na pravé stran¥ rovnosti (1.10). Je-li p°itom r > 1, tj. porodnost je v¥t²í neº úmrtnost, pak

velikost popula
e roste nade v²e
hny meze, lim
t→∞

x(t) = ∞; je-li r < 1, tj. úmrtnost je v¥t²í neº

porodnost, pak popula
e vymírá, lim
t→∞

x(t) = 0. Pokud by r = 1, tj. porodnost by se vyrovnala

s úmrtností, velikost popula
e by se nem¥nila, x(t) = ξ0 v kaºdém £asovém okamºiku t.

Geometri
ký r·st popula
e skute£n¥ m·ºe být pozorován v p°ípade
h, kdy popula
e je

malá a prost°edí, ve kterém se vyvíjí, je prakti
ky neomezené; jako nap° v dob¥ po£áte£ního

osídlení Ameriky imigranty z Evropy a západní Afriky, nebo r·st kolonie bakterií na ºivném

substrátu. Malthusovský model (1.7) tedy za jistý
h podmínek popisuje r·st reálné popula
e.

Ov²em ºádná popula
e nem·ºe r·st nade v²e
hny meze, p°inejmen²ím proto, ºe povr
h Zem¥

je kone£ný.

Nyní jsme tedy v situa
i, ºe pro popis r·stu (nebo p°esn¥ji pro popis vývoje velikosti) po-

pula
e máme matemati
ký model (1.4), který adekvátn¥ popisuje skute£nost za jistý
h, dosti

omezují
í
h p°edpoklad·. Cht¥li by
hom v²ak mít model, který za
hovává �dobré vlastnosti�

modelu (1.4), tj. správn¥ popisuje jednak vymírání popula
e, v níº a úmrtnost v¥t²í neº po-

rodnost, a také po£áte£ní fáze r·stu malé ºivotas
hopné popula
e, ale nemá jeho �vlastnost

²patnou� , tj. nep°edpovídá nerealisti
ký neomezený r·st.

V omezeném prost°edí velká popula
e spot°ebovává velké mnoºství omezený
h zdroj·, na

jedin
e p°ipadne jeji
h men²í podíl a proto se mu nebude dostávat energie k reproduk
i. Je-

li tedy v prost°edí s omezenými zdroji velká popula
e, je její porodnost (po£et potomk· na

jedin
e) men²í, neº by byla v p°ípad¥, ºe by popula
e byla malá.

Velká popula
e zne£i²´uje prost°edí produkty svého metabolismu; ºádný organismus ale

nem·ºe ºít v prost°edí tvo°eném odpady jeho £innosti nebo ºivota. Je-li tedy popula
e v
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omezeném prost°edí velká, na jedin
e p°ipadne v¥t²í mnoºství produkovaný
h odpadní
h látek,

které bývají toxi
ké a proto se úmrtnost v popula
i zv¥t²í.

T¥mito úvahami m·ºeme dojít k záv¥ru, ºe u velké popula
e je malá porodnost nebo

velká úmrtnost. Tyto jevy se vzájemn¥ zesilují podle (1.6), r·st popula
e p·sobí pokles r·sto-

vého koe�
ientu. P°i �vylep²ování� modelu (1.4) tedy konstantní koe�
ient r·stu r nahradíme

n¥jakým výrazem závislým na velikosti popula
e, n¥jakou funk
í prom¥nné x. Model r·stu

popula
e tedy m·ºe mít obe
ný tvar

x(t+ 1) = g
(
x(t)

)
x(t). (1.11)

P°itom funk
e g je de�nována pro nezáporné hodnoty argumentu x a je klesají
í. Ch
eme, aby

model (1.7) byl spe
iálním p°ípadem modelu (1.11) pro �malé� velikosti popula
e. P°esn¥ji

tento poºadavek vyjád°íme ve tvaru

g(0) = r > 1. (1.12)

V tomto p°ípad¥ se r nazývá vnit°ní koe�
ient r·stu (intrinsi
 growth rate). Vyjad°uje ma-

ximální moºný relativní p°ír·stek velikosti popula
e za jednotku £asu, tj. takový p°ír·stek,

který by popula
e m¥la v prost°edí s neomezenými zdroji.

Existují
í popula
e ºijí v dynami
ké rovnováze se svým prost°edím, jeji
h velikost se dlou-

hodob¥ nem¥ní, p°estoºe jedin
i se rodí a umírají. Toto pozorování vede k p°edpokladu, ºe pro

kaºdou popula
i existuje n¥jaká �rovnováºná velikost� . Pokud by popula
e byla v¥t²í, spot°e-

bovávala by ví
e zdroj· nebo produkovala ví
e odpad· a její r·stový koe�
ient by byl men²í

neº 1. Naopak, kdyby popula
e byla men²í neº �rovnováºná� , m¥la by nadbytek zdroj· na

jedin
e a �p°ebyte£ná� energie by se mohla vyuºít pro reproduk
i. R·stový koe�
ient takové

popula
e by byl v¥t²í neº 1. Tyto úvahy nyní vyjád°íme tak, ºe pro klesají
í funk
i g existuje

konstanta K taková, ºe g(K) = 1,

(∃K > 0) g(K) = 1. (1.13)

Hodnota K vyjad°uje kapa
itu (úºivnost) prost°edí.

Funk
e g vystupují
í v modelu (1.11) je tedy klesají
í a spl¬uje podmínky (1.12), (1.13).

Tuto funk
i pot°ebujeme dále n¥jak spe
i�kovat.

Nejjednodu²²í volbou je lineární funk
e,

g(x) = r − r − 1

K
x,

tato funk
e je na obr. 1.1 znázorn¥na modrou p°ímkou. Model (1.11) tedy získá tvar

x(t+ 1) = x(t)

(

r − r − 1

K
x(t)

)

. (1.14)

Tato rovni
e se nazývá logisti
ká. Jako model r·stu popula
e ji patrn¥ poprvé pouºil John

Maynard Smith ve slavné knize Mathemati
al Ideas in Biology

1

.

Rovni
i (1.14) lze op¥t 
hápat jako rekurentní formuli pro n¥jakou posloupnost. Pro obe
ný

£len takové posloupnosti v²ak neznáme vzore£ek. Aspo¬ ale m·ºeme vypo£ítat první
h n¥kolik

£len· této posloupnosti pro r·zné hodnoty parametr·. Tyto simula
e provedeme pro hodnoty

K = 1 a x(0) = ξ0 = 0,01; to lze interpretovat jako r·st popula
e v neobsazeném prost°edí,
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r

1

K
x

g

r − r − 1

K
x

rK

K + (r − 1)x

r
K
√
r−x

Obrázek 1.1: R·zné moºnosti volby funk
e g na pravé stran¥ obe
ného modelu (1.11) r·stu

popula
e v prost°edí s omezenými zdroji.

0 10 20 30 40

0
.0

0
.5

1
.0

1
.5

t

x
(t

)

r = 1.50    r = 2.95    r = 3.83    r = 4.00    

Obrázek 1.2: �e²ení logisti
ké rovni
e x(t + 1) = x(t)
(
r − (r − 1)x(t)

)
s po£áte£ní hodnotou

x(0) = 0,01 pro n¥kolik hodnot parametru r. Pro r = 1,5 je °e²ením rostou
í posloupnost s

limitou 1 (rovnováºná velikost popula
e), pro r = 2,95 °e²ení konverguje k hodnot¥ 1 s tlume-

nými os
ila
emi, pro r = 3,83 °e²ení pro dostate£n¥ velké hodnoty £asu t (zhruba od t = 15)
skoro pravideln¥ os
iluje kolem hodnoty 1 s periodou 3, pro r = 4 nelze ºádnou pravidelnost

°e²ení vysledovat.
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Obrázek 1.3: �e²ení Bevertonovy-Holtovy rovni
e x(t + 1) = x(t)
r

1 + (r − 1)x(t)
s po£áte£ní

hodnotou x(0) = 0,01 pro n¥kolik hodnot parametru r. Ve v²e
h p°ípade
h je °e²ením rostou
í

posloupnost s limitou 1 (tj. hodnotou rovnováºné velikosti popula
e).

do n¥hoº invadovalo n¥kolik jedin
·, rovnováºnou velikost popula
e p°itom povaºujeme za

jednotkovou. N¥kolik výsledk· t¥
hto simula
í je na obr. 1.2.

Vidíme, ºe pro malé hodnoty koe�
ientu r, p°esn¥ji pro r < 2, popula
e roste. Pro malé

hodnoty t, r·st p°ipomíná geometri
kou posloupnost, poté se stane skoro lineárním (p°ipomíná

aritmeti
kou posloupnost s kladnou diferen
í), pak se zpomalí aº dosáhne hodnoty kapa
ity

prost°edí a r·st ustane. Jinak °e£eno, posloupnost zadaná rekurentn¥ rovností (1.14) je rostou
í

omezenou posloupností, pro niº platí

lim
t→∞

x(t) = K. (1.15)

Pokud je hodnota r·stového koe�
ientu r v¥t²í, p°esn¥ji pokud je 2 < r < 3, posloupnost
p°ekro£í hodnotu kapa
ity prost°edí, ale s tlumenými os
ila
emi se na této hodnot¥ postupn¥

ustálí. Stále tedy platí (1.15), ale posloupnost jiº není monotonní.

P°i je²t¥ v¥t²í hodnot¥ r se hodnoty posloupnosti neustálí na kapa
it¥ prost°edí, ale kolísají
kolem ní. Pro men²í r pravideln¥, pro velká r jiº z obrázk· ºádnou pravidelnost vypozorovat

nem·ºeme.

Z t¥
hto pozorování m·ºeme uzav°ít, ºe model (1.14) m·ºe popisovat jak popula
i, jejíº

velikost je v dynami
ké rovnováze se svým prost°edím (takové jsou nap°. popula
e velký
h

sav
·, nazýváme je K-stratégové � ustálí se na hodnot¥ K), tak popula
i, jejíº velikost kolísá

(to je typi
ké nap°. pro drobné hlodav
e, nazýváme je r-stratégové � mají velkou hodnotu r).
Jeden model popisuje r·zné ekologi
ké jevy. To je jeho velká p°ednost a proto je model (1.14)

dobrým adeptem na �objevený p°írodní zákon� .

Velká nevýhoda modelu (1.14) v²ak spo£ívá v tom, ºe pro velkou po£áte£ní hodnotu ξ0
jsou její dal²í hodnoty záporné, konkrétn¥ pro ξ0 > Kr/(r − 1) je x(1) < 0. Reálná popula
e

1

Cambridge Univ. Press, 1968
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nem·ºe mít zápornou velikost. P°itom velká po£áte£ní hodnota m·ºe vyjad°ovat nap°. to, ºe

se v d·sledku n¥jaké ekologi
ké disturban
e skokem zmen²ila úºivnost prost°edí. Model (1.14)

tedy není dostate£n¥ obe
ný.

Nazna£ený problém modelu (1.14) spo£ívá v tom, ºe funk£ní hodnoty funk
e g jsou pro

velké hodnoty argumentu záporné. Pot°ebujeme tedy klesají
í funk
i, která má vlastnosti

(1.12), (1.13) a naví
 je pro v²e
hny hodnoty argumentu kladná. Takovou funk
í m·ºe být

funk
e lomená,

g(x) =
rK

K + (r − 1)x
,

která je na obr. 1.1 znázorn¥na zelenou k°ivkou. P°íslu²ný model má tvar

x(t+ 1) = x(t)
rK

K + (r − 1)x(t)
(1.16)

Tento model zavedli Raymond Beverton a Sidney Holt

2

, nezávisle na ni
h a jiným zp·sobem

ho odvodila Evelyn Pielou

3

. �asto bývá nazýván Bevertonova-Holtova logisti
ká rovni
e nebo

logisti
ká rovni
e Pielou.

Op¥t m·ºeme vypo£ítat n¥kolik první
h £len· posloupnosti pro kapa
itu prost°edí K = 1,
s po£áte£ní hodnotou x0 = ξ0 a s r·znými hodnotami koe�
ientu r, viz obr. 1.3. V tomto

p°ípad¥ vidíme, ºe výsledná posloupnost vºdy
ky roste a dosáhne kapa
ity prost°edí, tedy

pro libovolnou hodnotu r platí vztah (1.15). Model (1.16) je tedy vhodný pouze pro popis

popula
e K-stratég·.

Cenou za odstran¥ní nedostatku v modelu (1.14) jeho nahrazením modelem (1.16) je ztráta

universality. Oba modely (1.14) i (1.16) mají n¥jaké �dobré vlastnosti� , ale také �nedostatky� .

Zkusíme v modelu (1.11) pouºít funk
i g, která je �n¥
o mezi� funk
í lineární a lomenou.

Elementární klesají
í kladná funk
e, která má vlastnosti (1.12) a (1.13) a jejíº hodnoty

jsou mezi hodnotami funk
e lineární a lomené, je funk
e exponen
iální

g(x) = r1−x/K = r
K

√

1

rx
= exp

[(

1− x

K

)

ln r
]

,

viz na obr. 1.1 £ervenou k°ivku mezi modrou p°ímkou a zelenou k°ivkou. P°íslu²ný model je

tvaru

x(t+ 1) = x(t) exp

[(

1− x(t)

K

)

ln r

]

(1.17)

a zavedl ho William Ri
ker

4

. Bývá nazýván Ri
kerova (logisti
ká) rovni
e. Vypo£ítáme-li

z n¥ho n¥kolik první
h £len· posloupnosti pro kapa
itu K = 1 a s po£áte£ní hodnotou

x(0) = ξ0 = 0,01 pro n¥kolik hodnot r·stového koe�
ientu r, vidíme na obr. 1.4, ºe model

(1.17) je universální jako model (1.14) a nemá jeho vadu.

Je²t¥ si m·ºeme pov²imnout skute£nosti, ºe malthusovský model (1.7) je mezním p°ípadem

v²e
h logisti
ký
h model· (1.14), (1.16) a (1.17) také pro K → ∞. Malthusovský model proto

lze povaºovat za popis r·stu popula
e v prost°edí s neomezenými zdroji, tj. s nekone£nou

úºivností.

2

R. J. H. Beverton and S. J. Holt, On the dynami
 of exploited �sh populations. Fisheries Investigations

Series 2(19). Ministry of Agri
ulture, Fisheries, and Food, London, UK, 1957

3

E. C. Pielou, Mathemati
al E
ology. Wiley Inters
ien
e, 1977

4

W. E. Ri
ker, Sto
k and re
ruitment. J.Fish.Res.Board Can., 11:559�623, 1954
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Obrázek 1.4: �e²ení Ri
kerovy rovni
e x(t + 1) = x(t)r1−x(t)
s po£áte£ní hodnotou x(0) =

0,01 pro n¥kolik hodnot parametru r. Pro r = 2,5 je °e²ením rostou
í posloupnost s limitou

1 (rovnováºná velikost popula
e), pro r = 5 °e²ení konverguje k hodnot¥ 1 s tlumenými

os
ila
emi, pro r = 10 °e²ení pro dostate£n¥ velký £as t (zhruba od t = 10) pravideln¥ kolem
hodnoty 1 kolísá, pro r = 20 jiº ºádnou pravidelnost v 
hování °e²ení nelze vypozorovat.

1.1 Posloupnosti

1.1.1 Základní de�ni
e a vlastnosti

Intervalem 
elý
h £ísel rozumíme libovolnou z mnoºin

[p, q] ∩ Z = {p, p+ 1, p + 2, . . . , q},

(−∞, q] ∩ Z = {. . . , q − 2, q − 1, q}, [p,∞) ∩ Z = {p, p+ 1, p + 2, . . . }, Z;

první z ni
h je omezený shora i zdola, stru£n¥ omezený, ostatní jsou neomezené, druhý interval

je omezený shora, t°etí je omezený zdola. T°etí z uvedený
h interval· budeme n¥kdy zna£it

Zp; pro zd·razn¥ní skute£nosti, ºe mnoºina 
elý
h £ísel �b¥ºí od −∞� , budeme n¥kdy psát

Z = Z−∞.

Ne
h´ I ⊆ Z je interval 
elý
h £ísel. Klademe

Iκ =

{

I \max I, je-li I omezený shora,

I, jinak.

De�ni
e 1. Ne
h´ I ⊆ Z je interval 
elý
h £ísel. Reálná posloupnost (v ²ir²ím smyslu) je

zobrazení a intervalu I do mnoºiny reálný
h £ísel R, a : I → R.

P°ívlastek �reálná� budeme v¥t²inou vyne
hávat. Hodnotu posloupnosti a(t) budeme na-

zývat £len posloupnosti nebo podrobn¥ji t-tý £len posloupnosti. Hodnotu nezávisle prom¥nné

t budeme n¥kdy nazývat index posloupnosti. Pokud je interval I omezený zdola a t0 = min I,
°ekneme, ºe t0 je po£áte£ní index posloupnosti.
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Mnoºinu posloupností de�novaný
h na intervalu I ⊆ Z ozna£íme symbolem PI nebo stru£-

n¥ji P, pokud nehrozí nedorozum¥ní nebo nezáleºí na de�ni£ním oboru.

Posloupnost a de�novanou na intervalu I m·ºeme také zapisovat pomo
í její
h £len· jako







{a(t)}qt=p, I = [p, q] ∩ Z,

{a(t)}∞t=p, I = [p,∞) ∩ Z,

{a(t)}qt=−∞, I = [−∞, q) ∩ Z,

{a(t)}∞t=−∞, I = Z,

nebo stru£n¥ {a(t)}, pokud de�ni£ní obor není podstatný.

Tvrzení 1. Bu¤ I ⊆ Z interval. Mnoºina posloupností PI je vektorovým prostorem nad

polem reálný
h £ísel R. S£ítání posloupností je de�nováno vztahem

(a+ b)(t) = a(t) + b(t) pro v²e
hny posloupnosti a, b ∈ PI a kaºdé t ∈ I,

nulovým prvkem je posloupnost o ∈ PI taková, ºe Im o = {0}, tj.

o(t) = 0 pro v²e
hna t ∈ I,

násobení skalárem je de�nováno vztahem

(αa)(t) = αa(t) pro v²e
hny posloupnosti a ∈ PI a v²e
hna £ísla α ∈ R.

V¥ta 1. Ne
h´ I ⊆ Z je interval obsahují
í alespo¬ n prvk· a a1, a2, . . . , an jsou posloupnosti

z prostoru PI . Ozna£me

C(t) = C(t; a1, a2, . . . , an) =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

a1(t) a2(t) . . . an(t)
a1(t+ 1) a2(t+ 1) . . . an(t+ 1)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a1(t+ n− 1) a2(t+ n− 1) . . . an(t+ n− 1)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Pokud existuje t ∈ I takový index, ºe C(t) 6= 0, pak jsou posloupnosti a1, a2, . . . , an lineárn¥

nezávislé.

Jsou-li posloupnosti a1, a2, . . . , an lineárn¥ závislé, pak C(t) = 0 pro v²e
hny indexy t ∈ Zτ .

D·kaz: Ne
h´ pro konstanty α1, α2, . . . , αn platí

α1a1 + α2a2 + · · · + αnan = o

a ne
h´ t ∈ Zτ je takový index, ºe C(t) 6= 0. Z p°ed
hozí rovnosti nyní plyne

α1a1(t) + α2a2(t) + · · · + αnan(t) = 0
α1a1(t+ 1) + α2a2(t+ 1) + · · · + αnan(t+ 1) = 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

α1a1(t+ n− 1)+α2a2(t+ n− 1)+ · · · +αnan(t+ n− 1) = 0.
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To je homogenní soustava n lineární
h rovni
 pro n neznámý
h α1, α2, . . . αn a C(t) je její

determinant. Odtud plyne, ºe tato soustava má jen triviální °e²ení, tj.

α1 = α2 = · · · = αn = 0.

To ov²em znamená, ºe posloupnosti a1, a2, . . . , an jsou lineárn¥ nezávislé a první tvrzení je

dokázáno.

Druhé tvrzení je bezprost°edním d·sledkem prvního. �

Poznámka 1. Determinant C(t; a1, a2, . . . , an) zavedený v p°ed
hozí v¥t¥ se nazývá Casoratián
posloupností a1, a2, . . . , an v indexu t. Tvrzení 1 lze tedy p°eformulovat: Jsou-li posloupnosti

a1, a2, . . . , an ∈ PI lineárn¥ závislé, pak jeji
h Casoratián je nulový v kaºdém indexu, v n¥mº

je de�nován.

De�ni
e 2. Posloupnost a ∈ PI se nazývá

rostou
í, pokud pro kaºdou hodnotu argumentu t ∈ Iκ platí nerovnost a(t) ≤ a(t+ 1), tj.
(∀t ∈ I) a(t) ≤ a(t+ 1);

ryze rostou
í, pokud pro kaºdou hodnotu argumentu t ∈ Iκ platí nerovnost a(t) < a(t + 1),
tj. (∀t ∈ I) a(t) < a(t+ 1);

klesají
í, pokud pro kaºdou hodnotu argumentu t ∈ Iκ platí nerovnost a(t) ≥ a(t+ 1), tj.
(∀t ∈ I) a(t) ≥ a(t+ 1);

ryze klesají
í, pokud pro kaºdou hodnotu argumentu t ∈ Iκ platí nerovnost a(t) > a(t + 1),
tj. (∀t ∈ I) a(t) > a(t+ 1);

monotonní, pokud je rostou
í nebo klesají
í;

ryze monotonní, pokud je ryze rostou
í nebo ryze klesají
í;

sta
ionární, pokud je sou£asn¥ rostou
í a klesají
í.

Terminologi
ká poznámka. Uvedená jména monotonní
h posloupností jsou mén¥ obvyklá � posloupnost

spl¬ují
í podmínku

(∀t1 ∈ Zt0)(∀t2 ∈ Zt0) t1 < t2 ⇒ a(t1) ≤ a(t2)

je £ast¥ji nazývaná �neklesají
í� a posloupnost spl¬ují
í podmínku

(∀t1 ∈ Zt0)(∀t2 ∈ Zt0) t1 < t2 ⇒ a(t1) < a(t2)

�rostou
í� , podobn¥ pro posloupnosti klesají
í. V této tradi£n¥j²í terminologii v²ak posloupnost, která

není �klesají
í� je²t¥ nemusí být �neklesají
í� (nap°. posloupnost daná rovností a(t) = sin t).

V terminologii zavedené v De�ni
i 4 je ryze rostou
í posloupnost také posloupností rostou
í; pojem

ozna£ují
í zvlá²tní p°ípad n¥jakého obe
n¥j²ího pojmu se od tohoto obe
n¥j²ího pojmu li²í p°ívlastkem

(v pojetí aristotelské logiky nebo biologi
ké klasi�ka
e lze slovo �rostou
í� povaºovat za rodové jméno,

slovo �ryze� za druhové jméno).

5

Poznámka 2. Z tranzitivity rela
í ≤, <, ≥, > plyne, ºe posloupnost a ∈ PI je

5

Analogi
ká terminologie byla navrºena v knize L. Kosmák. Základy matemati
kej analýzy. Bratislava-

Praha, Alfa-SNTL, 1984, str. 16. Místo slova �ryze� je tam pouºíváno slovo �ostro� . V angli
ky psané literatu°e

se n¥kdy mluví o stri
tly in
reasing a in
reasing, p°ípadn¥ stri
tly de
reasing a de
reasing, sequen
es.
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� rostou
í práv¥ tehdy, kdyº (∀t1, t2 ∈ I)t1 < t2 ⇒ a(t1) ≤ a(t2);

� ryze rostou
í práv¥ tehdy, kdyº (∀t1, t2 ∈ I)t1 < t2 ⇒ a(t1) < a(t2);

� klesají
í práv¥ tehdy, kdyº (∀t1, t2 ∈ I)t1 < t2 ⇒ a(t1) ≥ a(t2);

� ryze klesají
í práv¥ tehdy, kdyº (∀t1, t2 ∈ I)t1 < t2 ⇒ a(t1) > a(t2).

Poznámka 3. Obor hodnot sta
ionární posloupnosti je jednoprvkový, tj. existuje α ∈ R takové,

ºe Im a = {α} a (∀t ∈ Dom a) a(t) = α.
Je-li a ∈ P sta
ionární posloupnost a Im a = {α}, budeme psát a ≡ α. S pouºitím této

symboliky m·ºeme nulovou posloupnost zapsat jako o ≡ 0.

Poznámka 4. V²e
hny pojmy zavedené v De�ni
i 2 lze relativizovat na n¥jaký podinterval

nezávisle prom¥nné. Nap°. posloupnost a ∈ PI se nazývá klesají
í na intervalu [n,m] ⊆ I,
jestliºe pro kaºdý index posloupnosti t takový, ºe {t, t+ 1} ⊆ [n,m] ∩ I platí a(t) ≥ a(t+ 1),
tj.

(∀t ∈ [n,m]κ) {t, t+ 1} ⊆ [n,m] ∩Dom a⇒ a(t) ≤ a(t+ 1).

De�ni
e 3. Bu¤ a ∈ PI a t ∈ Iκ. �ekneme, ºe index t je

uzel posloupnosti a, pokud a(t) = 0 nebo a(t)a(t+ 1) < 0;

argument lokálního maxima, pokud a(t) ≥ a(t+ 1) a t− 1 ∈ Dom a⇒ a(t) ≥ a(t− 1);

argument lokálního minima, pokud a(t) ≤ a(t+ 1) a t− 1 ∈ Dom a⇒ a(t) ≤ a(t− 1);

argument ostrého lokálního maxima, pokud a(t) > a(t+1) a t−1 ∈ Dom a⇒ a(t) > a(t−1);

argument ostrého lokálního minima, pokud a(t) < a(t+1) a t−1 ∈ Dom a⇒ a(t) < a(t−1);

argument lokálního extrému, pokud je argumentem lokálního maxima nebo minima;

argument ostrého lokálního extrému, pokud je argumentem ostrého lokálního maxima nebo

minima.

Je-li t argumentem lokálního extrému, °ekneme ºe hodnota a(t) je lokálním extrémem posloup-

nosti a. Analogi
kou terminologii pouºíváme pro ostré lokální extrémy, maxima a minima.

De�ni
e 4. Posloupnost a ∈ PI se nazývá

ohrani£ená zdola, pokud existuje n¥jaká hrani
e h ∈ R taková, ºe ºádný £len posloupnosti a
není men²í neº tato hrani
e, tj. (∃h ∈ R)(∀t ∈ Dom a) a(t) ≥ h;

ohrani£ená shora, pokud existuje n¥jaká hrani
e h ∈ R taková, ºe ºádný £len posloupnosti a
není v¥t²í neº tato hrani
e, tj. (∃h ∈ R)(∀t ∈ Dom a) a(t) ≤ h;

ohrani£ená, pokud je ohrani£ená zdola i shora, tj. (∃h ∈ R)(∀t ∈ Dom a) |a(t)| ≤ h.

Poznámka 5. Je-li interval I ohrani£ený. I = [p, q] ∩ Z, pak je kaºdá posloupnost z mnoºiny

PI ohrani£ená. Taková posloupnost totiº obsahuje jen kone£ný po£et £len·, proto existuje

maximum a minimum této posloupnosti a

min{a(t)}qt=p ≤ a(t) ≤ max{a(t)}qt=p.

Pojem ohrani£enosti posloupnosti má �rozumný� smysl jen pro posloupnosti de�nované na

neomezený
h intervale
h.
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1.1.2 Limita a hromadný bod posloupnosti

Aº do Poznámky 6 bude I ⊆ Z interval, který není omezený shora a mnoºinu PI budeme

stru£n¥ ozna£ovat P.

De�ni
e 5. Limita posloupnosti lim je zobrazení z mnoºiny posloupností P do roz²í°ené

mnoºiny reálný
h £ísel R
∗ = R ∪ {−∞,∞}. Obraz posloupnosti a p°i zobrazení lim zna£íme

lim
t→∞

a(t). �ekneme, ºe limita posloupnosti a je rovna hodnot¥ α ∈ R
∗
, pokud ke kaºdému

okolí α existuje takový index posloupnosti τ , ºe v²e
hny £leny posloupnosti a s indexy velikosti
alespo¬ τ jsou v tomto okolí, tj.

lim a = lim
t→∞

a(t) = α pokud

(
∀O(α)

)(
∃τ ∈ Z)

(
∀t ∈ I) t ≥ τ ⇒ a(t) ∈ O(α).

Limita se nazývá vlastní, pokud α ∈ R, tj.

lim a = lim
t→∞

a(t) = α ∈ R pokud (∀ε > 0)(∃τ ∈ Z)(∀t ∈ Dom a) t ≥ τ ⇒ |a(t)− α| < ε.

Limita se nazývá nevlastní, pokud α ∈ {−∞,∞}, tj.

lim a = lim
t→∞

a(t) = ∞ pokud (∀h ∈ R)(∃τ ∈ Z)(∀t ∈ Dom a) t ≥ τ ⇒ a(t) > h,

lim a = lim
t→∞

a(t) = −∞ pokud (∀h ∈ R)(∃τ ∈ Z)(∀t ∈ Dom a) t ≥ τ ⇒ a(t) < h.

Posloupnost a ∈ P se nazývá konvergentní, pokud existuje α ∈ R, α = lim
t→∞

a(t). Posloupnost

a ∈ P se nazývá divergentní, pokud není konvergentní; divergentní posloupnost, která má

nevlastní limitu, lim
t→∞

a(t) = ∞ nebo lim
t→∞

a(t) = −∞, se nazývá ur£it¥ divergentní..

Terminologi
ká poznámka. Nevlastní limita posloupnosti v u£ební
h texte
h o posloupnoste
h obvykle

nebývá povaºována za limitu; �nevlastní limita není limita, stejn¥ jako nevlastní matka není matka� .

Tato konven
e umoº¬uje úsporn¥j²í formula
i n¥který
h tvrzení. Vadou na kráse tradi£n¥j²í termino-

logie je skute£nost, ºe pokud se napí²e lim
t→∞

a(t) = α a lim
t→∞

a(t) = ∞, tak stejné symboly na levý
h

straná
h t¥
hto rovností ozna£ují �podstatn¥ r·zné� objekty.

Sousloví �ur£it¥ divergentní� se tradi£n¥ nebo standardn¥ pouºívá pro popis 
hování nekone£ný
h

°ad. Pouºívám ho pro posloupnosti, aby
h zd·raznil skute£nost, ºe divergen
e do nekone£na je kvali-

tativn¥ odli²ná od od kolísání kolem n¥jaké hodnoty, a´ uº s omezenou nebo neomezenou amplitudou.

Jiná nestandardní terminologie by mohla být:

� konvergentní (sbíhají
í): lim
t→∞

a(t) = α ∈ R,

� d	evergentní (odbíhají
í): | lim
t→∞

a(t)| = ∞,

� divergentní (rozdbíhají
í): v ostatní
h p°ípade
h.

V¥ta 2. Monotonní posloupnost má limitu. Podrobn¥ji:

• je-li a rostou
í neohrani£ená posloupnost, pak lim
t→∞

a(t) = ∞;

• je-li rostou
í posloupnost a ohrani£ená shora, pak lim
t→∞

a(t) = sup {a(t) : t ∈ Dom a};

• je-li klesají
í posloupnost a ohrani£ená zdola, pak lim
t→∞

a(t) = inf {a(t) : t ∈ Dom a};

• je-li a klesají
í neohrani£ená posloupnost, pak lim
t→∞

a(t) = −∞.
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D·kaz: Ne
h´ posloupnost a je rostou
í a neohrani£ená. Bu¤ h ∈ R libovolné. Pon¥vadº je

posloupnost a neohrani£ená, existuje τ ∈ Dom a takový index, ºe a(τ) ≥ h+1 > h. Pon¥vadº
je posloupnost a rostou
í, pro kaºdé t ≥ τ je a(t) ≥ a(τ) > h, tj. lim

t→∞
a(t) = ∞ a první tvrzení

je dokázáno.

Ne
h´ posloupnost a je rostou
í a ohrani£ená shora. Pon¥vadº je ohrani£ená shora, existuje
α = sup{a(t) : t ∈ Dom a}. Pro kaºdý index t ∈ Dom a je a(t) ≤ α, tj. a(t)−α ≤ 0. Bu¤ ε > 0
libovolné. Z vlastností suprema plyne, ºe existuje index τ ∈ Dom a takový, ºe a(τ) > α − ε,
tj. a(τ) + ε > α. Pon¥vadº je posloupnost a rostou
í, pro kaºdý index t ≥ τ platí a(t) ≥ a(τ).
Celkem dostáváme

0 ≤ a(t)− a(τ) < a(t)− (α− ε) = ε+
(
a(t)− α

)
≤ ε

a druhé tvrzení je dokázáno.

Platnost t°etího a £tvrtého tvrzení ukáºeme analogi
ky. �

D·sledek: Ne
h´ k ∈ PN je ryze rostou
í posloupnost taková, ºe Im k ⊆ Z. Pak lim
t→∞

k(t) = ∞.

D·kaz: Pon¥vadº k je ryze rostou
í a k(t) ∈ Z pro kaºdé t ∈ N, je

k(t+ 1) ≥ k(t) + 1 pro kaºdé t ∈ N.

Ne
h´ h ∈ R je libovolné £íslo. K n¥mu existuje t ∈ N, ºe t > h− k(0). Pro tento index t platí

k(t) ≥ k(t− 1) + 1 ≥ k(t− 2) + 2 ≥ · · · ≥ k(0) + t > k(0) + h− k(0) = h.

To znamená, ºe posloupnost k není ohrani£ená shora a dokazované tvrzení plyne z V¥ty 2. �

Tvrzení 2. Ozna£me P•
mnoºinu konvergentní
h posloupností z vektorového prostoru P, tj.

P• =
{

a ∈ P : (∃α ∈ R)α = lim
t→∞

a(t)
}

.

Pak P•
je vektorový podprostor prostoru P a zobrazení lim : P• → R je lineární.

D·kaz: lim(αa+ βb) = lim
t→∞

(αa + βb)(t) = α lim
t→∞

a(t) + β lim
t→∞

b(t) = α lim a+ β lim b ∈ R

�

De�ni
e 6. Ne
h´ a ∈ P je libovolná posloupnost a k ∈ PN je ryze rostou
í posloupnost


elý
h £ísel taková, ºe Im k ⊆ Dom a, tj. k(0) ≥ τ = inf{a(t)}. Pak sloºené zobrazení a ◦ k se

nazývá posloupnost vybraná z posloupnosti a.

Vzhledem k d·sledku V¥ty 2 je sloºené zobrazení a ◦ k z p°ed
hozí de�ni
e skute£n¥ po-

sloupnost, t-tý £len vybrané posloupnosti je a
(
k(t)

)
.

Tvrzení 3. Ne
h´ a ∈ P je konvergentní nebo ur£it¥ divergentní posloupnost. Pak α ∈ R
∗

je její limitou, tj. lim a = lim
s→∞

a(s) = α, práv¥ tehdy, kdyº α je limitou kaºdé posloupnosti

vybrané z posloupnosti a;

lim a = lim
s→∞

a(s) = α ⇔
(

(∀k ∈ P)
[

Im k ⊆ Dom a, (∀τ ∈ Im k)k(τ + 1) > k(τ), lim
t→∞

k(t) = ∞
]

⇒

lim a ◦ k = lim
t→∞

a
(
k(t)

)
= α

)

.
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D·kaz: �⇒� : Bu¤ O(α) libovolné okolí limity α a a ◦ k libovolná posloupnost vybraná z po-

sloupnosti a. K okolí O(α) existuje s1 ∈ Z takové, ºe pro v²e
hna s ∈ Dom a, s ≥ s1 je

a(s) ∈ O(α). Mnoºina {t ∈ N : k(t) ≥ s1} je podmnoºinou dob°e uspo°ádané mnoºiny p°iro-

zený
h £ísel, a tato mnoºina je neprázdná, nebo´ lim
t→∞

k(t) = ∞. Existuje tedy

t1 = min {t ∈ N : k(t) ≥ s1} .

Pro libovolné t > t1 je k(t) > k(t1) ≥ s1, a tedy

a ◦ k(t) = a
(
k(t)

)
∈ O(α).

�⇐� : Ne
h´ s0 ∈ Dom a. De�nujme k ∈ P0 vztahem k(t) = s0+ t. Pak a◦k je posloupnost

vybraná z posloupnosti a. Je tedy

lim
s→∞

a(s) = lim
t→∞

a(s0 + t) = lim
t→∞

a
(
k(t)

)
= α.

�

De�ni
e 7. �ekneme, ºe α ∈ R
∗
je hromadný bod posloupnosti a, pokud ke kaºdému okolí

α a kaºdému 
elému £íslu τ existuje takový index t posloupnosti a, který není men²í neº τ a

£len a(t) posloupnosti leºí v tomto okolí, tj.

α ∈ R
∗
je hromadný bod posloupnosti a pokud

(
∀O(α)

)(
∀τ ∈ Z

)(
∃t ∈ Dom a

)
t ≥ τ, a(t) ∈ O(α).

Tvrzení 4. Hodnota α ∈ R
∗
je hromadným bodem posloupnosti a práv¥ tehdy, kdyº existuje

posloupnost a ◦ k vybraná z posloupnosti a taková, ºe lim a ◦ k = α, tj. lim
t→∞

a
(
k(t)

)
= α.

D·kaz: �⇒� : Ne
h´ α ∈ R
∗
je hromadným bodem posloupnosti a. Zkonstruujeme ryze rostou
í

posloupnost k ∈ PN takovou, ºe Dom a ⊆ Z a lim a ◦ k = α.
Bu¤ O(α) libovolné okolí bodu α a s0 ∈ Dom a libovolný prvek.

Poloºíme k(0) = s0. K s0 existuje s1 ∈ Dom a, ºe s1 ≥ s0 a a(s1) ∈ O(α).
Poloºíme k(1) = s1. K s1 existuje s2 ∈ Dom a, ºe s2 ≥ s1 + 1 a a(s2) ∈ O(α).
Poloºíme k(2) = s2 atd.

Výsledkem této induktivní konstruk
e je ryze rostou
í posloupnost k ∈ PN; p°itom k(t) = st
a st ∈ O(α) pro kaºdý index t ≥ 0 a tedy a ◦ k(t) = a(st) ∈ O(α). Pro v²e
hny indexy t ≥ 0
je a ◦ k(t) ∈ O(α), 
oº znamená, ºe lim a ◦ k = α.

�⇐� : Ne
h´ existuje vybraná posloupnost a ◦ k taková, ºe lim a ◦ k = α ∈ R
∗
. Ne
h´ O(α)

je libovolné okolí α a τ ∈ Z je libovolné £íslo. Podle De�ni
e 5 existuje £íslo τ1 ∈ Z takové, ºe

pro kaºdé t ≥ τ1 je a ◦ k(t) ∈ O(α). Vezmeme t1 ∈ Dom k takové, ºe t1 > τ1, k(t1) ∈ Dom a
a k(t1) ≥ τ ; takové £íslo t1 existuje, nebo´ posloupnost k je rostou
í a lim k = ∞. Poloºíme

s1 = k(t1). Pak s1 ≥ τ a a(s1) = a
(
k(t1)

)
= a ◦ k(t1) ∈ O(α), tedy α je hromadným bodem

posloupnosti a. �

Tvrzení 5. Ne
h´ existuje limita posloupnosti a. Pak lim a je hromadným bodem posloupnosti

a.

D·kaz plyne bezprost°edn¥ z Tvrzení 3 a 4, nebo´ posloupnost lze povaºovat za vybranou ze

sebe; vybírají
í posloupnost k ∈ PN je de�nována vztahem k(t) = t. �

P°íklady. Uvaºujme posloupnosti z mnoºiny PN.
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a) a(t) =
(
−1

3

)t
, obr. 1.5 a).

Jediný hromadný bod je 0.

b) b(t) = (−1)t, obr. 1.5 b).

Hromadné body jsou 1 a −1.


) c(t) = (−1)t +
(
−1

3

)t
= (−1)t

1 + 3t

3t
,

c =
{
2,−4

3 ,
10
9 ,−28

27 ,
82
81 ,−244

243 , . . .
}
, obr. 1.5 
). Hromadné body jsou 1 a −1.

d) De�nujme posloupnost m ∈ PN p°edpisem m(t) =
[
1
2

(√
1 + 8t − 1

)]
, kde [x] ozna£uje


elou £ást z reálného £ísla x.
Poloºme d(t) = t− 1

2

(
m(t) + 1

)
m(t).

d = {0, 0, 1, 0, 1, 2, 0, 1, 2, 3, 0, 1, 2, 3, 4, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 0, 1, . . . }, obr. 1.5 d).

Kaºdé p°irozené £íslo se v této posloupnosti vyskytuje nekone£n¥ mnohokrát, je tedy

jejím hromadným bodem. Vybraná posloupnost

{0, 1, 2, 3, 4, . . . } =
{
a(0), a(2), a(5), a(9), a(14), . . . , a

(
1
2t(t+ 3)

)
, . . .

}

diverguje do ∞, je tedy také ∞ hromadným bodem posloupnosti d.

e) Uvaºujme posloupnosti m a d zavedené v p°ed
hozím p°íkladu a poloºme

e(t) =







1, t = 0,

d(t)

m(t)
, t ≥ 1,

e(t) =
{
1, 0, 1, 0, 12 , 1, 0,

1
3 ,

2
3 , 1, 0,

1
4 ,

2
4 ,

3
4 , 1, 0,

1
5 ,

2
5 ,

3
5 ,

4
5 , 1, 0, . . .

}
, obr. 1.5 e).

Kaºdé ra
ionální £íslo z intervalu [0, 1] se mezi £leny této posloupnosti vyskytuje neko-

ne£n¥ mnohokrát. V kaºdém okolí libovolného reálného £ísla z intervalu [0, 1] existuje
n¥jaké ra
ionální £íslo q ∈ [0, 1]. To znamená, ºe kaºdé reálné £íslo z intervalu [0, 1] je
hromadným bodem posloupnosti e, mnoºina v²e
h hromadný
h bod· vyplní kompaktní

interval [0, 1].

P°íklady ukazují, ºe posloupnost m·ºe mít jeden hromadný bod (a), kone£n¥ mnoho hromad-

ný
h bod· (b, 
), spo£etn¥ (d) nebo nespo£etn¥ (e) mnoho hromadný
h bod·; hromadný body

mohou být kone£né (a, b, 
, e) nebo nekone£né (d); kone£ný hromadný bod m·ºe být £lenem

posloupnosti (b, d, e) ale nemusí (a, 
, e).

Tvrzení 6. Mnoºina hromadný
h bod· libovolné posloupnosti a ∈ P má nejmen²í a nejv¥t²í

prvek v mnoºin¥ R
∗
.

D·kaz: V. Novák. Diferen
iální po£et v R. Brno, MU, 1997. V¥ta 5.7., str. 131. �

De�ni
e 8. Nejmen²í hromadný bod posloupnosti a ∈ P se nazývá limes inferior a ozna£uje

lim inf
t→∞

a(t); nejv¥t²í hromadný bod posloupnosti a ∈ P se nazývá limes superior a ozna£uje

lim sup
t→∞

a(t).

Z de�ni
e bezprost°edn¥ plyne

lim inf
t→∞

a(t) ≤ lim sup
t→∞

a(t).
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a)

0 1 2 3 4 5

−
2

0
1

2

b)
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−
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)

0 1 2 3 4 5

−
2

0
1

2

d)

0 10 20 30 40

0
2

4
6 e)
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0
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0
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Obrázek 1.5: P°íklady posloupností s r·znými mnoºinami hromadný
h bod·.

Posloupnost a ∈ P je ohrani£ená zdola práv¥ tehdy, kdyº

−∞ < lim inf
t→∞

a(t);

je ohrani£ená shora práv¥ tehdy, kdyº

lim sup
t→∞

a(t) <∞;

je konvergentní práv¥ tehdy kdyº

−∞ < lim inf
t→∞

a(t) = lim sup
t→∞

a(t) <∞;

nemá (vlastní ani nevlastní) limitu práv¥ tehdy, kdyº

lim inf
t→∞

a(t) < lim sup
t→∞

a(t).

Poznámka 6. Limity a hromadné body byly zavedeny pro posloupnosti de�nované na intervalu,

který není omezený shora. Popisují �
hování posloupnosti pro indexy v okolí nekone£na� .

Pro posloupnosti de�nované na intervalu, který není omezený zdola, lze zavést analogi
ké

pojmy, popisují
í �
hování posloupnosti pro indexy v okolí minus nekone£na� . Limity a hro-

madné body �v nekone£nu� m·ºeme nazývat ω-limity a ω-hromadné body, limity a hromadné

body �v minus nekone£nu� pak nazveme α-limity a α-hromadné body.

Zavedeme α-limity a α-hromadné body pon¥kud p°esn¥ji. Bu¤ a posloupnost, jejíº de�ni£ní
obor není omezený zdola. De�nujme posloupnost k ∈ PN tak, ºe k(0) ∈ Dom a a k(i) = k(0)−i
pro i = 1, 2, . . . . Limitu v okolí minus nekone£na de�nujeme p°edpisem

lim αa(t) = lim
t→−∞

a(t) = lim
n→∞

a
(
k(n)

)
.

Podobn¥

lim inf
t→−∞

a(t) = lim inf
n→∞

a
(
k(n)

)
, lim sup

t→−∞
a(t) = lim sup

n→∞
a
(
k(n)

)
.

Hromadné body v okolí minus nekone£na posloupnosti a, které m·ºeme nazývat α-hromadné

body posloupnosti a, de�nujeme jako hromadné body �sloºené� posloupnosti a ◦ k ∈ PN, tj.{
a
(
k(n)

)}∞

n=0
.
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1.1.3 Sou£ty a sou£iny £len· posloupnosti

De�ni
e 9. Ne
h´ I ⊆ Z je interval 
elý
h £ísel, n,m ∈ I taková £ísla, ºe pro n > m− 1 platí
n+ 1 ∈ I a m− 1 ∈ I. Sou£et £len· posloupnosti a ∈ PI od m do n de�nujeme vztahem

n∑

t=m

a(t) =







a(m) + a(m+ 1) + · · ·+ a(n), n ≥ m,

0, n = m− 1,

−
(
a(n+ 1) + a(n+ 2) + · · ·+ a(m− 1)

)
, n < m− 1.

Sou£in £len· posloupnosti a ∈ PI od m do n de�nujeme pro n ≥ m− 1 vztahem

n∏

t=m

a(t) =

{

a(m)a(m+ 1) · · · a(n), n ≥ m,

1, n = m− 1;

pokud n < m+ 1 a a(t) 6= 0 pro t ∈ [n+ 1,m− 1] ∩ Z, klademe

n∏

t=m

a(t) =
1

a(n+ 1)a(n + 2) · · · a(m− 1)
.

Tvrzení 7. Ne
h´ a ∈ P. Pak platí

n−1∑

t=m

a(t) = −
m−1∑

t=n

a(t),
l∑

t=m

a(t) +
n∑

t=l+1

a(t) =
n∑

t=m

a(t),

n∑

t=m

a(t) =







n−m∑

t=0
a(n − t), n ≥ m,

0∑

t=m−n
a(m− t), n ≤ m− 1,

n−1∑

t=m

t∑

τ=m

a(τ) =
n−1∑

t=m

(n− t)a(t)

pro v²e
hna m,n, l taková, ºe uvedené sou£ty jsou de�novány.

Pokud naví
 a(t) 6= 0 pro t ∈ Dom a, pak

n−1∏

t=m

a(t) =

(
m−1∏

t=n

a(t)

)−1

,
l∏

t=m

a(t)
n∏

t=l+1

a(t) =
n∏

t=m

a(t),

n∏

t=m

a(t) =







n−m∏

t=0
a(n− t), n ≥ m,

0∏

t=m−n
a(m− t), n ≤ m− 1,

n−1∏

t=m

t∏

τ=m

a(τ) =
n−1∏

t=m

a(t)n−t

pro v²e
hna m,n, l taková, ºe uvedené sou£iny jsou de�novány.

D·kaz: Ne
h´ m < n. Pak také m− 1 < n− 1 a tedy

m−1∑

t=n

a(t) = −
(
a(m) + a(m+ 1) + · · ·+ a(n− 1)

)
= −

n−1∑

t=m

a(t),


oº je ekvivalentní s první rovností. Její platnost budeme v dal²í
h £áste
h d·kazu vyuºívat.
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Platnost druhé rovnosti ov¥°íme pro m < n. Je-li m ≤ l < n, pak

l∑

t=m

a(t)+
n∑

t=l+1

a(t) =
(
a(m)+a(m+1)+· · ·+a(l)

)
+
(
a(l+1)+a(l+2)+· · ·+a(n)

)
=

n∑

t=m

a(t);

je-li m < n = l, pak
l∑

t=m
a(t) +

n∑

t=l+1

a(t) =
n∑

t=m
a(t) + 0;

je-li m < n < l, pak
l∑

t=m
a(t) +

n∑

t=l+1

a(t) =
l∑

t=m
a(t)−

l∑

t=n+1
a(t) =

n∑

t=m
a(t);

je-li l + 1 = m < n, pak
l∑

t=m
a(t) +

n∑

t=l+1

a(t) =
m−1∑

t=m
a(t) +

n∑

t=m
a(t) = 0 +

n∑

t=m
a(t) =

n∑

t=m
a(t);

je-li l + 1 < m < n, pak
l∑

t=m
a(t) +

n∑

t=l+1

a(t) = −
m−1∑

t=l+1

a(t) +
n∑

t=l+1

a(t) =
n∑

t=m
a(t).

V p°ípade
h m > n a m = n ukáºeme platnost druhé rovnosti analogi
ky.

P°i ov¥°ování t°etí rovnosti rozli²íme £ty°i p°ípady:

je-li n ≥ m pak

n∑

t=m
a(t) = a(m) + a(m+ 1) + · · ·+ a(n− 1) + a(n) =

= a(n− 0) + a(n− 1) + · · ·+ a
(
n− (n−m)

)
=

n−m∑

t=0
a(n − t);

je-li n = m− 1 pak

m−1∑

t=m
a(t) = 0 =

0∑

t=1
a(n− t);

je-li n = m− 2 pak

m−2∑

t=m
a(t) = −

m−1∑

t=m−1
a(t) = −a(m− 1) = −

1∑

t=1
a(m− t) =

0∑

t=2
a(m− t);

je-li n < m− 2 pak

n∑

t=m
a(t) = −

m−1∑

t=n+1
a(t) = −

m−n−2∑

t=0
a(m− 1− t) =

=
1∑

t=m−n−1
a(m− 1− t) =

0∑

t=m−n
a(m− t).

�tvrtou rovnost dokáºeme úplnou induk
í:

pro n = m platí

m−1∑

t=m

(
t∑

τ=m
a(τ)

)

= 0 =
m−1∑

t=m
(m− t)a(t);

induk£ní krok �vp°ed� :

n∑

t=m

t∑

τ=m
a(τ) =

n∑

τ=m
a(τ) +

n−1∑

t=m

t∑

τ=m
a(τ) =

=
n∑

t=m
a(t) +

n−1∑

t=m
(n− t)a(t) = a(n) +

n−1∑

t=m
(n− t+ 1)a(t) =

= (n+ 1− n)a(n) +
n−1∑

t=m
(n+ 1− t)a(t) =

n∑

t=m
(n + 1− t)a(t);

induk£ní krok �vzad� :

n−2∑

t=m

t∑

τ=m
a(τ) =

n−1∑

t=m

t∑

τ=m
a(τ) +

n−2∑

t=n

t∑

τ=m
a(τ) =

=
n−1∑

t=m
(n − t)a(t)−

n−1∑

t=n−1

t∑

τ=m
a(τ) =

n−1∑

t=m
(n− t)a(t)−

n−1∑

τ=m
a(τ) =

=
n−1∑

t=m
(n− t− 1)a(t) =

n−2∑

t=m
(n − t− 1)a(t).

Rovnosti pro sou£in ov¥°íme stejn¥. �



1.2. OPERÁTORY NA PROSTORU POSLOUPNOSTÍ 19

1.2 Operátory na prostoru posloupností

1.2.1 Operátor posunu

De�ni
e 10. Ne
h´ I ⊆ Z je interval 
elý
h £ísel. Operátor posunu (shift operator) ·σ : PI →
PIκ p°i°adí posloupnosti a posloupnost aσ de�novanou vztahem

aσ(t) = a(t+ 1).

V¥ta 3. Operátor posunu ·σ je lineární zobrazení prostoru PI na prostor PIκ. Pokud interval

I obsahuje nejmen²í prvek, pak toto zobrazení není prosté.

D·kaz: Ne
h´ a, b ∈ PI jsou libovolné posloupnosti, α ∈ R libovolné £íslo. Pak

(a+ b)σ(t) = (a+ b)(t+ 1) = a(t+ 1) + b(t+ 1) = aσ(t) + bσ(t) = (aσ + bσ) (t),

(αa)σ(t) = (αa)(t + 1) = αa(t+ 1) = αaσ(t) = (αaσ) (t)

a zobrazení ·σ je proto lineární.

Ne
h´ nyní b ∈ PIκ je libovolná posloupnost. Pokud interval I neobsahuje nejmen²í prvek

(tj. inf I = −∞), poloºíme

a(t) = b(t− 1), t ∈ I,

pokud interval I obsahuje nejmen²í prvek p ∈ Z (tj. p = min I), poloºíme

a(t) =

{

b(t− 1), t > p,

0, t = p,
t ∈ I.

pak aσ(t) = a(t+ 1) = b(t+ 1− 1) = b(t), tedy aσ = b a zobrazení ·σ je surjektivní.

V p°ípad¥ p = min I m·ºeme také poloºit

ã(t) =

{

b(t− 1), t > p,

1, t = p,
t ∈ I.

Pak a 6= ã a aσ = b = ãσ, takºe zobrazení ·σ není injektivní (prosté). �

1.2.2 Diferen
e

De�ni
e 11. Ne
h´ I ⊆ Z je interval 
elý
h £ísel. Operátor (první) diferen
e (vp°ed)

(
(�rst

forward) di�eren
e operator
)
∆ : PI → PIκ p°i°adí posloupnosti a posloupnost∆a de�novanou

vztahem

∆a(t) = a(t+ 1)− a(t).

Z de�ni
e operátor· diferen
e a posunu plyne, ºe

∆a = aσ − a, aσ = a+∆a, (1.18)

nebo stru£n¥ji a p°esn¥ji ∆ = ·σ − idPIκ
, ·σ = ∆+ idPIκ

.
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Poznámka 7. Operátory posunu a diferen
e komutují na prostoru posloupností, tj. pro kaºdou

posloupnost a ∈ PI platí

(∆a)σ = ∆(aσ) .

Pro libovolný index t ∈ (Iκ)κ totiº platí

(∆a)σ(t) = (∆a)(t+ 1) = a(t+ 2)− a(t+ 1) = aσ(t+ 1)− aσ(t) = ∆ (aσ) (t).

V¥ta 4. Operátor diferen
e ∆ je lineární zobrazení prostoru PI na prostor PIκ a jeho jádrem

je mnoºina posloupností sta
ionární
h na intervalu Iκ.

D·kaz: Ukáºeme platnost tvrzení o jádru. Ostatní tvrzení plynou z V¥ty 3.

Pro posloupnost a ∈ PI platí a ∈ ker∆ práv¥ tehdy kdyº pro kaºdý index t ∈ Iκ je

a(t+ 1)− a(t) = 0, 
oº je ekvivalentní s rovností a(t+ 1) = a(t). �

V¥tu 4 lze p°eformulovat: Pro libovolné posloupnosti a, b se stejným de�ni£ním oborem a

pro kaºdé reálné £íslo α platí

∆(αa) = α∆a, ∆(a+ b) = ∆a+∆b, (1.19)

∆a = o práv¥ tehdy, kdyº posloupnost a je sta
ionární.

Z rovností (1.19) bezprost°edn¥ plyne

∆(a− b) = ∆a−∆b.

Máme tedy formule pro diferen
i sou£tu a rozdílu posloupností.

V¥ta 5 (Diferen
e sou£inu a podílu posloupností). Bu¤ I interval 
elý
h £ísel a a, b ∈ PI .

Pak platí

∆ab = b∆a+ aσ∆b = bσ∆a+ a∆b =
b+ bσ

2
∆a+

a+ aσ

2
∆b. (1.20)

Pokud b(t) 6= 0 pro kaºdý index t ∈ Dom b, pak platí

∆
1

b
= −∆b

bbσ
, (1.21)

∆
a

b
=
aσb− abσ

bbσ
=
b∆a− a∆b

bbσ
=
bσ∆a− aσ∆b

bbσ
=

(b+ bσ)∆a− (a+ aσ)∆b

2bbσ
. (1.22)

D·kaz: První rovnost v (1.20) plyne z výpo£tu

(
∆ab

)
(t) = a(t+ 1)b(t+ 1)− a(t)b(t) =

= a(t+ 1)b(t + 1)− a(t+ 1)b(t) + a(t+ 1)b(t)− a(t)b(t) =

= a(t+ 1)
(
b(t+ 1)− b(t)

)
+ b(t)

(
a(t+ 1)− a(t)

)
,

druhá z výpo£tu

(
∆ab

)
(t) = a(t+ 1)b(t+ 1)− a(t)b(t) =

= a(t+ 1)b(t + 1)− a(t)b(t+ 1) + a(t)b(t+ 1)− a(t)b(t) =

=
(
a(t+ 1)− a(t)

)
b(t+ 1) + a(t)

(
b(t+ 1)− b(t)

)
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a t°etí je d·sledkem první
h dvou.

Ne
h´ v²e
hny £leny posloupnosti b jsou nenulové. Pak

(

∆
a

b

)

(t) =
a(t+ 1)

b(t+ 1)
− a(t)

b(t)
=
a(t+ 1)b(t) − a(t)b(t+ 1)

b(t+ 1)b(t)
,


oº je první rovnost (1.22). Z ní plyne rovnost (1.21); z té a z rovností (1.20) plynou zbývají
í

rovnosti (1.22). �

Poznámka 8. Pro zjednodu²ení zápisu m·ºeme zavést (nestandardní) operátor pr·m¥rování

·µ : PIκ → PIκ vztahem

aµ(t) = 1
2 (a+ aσ) (t) = 1

2

(
a(t) + a(t+ 1)

)
.

P°i tomto ozna£ení m·ºeme zapsat formule pro diferen
i sou£inu a rozdílu posloupností ve

tvaru

∆ab = (∆a) bµ + aµ (∆b) , ∆
a

b
=

(∆a) bµ − aµ (∆b)

bbσ
.

1.2.3 Suma
e

Nejprve ukáºeme jednu souvislost mezi diferen
í posloupnosti a sou£ty její
h £len·. Bu¤ a ∈ PI

libovolná posloupnost, t0 ∈ I libovolný index. Pro kaºdé t ∈ I poloºíme

s(t) =

t−1∑

i=t0

a(i). (1.23)

Pak podle Tvrzení 7 platí ∆s(t) =
t∑

i=t0

a(i)−
t−1∑

i=t0

a(i) = a(t), stru£n¥

∆

t−1∑

t0

a(i) = a(t), (1.24)


oº znamená, ºe posloupnost a je obrazem posloupnosti s p°i zobrazení ∆, diferen
e sou£tu je

p·vodní posloupnost.

Diferen
e, jakoºto lineární zobrazení mnoºiny posloupností, není prosté. Neexistuje tedy

k n¥mu zobrazení inverzní. Ale podle p°ed
hozí poznámky lze k libovolné posloupnosti a najít
posloupnost, jejíº diferen
e je rovna posloupnosti a. Kaºdou taková posloupnost lze povaºovat

za vzor posloupnosti p°i zobrazení pomo
í operátoru diferen
e. Následují
í de�ni
e tedy má

smysl.

De�ni
e 12. Ne
h´ I je libovolný interval 
elý
h £ísel. Antidiferen
e posloupnosti a je libo-

volná posloupnost A ∈ PJ , kde J je takový interval 
elý
h £ísel, ºe Jκ ⊆ I a platí

∆A(t) = a(t)

pro v²e
hny indexy t ∈ I.
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Jsou-li A a Ã dv¥ antidiferen
e posloupnosti a, pak pro kaºdý index t platí

0 = ∆A(t)−∆Ã(t) = ∆(A− Ã)(t),


oº znamená, ºe diferen
e rozdílu dvou antidiferen
í jedné posloupnosti je prvkem jádra dife-

ren
e (
hápané jako lineární zobrazení). Podle V¥ty 4 to znamená, ºe dv¥ antidiferen
e jedné

posloupnosti se li²í o konstantu. Jinak °e£eno, p°i£tením konstanty (konstantní posloupnosti)

k antidiferen
i posloupnosti a dostaneme antidiferen
i posloupnosti a.
Jedna antidiferen
e posloupnosti a je dána sou£tem (1.23). Práv¥ výraz na pravé stran¥

rovnosti (1.23) budeme povaºovat za reprezentanta antidiferen
í.

P°ed
hozí úvahu lze provést pon¥kud �matemati£t¥ji� : Bu¤te I a J intervaly 
elý
h £ísel takový
h,

ºe Jκ ⊆ I. Na mnoºin¥ posloupností PJ de�nujme rela
i ≡∆ vztahem

a ≡∆ b ⇔ (∃c ∈ R)(∀t ∈ I)a(t)− b(t) = c.

Snadno ov¥°íme, ºe tato rela
e je ekvivalen
e.

Nyní de�nujeme antidiferen
i jako zobrazení Σ : PI → PJ/≡∆
takové, ºe pro kaºdou posloupnost

a ∈ PI a pro libovolnou posloupnost A ∈ Σa platí ∆A = a. Antidiferen
e Σ je bijek
í mnoºiny

posloupností PI na faktorovou mnoºinu PJ/≡∆
.

Aby
hom odstranili jistou neur£itost v de�ni
i antidiferen
e, zavedeme je²t¥ jiný pojem.

De�ni
e 13. Bu¤ I interval 
elý
h £ísel. Operátor suma
e od t0 je zobrazení Σt0 : PI → PI ,

které p°i°adí posloupnosti a ∈ PI posloupnost Σt0a de�novanou vztahem

Σt0a(t) =

t−1∑

i=t0

a(i).

V¥ta 6. Ne
h´ I je interval 
elý
h £ísel, t0 ∈ I. Operátor suma
e od t0 je lineární prosté

zobrazení mnoºiny PI do mnoºiny PI , které není surjektivní.

D·kaz: Bu¤te a, b ∈ Pτ libovolné posloupnosti a α, β ∈ R libovolná £ísla. Pak

Σt0(αa+ βb)(t) =

t−1∑

i=t0

(
αa(i) + βb(i)

)
= α

t−1∑

i=t0

a(i) + β

t−1∑

i=t0

b(i) = αΣt0a(t) + βΣt0b(t)

pro libovolný index t ∈ Dom a. To znamená, ºe zobrazení Σt0 je lineární.

P°ipus´me, ºe zobrazení Σt0 není prosté, tj. existují r·zné posloupnosti a, b ∈ PI takové,

ºe Σt0a(t) = Σt0b(t) pro v²e
hna t ∈ I. Pon¥vadº a 6= b, existuje index t1 ∈ Dom a = Dom b
takový, ºe a(t1) 6= b(t1). To znamená, ºe

0 = Σt0a(t1 + 1)− Σt0b(t1 + 1) =

t1∑

i=t0

a(i)−
t1∑

i=t0

b(i) =

t1−1∑

i=t0

a(i) + a(t1)−
t1−1∑

i=t0

b(i)− b(t1) =

= Σt0a(t1) + a(t1)− Σt0b(t1)− b(t1) = a(t1)− b(t1) 6= 0,


oº je spor.

Pro libovolnou posloupnost a ∈ PI platí Σt0a(t0) =
t0−1∑

i=t0

a(i) = 0, takºe posloupnost b ∈ PI

taková, ºe b(t0) 6= 0 není obrazem ºádné posloupnosti a ∈ PI p°i zobrazení Σt0 . �
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Bu¤ I interval 
elý
h £ísel a t0, t ∈ I libovolné indexy. Pak platí

t−1∑

i=t0

∆a(i) =

t−1∑

i=t0

(
a(i+ 1)− a(i)

)
=

t∑

i=t0+1

a(i)−
t−1∑

i=t0

a(i) = a(t)− a(t0),

stru£n¥

t−1∑

i=t0

∆a(i) = a(t)− a(t0), (1.25)

Rovnosti (1.24) a (1.25) m·ºeme bezprost°edn¥ p°epsat na tvar

∆Σt0a(t) = a(t), Σt0∆a(t) = [a]tt0 . (1.26)

Aby
hom je²t¥ zestru£nili zápis, zavedeme operátor |t0 : PI → PI p°edpisem

a|t0(t) = a(t)− a(t0).

Operátor |t0 lze interpretovat jako ode£tení t0-tého £lenu posloupnosti. Pokud posloupnost

a ∈ PI je taková, ºe a(t0) 6= 0, pak

a|t0(t0) = a(t0)− a(t0) = 0 6= a(t0) = idPI
a(t0),


oº znamená, ºe idPI
6= |t0 . Porovnáním rovností (1.24) a (1.25) nyní vidíme, ºe

∆Σt0 = idPI
6= |t0 = Σt0∆.

To zejména znamená, ºe operátory diferen
e a suma
e nejsou vzájemn¥ inversní na mnoºin¥

PI .

Operátory posunu a suma
e od t0 na prostoru posloupností obe
n¥ nekomutují, tj. existuje

posloupnost a ∈ P taková, ºe

(Σt0a)
σ 6= Σt0a

σ.

Jedná se nap°. o geometri
kou posloupnost a(t) = κt s kvo
ientem κ 6= 1; pro ni totiº platí

(Σ1a)
σ (t) =

t∑

i=1

κi = κ
1− κt

1− κ
, (Σ1a

σ) (t) =

t−1∑

i=1

κi+1 = κ2
1− κt−1

1− κ
= κ

κ− κt

1− κ
.

Operátory Σt0 a ·σ v²ak komutují na podprostoru {a ∈ P : a(t0) = 0}. Pro kaºdý index t ∈
Dom a totiº platí

(Σt0a)
σ (t) = Σt0a(t+ 1) =

t∑

i=t0

a(i),

Σt0a
σ(t) =

t−1∑

i=t0

aσ(i) =

t−1∑

i=t0

a(i+ 1) =

t∑

i=t0+1

a(i).

Tvrzení o linearit¥ operátoru suma
e lze p°eformulovat: Pro libovolné posloupnosti a, b se
stejným de�ni£ním oborem a pro kaºdé reálné £íslo α platí

Σt0αa = αΣt0a, Σt0(a+ b) = Σt0a+Σt0b.
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Z t¥
hto rovností bezprost°edn¥ plyne

Σt0(a− b) = Σt0a− Σt0b.

Máme tedy formule pro suma
i sou£tu a rozdílu posloupností. Jisté vyjád°ení suma
e sou£inu

posloupností vyjad°uje následují
í v¥ta.

V¥ta 7 (Suma
e �per partes�). Bu¤ τ ∈ Z ∪ {−∞}, a, b ∈ Pτ a t0 ∈ Dom a. Pak platí

Σt0a∆b = ab|t0 − Σt0b
σ∆a, (1.27)

Σt0a
σ∆b = ab|t0 − Σt0b∆a. (1.28)

D·kaz: Podle (1.25) platí

t−1∑

i=t0

∆(ab)(i) = a(t)b(t)− a(t0)b(t0)

a podle druhé z rovností (1.20) a V¥ty 6 platí

t−1∑

i=t0

∆(ab)(i) =

t−1∑

i=t0

(
b(i+ 1)∆a(i) + a(i)∆b(i)

)
=

t−1∑

i=t0

b(i+ 1)∆a(i) +

t−1∑

i=t0

a(i)∆b(i).

Odtud jiº plyne rovnost (1.27). Rovnost (1.28) odvodíme analogi
ky s vyuºitím první z rovností

(1.20). �

1.2.4 Diferen
e a posun vy²²ího °ádu

Operátory ·σ, ∆ a Σt0 jakoºto zobrazení z mnoºiny P do sebe m·ºeme skládat. Sloºený

operátor ∆2 = ∆ ◦ ∆, tj. operátor, který posloupnosti a p°i°adí posloupnost de�novanou

vztahem

∆2a(t) = ∆
(
∆a(t)

)
= ∆a(t+ 1)−∆a(t) =

(
a(t+ 2)− a(t+ 1)

)
−
(
a(t+ 1)− a(t)

)
=

= a(t+ 2)− 2a(t+ 1) + a(t)

nazýváme druhá diferen
e (vp°ed). Obe
n¥ pro n ∈ Z, n > 1 klademe ∆n = ∆ ◦ ∆n−1
a

tento operátor nazýváme n-tá diferen
e (vp°ed). Pro n = 0 m·ºeme psát ∆0a(t) = a(t), tj.
∆0 = idP .

Sloºený operátor ·σ2

= ·σ ◦ ·σ p°i°adí posloupnosti a posloupnost de�novanou vztahem

aσ
2

(t) = a(t+ 2). Obe
n¥ pro n ∈ Z, n > 1 klademe ·σn

= ·σ ◦ ·σn−1

, tedy aσ
n

(t) = a(t+ n),
a aσ

0

(t) = a(t+ 0) = a(t), tj. ·σ0

= idP .

Tvrzení 8. Bu¤ a ∈ P libovolná posloupnost, n ∈ N. Pak

∆na(t) =

n∑

i=0

(−1)i
(
n
i

)

a(t+ n− i) =

n∑

i=0

(−1)i
(
n
i

)

aσ
n−i

(t),

aσ
n

(t) = a(t+ n) =
n∑

i=0

(
n
i

)

∆ia(t).
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D·kaz: Úplnou induk
í.

∆0a(t) = a(t) = (−1)0
(
0
0

)

a(t+ 0− 0).

∆1a(t) = ∆a(t) = a(t+ 1)− a(t) = (−1)0
(
1
0

)

a(t+ 1− 0) + (−1)1
(
1
1

)

a(t+ 1− 1).

Induk£ní krok pro první formuli:

∆na(t) = ∆
(
∆n−1a(t)

)
= ∆

(
n−1∑

i=0

(−1)i
(
n− 1
i

)

a(t+ n− 1− i)

)

=

=

n−1∑

i=0

(−1)i
(
n− 1
i

)

a(t+ n− i)−
n−1∑

i=0

(−1)i
(
n− 1
i

)

a(t+ n− 1− i) =

=

n−1∑

i=0

(−1)i
(
n− 1
i

)

a(t+ n− i)−
n∑

i=1

(−1)i−1

(
n− 1
i− 1

)

a(t+ n− i) =

= a(t+ n) +
n−1∑

i=1

(

(−1)i
(
n− 1
i

)

− (−1)i−1

(
n− 1
i− 1

))

a(t+ n− i)− (−1)n−1a(t) =

= a(t+ n) +
n−1∑

i=1

(−1)i
((

n− 1
i

)

+

(
n− 1
i− 1

))

a(t+ n− i) + (−1)na(t) =

= a(t+ n) +
n−1∑

i=1

(−1)i
(
n
i

)

a(t+ n− i) + (−1)na(t).

Induk£ní krok pro druhou formuli:

a(t+ n) = ∆a(t+ n− 1) + a(t+ n− 1) = ∆

n−1∑

i=0

(
n− 1
i

)

∆ia(t) +

n−1∑

i=0

(
n− 1
i

)

∆ia(t) =

= ∆
n−1∑

i=0

(
n− 1
i

)

∆ia(t) +
n−1∑

i=1

(
n− 1
i

)

∆ia(t) + a(t) =

= ∆
n−1∑

i=0

(
n− 1
i

)

∆ia(t) +
n−2∑

i=0

(
n− 1
i+ 1

)

∆i+1a(t) + a(t) =

= ∆

(

∆n−1a(t) +
n−2∑

i=0

((
n− 1
i

)

+

(
n− 1
i+ 1

))

∆ia(t)

)

+ a(t) =

= ∆na(t) +
n−2∑

i=0

(
n

i+ 1

)

∆i+1a(t) + a(t) = ∆na(t) +
n−1∑

i=1

(
n
i

)

∆ia(t) + a(t).

�

Poznámka 9. Tvrzení V¥ty 8 m·ºeme zapsat v operátorovém tvaru

∆n = ( ·σ − idP)
n =

n∑

i=0

(−1)i
(
n
i

)

·σn−i

, ·σn

= (∆ + idP)
n =

n∑

i=0

(
n
i

)

∆i.



26 KAPITOLA 1. PROLOG

Poznámka 10. Pon¥vadº sloºení lineární
h zobrazení dává lineární zobrazení, je n-tá diferen
e
lineární zobrazení mnoºiny posloupností PI do mnoºiny posloupností P(···(Iκ)κ)κ··· )κ libovolný

interval 
elý
h £ísel, který je alespo¬ n+ 1-prvkový.

1.3 Diferen£ní a suma£ní po£et

Následují
í t°i v¥ty plynou p°ímo z De�ni
 2, 3 a 11.

V¥ta 8. Ne
h´ a ∈ P je posloupnost a ne
h´ 
elá £ísla m, n spl¬ují podmínky m ∈ Dom a,
n > m. Pak platí

• a je rostou
í na intervalu [m,n] práv¥ tehdy, kdyº pro kaºdý index t ∈ [m,n) platí

nerovnost ∆a(t) ≥ 0, tj.
(∀t)t ∈ [m,n) ⇒ ∆a(t) ≥ 0;

• a je ryze rostou
í na intervalu [m,n] práv¥ tehdy, kdyº

(∀t)t ∈ [m,n) ⇒ ∆a(t) > 0;

• a je klesají
í na intervalu [m.n] práv¥ tehdy, kdyº

(∀t)t ∈ [m,n) ⇒ ∆a(t) ≤ 0;

• a je ryze klesají
í na intervalu [m,n] práv¥ tehdy, kdyº

(∀t)t ∈ [m,n) ⇒ ∆a(t) < 0;

• a je monotonní na intervalu [m,n] práv¥ tehdy, kdyº posloupnost ∆a na intervalu [m,n)
nem¥ní znaménko, tj.

6

((
(∃t)t ∈ [m,n− 1] ∧ ∆a(t) > 0

)
⇒
(
(∀t) t ∈ [m,n− 1] ⇒ ∆a(t) ≥ 0

))

∧

∧
((

(∃t)t ∈ [m,n− 1] ∧ ∆a(t) < 0
)
⇒
(
(∀t) t ∈ [m,n− 1] ⇒ ∆a(t) ≤ 0

))

;

• a je ryze monotonní na intervalu [m,n] takovém, ºe n > m+ 1 a n+ 1 ∈ Dom a, práv¥
tehdy, kdyº mezi indexy t ∈ [m,n) není uzel posloupnosti ∆a, tj.

(∀t)t ∈ [m,n− 1) ⇒ ∆a(t)∆a(t+ 1) > 0.

V¥ta 9. Ne
h´ a ∈ P je posloupnost a t ∈ Dom a. Pak platí

• t je argumentem ostrého lokálního maxima práv¥ tehdy, kdyº ∆a(t) < 0 a pokud t není
po£áte£ní index, pak ∆a(t− 1) > 0, tj.

∆a(t) < 0 ∧
(
t− 1 ∈ Dom a ⇒ ∆a(t− 1) > 0

)
.

6

Pov²imn¥me si, ºe p°i formula
i této podmínky nesta£í pro v²e
hny indexy t ∈ [m,n − 1] poºa-

dovat spln¥ní nerovnosti ∆a(t)∆a(t + 1) ≥ 0. Nap°. posloupnost {0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, . . . } má diferen
i

{0, 1, 0,−1, 0, 1, 0,−1, . . . }, sou£in jeji
h sousední
h £len· je 0 a p°itom posloupnost není monotonní. Za tuto

poznámku d¥kuji J. Ma£ákovi.
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• t je argumentem lokálního maxima práv¥ tehdy, kdyº

∆a(t) ≤ 0 ∧
(
t− 1 ∈ Dom a ⇒ ∆a(t− 1) ≥ 0

)
.

• t je argumentem ostrého lokálního minima práv¥ tehdy, kdyº

∆a(t) > 0 ∧
(
t− 1 ∈ Dom a ⇒ ∆a(t− 1) < 0

)
.

• t je argumentem lokálního minima práv¥ tehdy, kdyº

∆a(t) ≥ 0 ∧
(
t− 1 ∈ Dom a ⇒ ∆a(t− 1) ≤ 0

)
.

V¥ta 10. Ne
h´ a ∈ P je posloupnost, index t ∈ Dom a není po£áte£ní a t − 1 je uzlem

posloupnosti ∆a. Pak index t je argumentem lokálního extrému. V p°ípad¥ ∆2a(t − 1) ≤ 0
se jedná se o maximum, v p°ípad¥ ∆2a(t − 1) ≥ 0 se jedná se o minimum. Pokud je p°itom

∆a(t− 1) 6= 0, pak je tento extrém ostrý.

V¥ta 11 (Rolleova). Ne
h´ a ∈ P je posloupnost a t1, t2 ∈ Dom a jsou takové indexy, ºe

t1 < t2 a a(t1) = a(t2). Pak ∆a(t− 1) = 0 nebo existuje index s ∈ [t1, t2 − 1), který je uzlem

posloupnosti ∆a.

D·kaz: Kdyby ºádný index z intervalu [t1, t2 − 1] nebyl uzlem, posloupnost a by podle V¥ty 8

byla ryze monotonní na intervalu [t1, t2] a proto by nemohlo platit a(t1) = a(t2). �

V¥ta 12 (Lagrangeova o st°ední hodnot¥). Ne
h´ a ∈ P je posloupnost a t1, t2 ∈ Dom a jsou

takové indexy, ºe t1 < t2− 1. Pak existuje index s ∈ [t1+1, t2− 1] takový, ºe platí aspo¬ jedna

z dvoji
 nerovností

∆a(s) ≤ a(t2)− a(t1)

t2 − t1
≤ ∆a(s− 1), ∆a(s− 1) ≤ a(t2)− a(t1)

t2 − t1
≤ ∆a(s).

D·kaz: Poloºme

b(t) = a(t)− a(t2)− a(t1)

t2 − t1
(t− t1).

Pak b(t1) = a(t1), b(t2) = a(t2) −
(
a(t2) − a(t1)

)
= a(t1), 
oº znamená. ºe posloupnost b

spl¬uje p°edpoklady Rolleovy v¥ty. Existuje tedy c ∈ [t1, t2 − 1] takový index, ºe ∆b(c) = 0
nebo ∆b(c)∆b(c + 1) < 0. Poloºme s = c+ 1. Pak je s ∈ [t1 + 1, t2] a platí

∆b(s− 1) = 0 nebo ∆b(s− 1)∆b(s) < 0.

Dále podle V¥ty 4 je

∆b(t) = ∆a(t)− a(t2)− a(t1)

t2 − t1

pro kaºdý index t ∈ Dom a, takºe

∆a(s− 1)−∆b(s− 1) =
a(t2)− a(t1)

t2 − t1
= ∆a(s)−∆b(s).

Pokud ∆b(s− 1) = 0, pak

∆a(s− 1) =
a(t2)− a(t1)

t2 − t1
≤ ∆a(s) pokud b(s) ≥ 0,
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nebo

∆a(s) ≤ a(t2)− a(t1)

t2 − t1
= ∆a(s− 1) pokud b(s) ≤ 0.

Pokud ∆b(s− 1)∆b(s) < 0, pak v p°ípad¥ ∆b(s− 1) > 0, ∆b(s) < 0 je

∆a(s) <
a(t2)− a(t1)

t2 − t1
< ∆a(s− 1),

a v p°ípad¥ ∆b(s− 1) < 0, ∆b(s) > 0 je

∆a(s− 1) <
a(t2)− a(t1)

t2 − t1
< ∆a(s).

�

V¥ta 13 (de l'H�pitalovo pravidlo, Stolzova-Cesàrova v¥ta). Bu¤te a, b ∈ P posloupnosti a

ne
h´ je posloupnost b od jistého indexu ryze monotonní, tj.

(∃τ ∈ Dom b)(∀t ∈ Dom b) t ≥ τ ⇒ sgn∆b(t) = sgn∆b(τ) 6= 0.

Jestliºe

∣
∣
∣ lim
t→∞

b(t)
∣
∣
∣ = ∞ a existuje limita lim

∆a

∆b
, pak existuje také limita lim

a

b
a platí

lim
t→∞

a(t)

b(t)
= lim

t→∞

∆a(t)

∆b(t)
. (1.29)

Jestliºe lim
t→∞

a(t) = 0 = lim
t→∞

b(t) pak platí

lim inf
t→∞

∆a(t)

∆b(t)
≤ lim inf

t→∞

a(t)

b(t)
≤ lim sup

t→∞

a(t)

b(t)
≤ lim sup

t→∞

∆a(t)

∆b(t)
. (1.30)

Zejména pokud existuje limita lim
∆a

∆b
, pak existuje také limita lim

a

b
a op¥t platí rovnost (1.29).

D·kaz: Ne
h´ pro ur£itost ∆b(t) < 0 pro t ≥ τ . V p°ípad¥ ryze rostou
í posloupnosti b by
hom
postupovali analogi
ky.

Ne
h´

∣
∣
∣ lim
t→∞

b(t)
∣
∣
∣ = ∞. Pon¥vadº posloupnost b je klesají
í, musí být lim

t→∞
b(t) = −∞ podle

V¥ty 2 a tedy od jistého indexu ̺ jsou v²e
hny £leny posloupnosti b záporné

b(t) < 0 pro kaºdý index t ≥ ̺.

Ne
h´ lim
t→∞

∆a(t)

∆b(t)
= c ∈ R. Pak pro libovolné ε > 0 existuje index σ takový, ºe

c− ε <
∆a(t)

∆b(t)
< c+ ε

pro v²e
hny indexy t ≥ σ. Pro t ≥ max{σ, τ} tedy platí

(c− ε)∆b(t) > ∆a(t) > (c+ ε)∆b(t).

Vezmeme libovolné indexy t1 ≥ max{τ, σ, ̺}, t2 > t1 a se£teme p°ed
hozí nerovnosti od t1 do
t2 − 1. Podle (1.25) dostaneme

(c− ε)
(
b(t2)− b(t1)

)
> a(t2)− a(t1) > (c+ ε)

(
b(t2)− b(t1)

)
.
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Tyto nerovnosti upravíme na tvar

(c− ε)

(

1− b(t1)

b(t2)

)

+
a(t1)

b(t2)
<
a(t2)

b(t2)
< (c+ ε)

(

1− b(t1)

b(t2)

)

+
a(t1)

b(t2)
.

Limitním p°e
hodem t2 → ∞ nyní dostaneme nerovnosti

c− ε ≤ lim inf
t→∞

a(t)

b(t)
≤ lim sup

t→∞

a(t)

b(t)
≤ c+ ε.

Pon¥vadº kladné £íslo ε bylo libovolné, platí

c ≤ lim inf
t→∞

a(t)

b(t)
≤ lim sup

t→∞

a(t)

b(t)
≤ c,


oº znamená, ºe ve v²e
h nerovnoste
h nastane rovnost a tedy lim
t→∞

a(t)

b(t)
= c.

Pokud lim
t→∞

∆a(t)

∆b(t)
= −∞, pak pro libovolné h ∈ R existuje index σ takový, ºe

∆a(t)

∆b(t)
< h

pro v²e
hny indexy t ≥ σ. Nyní m·ºeme zopakovat p°ed
hozí úvahy s tím, ºe budeme pouºívat

pouze �pravou £ást� nerovností, v ni
hº místo c+ ε budeme psát h. Dostaneme

lim inf
t→∞

a(t)

b(t)
≤ lim sup

t→∞

a(t)

b(t)
≤ h,


oº vzhledem k tomu, ºe £íslo h bylo libovolné, znamená, ºe lim
t→∞

a(t)

b(t)
= −∞.

Pokud lim
t→∞

∆a(t)

∆b(t)
= ∞, provedeme d·kaz analogi
ky.

Ne
h´ nyní lim
t→∞

a(t) = 0 = lim
t→∞

b(t). Pon¥vadº pro t ≥ τ platí ∆b(t) < 0, podle V¥ty 8 je

posloupnost b klesají
í na kaºdém intervalu [τ, σ], σ > τ . Pon¥vadº lim
t→∞

b(t) = 0, platí b(t) > 0

pro kaºdý index t ≥ τ .

Prost°ední nerovnost v (1.30) je triviální. Pokud lim inf
t→∞

∆a(t)

∆b(t)
= −∞, je triviální i první

nerovnost. Ne
h´ tedy

lim inf
t→∞

∆a(t)

∆b(t)
= c ∈ R,

tj. existuje index σ takový, ºe pro libovolné kladné £íslo ε a pro v²e
hny indexy t ≥ σ platí

∆a(t)

∆b(t)
≥ c− ε.

Pro v²e
hny indexy t ≥ max{τ, σ} tedy máme nerovnost

∆a(t) ≤ (c− ε)∆b(t).
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Ne
h´ t1, t2 jsou libovolné indexy takové, ºe t2 > t1 ≥ max{τ, σ}. Se£tením p°ed
hozí
h

nerovností od t1 do t2 dostaneme podle (1.25) nerovnost

a(t2)− a(t1) ≤ (c− ε)
(
b(t2)− b(t1)

)

ze které limitním p°e
hodem t2 → ∞ plyne

a(t1) ≥ (c− ε)b(t1).

Pon¥vadº index t1 ≥ max{τ, σ} byl libovolný, pro kaºdý index t ≥ max{τ, σ} platí

a(t)

b(t)
≥ c− ε,


oº znamená, ºe lim inf
t→∞

a(t)

b(t)
≥ c − ε. Pon¥vadº kladné £íslo ε bylo libovolné, platí první

nerovnost v (1.30).

Poslední nerovnost v (1.30) dokáºeme analogi
ky. �

Poznámka 11. P°edpoklad o ryzí monotonnosti posloupnosti b je podstatný. Uvaºujme na-

p°íklad posloupnosti a, b de�nované na N vztahy

a(t) = t, b(t) =
(
1 + (−1)t

)
t2 +

(
1− (−1)t

)
t =

{

2t2, t sudé,

2t, t li
hé.

Pak je lim
t→∞

b(t) = ∞, ∆a(t) = (t+ 1)− t = 1 a

∆b(t) =
(
1 + (−1)t+1

)
(t+ 1)2 +

(
1− (−1)t+1

)
(t+ 1)−

(
1 + (−1)t

)
t2 −

(
1− (−1)t

)
t =

= 2
(
(−1)t+1t2 + t+ 1

)
,

takºe

lim
t→∞

∆a(t)

∆b(t)
= lim

t→∞

1

2
(
(−1)t+1t2 + t+ 1

) = 0,

av²ak

a(t)

b(t)
=

1
(
1 + (−1)t

)
t+ 1− (−1)t

=







1

2t
, t sudé,

1
2 , t li
hé,


oº znamená, ºe

lim inf
t→∞

a(t)

b(t)
= 0 <

1

2
= lim sup

t→∞

a(t)

b(t)

a limita podílu posloupností a, b neexistuje.
Pro p°ípad limity typu

0
0 uvaºujme posloupnosti a, b de�nované na {1, 2, 3,· · ·} vztahy

a(t) =
1

t
, b(t) =

(−1)t

t
.

Pak

∆a(t) =
1

t+ 1
− 1

t
=
t− (t+ 1)

t(t+ 1)
=

−1

t(t+ 1)
,
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∆b(t) = (−1)t+1 1

t+ 1
− (−1)t

1

t
= (−1)t+1 t+ (t+ 1)

t(t+ 1)
= (−1)t+1 2t+ 1

t(t+ 1)
,

lim
t→∞

a(t) = lim
t→∞

1

t
= 0, lim

t→∞
b(t) = lim

t→∞

(−1)t

t
= 0, lim

t→∞

∆a(t)

∆b(t)
= lim

t→∞

(−1)t

2t+ 1
= 0

av²ak limita podílu posloupností a, b neexistuje, nebot
a(t)

b(t)
= (−1)t.

V¥ta 14 (o st°ední hodnot¥ suma£ního po£tu). Bu¤te a, b posloupnosti a ne
h´ existují 
elá

£ísla m,n taková, ºe m < n, m ∈ Dom a∩Dom b a pro kaºdý index t ∈ [m,n] je b(t) ≥ 0. Pak
ke kaºdé dvoji
i index· t0, t1 ∈ [m,n] existuje £íslo c takové, ºe

min {a(t) : m ≤ t ≤ n} ≤ c ≤ max {a(t) : m ≤ t ≤ n} a

t1∑

i=t0

a(i)b(i) = c

t1∑

i=t0

b(i).

D·kaz: Ozna£me α = min {a(t) : m ≤ t ≤ n}, A = max {a(t) : m ≤ t ≤ n}.
Je-li t1 ≥ t0, pak

α

t1∑

i=t0

b(i) ≤
t1∑

i=t0

a(i)b(i) ≤ A

t1∑

i=t0

b(i),

je-li t1 < t0 − 1, pak

α

t1∑

i=t0

b(i) = −α
t0−1∑

i=t1+1

b(i) ≥ −
t0−1∑

i=t1+1

a(i)b(i) ≥ −A
t0−1∑

i=t1+1

b(i) = A

t1∑

i=t0

b(i),

je-li t1 = t0 − 1, pak

0 =

t1∑

i=t0

a(i)b(i) =

t1∑

i=t0

b(i).

Odtud plyne, ºe v kaºdém p°ípad¥, kdy

t1∑

i=t0

b(i) = 0, je také
t1∑

i=t0

a(i)b(i) = 0 a za £íslo c lze

vzít libovolné £íslo z intervalu [α,A].

Je-li

t1∑

i=t0

a(i)b(i) 6= 0, pak v p°ípad¥ t1 ≥ t0 je

α =

α
t1∑

i=t0

b(i)

t1∑

j=t0

b(j)

≤

t1∑

i=t0

a(i)b(i)

t1∑

j=t0

b(j)

≤
A

t1∑

i=t0

b(i)

t1∑

j=t0

b(j)

= A,

a v p°ípad¥ t1 < t0 − 1 je také

α =

α
t1∑

i=t0

b(i)

t1∑

j=t0

b(j)

=

α
t1∑

i=t0

b(i)

t1∑

j=t0

b(j)

α
t0−1∑

i=t1+1
b(i)

t0−1∑

j=t1+1
b(j)

≤

t0−1∑

i=t1+1
a(i)b(i)

t0−1∑

j=t1+1
b(j)

=

t1∑

i=t0

a(i)b(i)

t1∑

j=t0

b(j)

≤ A.
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Sta£í tedy poloºit

c =

t1∑

i=t0

a(i)b(i)

t1∑

j=t0

b(j)

=

t1∑

i=t0

a(i)
b(i)

t1∑

j=t0

b(j)

.

�

1.3.1 P°ehled vzor
· pro diferen
i a suma
i

Tvrzení V¥t 4, 6, 5, 7 a rela
e (1.24), (1.25) m·ºeme shrnout:

• ∆a = 0 ⇔ (∃γ ∈ R)a ≡ γ

• ∆(a+ b) = ∆a+∆b

• ∆(αa) = α∆a

• ∆(ab) = b∆a+ aσ∆b = bσ∆a+ a∆b

• ∆
1

b
= −∆b

bbσ

• ∆
a

b
=
b∆a− a∆b

bbσ

• Σt0(a+ b) = Σt0a+Σt0b

• Σt0(αa) = αΣt0a

• ∆Σt0a = a

• Σt0∆a = a|t0

• Σt0a∆b = ab|t0 − Σt0b
σ∆a, Σt0a

σ∆b = ab|t0 − Σt0b∆a

Uvedené vzor
e platí pro posloupnosti a, b ∈ P se stejným de�ni£ním oborem, jeji
h index

t0 ∈ Dom a = Dom b a £íslo α ∈ R.

1.3.2 Diferen
e a sumy n¥který
h posloupností

1. Geometri
ká posloupnost a(t) = κt:

∆κt = (κ− 1)κt, Σt0κ
t =

κt0
(
κt−t0 − 1

)

κ− 1
pro κ 6= 1;

zejména ∆2t = 2t, Σ02
t = 2t − 1.

D·kaz: ∆κt = κt+1 − κt = κt (κ− 1),

Σt0κ
t =

1

κ− 1
Σt0(κ− 1)κt =

1

κ− 1
Σt0∆κ

t =
1

κ− 1
κt|t0 =

κt − κt0

κ− 1
. �
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2. Aritmeti
ká posloupnost a(t) = t:

∆t = 1, Σt0t =
1
2(t− 1 + t0)(t− t0);

zejména Σ1t = 1 + 2 + 3 + · · ·+ (t− 1) = 1
2t(t− 1).

D·kaz: ∆t = (t+ 1)− t = 1.
Dále platí ∆

(
1
2 t(t− 1)

)
= 1

2

(
(t+ 1)t− t(t− 1)

)
= t, takºe podle (1.25) platí

Σt0t = Σt0∆
(
1
2t(t− 1)

)
= 1

2t(t− 1)− 1
2t0(t0 − 1) = 1

2

(
t2 − t− t20 + t0

)
=

= 1
2 ((t− t0)(t+ t0)− (t− t0)) =

1
2(t− t0)(t+ t0 − 1). �

3. Aritmeti
ká posloupnost k-tého stupn¥ a(t) = tk, k ∈ N:

∆tk =
k∑

i=1

(
k
i

)

tk−i
,

Σt0t
k =

1

k + 1

[

tk(t− 1)− tk0(t0 − 1)−
k−1∑

i=1

(
k

i+ 1

)

Σt0t
k−i

]

,

zejména pro t0 = 1 je Σ1t
k =

1

k + 1

[

tk(t− 1)−
k−1∑

i=1

(
k

i+ 1

)

Σ1t
k−i

]

.

D·kaz:

∆tk = (t+ 1)k − tk =

k∑

i=0

(
k
i

)

tk−i − tk = tk +

k∑

i=1

(
k
i

)

tk−i − tk.

V následují
ím výpo£tu vyuºijeme suma
i �per partes� , jiº odvozenou formuli pro dife-

ren
i aritmeti
ké posloupnosti k-tého stupn¥ a rovnost (1.25).

Σt0t
k = Σt0t

k∆t = tk+1|t0 − Σt0(t+ 1)∆tk =

= tk+1 − tk+1
0 −Σt0t∆t

k − Σt0∆t
k =

= tk+1 − tk+1
0 − Σt0

k∑

i=1

(
k
i

)

tk−i+1 − (tk − tk0) =

= tk(t− 1)− tk0(t0 − 1)−
k∑

i=1

(
k
i

)

Σt0t
k−i+1 =

= tk(t− 1)− tk0(t0 − 1)− kΣt0t
k −

k∑

i=2

(
k
i

)

Σt0t
k−i+1 =

= tk(t− 1)− tk0(t0 − 1)− kΣt0t
k −

k−1∑

i=1

(
k

i+ 1

)

Σt0t
k−i.

z této rovnosti jiº plyne druhá dokazovaná formule. �

Tento výsledek m·ºeme díky linearit¥ diferen
e a suma
e p°eformulovat: Je-li £len po-

sloupnosti dán polynomem k-tého stupn¥ v indexu posloupnosti (tj. v prom¥nné t), pak
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jeho diferen
e je dána polynomem stupn¥ k− 1 a jeho suma
e polynomem stupn¥ k+1.

4. Faktoriálová posloupnost je de�nována pro libovolné 
elé £íslo r a nezáporný index t
vztahem

t(r) =

t∏

i=t−r+1

i =







t!

(t− r)!
, t ≥ r,

0, t < r.

Pro diferen
i a suma
i faktoriálové posloupnosti platí:

∆t(r) = rt(r−1)
, Σt0t

(r) =
t(r+1)

r + 1
− t

(r+1)
0

r + 1
, pokud r 6= −1.

D·kaz:

∆t(r) = (t+ 1)(r) − t(r) =

(
t+1∏

i=t−r+2

i

)

−
(

t∏

i=t−r+1

i

)

=

=
(
t+ 1− (t− r + 1)

)

(
t∏

i=t−r+2

i

)

= r





t∏

i=t−(r−1)+1

i



 = rt(r−1).

Σt0i
(r) = Σt0

(
1

r + 1
∆i(r+1)

)

= 1
r+1

(

t(r+1) − t
(r+1)
0

)

�

5. Goniometri
ké posloupnosti cos(αt+ β), sin(αt+ β):

∆cos(αt+ β) = −2 sin 1
2α sin

(
αt+ β + 1

2α
)
,

Σt0 cos(αt+ β) =
1

2 sin 1
2α

[
sin
(
αt+ β − 1

2α
)
− sin

(
αt0 + β − 1

2α
)]
,

pokud α 6= 2kπ, k ∈ Z.

∆sin(αt+ β) = 2 sin 1
2α cos

(
αt+ β + 1

2α
)
,

Σt0 sin(αt+ β) = − 1

2 sin 1
2α

[
cos
(
αt+ β − 1

2α
)
− cos

(
αt0 + β − 1

2α
)]
,

pokud α 6= 2kπ, k ∈ Z.

D·kaz: Platí

∆ei(αt+β) = ei
(
α(t+1)+β

)

− ei(αt+β) = ei(αt+β)
(
eiα − 1

)
=

= ei(αt+β)ei
1

2
α
(

ei
1

2
α − e−i 1

2
α
)

= ei(αt+β)ei
1

2
α2i sin 1

2α = 2i
(
sin 1

2α
)
ei(αt+β+ 1

2
α) =

= 2 sin 1
2α
(

i cos
(
αt+ β + 1

2α
)
− sin

(
αt+ β + 1

2α
) )

.
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Formule pro diferen
i posloupnosti cos(αt+ β) je reálná £ást této rovnosti, formule pro

diferen
i posloupnosti sin(αt+ β) je její imaginární £ást.

Formule pro suma
i posloupnosti cos(αt+ β) nyní plyne z rovnosti (1.25) a vztahu

cos(αt+ β) =
1

2 sin 1
2α

∆sin
(
αt+ β − 1

2α
)
,

který platí pro libovolné α, které není 
elým násobkem 2π. Formuli pro suma
i posloup-

nosti sin(αt+ β) odvodíme analogi
ky. �

P°íklady.

1. Vypo£ítáme sumu Σ1
t2

2t
.

Hledanou sumu upravíme na tvar Σ1t
2
(
1
2

)t
a ozna£íme a(t) = t2 a ∆b(t) =

(
1
2

)t
. Pak

∆a(t) = 2t+ 1, b(t) =

1
2

((
1
2

)t−1 − 1
)

1
2 − 1

= 1−
(
1
2

)t−1
.

Suma
e �per partes� tedy dává

Σ1t
2
(
1
2

)t
= t2

(

1−
(
1
2

)t−1
)∣
∣
∣
1
− Σ1

(

1−
(
1
2

)t
)

(2t+ 1) =

= t2 − t2

2t−1
− Σ1

(

1 + 2t−
(
1
2

)t − t
(
1
2

)t−1
)

=

= t2 − t2

2t−1
− (t− 1)− t(t− 1) + Σ1

(
1
2

)t
+Σ1t

(
1
2

)t−1
=

= 1− t2

2t−1
+Σ1

(
1
2

)t
+ 2Σ1t

(
1
2

)t
.

Poslední sumu op¥t upravíme �per partes� :

Σ1t
(
1
2

)t
= t

(

1−
(
1
2

)t−1
)∣
∣
∣
1
− Σ1

(

1−
(
1
2

)t
)

=

= t− t
(
1
2

)t−1 − (t− 1) + Σ1

(
1
2

)t
= 1− t

(
1
2

)t−1
+Σ1

(
1
2

)t
.

Dosazením do p°ed
hozí rovnosti dostaneme výsledek

Σ1
t2

2t
= 1− t2

2t−1
+Σ1

(
1
2

)t
+ 2− 2t

(
1
2

)t−1
+ 2Σ1

(
1
2

)t
=

= 3− t(t+ 2)

2t−1
+ 3

(

1−
(
1
2

)t−1
)

= 6− t(t+ 2) + 3

2t−1
.

2. Vypo£ítáme sou£et

t−1∑

k=1

k

(k + 1)(k + 2)(k + 3)
pro t ≥ 0.
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P°i výpo£tu vyuºijeme rozklad na par
iální zlomky a vzor
e pro suma
i faktoriálové

posloupnosti.

t−1∑

k=1

k

(k + 1)(k + 2)(k + 3)
=

t−1∑

k=1

(
1

(k + 1)(k + 2)
− 3

(k + 1)(k + 2)(k + 3)

)

=

=

t−1∑

k=1

(
k!

(k + 2)!
− 3

k!

(k + 3)!

)

=

t−1∑

k=1

(

k(−2) − 3k(−3)
)

=

=
t(−1)

−1
− 1(−1)

−1
− 3

(

t(−2)

−2
− 1(−2)

−2

)

= − t!

(t+ 1)!
+

1!

2!
+

3

2

(
t!

(t+ 2)!
− 1!

3!

)

=

= − 1

t+ 1
+

1

2
+

3

2

1

(t+ 1)(t+ 2)
− 3

2
· 1
6
=

t(t− 1)

4(t+ 1)(t+ 2)
.

3. Vypo£ítáme sou£et

0∑

k=−n

(−1)
1

2
k(k−1)

pro n ∈ N.

Nejprve si pov²imneme, ºe (−1)
1

2
k(k−1) =

√
2 sin (2k+1)π

4 =
√
2 sin

(
kπ
2 + π

4

)
. Pak s vy-

uºitím vzor
e pro suma
i goniometri
ký
h funk
í dostaneme

0∑

k=−n

(−1)
1

2
k(k−1) = −

√
2

2 sin π
4

[

cos
(π

2
+
π

4
− π

4

)

− cos

(−nπ
2

+
π

4
− π

4

)]

= cos
nπ

2
.

1.4 Cvi£ení

1. Rozhodn¥te, zda je ohrani£ená posloupnost, jejíº obe
ný £len a(t) je tvaru

a) 1−
(

cos
π

t

)t
,

b)

tt

t!
,


)

t∑

i=1

1

t
.

2. Rozhodn¥te, zda je na mnoºin¥ kladný
h 
elý
h £ísel monotonní posloupnost, jejíº obe
-

ný £len a(t) je tvaru

a)

t2 + 1

t+ 1
,

b)

2t

t!
,


) t− log t.

3. Dokaºte, ºe následují
í posloupnosti jsou konvergentní:

a)

(t!)2

(2t)!
,

b)

t∑

i=0

1

t+ i
, 
)

t∑

i=0

1

i!
.

4. Vypo£ítejte limity posloupností

a)

2t2 − t+ 3

3t2 + t− 5
, b)

t4 + t− 1

t3 + t− 1
, 
)

t2 − 2t+ 3

t3 − 4t+ 5
,
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d)

k∑

i=0
bit

i

m∑

i=0
citi

, cm 6= 0 6= bk, e)

t
√
32t+1

,

f)

√
t+ 1 −

√
t .

g)

3
√
t2

t+ 1
,

h)

t− (−1)t

t
,

i)

3t + (−2)t

3t+1 + (−2)t+1
,

j)

t!

tt
,

k)

t
√
t! ,

l)

αt

t!
,

m)

∣
∣
∣
∣

1

t
− 2

t
+

3

t
− · · ·+ (−1)t−1t

t

∣
∣
∣
∣
,

n)

1

1 · 2 +
1

2 · 3 +
1

3 · 4 + · · ·+ 1

t(t+ 1)
,

o)

1

2
+

3

4
+

5

8
+ · · · + 2t− 1

2t
,

p)

1√
t
+

1√
t+ 1

+
1√
t+ 3

+ · · ·+ 1√
2t

,

q) tqt, |q| < 1,
r)

(t!)2

(2t)!
,

s)

1

tp+1

t∑

i=1
ip, p ∈ N,

t)

1

tp

t∑

i=1
ip − t

p+ 1
, p ∈ N,

u)

10

1
· 11
3

· 12
5

· · · t+ 9

2t− 1
.

5. Najd¥te v²e
hny hromadné body posloupnosti

a) (−1)t+1

(

2 +
3

t

)

,

b) 1 +
1

t+ 1
cos

tπ

2
,


)

1
2

(
(a+ b) + (−1)t(a− b)

)
,

d)

(

cos
2πt

3

)t

, e)

(

−1− 1

t

)t

+ sin
tπ

4
,

f)

1

t

t∑

i=1
(−1)i−1i.

6. Najd¥te extrémní hodnotu posloupnosti na intervalu [1,∞)

a) a(t) =
t2

2t
,

b) a(t) = t2 − 9t− 10, 
) a(t) =
t∏

i=1

i+ 9

2i− 1
.

7. Na základ¥ výsledk· 1.3.2(2. a 3.) odvo¤te vzor
e pro

n∑

i=1
i,

n∑

i=1
i2,

n∑

i=1
i3,

n∑

i=1
i4.

Výsledky:

1. a) ano, 0 ≤ a(t) ≤ 2, b) ne, a(2t) > 2t, 
) ne, a(2t) > 1 + 1

2
t.

2. a) ryze rostou
í, b) klesají
í, 
) ryze rostou
í,

3. klesají
í, zdola ohrani£ená nulou, b) klesají
í, zdola ohrani£ená nulou, 
) rostou
í, shora ohra-

ni£ená nap°. 1 + 3

4
.
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4. a)

2

3
, b) ∞, 
) 0 d)







0, k < m

bk/cm, k = m,

∞, k > m, cmbk > 0,

−∞, k > m, cmbk < 0,

e) 9, f) 0, g) 0, h) 1, i)

1

2
, j) 0, k) ∞, l) 0,

m)

1

2
, n) 1, o) 3, p) ∞, q) 0, r) 0, s)

1

p+1
, t)

1

2
, u) 0.

5. a) −2, 2, b) 0, 1, 2, 
) a, b, d) 0, 1, e) −e− 1

2

√
2,−e + 1

2

√
2, e− 1, e, e + 1, f) − 1

2
, 1
2
.

6. a) amax = a(3) = 9

8
, b) amin = a(4) = a(5) = −30, 
) amax = a(0) = a(10) = 512.

7.

n∑

i=1

i = 1

2
n(n+ 1),

n∑

i=1

i2 = 1

6
n(n+ 1)(2n+ 1),

n∑

i=1

i3 = 1

4
n2(n+ 1)2,

n∑

i=1

i4 = 1

30
n(n+ 1)(6n3 + 9n2 + n− 1)



Kapitola 2

Diferen£ní rovni
e

V úvodu p°ed
hozí kapitoly jsme modelovali r·st popula
e v omezeném prost°edí. Dosp¥li jsme

ke t°em r·zným model·m (1.14), (1.16) a (1.17). Hodnoty x(t) vyjad°ují velikost popula
e v
£ase t. V²e
hny t°i rovni
e (1.14), (1.16), (1.17) modelují, adekvátn¥ do jisté míry, stejný

pro
es. Ov²em jeji
h tvar je na první pohled dosti odli²ný. Pokusíme se tuto �vadu na kráse�

odstranit.

Pravou stranu rovni
e (1.14) p°epí²eme ve tvaru

rx(t)− r − 1

K
x(t)2 = (r − 1)x(t)

(

1− x(t)

K

)

+ x(t)

a £len x(t) p°evedeme na levou stranu. Dostaneme

x(t+ 1)− x(t) = (r − 1)x(t)

(

1− x(t)

K

)

.

Na levé stran¥ je diferen
e posloupnosti x, rovni
i proto m·ºeme p°epsat ve tvaru

∆x(t) = (r − 1)x(t)

(

1− x(t)

K

)

,

nebo stru£n¥

∆x

x
= (r − 1)

(

1− x

K

)

. (2.1)

Rovni
i (1.16) postupn¥ upravíme.

Kx(t+ 1) + (r − 1)x(t)x(t + 1) = rKx(t),

Kx(t+ 1) −Kx(t) = rKx(t)−Kx(t)− (r − 1)x(t)x(t + 1),

K
(
x(t+ 1)− x(t)

)
= (r − 1)Kx(t)− (r − 1)x(t)x(t + 1),

∆x(t) = (r − 1)x(t)

(

1− x(t+ 1)

K

)

.

S pomo
í operátoru posunu m·ºeme tuto rovni
i zapsat ve stru£n¥j²ím tvaru

∆x

x
= (r − 1)

(

1− xσ

K

)

. (2.2)

39
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Rovni
e (2.1) a (2.2) jsou �tém¥° stejné� , li²í se pouze posunem posloupnosti na pravé

stran¥; na levé stran¥ mají relativní zm¥nu velikosti popula
e.

Rovni
i (1.17) také upravíme:

ln
x(t+ 1)

x(t)
=

(

1− x(t)

K

)

ln r,

lnx(t+ 1)− lnx(t) =

(

1− x(t)

K

)

ln r,

takºe pomo
í operátoru diferen
e dostaneme rovni
i ve stru£ném tvaru

∆ lnx = (ln r)
(

1− x

K

)

. (2.3)

Výrazy na pravý
h straná
h rovni
 (2.1) a (2.3) se li²í pouze ve faktore
h r− 1 a ln r. Ov²em
pro �nep°íli² velká� r je podle Taylorovy v¥ty

ln r =

∞∑

n=1

(−1)n+1 (r − 1)n

n
= r − 1 +

∞∑

n=2

(−1)n+1 (r − 1)n

n
,

takºe hodnota r−1 je první aproxima
í hodnoty ln r. Pravé strany rovni
 (2.1) a (2.3) jsou op¥t
�tém¥° stejné� . Na levé stran¥ rovni
e (2.3) je absolutní zm¥na velikosti popula
e vyjád°ená

na logaritmi
ké stupni
i.

Levou stranu rovni
e (2.3) také aproximujeme Taylorovým polynomem prvního stupn¥.

Dostaneme

lnx(t+ 1)− lnx(t) = ln
x(t+ 1)

x(t)
≈ x(t+ 1)

x(t)
− 1 =

x(t+ 1)− x(t)

x(t)
=

∆x(t)

x(t)
.

Vidíme, ºe také levou stranu rovni
e (2.1) lze povaºovat za první aproxima
i levé strany rovni
e

(2.3).

Poznamenejme je²t¥, ºe dvoji
e rovni
 (1.14) a (2.1), (1.16) a (2.2), (1.17) a (2.3) nejsou

ekvivalentní. Ty p·vodní (1.14), (1.16) a (1.17) p°ipou²t¥jí jako své °e²ení nulovou posloupnost,

tvar upravený
h rovni
 (2.1), (2.2) a (2.3) nulové °e²ení nep°ipou²tí.

Provedené manipula
e s rovni
emi (1.14), (1.16) a (1.17) ukazují hlub²í souvislost t¥
hto

rovni
 � model· r·stu popula
e s vnitrodruhovou konkuren
í. Rovni
e (1.14) je mezním p°ípa-

dem rovni
e (1.17), rovni
e (1.16) ve tvaru (2.2) je drobnou modi�ka
í rovni
e (1.14) zapsané

ve tvaru (2.1).

Parametr K interpretujeme jako úºivnost prost°edí, tj. jako velikost popula
e, která je se

svým ºivotním prost°edím v dynami
ké rovnováze. Pom¥r x/K lze 
hápat jako míru poru²ení

této rovnováºné velikosti, rozdíl 1 − x/K jako vzdálenost od rovnováhy. V²e
hny t°i rovni
e

(2.1), (2.2) a (2.3) lze nyní p°e£íst jednotným zp·sobem: Zm¥na velikosti popula
e je úm¥rná

její vzdálenosti od rovnováºného stavu.

Je²t¥ si v²imn¥me jedné zajímavosti. Model (2.2), který má na pravé stran¥ posunutou

hledanou posloupnost, lze interpretovat tak, ºe sou£asná zm¥na stavu je zp·sobena stavem

budou
ím, tj. ºe popula
e anti
ipuje budou
nost. Ov²em ekvivalen
e rovni
 (2.2) a (1.16)

ukazuje, ºe ani p°ijetí rovni
e (2.2) za správný model r·stu popula
e nás je²t¥ nenutí opustit

Lapla
e·v determinismus.

Ukázali jsme, ºe jeden model n¥jakého pro
esu lze zapisovat r·znými zp·soby. Tyto roz-

manité moºnosti zápisu jednoho modelu mohou nabízet jeho r·zné intepreta
e. Vhodný zápis
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r·zný
h model· m·ºe naopak ukázat n¥jakou obe
nou nebo spole£nou vlastnost modelované

reality.

Jedna spole£ná vlastnost t°í uvedený
h model· r·stu popula
e byla v²ak vid¥t jiº z jeji
h

vyjád°ení (1.14), (1.16) a (1.17) � na pravé stran¥ t¥
hto rekurentní
h formulí se £as t vy-
skytuje pouze jako index hledané posloupnosti x. To znamená, ºe model r·stu popula
e je v

kaºdém £asovém okamºiku stejný. Tuto skute£nost lze interpretovat tak, ºe zm¥ny okolního

sv¥ta nemají ºádný vliv na modelovaný r·st popula
e v omezeném prost°edí; jinak °e£eno,

popula
i s jejím prost°edím si p°edstavujeme jako izolovanou od okolního sv¥ta. Popula
i a

její prost°edí povaºujeme za uzav°ený systém, který se vyvíjí podle svý
h vlastní
h (AΥTOΣ)
zákon· (NOMOI). Proto rovni
e (1.14), (1.16), (1.17) a také (2.1), (2.2), (2.3) nazýváme au-

tonomní.

Obsahem této kapitoly budou nejprve r·zné zp·soby zápisu rovni
, v ni
hº vystupuje

neznámá posloupnost, její diferen
e a/nebo posun. Tato diferen
e nebo posun nemusí být

nutn¥ prvního °ádu, jako v dosud uvedený
h p°íklade
h. To umoºní, mimo jiné, zformulovat

alternativní model r·stu popula
e, v n¥mº je spe
i�kován 
harakter vnitrodruhové konkuren
e.

Ve druhé sek
i se nejprve podíváme na model r·stu popula
e z jiného hlediska. Nebudeme

se na popula
i a její prost°edí dívat jako na jeden uzav°ený systém, ale popula
i budeme 
hápat

jako otev°ený systém, na který p·sobí okolní prost°edí. Pokud i prost°edí budeme povaºovat za

systém, dojdeme k soustav¥ dvou rovni
. Dojdeme tak k soustavám (systém·m

1

) ví
e rovni


a ukáºeme, ºe takové systémy m·ºeme 
hápat jako rovni
e pro posloupnosti, jejíº £leny jsou

tvo°eny ví
e sloºkami, tj. jeji
hº £leny nejsou £ísla ale vektory.

V poslední sek
i této kapitoly uvedeme moºné zobe
n¥ní zavád¥ný
h rovni
 a budeme ho

ilustrovat na dal²í moºnosti, jak modelovat r·st popula
e s vnitrodruhovou konkuren
í.

2.1 Diferen£ní rovni
e a po£áte£ní úlohy

De�ni
e 14. Ne
h´ Φ je funk
e 2k+2 prom¥nný
h, která je nekonstantní v k+2-hé prom¥nné

nebo ve druhé a v 2k + 2-hé prom¥nné

2

. Diferen£ní rovni
e k-tého °ádu je rovni
e tvaru

Φ
(
t, x(t),∆x(t),∆2x(t), . . . ,∆kx(t), x(t+ 1), x(t+ 2), . . . , x(t+ k)

)
= 0.

Pokud je funk
e Φ konstantní v první prom¥nné, nazývá se rovni
e autonomní.

Spe
iální p°ípady diferen£ní
h rovni
:

Diferen£ní rovni
e k-tého °ádu prvního typu neroz°e²ená vzhledem k nejvy²²í diferen
i (im-

pli
itní diferen£ní rovni
e k-tého °ádu) je rovni
e tvaru

F
(

t, x,∆x,∆2x, . . . ,∆kx
)

= 0, (2.4)

kde F je reálná funk
e k + 2 prom¥nný
h, která není konstantní v poslední prom¥nné.

1

Slovo �systém� obe
n¥ ozna£uje n¥jaký výsek reality, který je tvo°en n¥jakými prvky, mezi kterými existují

n¥jaké vazby. Proto m·ºeme i n¥kolik provázaný
h rovni
 nazývat stejným slovem. Nebo jinak: slovo �soustava�

je ekvivalentem °e
kého ΣΥΣTHMA.

2

Pokud je funk
e Φ = Φ(t, x,∆x,∆2x, . . . ,∆kx, xσ, xσ2

, . . . , xσk

) diferen
ovatelná, m·ºeme p°edpoklad

o nezávislosti na p°íslu²ný
h prom¥nný
h zapsat ve tvaru

∂Φ

∂∆kx
6= 0 nebo

∂Φ

∂x
·
∂Φ

∂xσk
6= 0.



42 KAPITOLA 2. DIFEREN�NÍ ROVNICE

Diferen£ní rovni
e k-tého °ádu prvního typu roz°e²ená vzhledem k nejvy²²í diferen
i (ex-

pli
itní diferen£ní rovni
e k-tého °ádu) je rovni
e tvaru

∆kx = f
(

t, x,∆x,∆2x, . . . ,∆k−1x
)

, (2.5)

kde f je reálná funk
e k + 1 prom¥nný
h.

Diferen£ní rovni
e k-tého °ádu druhého typu je rovni
e tvaru

G
(
t, x(t), x(t + 1), . . . , x(t+ k)

)
= 0, (2.6)

kdeG je reálná funk
e k+2 prom¥nný
h, která není konstantní ve druhé a v poslední prom¥nné.

Rekurentní formule k-tého °ádu je rovni
e tvaru

x(t+ k) = g
(
t, x(t), x(t+ 1), . . . , x(t+ k − 1)

)
, (2.7)

kde g je reálná funk
e k + 1 prom¥nný
h, která není konstantní ve druhé prom¥nné.

Poznámka 12. S pomo
í operátoru posunu m·ºeme diferen£ní rovni
i k-tého °ádu, resp, dife-

ren£ní rovni
i k-tého °ádu druhého typu ekvivalentn¥ zapsat ve tvaru

Φ
(

t, x,∆x,∆2x, . . . ,∆kx, xσ , . . . , xσ
k
)

= 0, resp. G
(

t, x, xσ , . . . , xσ
k
)

= 0.

Kaºdou diferen£ní rovni
i lze p°evést na diferen£ní rovni
i prvního nebo druhého typu.

Kaºdou impli
itní diferen£ní rovni
i prvního typu lze p°evést na diferen£ní rovni
i druhého

typu stejného °ádu a naopak.

Kaºdou expli
itní diferen£ní rovni
i prvního typu lze p°evést na rekurentní formuli stejného

°ádu a naopak.

Vzhledem k Tvrzení 8 v Kapitole 1 totiº m·ºeme poloºit

F
(
t, x(t),∆x(t), . . . ,∆kx(t)

)
=

= Φ

(

t, x(t),∆x(t), . . . ,∆kx(t),∆x(t) + x(t), . . . ,
k∑

i=0

(
k
i

)

∆ix(t)

)

,

G
(
t, x(t), x(t + 1), . . . , x(t+ k)

)
=

= Φ

(

t, x(t), x(t+ 1)− x(t), . . . ,

k∑

i=0

(−1)i
(
k
i

)

x(t+ k − i), x(t+ 1), . . . , x(t+ k)

)

.

G
(
t, x(t), x(t + 1), . . . , x(t+ k)

)
=

= F

(

t, x(t), x(t + 1)− x(t), x(t + 2)− 2x(t+ 1) + x(t), . . . ,
k∑

i=0

(−1)i
(
k
i

)

x(t+ k − i)

)

,

F
(

t, x,∆x,∆2x, . . . ,∆kx
)

= G

(

t, x(t),∆x(t) + x(t), . . . ,
k∑

i=0

(
k
i

)

∆ix(t)

)

.
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g
(
t, x(t), x(t + 1), . . . , x(t+ k − 1)

)
=

= f

(

t, x(t), x(t + 1)− x(t), . . . ,

k−1∑

i=0

(−1)i
(
k − 1
i

)

x(t+ k − i+ 1)

)

−

−
k∑

i=1

(−1)i
(
k
i

)

x(t+ k − i),

f
(

t, x,∆x,∆2x, . . . ,∆k−1x
)

=

= g

(

t, x(t),∆x(t) + x(t), . . . ,
k−1∑

i=0

(
k − 1
i

)

∆ix(t)

)

−
k−1∑

i=0

(
k
i

)

∆ix(t).

De�ni
e 15. Ne
h´ t0 ∈ Z a ξ0, ξ1, . . . , ξk−1 ∈ R jsou taková £ísla, ºe

(t0, ξ0, ξ1, . . . , ξk−1) ∈ Dom g.

Rovnosti

x(t0) = ξ0, x(t0 + 1) = ξ1, x(t0 + 2) = ξ2, . . . , x(t0 + k − 1) = ξk−1 (2.8)

nazveme po£áte£ní podmínky pro rekurentní formuli (2.7).

Pokud ekvivalentn¥ p°edpokládáme, ºe

(

t0, ξ0, ξ1 − ξ0, . . . ,
k−1∑

i=0

(−1)i
(
k − 1
i

)

ξk−1

)

∈ Dom f,

nazýváme rovnosti (2.8) po£áte£ní podmínky pro diferen£ní rovni
i (2.5). Rovni
i (2.5) s po£á-

te£ními podmínkami (2.8) nazýváme po£áte£ní úloha (problém) pro diferen£ní rovni
i (2.5).

De�ni
e 16. Libovolná posloupnost x ∈ P taková, ºe pro kaºdý index t ∈ Dom x spl¬uje

n¥kterou z rovností (2.4), (2.5), (2.6), (2.7) se nazývá partikulární °e²ení p°íslu²né diferen£ní

rovni
e.

Mnoºina v²e
h posloupností, které jsou partikulárním °e²ením n¥které diferen£ní rovni
e

(2.4), (2.5), (2.6) nebo (2.7), se nazývá obe
né °e²ení p°íslu²né diferen£ní rovni
e.

Partikulární °e²ení, které spl¬uje po£áte£ní podmínku (2.8) se nazývá °e²ení po£áte£ní

úlohy.

Pokud lze obe
né °e²ení zapsat ve tvaru {x(t) = u(t, c) : c ∈ A ⊆ R
m}, budeme také o po-

sloupnosti u( · , c) závislé na (vektorovém) parametru c (nam-ti
i konstant) mluvit jako o obe
-

ném °e²ení p°íslu²né rovni
e.

P°íklad. Uvaºujme rekurentní formuli pro geometri
kou posloupnost s kvo
ientem 2, tj.

x(t+ 1) = 2x(t)

s po£áte£ní podmínkou x(t0) = ξ0. Tuto formuli m·ºeme ekvivalentn¥ zapsat jako expli
itní

nebo impli
itní diferen£ní rovni
i prvního typu

∆x = x, nebo x−∆x = 0,
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nebo jako diferen£ní rovni
i druhého typu

x(t+ 1)− 2x(t) = 0.

Libovolná posloupnost de�novaná vztahem x(t) = a2t, kde a je n¥jaké reálné £íslo, je

partikulárním °e²ením rovni
e.

Mnoºina

{
x ∈ P : x(t) = a2t, a ∈ R

}
je obe
ným °e²ením rovni
e. Obe
né °e²ení lze také

zapsat stru£n¥ (a mén¥ p°esn¥) jako x(t) = a2t.
Posloupnost de�novaná vztahem x(t) = ξ02

t−t0
je °e²ením po£áte£ní úlohy.

P°íklad. Logisti
ká rovni
e se zpoºd¥ním

Logisti
kou rovni
i (1.14) vývoje velikosti popula
e jsme odvodili z p°edpokladu, ºe popu-

la
e svou velikostí, tj. silou vnitrodruhové konkuren
e, bezprost°edn¥ zmen²uje sv·j r·stový

koe�
ient, zmen²uje porodnost nebo zv¥t²uje úmrtnost. Vliv velikosti popula
e na její r·st

v²ak nemusí být bezprost°ední, m·ºe k n¥mu do
házet s jistým zpoºd¥ním.

Uvaºujme nap°. popula
i, v níº v jednom období dosp¥lí jedin
i produkují n¥jaká nedosp¥lá

stadia (nap°. plazi kladou vej
e) a spot°ebovávají zdroje prost°edí. Úºivnost prost°edí nemá

na nedosp¥lé jedin
e (nakladená vej
e) ºádný vliv. Teprve aº nedosp¥l
i dosp¥jí (z vaje
 se

vylíhnou noví jedin
i), závisí jeji
h p°eºívání a/nebo plodnost na mnoºství potravy, které jeji
h

prost°edí poskytuje. To znamená, ºe r·stový koe�
ient závisí na velikosti popula
e v p°ed
hozí

genera
i. Tyto úvahy vedou k tomu, ºe výraz

r − r − 1

K
x(t)

z rovni
e (1.14) nahradíme výrazem r − r − 1

K
x(t− 1) a dostaneme rovni
i

x(t+ 1) = x(t)

(

r − r − 1

K
x(t− 1)

)

.

Budeme-li místo indexu t psát t+ 1, dostaneme diferen£ní rovni
i druhého °ádu ve tvaru

x(t+ 2) = x(t+ 1)

(

r − r − 1

K
x(t)

)

. (2.9)

Aby
hom mohli z této rekurentní formule po£ítat hodnoty posloupnosti x (velikost popula
e

v jednotlivý
h £asový
h okamºi
í
h), musíme znát její hodnoty ve dvou po sob¥ následují
í
h

indexe
h. Pot°ebujeme tedy po£áte£ní podmínky

x(0) = ξ0, x(1) = ξ1. (2.10)

Z po£áte£ní
h podmínek m·ºeme vypo£ítat hodnoty velikosti popula
e v libovolném £ase

t > 0. Takové simula
e m·ºeme ud¥lat pro r·zné hodnoty parametr· r a K. Pak uvidíme,

ºe pro malou hodnotu r se velikost popula
e ustálí na hodnot¥ kapa
ity prost°edí. Pozd¥ji

budeme um¥t ukázat, ºe posloupnost x konverguje k hodnot¥ K monotonn¥ pro 1 < r < 5
4 ,

s tlumenými os
ila
emi pro

5
4 < r < 3

2 . Pro v¥t²í hodnoty r·stového koe�
ientu budou hodnoty

x(t) kolísat kolem hodnoty K. Rovni
e (2.9) tedy podobn¥ jako rovni
e (1.14) m·ºe modelovat

r·st popula
e K-stratég· i r-stratég·.
Pokud by v²ak po£áte£ní hodnoty ξ0 a ξ1 byly takové, ºe

ξ0
ξ1
>

Kr

r − 1
,
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Obrázek 2.1: �e²ení logisti
ké rovni
e se zpoºd¥ním x(t + 2) = x(t + 1)
(
r − (r − 1)x(t)

)

s po£áte£ními podmínkami x(0) = 0, x(1) = 0,01 pro pro n¥kolik hodnot parametru r. Pro
r = 1,2 je °e²ením rostou
í posloupnost s limitou 1 (rovnováºná velikost popula
e), pro r = 1,7
°e²ení konverguje k hodnot¥ 1 s tlumenými os
ila
emi, pro r = 2,1 °e²ení kolem hodnoty 1

kolísá, pro r = 2, 3 °e²ení klesne do záporný
h hodnot, tj. °e²ení rovni
e není realisti
kým

popisem modelovaného pro
esu.

pak by x(2) < 0; model (2.9) r·stu popula
e má stejný nedostatek, jako logisti
ká rovni
e

(1.14). V p°ípad¥ rovni
e se zpoºd¥ním je situa
e je²t¥ hor²í � v d·sledku kolísání velikosti

pro velké hodnoty r·stového koe�
ientu r m·ºe dojít k tomu, ºe

x(t− 1)

x(t)
>

Kr

r − 1

a simulovaná velikost popula
e klesne do záporný
h hodnot.

Na obr. 2.1 jsou zobrazeny výsledky simula
í pro po£áte£ní hodnoty x(0) = 0, x(1) = 0,01,
hodnotu parametru K = 1 a £ty°i r·zné hodnoty parametru r.

2.2 Systémy diferen£ní
h rovni


De�ni
e 17. Ne
h´ f1, f2, . . . , fk a g1, g2, . . . , gk jsou funk
e k + 1 prom¥nný
h se stejným

de�ni£ním oborem. Systém k expli
itní
h diferen£ní
h rovni
 prvního °ádu je systém rovni


tvaru

∆x1= f1
(
t, x1, x2, . . . , xk

)
,

∆x2= f2
(
t, x1, x2, . . . , xk

)
,

.

.

.

∆xk = fk
(
t, x1, x2, . . . , xk

)
,

(2.11)



46 KAPITOLA 2. DIFEREN�NÍ ROVNICE

systém k rekurentní
h formulí prvního °ádu je systém rovni
 tvaru

x1(t+ 1)= g1
(
t, x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)
,

x2(t+ 1)= g2
(
t, x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)
,

.

.

.

xk(t+ 1)= gk
(
t, x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)
.

(2.12)

Poznámka 13. Systém expli
itní
h diferen£ní
h rovni
 prvního °ádu lze p°evést na systém

rekurentní
h formulí prvního °ádu a naopak. Sta£í totiº poloºit

gi
(
t, x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)
= fi

(
t, x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)
+ xi(t), i = 1, 2, . . . , k.

Vektorovou posloupnost x a její hodnotu v indexu t de�nujeme vztahy

x =








x1
x2
.

.

.

xk







, x(t) =








x1(t)
x2(t)
.

.

.

xk(t)








jako vektor (k-ti
i) posloupností. Ozna£íme dále

f
(
t,x(t)

)
= f

(
t, x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)
=








f1
(
t, x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)

f2
(
t, x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)

.

.

.

fk
(
t, x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)








=








f1
(
t,x(t)

)

f2
(
t,x(t)

)

.

.

.

fk
(
t,x(t)

)








a podobn¥

g
(
t,x(t)

)
=








g1
(
t,x(t)

)

g2
(
t,x(t)

)

.

.

.

gk
(
t,x(t)

)







.

Diferen
i a posun vektorové posloupnosti x v indexu t de�nujeme vztahy

∆x(t) = x(t+ 1)− x(t) =








∆x1(t)
∆x2(t)

.

.

.

∆xk(t)








a xσ(t) = x(t+ 1) =








xσ1 (t)
xσ2 (t)
.

.

.

xσk(t)







.

P°i tomto ozna£ení m·ºeme systém expli
itní
h diferen£ní
h rovni
 zapsat jako rovni
i

vektorovou

∆x(t) = f
(
t,x(t)

)
nebo stru£n¥ji ∆x = f

(
t,x
)
,

a systém rekurentní
h formulí jako formuli vektorovou

x(t+ 1) = g
(
t,x(t)

)
nebo xσ(t) = g

(
t,x(t)

)
.

Po£áte£ní podmínky pro systém (2.11) nebo (2.12) jsou tvaru

x1(t0) = ξ1, x2(t0) = ξ2, . . . , xk(t0) = ξk nebo vektorov¥ x(t0) = ξ (2.13)
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Rovni
e (2.11), resp. (2.12) s po£áte£ní podmínkou (2.13) se nazývá po£áte£ní úloha pro systém

(2.11), resp. (2.12).

Ne
h´ posloupnost x je °e²ením po£áte£ní úlohy (2.7), (2.8). Poloºme

xi(t) = x(t+ i− 1), i = 1, 2, . . . , k.

Pak xi(t+ 1) = x(t+ 1 + i− 1) = x(t+ i), pro i = 1, 2, . . . , k, tedy

xi(t+ 1) = xi+1(t), i = 1, 2, . . . , k − 1,

a

xk(t+ 1) = x(t+ k) = g
(
t, x(t), x(t + 1), . . . , x(t+ k − 1)

)
= g
(
t, x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)
.

Dále

xi(t0) = x(t0 + i− 1) = ξi−1, i = 1, 2, . . . , k. (2.14)

Posloupnost x je tedy první sloºkou °e²ení systému

x1(t+ 1)=x2(t)
x2(t+ 1)= x3(t)

.

.

.

xk−1(t+ 1)= xk(t)
xk(t+ 1)= g

(
t, x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)

(2.15)

s po£áte£ní podmínkou (2.14). Naopak, je-li posloupnost x1 první sloºkou °e²ení po£áte£ní

úlohy (2.15), (2.14), pak je také °e²ením úlohy (2.7), (2.8), nebo´

x1(t+ 1)=x2(t),
x1(t+ 2)=x2(t+ 1) = x3(t),
x1(t+ 3)=x2(t+ 2) = x3(t+ 1) = x4(t),

.

.

.

x1(t+ k − 1)=xk(t),
x1(t+ k)=xk(t+ 1) = g

(
t, x1(t), x2(t), . . . , xk−1(t)

)
=

= g
(
t, x1(t), x1(t+ 1), . . . , x1(t+ k − 1)

)
.

Systém rekurentní
h formulí (2.15) m·ºeme p°epsat ve tvaru ekvivalentního systému expli
it-

ní
h diferen£ní
h rovni
 prvního °ádu

∆x1 = −x1+x2
∆x2 = −x2+x3

.

.

.

∆xk−1= −xk−1+xk
∆xk = g(t, x1, x2, . . . , xk)−xk

Odvodili jsme tak

Tvrzení 9. Rekurentní formule, resp. expli
itní diferen£ní rovni
e, k-tého °ádu je ekvivalentní

s n¥jakým systémem k rekurentní
h formulí, resp. k expli
itní
h rovni
, prvního °ádu.
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2.3 Operátorov¥-diferen£ní rovni
e

Pov²imn¥me si je²t¥ jednou expli
itní diferen£ní rovni
e prvního °ádu, resp. rekurentní formule

prvního °ádu, ve tvaru

∆x(t) = f(t, x), resp. xσ(t) = g(t, x). (2.16)

V obou p°ípade
h je na pravé stran¥ reálná funk
e dvou reálný
h prom¥nný
h. Dalekosáhlé

zobe
n¥ní t¥
hto rovni
 m·ºeme získat pouhou zm¥nou interpreta
e t¥
hto pravý
h stran.

Symbol f , resp. g, nebudeme 
hápat jako funk
i, tj. zobrazení R×R → R, ale jako operátor,

tj. zobrazení R× P → P, které reálnému £íslu t a posloupnosti x p°i°adí posloupnost.

Základní rozdíl operátorov¥-diferen£ní
h rovni
 oproti diferen£ním rovni
ím (2.16) je ten,

ºe pro výpo£et hodnoty x(t+1) nesta£í znát jen �bezprost°edn¥ p°ed
házejí
í� hodnotu x(t),
ale je nutné �n¥jak znát 
elou posloupnost� x.

P°íklad. R·st popula
e produkují
í toxi
ké odpady

Výraz

r − r − 1

K
x

vyskytují
í se na pravé stran¥ rovni
e (1.14), která modeluje vývoj popula
e, interpretujeme

jako r·stový koe�
ient, který je zmen²ován p·sobením popula
e o velikosti x. Budeme mode-

lovat jednu z moºností, jak k tomuto zmen²ování do
hází.

P°edpokládejme, ºe zv¥t²ení úmrtnosti, a tedy zmen²ení r·stového koe�
ientu, je zp·so-

beno tím, ºe popula
e produkuje n¥jaké ²kodlivé odpady. Tyto odpady zamo°ují prost°edí, ale

postupn¥ se v n¥m rozkládají. Ozna£me b mnoºství odpad·, které vyprodukuje jedine
 (nebo

p°esn¥ji popula
e jednotkové velikosti) za £asovou jednotku. V £asovém intervalu [t, t + 1),
stru£n¥ °ekneme v £ase t, se tedy do prost°edí dostanou odpady v mnoºství bx(t). Dále ozna£me

symbolem p podíl odpadu, který se rozloºí za jednotku £asu; parametr p samoz°ejm¥ spl¬uje

nerovnosti

0 < p < 1.

Z odpadu vyprodukovaného v £ase t tedy v prost°edí z·stane v £ase t+ 1 mnoºství

(1− p)bx(t)

odpadu. Nebo jinak, v £ase t bude v prost°edí z·stávat mnoºství

(1− p)bx(t− 1)

z odpadu vyprodukovaného v £ase t− 1. Popula
e kontaminovala prost°edí po 
elou dobu své

existen
e, proto 
elkové mnoºství B(t) odpadu v £ase t je rovno

B(t) = bx(t) + (1− p)bx(t− 1) + (1− p)
(
(1− p)bx(t− 2)

)
+ · · · = b

∞∑

j=0

(1− p)jx(t− j).

Je p°irozené p°edpokládat, ºe s rostou
ím mnoºstvím odpadu v prost°edí se zmen²uje

r·stový koe�
ient popula
e; £ím ví
e je prost°edí kontaminováno, tím v¥t²í je úmrtnost. Pro

první model tohoto typu zvolíme nejjednodu²²í moºnost � lineární závislost. R·stový koe�-


ient popula
e závislý na 
elkovém mnoºství B toxi
kého odpadu vyjád°íme jako

r − αB,
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kde α je vhodná kladná konstanta; α vyjad°uje 
itlivost popula
e na zne£i²t¥ní.

Provedenými úvahami jsme dosp¥li k modelu vývoje popula
e ve tvaru

x(t+ 1) = x(t)



r − αb

∞∑

j=0

(1− p)jx(t− j)




(2.17)

Aby
hom podle tohoto modelu vypo£ítali velikost popula
e v následují
ím £asovém okamºiku

t + 1, pot°ebujeme znát velikost popula
e ve v²e
h p°ed
hozí
h £ase
h t, t − 1, t − 2, . . . .
Mnoºina po£áte£ní
h podmínek

x(0) = ξ0, x(−1) = ξ−1, x(−2) = ξ−2, . . . (2.18)

pro operátorov¥-diferen£ní rovni
i (2.17) je tedy nekone£ná.

M·ºeme se ptát, zda i popula
e, jejíº velikost se vyvíjí podle modelu (2.17) m·ºe být

v dynami
ké rovnováze se svým prost°edím. Ptáme se tedy, zda existuje velikost popula
e,

kterou ozna£íme x∗ tak, aby x(t) = x∗ pro kaºdou hodnotu t, tj. zda existuje kladné °e²ení

algebrai
ké rovni
e

x∗ = x∗



r − αb

∞∑

j=0

(1− p)jx∗



 .

Pon¥vadº |p| < 1, m·ºeme geometri
kou °adu na pravé stran¥ této rovni
e se£íst. Po snadné

úprav¥ dostaneme

x∗ =
p(r − 1)

αb
.

Toto £íslo je kladné, pokud r > 1. Jiº víme, ºe popula
e s r·stovým koe�
ientem r > 1,
jejíº r·st by nebyl omezován zne£i²´ovaným prost°edím, roste nade v²e
hny meze. Produk
e

odpadu tedy m·ºe stabilizovat velikost popula
e.

Op¥t m·ºeme rovnováºnou velikost x∗ ozna£it symbolem K. Pak bude

αb =
p(r − 1)

K

a rovni
i (2.17) m·ºeme p°epsat ve tvaru

x(t+ 1) = x(t)



r − p(r − 1)

K

∞∑

j=0

(1− p)jx(t− j)



 . (2.19)

R·st popula
e je nyní 
harakterizován t°emi parametry � vnit°ním koe�
ientem r·stu r, ka-
pa
itou prost°edí K a ry
hlostí rozkladu odpadní
h produkt· p. Pov²imn¥me si, ºe v limitním

p°ípad¥ p→ 1, tj. v p°ípad¥, ºe v²e
hny odpadní produkty se rozloºí hned b¥hem jednotkového

£asu, rovni
e (2.19) p°ejde v rovni
i (1.14).

�e²ení úlohy (2.19), (2.18) nem·ºeme bezprost°edn¥ simulovat na po£íta£i, neznáme a

nem·ºeme zadat nekone£nou mnoºinu po£áte£ní
h hodnot. Budeme proto uvaºovat jednodu²²í

úlohu. P°edstavme si, ºe v £ase t = 0 do neobsazeného prost°edí pronikla popula
e o velikosti

ξ0. Pak se po£áte£ní podmínky (2.18) redukují na

x(0) = ξ0, x(t) = 0 pro t < 0.
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V tomto p°ípad¥ je také

∞∑

j=0

(1− p)jx(t− j) =

t∑

j=0

(1− p)jx(t− j) =

= x(t) + (1− p)x(t− 1) + (1− p)2x(t− 2) + · · · + (1− p)t−1x(1) + (1− p)tx(0) =

=

t∑

j=0

(1− p)t−jx(j).

Rovni
i (2.19) proto m·ºeme p°epsat ve tvaru

x(t+ 1) = x(t)



r − p(r − 1)

K

t∑

j=0

(1− p)t−jx(j)



 . (2.20)

Je²t¥ poznamenejme, ºe operátorov¥-diferen£ní rovni
e tohoto tvaru se nazývá diferen£ní rov-

ni
e s distribuovaným zpoºd¥ním nebo diferen£ní rovni
e konvolu£ního typu.

2.4 Cvi£ení

V úlohá
h 1�5 p°eve¤te obe
nou diferen£ní rovni
i na expli
itní rovni
i prvního typu a na

rekurentní formuli.

1. 3
(
x(t+ 1)− 2x(t)

)
+ x(t)x(t+ 1) = 0

2. x(t+ 1)x(t) + x(t+ 1)− 2x(t) = t2

3. ∆x(t) =
(
2− x(t)

)
x(t+ 1)

4. ∆x(t) =
(
1− 2x(t)

)
x(t+ 1)

5. ∆2x(t)− 3∆x(t) = t

6. Rekurentní formuli (2.9) p°epi²te ve tvaru expli
itní diferen£ní rovni
e druhého °ádu.

7. Odvo¤te model vývoje velikosti popula
e za následují
í
h p°edpoklad·: �asová jed-

notka je zvolena tak, ºe v laboratorní
h podmínká
h (v naprosto £istém prost°edí) se

velikost popula
e za tuto jednotku zdvojnásobí. V p°irozeném a omezeném prost°edí

tato popula
e vytvá°í n¥jaké produkty svého metabolismu. Tyto látky jsou tak toxi
ké,

ºe v prost°edí jimi nasy
eném je popula
e za £asovou jednotku zde
imována (její velikost

se zmen²í na desetinu p·vodní). Odpadní produkty metabolismu se v²ak rozkládají tak

ry
hle, ºe za zvolenou £asovou jednotku z ni
h zbyde polovina.

Ur£ete kapa
itu prost°edí (velikost popula
e, která je s prost°edím v dynami
ké rovno-

váze).

Výsledky:

1. ∆x(t) =
3− x(t)

3 + x(t)
x(t), x(t+ 1) =

6x(t)

3 + x(t)
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2. ∆x(t) =
t2 + x(t) + x(t)2

1 + x(t)
, x(t+ 1) =

t2 + 2x(t)

1 + x(t)

3. ∆x = − x2

x+ 1
, x(t+ 1) = 1− 1

1 + x(t)

4. ∆x = 1− x, x(t+ 1) = 1

5. ∆2x(t) = 3∆x(t) + t, x(t+ 2) = 5x(t+ 1)− 4x(t) + t

6. ∆2x =

(

r − 2− r − 1

K
x

)

∆x+

(

r − 1− r − 1

K
x

)

x

7. x(t + 1) = 2x(t)f

(
∞∑

j=0

(
1

2

)j
x(t− j)

)

, kde f je libovolná klesají
í funk
e taková, ºe f(0) = 1,

lim
B→∞

f(B) = 1

20
.

Se svým prost°edím je v dynami
ké rovnováze popula
e, jejíº velikost je x∗ = 1

2
y, kde y je jediné

kladné °e²ení rovni
e yf(y) = 1.

Konkrétní moºná volba: f(y) =
1

20
+

19

19y + 20
, pak

x(t+ 1) =
1

10
x(t)






1 +

380

20 + 19
∞∑

j=0

(
1

2

)j
x(t− j)






, x∗ = 2,046
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Kapitola 3

Lineární rovni
e

V úvodu ke kapitole 1 jsme odvodili nejjednodu²²í moºný model vývoje popula
e ve tvaru

rekurentní formule prvního °ádu (1.7). Je-li r·stový koe�
ient r > 1, pak jejím °e²ením je ryze

rostou
í neohrani£ená geometri
ká posloupnost, 
oº nemá rozumnou ekologi
kou interprata
i

v del²ím £asovém období. Aby
hom tento nedostatek odstranili, zahrnuli jsme do úvahy sku-

te£nost, ºe popula
e se vyvíjí v n¥jakém omezeném prost°edí, které svým p·sobením na velkou

popula
i zmen²uje její r·stový koe�
ient. Tímto zp·sobem jsme získali n¥kolik variant logis-

ti
ké rovni
e (1.14), (1.16), (1.17), nebo po úpravá
h v jednotn¥j²í
h tvare
h (2.1), (2.2), (2.3).

R·st popula
e byl regulován omezenou úºivností prost°edí, kterou jsme v uvedený
h p°ípade
h

povaºovali za konstantní, v £ase se nem¥ní
í 
harakteristiku.

Nerealisti
ký neomezený r·st popula
e p°edpovídaný modelem (1.7) v²ak m·ºe být redu-

kován i jiným zp·sobem. Nemusí jít o samoregula
i popula
e, ale o 
ílené zásahy do jejího

r·stu. P°edstavme si nap°íklad hospodá°ský les, ve kterém majitel 
h
e mít srn
e. Nem·ºe

ji
h tam ale mít zdaleka tolik, kolik by odpovídalo úºivnosti lesa; taková popula
e by les ni£ila.

Proto p°i �p°emnoºení� srn
· provádí jeji
h odst°el. �Meneºment odst°elu� m·ºe mít nep°e-

berné mnoºství podob. Ukáºeme dv¥ moºnosti, které pra
ovn¥ nazveme prvního a druhého

°ádu; tato terminologie odráºí fakt, ºe první moºnost povede k popisu regulovaného r·stu

popula
e diferen£ní rovni
í prvního °ádu, druhá k rovni
i druhého °ádu.

Model prvního °ádu

Uvaºme nejprve moºnost, ºe majitel plánuje odst°el srn
· na kaºdou sezónu jinak; m·ºe se

rozhodovat podle po£tu lovu
htivý
h p°átel, podle aktuální 
eny srn£ího masa a podobn¥. Tuto

skute£nost m·ºeme vyjád°it tak, ºe úmrtnost popula
e d m·ºe být v kaºdé sezón¥ jiná, její

hodnota závisí na £ase, d = d(t). R·stový koe�
ient r = 1+ b− d (kde b ozna£uje porodnost)
tedy také závisí na £ase, r = r(t). Touto úvahou dostáváme modi�ka
i modelu (1.7) r·stu

popula
e ve tvaru

x(t+ 1) = r(t)x(t). (3.1)

Op¥t se jedná o rekurentní formuli prvního °ádu. Známe-li r·stový koe�
ient r v kaºdém £ase

t = 0, 1, 2, . . . a po£áte£ní velikost popula
e x(0) = ξ0, m·ºeme postupn¥ vypo£ítat velikost

53
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popula
e x(t) v libovolném následují
ím £asovém okamºiku:

x(1)= r(0)x(0) = r(0)ξ0,
x(2)= r(1)x(1) = r(1)r(0)ξ0,
x(3)= r(2)x(2) = r(2)r(1)r(0)ξ0,

.

.

.

atd. Obe
n¥ dostaneme velikost popula
e v £ase t vyjád°enu vztahem

x(t) = ξ0

t−1∏

j=0

r(j).

O vlastnoste
h posloupnosti dané tímto obe
ným p°edpisem v²ak nem·ºeme bezprost°edn¥

mnoho °í
i.

Regula
i popula
e (st°ílení srn
·) si m·ºeme p°edstavit i jinak. Majitel lesa má n¥jakou

kýºenou velikost popula
e η a �p°espo£etné� srn
e vyst°ílí, tj. v £ase t (v t-té sezón¥) zlikvi-
duje popula
i o velikosti x(t) − η. Pokud odst°el provádí na záv¥r sezóny a po£et ulovený
h

zví°at stanoví na základ¥ velikosti popula
e zji²t¥né na za£átku sezóny, bude velikost popula
e

v následují
í sezón¥ dána rovností

x(t+ 1) = rx(t)−
(
x(t)− η

)
,

nebo po snadné úprav¥

x(t+ 1) = (r − 1)x(t) + η. (3.2)

Znovu se jedná o rekurentní formuli prvního °ádu. Ze znalosti po£áte£ní velikosti popula
e

x(0) = ξ0 m·ºeme nyní postupn¥ vypo£ítat

x(1)= (r − 1)x(0) + η,
x(2)= (r − 1)x(1) + η = (r − 1)

(
(r − 1)x(0) + η

)
+ η = (r − 1)2ξ0 +

(
(r − 1) + 1

)
η,

x(3)= (r − 1)x(2) + η = (r − 1)
(

(r − 1)2ξ0 +
(
(r − 1) + 1

)
η
)

+ η =

= (r − 1)3ξ0 +
(
(r − 1)2 + (r − 1) + 1

)
η,

.

.

.

atd. Obe
n¥ dostaneme

x(t) = (r − 1)tξ0 + η
t−1∑

j=0

(r − 1)j .

Na pravé stran¥ této rovnosti se objevuje sou£et první
h t £len· geometri
ké posloupnosti

s prvním £lenem 1 a kvo
ientem r − 1. Pokud tedy r 6= 2, platí

t−1∑

j=0

(r − 1)j =
1− (r − 1)t

1− (r − 1)
=

(r − 1)t − 1

r − 2

a °e²ení diferen£ní rovni
e (3.2) s po£áte£ní podmínkou x(0) = ξ0 je rovno

x(t) = (r − 1)tξ0 +
(r − 1)t − 1

r − 2
η = (r − 1)t

(

ξ0 +
η

r − 2

)

− η

r − 2
;
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pokud r = 2, platí
t−1∑

j=0

(r − 1)j =
t−1∑

j=0

1 = t

a °e²ení diferen£ní rovni
e (3.2) s po£áte£ní podmínkou x(0) = ξ0 je rovno

x(t) = (r − 1)tξ0 + ηt = ξ0 + ηt.

Vidíme tedy, ºe v p°ípad¥ r ≥ 2 je posloupnost x ryze rostou
í a neohrani£ená, v p°ípad¥

1 < r < 2 je posloupnost x monotonní a platí

lim
t→∞

x(t) =
η

2− r
.

Metoda �odst°elu p°espo£etný
h srn
·� tedy nevede k ºádou
ímu 
íli; bu¤ není s
hopna po-

pula
i zregulovat (p°i velkém r·stovém koe�
ientu) nebo ji zreguluje na hodnotu v¥t²í, neº

byla hodnota stanovená. Ov²em v p°ípad¥ r·stového koe�
ientu r ∈ (1, 2) lze metodu snadno

modi�kovat; za velikost �popula
e k odst°elu� v t-té sezón¥ lze stanovit hodnotu x(t)−(2−r)η
a 
elková velikost popula
e se p°i této volb¥ bude vyvíjet k pot°ebné hodnot¥ η; vývoj velikosti
popula
e je popsán rovni
í

x(t+ 1) = (r − 1)x(t) + (2− r)η.

Majitel lesa (honitby) m·ºe stanovit p°esný po£et ulovený
h srn
·. Ve skute£nosti se ne

kaºdý st°ele
 vºdy
ky trefí nebo naopak v love
ké euforii post°ílí srn
· ví
e, neº m¥l p°id¥leno.

V kaºdé sezón¥ tedy bude odst°elen jiný po£et srn
·. �len (2− r)η na pravé stran¥ p°ed
hozí

rovni
e tedy nahradíme n¥jakým výrazem závislým na £ase, °ekn¥me b(t). Naví
 v kaºdé sezón¥
jinak pr²í a svítí slun
e, takºe je jiné mnoºství potravy pro srn
e, v r·zný
h sezóná
h mají

srn
i r·znou kondi
i. To znamená, ºe i r·stový koe�
ient je v kaºdé sezón¥ jiný, závisí na £ase,

r = r(t). Tato úvaha vede k tomu, ºe p°ed
hozí rovni
i nahradíme pon¥kud obe
n¥j²í rovni
í

x(t+ 1) =
(
r(t)− 1

)
x(t) + b(t). (3.3)

P°ed
hozí modely (3.1) a (3.2) lze povaºovat za spe
iální p°ípady modelu (3.3). Rekurentní

formuli (3.3) lze p°epsat jako diferen£ní rovni
i

∆x =
(
r(t)− 2)

)
x+ b(t). (3.4)

V diferen£ní rovni
i (3.4) i rekurentní formuli (3.3) je podstatné, ºe na jeji
h pravý
h straná
h

jsou hodnoty hledané posloupnosti v první mo
nin¥, tj. funk
e na pravé stran¥ rovni
 (3.3) a

(3.4) je lineární funk
í prom¥nné x(t). Z tohoto d·vodu se diferen£ní rovni
e tvar· (3.3), (3.4)

nebo tvar· s nimi ekvivalentní
h nazývají lineární.

Model druhého °ádu

Vra´me se k p°edstav¥ majitele lesa, který reguluje velikost popula
e srn
· jeji
h odst°elem.

P°edstavme si, ºe kvótu ulovený
h zví°at v jedné sezón¥ stanoví podle p°ír·stku popula
e

od sezóny p°ed
hozí, konkrétn¥ jako p°ímo úm¥rnou tomuto p°ír·stku. V t-té sezón¥ se tedy
lovem zlikviduje popula
e srn
· o velikosti

α
(
x(t)− x(t− 1)

)
,
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kde α je n¥jaké kladné £íslo. V následují
í, tj. t+ 1-ní sezón¥ bude mít popula
e velikost

x(t+ 1) = rx(t)− α
(
x(t)− x(t− 1)

)
;

parametr r stále ozna£uje p°irozený r·stový koe�
ient popula
e. Uvedená rovnost má platit

pro libovolnou hodnotu t, m·ºeme v ní tedy psát t+ 1 místo t. Po snadné úprav¥ dostaneme

x(t+ 2)− (r − α)x(t+ 1)− αx(t) = 0. (3.5)

To je diferen£ní rovni
e druhého typu, kterou m·ºeme p°epsat ve tvaru rovni
e prvního typu

∆2x+ (2− r + α)∆x− (r − 1)x = 0. (3.6)

Hodnoty posloupnosti x jsou v rovni
i (3.5) v první mo
nin¥, diferen
e této posloupnosti

v rovni
i (3.6) jsou také v první mo
nin¥. Nebo jinak °e£eno, na levé stran¥ rovni
e (3.5) je

lineární kombina
e t°í po sob¥ jdou
í
h £len· posloupnosti x, na levé stran¥ rovni
e (3.6) je

lineární kombina
e hodnoty posloupnosti x a její první a druhé diferen
e. Toto pozorování nás

oprav¬uje k tomu, aby
hom diferen£ní rovni
e (3.5) a (3.6) op¥t nazvali lineární.

V £ásti 2.2 jsme ukázali souvislost rovni
 vy²²ího °ádu a systému rovni
, konkrétn¥ ekviva-

len
i rovni
e (2.7) a systému (2.15). Odvozené rovni
e (3.5), resp. (3.6), m·ºeme také p°epsat

ve tvaru soustavy rovni


x1(t+ 1)= x2(t),
x2(t+ 1)=αx1(t)+(r − α)x2(t),

(3.7)

resp.

∆x1 = x2,
∆x2 =(r − 1)x1+(r − α− 2)x2.

(3.8)

Zavedeme-li ozna£ení

x(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)

, R =

(
0 1
α r − α

)

, A =

(
0 1

r − 1 r − α− 2

)

,

m·ºeme soustavu (3.7) p°epsat ve vektorovém tvaru

x(t+ 1) = Rx(t),

tedy ve tvaru formáln¥ shodném s (3.1), a soustavu (3.8) ve tvaru

∆x = Ax.

3.1 Lineární rovni
e prvního °ádu

Lineární diferen£ní rovni
e je rovni
e tvaru

∆x = a(t)x+ b(t). (3.9)

Tato rovni
e se nazývá homogenní, pokud b ≡ 0, a nehomogenní v opa£ném p°ípad¥. Lineární

homogenní rovni
e

∆x = a(t)x (3.10)
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se nazývá p°idruºená homogenní rovni
e k lineární rovni
i (3.9).

Rovni
i prvního typu (3.9) m·ºeme p°epsat jako rekurentní formuli ve tvaru

x(t+ 1) =
(
1 + a(t)

)
x(t) + b(t). (3.11)

Zavedeme-li posloupnost q vztahem q(t) = 1 + a(t), dostaneme rekurentní formuli v nepatrn¥

krat²ím tvaru

x(t+ 1) = q(t)x(t) + b(t). (3.12)

3.1.1 Prin
ip superpozi
e

Nulová posloupnost x ≡ 0 je evidentn¥ °e²ením rovni
e (3.10). Pokud jsou posloupnosti x1, x2
°e²ením rovni
e (3.10) a γ1, γ2 jsou libovolné konstanty, pak lineární kombina
e posloupností

γ1x1 + γ2x2 je také °e²ením homogenní rovni
e, nebo´

∆
(
γ1x1 + γ2x2

)
(t) = γ1∆x1(t) + γ2∆x2(t) = γ1a(t)x1(t) + γ2a(t)x2(t) =

= a(t)
(
γ1x1(t) + γ2x2(t)

)
.

Jinak °e£eno, mnoºina °e²ení lineární homogenní rovni
e tvo°í vektorový prostor.

Jsou-li posloupnosti x1, x2 °e²ením nehomogenní rovni
e (3.9), pak jeji
h rozdíl je °e²ením

p°idruºené homogenní rovni
e (3.10), nebo´

∆
(
x1 − x2

)
(t) = ∆x1(t)−∆x2(t) = a(t)x1(t) + b(t)−

(
a(t)x2(t) + b(t)

)
=

= a(t)
(
x1(t)− x2(t)

)
= a(t)

(
x1 − x2

)
(t).

Jinak °e£eno, mnoºina °e²ení nehomogenní rovni
e (3.9) tvo°í a�nní prostor, jehoº zam¥°ením

je prostor °e²ení p°idruºené homogenní rovni
e. To také znamená, ºe obe
né °e²ení nehomo-

genní rovni
e (3.9) je sou£tem obe
ného °e²ení p°idruºené homogenní rovni
e (3.10) a n¥jakého

partikulárního °e²ení nehomogenní rovni
e (3.9).

Jsou-li b1, b2 posloupnosti se stejným de�ni£ním oborem jako posloupnost a, γ1, γ2 jsou

konstanty a x1, resp. x2, je °e²ením rovni
e

∆x = a(t)x+ b1(t), resp. ∆x = a(t)x+ b2(t),

pak posloupnost x = γ1x1 + γ2x2 je °e²ením rovni
e

∆x = a(t)x+ γ1b1(t) + γ2b2(t),

nebo´

∆
(
γ1x1 + γ2x2

)
(t) = γ1∆x1(t) + ∆γ2x2(t) =

= γ1
(
a(t)x1(t) + b1(t)

)
+ γ2

(
a(t)x2(t) + b2(t)

)
=

= a(t)
(
γ1x1(t) + γ2x2(t)

)
+ γ1b1(t) + γ2b2(t).
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3.1.2 Homogenní rovni
e a exponen
iální posloupnost

Známe-li hodnotu °e²ení rovni
e (3.9) v indexu t, tj. hodnotu x(t), m·ºeme z rekurentní

formule (3.11) vºdy vypo£ítat hodnotu následují
ího £lenu °e²ení x(t+ 1). Naopak, známe-li

x(t + 1) a p°itom je a(t) + 1 6= 0, m·ºeme z (3.11) vypo£ítat hodnotu p°ed
hozího £lenu

x(t). Vidíme, ºe hodnoty °e²ení rovni
e (3.11), a ekvivalentn¥ rovni
e (3.9), m·ºeme po£ítat

�dozadu� pouze tehdy, pokud a(t) 6= −1. Toto pozorování inspiruje zavedení následují
ího

pojmu.

De�ni
e 18. �ekneme, ºe posloupnost p ∈ P je regresivní, pokud p(t) 6= −1 pro v²e
hny

indexy t ∈ Dom p. Mnoºinu regresivní
h posloupností ozna£íme R,

R = {p ∈ P : (∀t ∈ Dom p) 1 + p(t) 6= 0} .

Podobn¥ jako v p°ípad¥ obe
ný
h posloupností m·ºeme zd·raznit de�ni£ní obor posloupnosti,

tj. interval 
elý
h £ísel I, dolním indexem:

RI = RI ∩ PI , pro interval I ⊆ Z.

Na mnoºin¥ regresivní
h posloupností de�nujeme binární opera
i ⊕ a unární opera
i ⊖ vztahy

p⊕ q (t) = p(t) + q(t) + p(t)q(t), ⊖p(t) = −p(t)
1 + p(t)

.

Snadno ov¥°íme, ºe mnoºina regresivní
h posloupností s opera
í ⊕ tvo°í komutativní grupu,

nulová posloupnost o ≡ 0 je neutrálním prvkem této grupy a ⊖p je opa£ným prvkem k prvku

p.

Tvrzení 10. Ne
h´ p ∈ R je regresivní posloupnost. Pak pro kaºdou hodnotu x0 ∈ R existuje

jediná posloupnost x ∈ P taková, ºe Dom x = Dom p, x(t0) = x0 a ∆x(t) = p(t)x(t).

D·kaz: Pon¥vadº x(t+1) =
(
1+ p(t)

)
x(t), je posloupnost x de�nována pro kaºdé t ≥ t0. Dále

pro kaºdý index t takový, ºe t− 1 ∈ Dom p platí x(t) =
(
1 + p(t− 1)

)
x(t− 1) a tedy

x(t− 1) =
x(t)

1 + p(t− 1)
,


oº znamená, ºe posloupnost x je de�nována také pro t ≤ t0 takové, ºe t ∈ Dom p. �

De�ni
e 19. Ne
h´ p ∈ R je regresivní posloupnost. Exponen
iální posloupnost p°íslu²nou k

posloupnosti p s po£átkem t0 ∈ Dom p de�nujeme jako jediné °e²ení diferen£ní rovni
e

∆x = p(t)x (3.13)

s po£áte£ní podmínkou x(t0) = 1. Její t-tý £len zna£íme ep(t, t0).

V¥ta 15 (Vlastnosti exponen
iální posloupnosti). Ne
h´ p, q ∈ R takové, ºe Dom p = Dom q,
t0, t, s ∈ Dom p. Pak platí

1. ep(t, t0) =
t−1∏

i=t0

(
1 + p(i)

)
6= 0,
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2. e0(t, t0) ≡ 1, e1(t, t0) = 2t−t0
,

3. ep(t, t0)eq(t, t0) = ep⊕q(t, t0),

4.

(
ep(t, t0)

)−1
= e⊖p(t, t0),

5. ep(t, s) = e⊖p(s, t),

6. ep(t, s)ep(s, t0) = ep(t, t0),

7. Je-li p(t) > −1 pro v²e
hny indexy t ∈ Dom p, pak ep( · , t0) = e
∑

t0
ln(1+p)

> 0.

D·kaz: Podle Tvrzení 7 platí

t0−1∏

i=t0

(
1 + p(i)

)
= 1 a

∆

t−1∏

i=t0

(
1 + p(i)

)
=

t∏

i=t0

(
1 + p(i)

)
−

t−1∏

i=t0

(
1 + p(i)

)
=
(
1 + p(t)− 1

)
t−1∏

i=t0

(
1 + p(i)

)
=

= p(t)

t−1∏

i=t0

(
1 + p(i)

)
.

Z jednozna£nosti °e²ení rovni
e (3.13) nyní plyne platnost rovnosti v první £ásti v¥ty, nerovnost

plyne z vyjád°ení exponen
iální posloupnosti pomo
í sou£inu a z regresivnosti posloupnosti p.
Z dokázaného prvního tvrzení v¥ty nyní plyne

e0(t, t0) =
t−1∏

i=t0

(1 + 0) = 1, e1(t, t0) =
t−1∏

i=t0

(1 + 1) = 2(t−1)−(t0−1) = 2t−t0 ,


oº je druhé tvrzení v¥ty. T°etí tvrzení plyne z následují
ího výpo£tu

ep(t, t0)eq(t, t0) =

t−1∏

i=t0

(
1 + p(i)

)
t−1∏

i=t0

(
1 + q(i)

)
=

t−1∏

i=t0

(
1 + p(i) + q(i) + p(i)q(i)

)
=

= ep+q+pq(t, t0) = ep⊕q(t, t0).

Díky jiº dokázané platnosti t°etího a druhého tvrzení m·ºeme psát

ep(t, t0)e⊖p(t, t0) = ep+⊖p(t, t0) = e0(t, t0) = 1,


oº je £tvrté tvrzení dokazované v¥ty. Z n¥ho s vyuºitím Tvrzení 7 dále plyne

ep(t, s) =

t−1∏

i=s

(
1 + p(i)

)
=

(
s−1∏

i=t

(
1 + p(i)

)

)−1

= e⊖p(s, t),


oº je páté tvrzení.

Podle Tvrzení 7 dále platí

ep(t, s)ep(s, t0) =

t−1∏

i=s

(
1 + p(i)

)
s−1∏

i=t0

(
1 + p(i)

)
=

t−1∏

i=t0

(
1 + p(i)

)
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a to je ²esté tvrzení dokazované v¥ty. Rovnost v posledním tvrzení je ekvivalentní s rovnostmi

ln ep(t, t0) = ln
t−1∏

i=t0

(
1 + p(i)

)
=

t−1∑

i=t0

ln
(
1 + p(i)

)
.

�

Ne
h´ p ∈ R je regresivní posloupnost. �e²ení po£áte£ní úlohy pro homogenní lineární

rovni
i

∆x = p(t)x, x(t0) = x0

je dáno rovností

x(t) = x0ep(t, t0) = x0

t−1∏

i=t0

(
1 + p(i)

)
, (3.14)

nebo´

x(t0) = x0ep(t0, t0) = x01 = x0

a podle V¥t 4 a 15 platí

∆x(t) = x0∆ep(t, t0) = x0p(t)ep(t, t0) = p(t)
(
x0ep(t, t0)

)
.

3.1.3 Nehomogenní rovni
e a Duhamel·v prin
ip

Ne
h´ p ∈ R je regresivní posloupnost a b ∈ P posloupnost se stejným de�ni£ním oborem.

Uvaºujme po£áte£ní úlohu pro lineární nehomogenní rovni
i ve tvaru

∆x = p(t)x+ b(t), x(t0) = x0. (3.15)

Nejprve se zam¥°íme na pon¥kud jednodu²²í úlohu

∆x = p(t)x+ b(t), x(t0) = 0 (3.16)

s nulovou po£áte£ní podmínkou. M·ºeme si p°edstavit, ºe tato úloha modeluje n¥jaký pro
es,

jehoº 
hování �samo o sob¥� , bez �vn¥j²í
h vliv·� , je popsáno homogenní rovni
í p°idruºe-

nou k rovni
i v úloze (3.16). Nehomogenita b pak p°edstavuje n¥jaké �°ízení� bebo �zásahy

zvn¥j²ku� . Systém p°itom byl na po£átku v klidu, v nulovém stavu, a vn¥j²í vlivy p°i
házejí
í

v pr·b¥hu £asu ho z tohoto stavu vy
hylují. Stav systému v £ase t > t0 je tedy výsledkem

� sou£tem � vliv· v p°ed
hozí
h £asový
h okamºi
í
h. Tro
hu p°esn¥ji °e£eno: °e²ení úlohy

(3.16) budeme hledat ve tvaru

x(t) =

t−1∑

i=t0

w(t, i), (3.17)

kde w je n¥jaká, zatím neznámá, funk
e dvou 
elo£íselný
h prom¥nný
h. Tato my²lenka je

známa jako Duhamel·v prin
ip; lze ji aplikovat i v mnoha jiný
h situa
í
h p°i °e²ení £asov¥

závislý
h nehomogenní
h (tj. a�nní
h) systém·.

Diferen
e hledané posloupnosti x je p°i volb¥ (3.17) rovna

∆x(t) =

t∑

i=t0

w(t+ 1, i) −
t−1∑

i=t0

w(t, i) = w(t+ 1, t) +

t−1∑

i=t0

(
w(t+ 1, i)− w(t, i)

)
.
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Po dosazení posledního výrazu za levou stranu stranu rovni
e v úloze (3.16), dosazení (3.17)

do její pravé strany a po jednodu
hé úprav¥ dostaneme

t−1∑

i=t0

(
w(t+ 1, i)− w(t, i) − p(t)w(t, i)

)
= b(t)− w(t+ 1, t).

Tato rovnost bude spln¥na zejména tehdy, kdyº ob¥ její strany budou nulové. A to, spe
ieln¥,

nastane tehdy, kdyº v²e
hny s£ítan
e v sum¥ na levé stran¥ budou nulové. Tedy kdyº

w(t+ 1, i) − w(t, i) = p(t)w(t, i), w(i+ 1, i) = b(i), i = t0, t0 + 1, . . . , t− 1, t.

Tyto rovnosti n·ºeme 
hápat jako systém t−t0+1 po£áte£ní
h úloh pro neznámé posloupnosti

w( · , i) s parametrem i, tj za úlohy

∆w( · , t) = p(t)w( · , i), w(i+ 1, i) = b(i).

To je ov²em po£áte£ní úloha pro lineární homogenní rovni
i s regresivním koe�
ientem p. Její
°e²ení je podle výsledk· oddílu 3.1.2 dáno výrazem

w(t, i) = b(i)ep(t, i + 1).

Dosazením tohoto vyjád°ení do rovnosti (3.17) dostaneme °e²ení úlohy (3.16) ve tvaru

x(t) =
t−1∑

i=t0

b(i)ep(t, i+ 1).

Z p°ed
hozího oddílu 3.1.1 jiº víme, ºe obe
né °e²ení nehomogenní rovni
e je sou£tem

obe
ného °e²ení p°idruºené homogenní rovni
e a n¥jakého partikulárního °e²ení rovni
e neho-

mogenní. Pouºijeme °e²ení nalezené pomo
í Duhamelova prin
ipu a obe
né °e²ení rovni
e z

úlohy (3.15) vyjád°íme formulí

x(t) = cep(t, t0) +

t−1∑

i=t0

b(i)ep(t, i+ 1)

se zatím neur£enou konstantou c. Po dosazení po£áte£ní podmínky z úlohy (3.15) dostaneme

rovnost x0 = cep(t0, t0) = c, takºe °e²ení po£áte£ní úlohy (3.15) je

x(t) = x0ep(t, t0) +
t−1∑

i=t0

b(i)ep(t, i+ 1).

S vyuºitím formulí z V¥ty 15 tento výsledek je²t¥ upravíme:

x(t) =

(

x0 +

t−1∑

i=t0

b(i)e⊖p(i+ 1, t)e⊖p(t, t0)

)

ep(t, t0) =

(

x0 +

t−1∑

i=t0

b(i)e⊖p(i+ 1, t0)

)

ep(t, t0).

Exponen
iální posloupnost p°epí²eme jako sou£in podle V¥ty 15.1. �e²ení po£áte£ní úlohy

pro nehomogenní lineární rovni
i s regresivní posloupností v lineárním £lenu, tj. °e²ení úlohy

(3.15), tedy dostáváme ve tvaru

x(t) = x0

t−1∏

i=t0

(
1+p(i)

)
+

t−1∑

i=t0

b(i)

t−1∏

j=i+1

(
1+p(j)

)
=



x0 +

t−1∑

i=t0

b(i)

i∏

j=t0

1

1 + p(j)





t−1∏

i=t0

(
1+p(i)

)
.
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P°ímým výpo£tem se p°esv¥d£íme, ºe °e²ení po£áte£ní úlohy pro obe
nou lineární dife-

ren£ní rovni
i (3.9) s po£áte£ní podmínkou x(t0) = x0 je stejného tvaru. Jediný rozdíl je

v tom, ºe de�ni£ní obor °e²ení m·ºe být men²í neº de�ni£ní obor posloupnosti a.

V¥ta 16. Ne
h´ Dom a = Dom b, t0 ∈ Dom a a x0 ∈ R. Poloºme

τ = sup {t ∈ Dom a : t ≤ t0, a(t) = −1} , I = [τ,∞) ∩Dom a.

�e²ení po£áte£ní úlohy pro lineární diferen£ní rovni
i,

∆x = a(t)x+ b(t), x(t0) = x0, (3.18)

je posloupnost x ∈ PI de�novaná vztahem

x(t) = x0

t−1∏

i=t0

(
1 + a(i)

)
+

t−1∑

i=t0

b(i)

t−1∏

j=i+1

(
1 + a(j)

)
=

=



x0 +

t−1∑

i=t0

b(i)

i∏

j=t0

1

1 + a(j)





t−1∏

i=t0

(
1 + a(i)

)
.

Je²t¥ expli
itn¥ vypí²eme tvar °e²ení lineární rovni
e (3.9) v n¥který
h spe
iální
h p°ípa-

de
h.

D·sledek 1. �e²ení rovni
e (3.9) v p°ípade
h, kdy n¥která z posloupností a, b je sta
ionární:

• ∆x = αx+ b(t), x(t0) = x0.

�e²ení: x(t) = x0(1 + α)t−t0 +
t−1∑

i=t0

(1 + α)t−i−1b(i).

• ∆x = a(t)x+ β, x(t0) = x0.

�e²ení: x(t) = x0
t−1∏

i=t0

(
1 + a(i)

)
+ β

t−1∑

i=t0

t−1∏

j=i+1

(
1 + a(j)

)
.

• ∆x = αx+ β, x(t0) = x0.

�e²ení: x(t) = x0(1 + α)t−t0 + β
(1 + α)t−t0 − 1

α
=

(

x0 +
β

α

)

(1 + α)t−t0 − β

α
.

3.1.4 Kvalitativní vlastnosti °e²ení lineární rovni
e ve zvlá²tní
h p°ípade
h

Rovni
e s konstantními koe�
ienty

Uvaºujme po£áte£ní úlohu

∆x = αx+ β, x(0) = x0 (3.19)

s parametrem α ∈ R. �e²ení uvaºujeme v prostoru posloupností PN.

Je-li −1 6= α 6= 0, pak má tato úloha °e²ení tvaru

x(t) =

(

x0 +
β

α

)

(1 + α)t − β

α
,

které je de�nováno pro kaºdé t ∈ Z. Jedná se tedy o geometri
kou posloupnost s kvo
ientem

1 + α, od níº je ode£tena konstanta β/α.
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Obrázek 3.1: �e²ení po£áte£ní úlohy pro lineární rovni
i (3.19) s po£áte£ní hodnotou x0 = 0,
parametrem β = 1 a parametrem α z mnoºiny {2,, −2, −1,5, −0,5, 0, 0,5}. Te£kovanou
p°ímkou je znázorn¥na hodnota −β/α.

Je-li α = 0, pak má úloha (3.19) °e²ení tvaru

x(t) = x0 + βt,

jedná se tedy o aritmeti
kou posloupnost s diferen
í β.

Po£áte£ní úloha (3.19) s dosud neuvaºovaným parametrem α = −1 se redukuje na tvar

x(t+ 1) = β, x(0) = x0,

takºe x(t) = β pro kaºdé t > 0, °e²ení je od t = 1 konstantní.

Pokud po£áte£ní hodnota x0 vyhovuje rela
i αx0 6= −β, pak je °e²ení úlohy (3.19) nekon-

stantní, v opa£ném p°ípad¥ je °e²ení konstantni.

Z uvedený
h vyjád°ení °e²ení je vid¥t, ºe monotonnost, ohrani£enost a konvergen
e po-

sloupnosti x závisí na hodnot¥ parametru α. Tyto vlastnosti jsou shrnuty v tabul
e 3.1. Na

obrázku 3.1 jsou zobrazeny grafy °e²ení úlohy (3.19) pro hodnoty β = 1, x0 = 0 a r·zné

hodnoty parametru α.

Rovni
e s periodi
kými koe�
ienty

�e²ení lineární homogenní rovni
e s konstantním koe�
ientem

∆x = αx

je geometri
ká posloupnost s kvo
ientem 1+α, tj. x(t) = x0(1+α)
t
. Pokud koe�
ient rovni
e

není konstantní, ale n¥jak pravideln¥ kolísá kolem n¥jaké pevné hodnoty, lze o£ekávat, ºe °e²ení

bude pravideln¥ kolísat kolem n¥jaké geometri
ké posloupnosti. Tuto my²lenku nyní vyjád°íme

p°esn¥ji.
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0 ≤α ryze monotonní, neohrani£ená lim
t→∞

|x(t)| = ∞
−1 <α< 0 ryze monotonní, konvergentní

α= −1 monotonní, konvergentní

−2 <α< −1 konvergentní

lim
t→∞

x(t) =
−β
α

α= −2 ohrani£ená

x(2k + 1) = −x0 −
2β

α
,

x(2k) = x0, k ∈ Z

α< −2 neohrani£ená lim inf
t→∞

x(t) = −∞, lim sup
t→∞

x(t) = ∞

Tabulka 3.1: Vlastnosti °e²ení x po£áte£ní úlohy (3.19) pro lineární rovni
i s konstantními

koe�
ienty v závislosti na hodnotá
h parametru α; pro po£áte£ní hodnotu platí αx0 6= −β.

Ne
h´ ω je kladné 
elé £íslo a a ∈ RZ je ω-periodi
ká regresivní posloupnost, tj. pro kaºdé

t ∈ Z platí a(t+ ω) = a(t) 6= −1. Uvaºujme homogenní rovni
i (3.10) a ozna£me

ā =

(
ω−1∏

i=0

(
1 + a(i)

)

)1/ω

− 1, (3.20)

tzn. ºe £íslo 1+ ā je geometri
kým pr·m¥rem hodnot posloupnosti 1+a na intervalu délky pe-

riody. Podle výsledk· uvedený
h v 3.1.2 m·ºeme °e²ení rovni
e (3.10) s po£áte£ní podmínkou

x(0) = x0 psát ve tvaru

x(t) = x0ea(t, 0) = x0eā(t, 0)e⊖ā(t, 0)ea(t, 0) = x0eā(t, 0)ea⊖ā(t, 0).

Ozna£me nyní

ϕ(t) = ea⊖ā(t, 0) =
t−1∏

i=0

(

1 + a(i)− ā

1 + ā
− āa(i)

1 + ā

)

=

=
t−1∏

i=0

1 + ā+ a(i) + āa(i)− ā− āa(i)

1 + ā
=

1

(1 + ā)t

t−1∏

i=0

(
1 + a(i)

)
.

Posloupnost ϕ je jednozna£ným °e²ením po£áte£ní úlohy

∆ϕ = (a⊖ ā)ϕ, ϕ(0) = 1,

neboli

∆ϕ(t) =
a(t)− ā

1 + ā
ϕ(t), ϕ(0) = 1. (3.21)
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Pon¥vadº posloupnost a je ω-periodi
ká, platí

ϕ(t+ ω) =
1

(1 + ā)t+ω

t+ω−1∏

i=0

(
1 + a(i)

)
=

=

(

1

(1 + ā)t

t−1∏

i=0

(
1 + a(i)

)

)(

1

(1 + ā)ω

t+ω−1∏

i=t

(
1 + a(i)

)

)

=

= ϕ(t)
1

(1 + ā)ω

ω−1∏

i=0

(
1 + a(i)

)
= ϕ(t),

takºe posloupnost ϕ je také ω-periodi
ká. M·ºeme ji tedy také vyjád°it jako ω-periodi
kou
posloupnost, pro jejíº po£áte£ní hodnoty platí

ϕ(j) =

j−1
∏

i=0

(
1 + a(i)

)
, j = 0, 1, . . . , ω − 1.

Z provedený
h výpo£t· plyne výsledek:

V¥ta 17. Ne
h´ a je regresivní ω-periodi
ká posloupnost. Pak °e²ení lineární homogenní rov-

ni
e (3.10) je tvaru

x(t) = x0 (1 + ā)t ϕ(t),

kde x0 = x(0), hodnota ā je dána výrazem (3.20) a ϕ je ω-periodi
ká posloupnost, která je

°e²ením po£áte£ní úlohy (3.21).

�e²ení homogenní lineární rovni
e s periodi
kým koe�
ientem je tedy sou£inem geomet-

ri
ké posloupnosti a ω-periodi
ké posloupnosti. Toto vyjád°ení lze povaºovat za rozklad °e²ení

na trend a sezónní sloºku v multiplikativním tvaru.

Pon¥vadº ω-periodi
ká posloupnost je ohrani£ená, dostáváme

D·sledek 2. �e²ení x homogenní lineární rovni
e (3.10) s periodi
kým koe�
ientem a je

ohrani£ená práv¥ tehdy, kdyº −2 ≤ ā ≤ 0; lim
t→∞

x(t) = 0 práv¥ tehdy, kdyº −2 < ā < 0.

Rovni
i (3.20) m·ºeme p°epsat do tvaru rekurentní formule (3.11). P°i ozna£ení q = 1+ a
m·ºeme pro tuto rekurentní formuli napsat po£áte£ní úlohu

x(t+ 1) = q(t)x(t), x(0) = x0. (3.22)

P°epsáním v¥ty 17 a jejího prvního d·sledku dostaneme

D·sledek 3. Ne
h´ q je ω-periodi
ká posloupnost taková, ºe q(t) 6= 0 pro v²e
hna t ∈ Z. Pak

°e²ení úlohy (3.22) je tvaru

x(t) = x0(q̄)
t
τ−1∏

i=0

q(i)

q̄
= x0(q̄)

t−τ
τ−1∏

i=0

q(i),

kde

q̄ = ω

√
√
√
√

ω−1∏

i=0

q(i) , τ = t− ω

[
t

ω

]

,

tj. q̄ je geometri
ký pr·m¥r hodnot posloupnosti q na intervalu délky periody a τ je zbytek po

d¥lení £ísla t £íslem ω.
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D·sledek 4. Posloupnost x daná rekurentní formulí v úloze (3.22) s periodi
kou posloupností

q je ohrani£ená práv¥ tehdy, kdyº −1 ≤ q̄ ≤ 1; lim
t→∞

x(t) = 0 práv¥ tehdy, kdyº −1 < q̄ < 1.

3.2 Systémy lineární
h rovni
 prvního °ádu

Ne
h´ v²e
hny posloupnosti aij , bi, i, j = 1, 2, . . . , k mají stejný de�ni£ní obor. Systém k
lineární
h diferen£ní
h rovni
 (k-rozm¥rný lineární systém) prvního °ádu je soustava rovni


tvaru

∆x1= a11(t)x1 + a12(t)x2 + · · ·+ a1k(t)xk + b1(t),
∆x2= a21x1(t) + a22x2(t) + · · ·+ a2k(t)xk + b2(t),

.

.

.

∆xk = ak1(t)x1 + ak2(t)x2 + · · ·+ akk(t)xk + bk(t).

(3.23)

Pokud jsou v²e
hny posloupnosti bi, i = 1, 2, . . . , k nulové, systém se nazývá homogenní,

v opa£ném p°ípad¥ nehomogenní.

Zavedeme vektorové posloupnosti x, b a mati
ovou posloupnost A,

x(t) =








x1(t)
x2(t)
.

.

.

xk(t)







, b(t) =








b1(t)
b2(t)
.

.

.

bk(t)







, A(t) =








a11(t) a12(t) . . . a1k(t)
a21(t) a22(t) . . . a2k(t)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ak1(t) ak2(t) . . . akk(t)








Systém rovni
e (3.23) m·ºeme nyní stru£n¥ zapsat jako jednu vektorovou rovni
i ve tvaru

∆x = A(t)x+ b(t). (3.24)

Tuto expli
itní diferen£ní rovni
i (systém expli
itní
h diferen£ní
h rovni
) prvního typu m·-

ºeme zapsat ve tvaru vektorové rekurentní formule (systému rekurentní
h formulí)

x(t+ 1) =
(
I+ A(t)

)
x(t) + b(t). (3.25)

Ozna£íme-li Q(t) = I + A(t), m·ºeme systém rekurentní
h formulí (3.25) p°epsat v krat²ím

tvaru

x(t+ 1) = Q(t)x(t) + b(t). (3.26)

Vektorová rovni
e (3.24) je k-rozm¥rnou analogií lineární diferen£ní rovni
e prvního °ádu

(3.9), vektorová rekurentní formule (3.25), resp. (3.26), je k-rozm¥rnou analogií rekurentní

formule (3.11), resp. (3.12). Toto pozorování ukazuje, ºe teorie systém· lineární
h diferen£-

ní
h rovni
 je zobe
n¥ním teorie lineární
h diferen£ní
h rovni
; nebo naopak, teorie lineární
h

rovni
 je spe
iálním p°ípadem teorie lineární
h systém· pro k = 1.
Teorii lineární
h systém· (vektorové rovni
e) lze dokon
e povaºovat za svým zp·sobem

jednodu²²í, neº je teorie (skalární) rovni
e. Nehomogenní lineární vektorovou rovni
i (3.24)

totiº m·ºeme p°epsat do (blokového) tvaru

∆x(t) =
(
A(t) b(t)

)
(
x(t)
1

)

.

Odtud je vid¥t, ºe °e²ení nehomogenní k-rozm¥rné rovni
e (3.23) m·ºeme p°evád¥t na °e²ení

homogenní (k + 1)-rozm¥rné rovni
e

∆y(t) =

(

A(t) b(t)

oT 0

)

y(t). (3.27)
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P°esn¥ji: je-li vektorová posloupnost x °e²ením nehomogenní k-rozm¥rné rovni
e (3.23), pak

je posloupnost

y =

(
x

1

)

°e²ením rovni
e (3.27); je-li vektorová posloupnost y °e²ením homogenní (k + 1)-rozm¥rné

rovni
e (3.27) a má poslední sloºku identi
ky rovnu 1, pak je jeji
h k první
h sloºek °e²ením

nehomogenní rovni
e (3.24). Analogi
ky nahlédneme, ºe °e²ení k-rozm¥rné nehomogenní li-

neární rekurentní formule (3.26) lze p°evád¥t na °e²ení (k + 1)-rozm¥rné homogenní lineární

rekurentní formule

y(t+ 1) =

(

Q(t) b(t)

oT 1

)

y(t). (3.28)

Teoreti
ky tedy není nutné se zabývat rovni
emi nehomogenními. Ov²em n¥kdy je jednodu²²í

vy²et°ovat rovni
i nehomogenní neº rovni
i homogenní vy²²ího °ádu.

Stejn¥ jako v jednorozm¥rném p°ípad¥, rovni
e

∆x = A(t)x (3.29)

se nazývá p°idruºená homogenní rovni
e k rovni
i (3.24).

3.2.1 Prin
ip superpozi
e a fundamentální mati
e

Formáln¥ stejn¥ jako v oddílu 3.1.1 ukáºeme, ºe vektorová posloupnost, jejíº v²e
hny sloºky

jsou nulové je °e²ením homogenní rovni
e (3.29) a ºe lineární kombina
e °e²ení této rovni
e

je jejím °e²ením. Tedy ºe mnoºina °e²ení rovni
e (3.29) tvo°í vektorový prostor. Ur£íme jeho

dimenzi.

Ne
h´ t0 je libovolný index z de�ni£ního oboru mati
ové posloupnosti A. Rovni
e (3.29)

s po£áte£ní podmínkou

x(t0) = ξ (3.30)

má pro kaºdý vektor ξ ∈ R
k
°e²ení de�nované (p°inejmen²ím) pro t ∈ {t0, t0 + 1, t0 + 2, . . . }

a toto °e²ení je jednozna£n¥ dáno sou£inem

x(t) =
(
I+ A(t− 1)

)(
I+ A(t− 2)

)
· · ·
(
I+ A(t0)

)
ξ =

(
t−1∏

i=t0

(
I+ A(i)

)

)

ξ;

to nahlédneme stejným výpo£tem jako v úvodu této kapitoly na str. 54.

Vektorový prostor R
k
má bázi tvo°enou lineárn¥ nezávislými vektory e1,e2, . . . ,ek. Ne
h´

kaºdá z posloupností zi, i = 1, 2, . . . , k, je °e²ením rovni
e (3.29) s po£áte£ní podmínkou

x(t0) = ei. (3.31)

Kdyby vektorové posloupnosti z1,z2, . . . ,zk byly lineárn¥ závislé, existovaly by konstanty

α1, α2, . . . , αk, ne v²e
hny rovny 0, takové, ºe

α1z1 + α2z2 + · · ·+ αkzk = o.

Pak by zejména platilo

o = α1z1(t0) + α2z2(t0) + · · ·+ αkzk(t0) = α1e1 + α2e2 + · · ·+ αkek,
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oº by byl spor s lineární nezávislostí vektor· e1,e2, . . . ,ek. Existuje tedy alespo¬ k lineárn¥

nezávislý
h °e²ení rovni
e (3.29) a dimenze prostoru její
h °e²ení je alespo¬ k.
Ne
h´ nyní x je libovolné °e²ení rovni
e (3.29). Pon¥vadº vektory e1,e2, . . . ,ek tvo°í bázi

prostoru R
k
, existují konstanty c1, c2, . . . , ck takové, ºe

x(t0) = c1e1 + c2e2 + · · · + ckek.

Lineární kombina
e °e²ení c1z1+ c2z2+ · · ·+ ckzk je podle prin
ipu superpozi
e také °e²ením

rovni
e (3.29). Toto °e²ení spl¬uje po£áte£ní podmínku

(
c1z1 + c2z2 + · · ·+ ckzk

)
(t0) = x(t0).

�e²ení po£áte£ní úlohy pro rovni
i (3.29) je v²ak jednozna£n¥ dáno po£áte£ní podmínkou

x(t0) a sou£inem mati


t−1∏

i=t0

(
I + A(i)

)
. To ov²em znamená, ºe °e²ení x je lineární kombina
í

°e²ení z1,z2, . . . ,zk. Dimenze prostoru °e²ení rovni
e (3.29) nem·ºe být v¥t²í neº k.

Dostáváme tak záv¥r:

V¥ta 18. Mnoºina v²e
h °e²ení lineárního homogenního k-rozm¥rného systému (3.29) tvo°í

vektorový prostor dimenze k.

Skute£nost, ºe prostor °e²ení rovni
e (3.29) je kone£n¥dimenzionální, umoº¬uje zavést ná-

sledují
í pojem.

De�ni
e 20. Báze prostoru °e²ení lineárního homogenního systému (3.29) se nazývá funda-

mentální systém °e²ení.

Jiº jsme ukázali, ºe vektorové posloupnosti zi, i = 1, 2, . . . , k, které jsou °e²ením rovni
e

(3.29) s po£áte£ní podmínkou (3.31) jsou lineárn¥ nezávislé. Tvo°í tedy fundamentální sys-

tém °e²ení rovni
e (3.29). Vektorové posloupnosti z1,z2, . . . ,zk tvo°í
í fundamentální systém

°e²ení m·ºeme uspo°ádat do mati
ové posloupnosti de�nované vztahem

Z(t) =
(
z1(t),z2(t), . . . ,zk(t)

)
;

sloup
e mati
e Z(t) jsou vektory z1(t),z2(t), . . . ,zk(t). Pon¥vadº kaºdá z vektorový
h po-

sloupností zi, i = 1, 2, . . . , k, spl¬uje po£áte£ní úlohu

∆zi = A(t)zi, zi(t0) = ei,

spl¬uje mati
ová posloupnost Z mati
ovou diferen£ní rovni
i

∆Z = A(t)Z. (3.32)

Pon¥vadº naví
 po£áte£ní hodnota Z(t0) spl¬uje rovnost Z(t0) =
(
e1,e2, . . . ,ek

)
a bázové

vektory e1,e2, . . . ,ek jsou lineárn¥ nezávislé, platí

detZ(t0) 6= 0, (3.33)

tj. po£áte£ní mati
e Z(t0) je regulární. Zejména bývá výhodné volit po£áte£ní hodnotu jako

jednotkovou mati
i, Z(t0) = I.
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De�ni
e 21. �e²ení Z po£áte£ní úlohy (3.32), (3.33) se nazývá fundamentální mati
e systému

(3.29).

Op¥t snadno nahlédneme (odvodíme neúplnou induk
í a dokáºeme úplnou induk
í), ºe

fundamentální mati
e systému je dána rovností

Z(t) =

(
t−1∏

i=t0

(
I+ A(i)

)

)

Z(t0). (3.34)

P°íklad. Najdeme fundamentální mati
i systému

∆x= −x+1
t y,

∆y=−1
tx −y.

V tomto p°ípad¥ je

x =

(
x
y

)

, A(t) =

(
−1 1

t
−1

t −1

)

.

Mati
ová posloupnost A je de�nována pro t ≥ 1. Fundamentální mati
i systému budeme proto

hledat jako °e²ení po£áte£ní úlohy pro mati
ovou diferen£ní rovni
i

∆X = A(t)X, X(1) = I.

Ozna£me

J = I+ A(1) =

(
0 1
−1 0

)

.

Pak I+ A(t) = 1
t J a fundamentální mati
e daného systému je

Z(t) =

t−1∏

i=1

1

i
J =

1

(t− 1)!
Jt−1

Pon¥vadº

J2 =

(
0 1
−1 0

)(
0 1
−1 0

)

=

(
−1 0
0 −1

)

= −I,

m·ºeme dále po£ítat

J3 = J(−I) = −J, J4 = J(−J) = I, J5 = JI = J, J6 = JJ = −I, J7 = J(−I) = −J, atd.

Z tohoto výpo£tu uhodneme, ºe

Ji = (−1)
1

2
i(i−1)

(
1

2

(
1 + (−1)i

)
I+

1

2

(
1− (−1)i

)
J

)

=
(−1)

1

2
i(i−1)

2

(
I+ J+ (−1)i(I− J)

)

(3.35)

a tento výsledek ov¥°íme úplnou induk
í. Induk£ní krok je

Ji+1 = JJi = J

(

(−1)
1

2
i(i−1)

2

(
I+ J+ (−1)i(I− J)

)

)

=

=
(−1)

1

2
i(i−1)

2

(
JI+ JJ+ (−1)i(JI− JI)

)
=

(−1)
1

2
i(i−1)

2

(
J− I+ (−1)i(J− I)

)
=

=
(−1)

1

2
i(i+1)

2

(
I+ J+ (−1)i+1(I− J)

)
.
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Mati
e Ji je tedy skute£n¥ dána výrazem (3.35) a fundamentální mati
e daného systému je

Z(t) =
(−1)

1

2
(t−1)(t−2)

2(t− 1)!

(
I+ J− (−1)t(I− J)

)
.

Kaºdé °e²ení rovni
e (3.29) je lineární kombina
í posloupností tvo°í
í
h fundamentální

systém °e²ení této rovni
e, tj. sloup
· fundamentální mati
e Z. Jinak °e£eno, obe
né °e²ení

rovni
e (3.29) je tvaru

x(t) = Z(t)c. (3.36)

kde c je konstantní vektor.

Nakone
 je²t¥ najdeme partikulární °e²ení této rovni
e, které spl¬uje po£áte£ní podmínku

(3.30). Z regularity mati
e Z(t0) plyne existen
e inversní mati
e Z(t0)
−1
. Proto má (algeb-

rai
ká) rovni
e

ξ = x(t0) = Z(t0)c

pro neznámý vektor c jednozna£n¥ ur£ené °e²ení c = Z(t0)
−1ξ. Dostáváme tak výsledek:

�e²ení po£áte£ní úlohy (3.29), (3.30) je dáno rovností

x(t) = Z(t)Z(t0)
−1ξ, (3.37)

kde Z je fundamentální mati
e systému (3.29). Toto °e²ení je de�nováno (p°inejmen²ím) pro

t ∈ {t0, t0 + 1, . . . }.
Diferen£ní rovni
i (3.32) lze p°epsat jako rekurentní formuli

Z(t+ 1) =
(
I+ A(t)

)
Z(t). (3.38)

Pokud je mati
e I+A(t) v kaºdém indexu t ∈ DomA invertibilní, lze z po£áte£ní hodnoty Z(t0)
jednozna£n¥ vypo£ítat hodnotu Z(t) °e²ení rovni
e (3.38) pro libovolnou hodnotu t ∈ DomA.

Tato skute£nost motivuje zavedení následují
í
h pojm·.

De�ni
e 22. �ekneme, ºe mati
ová posloupnost P je regresivní, pokud det
(
I+P(t)

)
6= 0 pro

v²e
hny indexy t ∈ DomP.

Podobn¥ jako v 3.1.2 zavedeme na mnoºin¥ regresivní
h mati
ový
h posloupností opera
e

⊕ a ⊖ vztahy

P⊕ Q(t) = P(t) + Q(t) + P(t)Q(t), ⊖P(t) = −P(t)
(
I+ P(t)

)−1
.

Mnoºina regresivní
h posloupností s t¥mito opera
emi op¥t tvo°í grupu, která v²ak jiº není

komutativní.

De�ni
e 23. Ne
h´ mati
ová posloupnost P je regresivní. Mati
ovou exponen
iální posloup-

nost p°íslu²nou k posloupnosti P s po£átkem t0 ∈ DomP de�nujeme jako jediné °e²ení po£áte£ní

úlohy pro mati
ovou lineární rovni
i (systém)

∆X = P(t)X, X(t0) = I. (3.39)

Její t-tý £len ozna£íme eP(t, t0).
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Pro mati
ovou exponen
iální posloupnost platí:

V¥ta 19 (Vlastnosti mati
ové exponen
iální posloupnosti). Ne
h´ mati
ové posloupnosti P,Q
jsou takové, ºe DomP = DomQ, t0, t, s ∈ DomP. Pak platí:

1. eP(t, t0) =
(
I+ P(t− 1)

)(
I+ P(t− 2)

)
· · ·
(
I+ P(t0)

)
=

t−1∏

i=t0

(
1 + P(i)

)
je regulární,

2. eO(t, t0) ≡ I, eP(t, t) ≡ I, eI(t, t0) = 2t−t0 I,

3. eP(t, t0)eQ(t, t0) = eP⊕Q(t, t0),

4.

(
eP(t, t0)

)−1
= e⊖P(t, t0),

5. eP(t, s) = e⊖P(s, t),

6. eP(t, s)eP(s, t0) = eP(t, t0).

D·kaz je formáln¥ stejný jako d·kaz V¥ty 15. P°i výpo£te
h je pot°ebné dávat pozor na

po°adí násobení mati
. �

3.2.2 Nehomogenní rovni
e a metoda varia
e konstant

Uvaºujme nyní nehomogenní vektorovou rovni
i (systém) (3.24). Nehomogenitu b m·ºeme

interpretovat jako jakési �poru²ení� (perturba
i) homogenní rovni
e (3.29). �e²ení nehomo-

genní rovni
e by tedy mohlo být n¥jak �podobné� °e²ení p°idruºené homogenní rovni
e, tedy

tvaru podobnému vyjád°ení (3.36). Tuto �podobnost� budeme 
hápat tak, ºe perturba
e se

projevuje jako neustálá �deforma
e� vektoru c. Tro
hu p°esn¥ji, vektor c nebude konstantní,

ale bude záviset na indexu t. Tato my²lenka se nazývá (Eulerova-Lagrangeova) metoda varia
e

konstant.

�e²ení rovni
e (3.24) tedy hledejme ve tvaru

x(t) = Z(t)c(t), (3.40)

kde Z je fundamentální mati
e systému (3.29), tj. °e²ení po£áte£ní úlohy (3.32), (3.33). Pak

platí

∆x(t) =
(
∆Z(t)

)
c(t) + Z(t+ 1)

(
∆c(t)

)
=
(
A(t)Z(t)

)
c(t) + Z(t+ 1)

(
∆c(t)

)
.

Sou£asn¥, aby posloupnost x byla °e²ením rovni
e (3.24), musí platit

∆x(t) = A(t)Z(t)c(t) + b(t).

Porovnáním t¥
hto vyjád°ení vidíme, ºe

Z(t+ 1)∆c(t) = b(t).

Za p°edpokladu, ºe mati
e Z(t+ 1) je regulární, z poslední rovnosti vyjád°íme

∆c(t) = Z(t+ 1)−1b(t)
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a suma
í obou stran této rovnosti v mezí
h od t0 do t− 1 dostaneme

c(t) = c(t0) +

t−1∑

j=t0

Z(j + 1)−1b(j).

Konstantní vektor c(t0) pro stru£nost ozna£íme η a vypo£ítanou posloupnost c dosadíme do

p°edpokládaného tvaru (3.40)°e²ení rovni
e (3.24):

x(t) = Z(t)



η +
t−1∑

j=t0

Z(j + 1)−1b(j)



 = Z(t)η +
t−1∑

j=t0

Z(t)Z(j + 1)−1b(j). (3.41)

První s£ítane
 posledního výrazu je vlastn¥ obe
ným °e²ením p°idruºené homogenní rovni
e

(3.29). Sou£asn¥ vidíme, ºe x(t0) = Z(t0)η, tj. η = Z(t0)
−1x(t0). Fundamentální mati
i Z

vyjád°íme pomo
í sou£inu (3.34) a °e²ení rovni
e (3.24) zapí²eme ve tvaru

x(t) =
t−1∏

i=t0

(
I+ A(i)

)
x(t0) +

t−1∑

j=t0





t−1∏

i=j+1

(
I+ A(i)

)



 b(j). (3.42)

Poslední výraz je jiº de�nován pro kaºdý index t ≥ t0 ze spole£ného de�ni£ního oboru mati
ové

posloupnosti A a vektorové posloupnosti b; pra
ovní p°edpoklad o regularit¥ mati
e Z tedy

nebyl podstatný. P°ímým dosazením se nyní lze p°esv¥d£it, ºe se skute£n¥ jedná o °e²ení

rovni
e (3.24).

Odvodili jsme:

V¥ta 20. Obe
né °e²ení rovni
e (3.24) je sou£tem obe
ného °e²ení p°idruºené homogenní

rovni
e (3.29) a partikulárního °e²ení rovni
e (3.24). Toto °e²ení lze vyjád°it ve tvaru

x(t) =

t−1∏

i=t0

(
I+ A(i)

)
x(t0) +

t−1∑

j=t0





t−1∏

i=j+1

(
I+ A(i)

)



 b(j),

kde t0 je n¥jaký index ze spole£ného de�ni£ního oboru mati
ové posloupnosti A a vektorové

posloupnosti b.

Pokud pro kaºdý index t ∈ DomA∩Dom b, t < t0 je det
(
I+A(t)

)
6= 0, je °e²ení de�nováno

na 
elém DomA ∩Dom b; v opa£ném p°ípad¥ je de�nováno na mnoºin¥ {τ, τ + 1, . . . }, kde

τ = t0 −min
{
i ∈ N : det

(
I+ A(t0 − i)

)
= 0
}
.

Pokud je mati
ová posloupnost A regresivní, lze rovnost (3.42), tj. vyjád°ení °e²ení rovni
e

(3.24), p°epsat pomo
í mati
ové exponen
iální funk
e,

x(t) = eA(t, t0)x(t0) +
t−1∑

j=t0

eA(t, j + 1)b(j) =

= eA(t, t0)



x(t0) +

t−1∑

j=t0

eA(t0, j + 1)b(j)



 =

= eA(t, t0)



x(t0) +

t−1∑

j=t0

e⊖A(j + 1, t0)b(j)



 .
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3.2.3 Kvalitativní vlastnosti °e²ení systému s konstantní mati
í

Ne
h´ A je £tver
ová mati
e °ádu k. Uvaºujme lineární homogenní systém (vektorovou rovni
i)

∆x = Ax. (3.43)

M·ºeme ho také p°epsat jako systém rekurentní
h formulí

x(t+ 1) = Qx(t), (3.44)

kde Q = I+A. Tato rovni
e má pro libovolnou po£áte£ní hodnotu x(t0) jediné °e²ení de�nované
na intervalu [t0,∞)∩Z. Pokud je mati
e Q regulární, pak má tato po£áte£ní úloha jediné °e²ení

de�nované na 
elé mnoºin¥ Z. (Toto tvrzení je z°ejmé; je to v²ak také spe
iální p°ípad V¥ty 20.)

Toto °e²ení je tvaru

x(t) = (I+ A)t−t0x(t0) = Qt−t0x(t0). (3.45)

Poznamenejme, ºe v p°ípad¥ t < t0 ozna£uje symbol Qt−t0
mati
i

(
Q−1

)t0−t
. Fundamentální

mati
e systému (3.43) a ekvivalentního systému (3.44), která spl¬uje po£áte£ní podmínku

Z(t0) = I, je dáno formulí

Z(t) = (I+ A)t−t0 = Qt−t0 .

Aby
hom získali n¥jaký pouºiteln¥j²í tvar °e²ení systému (3.43), pot°ebujeme vyjád°it mo
-

niny mati
e I+ A = Q. Z lineární algebry víme, ºe tuto mati
i m·ºeme zapsat ve tvaru

Q = PJP−1,

kde P je regulární £tver
ová mati
e dimenze k a J je Jordan·v kanoni
ký tvar mati
e. Pro

t > t0 tedy platí

Qt−t0 = PJP−1 PJP−1 · · · PJP−1
︸ ︷︷ ︸

(t−t0)-krát

= PJt−t0P−1.

Dostáváme tak záv¥r: �e²ení ekvivalentní
h systém· (3.43) a (3.44) s mati
í Q = I+ A, která

má Jordan·v kanoni
ký tvar PJP−1
, je tvaru

x(t) = PJt−t0P−1x(t0). (3.46)

P°íklad. Uvaºujme systém rovni
 (vektorovou rovni
i)

∆x =





2 1 1
−1 −1 0
−2 −1 −1



x, tj. x(t+ 1) =





3 1 1
−1 0 0
−2 −1 0



x(t)

s po£áte£ním indexem t0 = 0. V tomto p°ípad¥ je

Q =





3 1 1
−1 0 0
−2 −1 0



 , J =





1 1 0
0 1 1
0 0 1



 , P =





−1 −1 −1
1 0 1
1 1 0



 .

Postupn¥ vypo£ítáme mo
niny mati
e J

J2 =





1 1 0
0 1 1
0 0 1









1 1 0
0 1 1
0 0 1



 =





1 2 1
0 1 2
0 0 1



 , J3 =





1 1 0
0 1 1
0 0 1









1 2 1
0 1 2
0 0 1



 =





1 3 3
0 1 3
0 0 1



 ,
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J4 =





1 1 0
0 1 1
0 0 1









1 3 3
0 1 3
0 0 1



 =





1 4 6
0 1 4
0 0 1



 , J5 =





1 1 0
0 1 1
0 0 1









1 4 6
0 1 4
0 0 1



 =





1 5 10
0 1 5
0 0 1



 ,

atd. Z tohoto výpo£tu uhodneme, ºe

Jt =





1 t 1
2t(t− 1)

0 1 t
0 0 1





a tento výsledek ov¥°íme induk
í.

Dostáváme tak °e²ení daného systému

x(t) =





−1 −1 −1
1 0 1
1 1 0









1 t 1
2t(t− 1)

0 1 t
0 0 1









1 1 1
−1 −1 0
−1 0 −1



x(0) =

=







1 + 3
2t+

1
2 t

2 t 1
2 t+

1
2t

2

−1
2t− 1

2 t
2 1− t 1

2 t− 1
2t

2

−3
2t− 1

2 t
2 −t 1− 1

2t− 1
2t

2







x(0) =

=







x1 +
1
2

(
3ξ1 + 2ξ2 + ξ3

)
t+ 1

2

(
ξ1 + ξ3

)
t2

x2 − 1
2

(
ξ1 + 2ξ2 − ξ3

)
t− 1

2

(
ξ1 + ξ3

)
t2

x3 − 1
2

(
3ξ1 + 2ξ2 + ξ3

)
t− 1

2

(
ξ1 + ξ3

)
t2







;

p°itom ξ1, ξ2 a ξ3 ozna£ují sou°adni
e po£áte£ního vektoru x(0) = ξ.

Podívejme se, jaké záv¥ry plynou z °e²ení(3.46) systém· (3.43) a (3.44). Jordan·v kano-

ni
ký tvar J je blokov¥ diagonální mati
e

J =








J1 O . . . O

O J2 . . . O
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O O . . . Jm







,

blok Ji je £tver
ová mati
e dimenze ki; p°itom k1 + k2 + · · · + km = k. Jednotlivé bloky jsou

tvaru

Ji =










λ 0 0 . . . 0
0 λ 0 . . . 0
0 0 λ . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . λ










nebo Ji =










λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0
0 0 λ . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . λ










,

kde λ je vlastní £íslo mati
e Q. Je-li blok Ji diagonální, tj. je prvního z uvedený
h tvar·,

°ekneme, ºe vlastní £íslo λ je jednodu
hého typu.

Pro libovolné p°irozené £íslo n platí

Jn =








J1
n O . . . O

O J2
n . . . O

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

O O . . . Jm
n







.
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Je-li blok Ji diagonální, pak

Ji
n =










λn 0 0 . . . 0
0 λn 0 . . . 0
0 0 λn . . . 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . λn










,

má-li blok Ji v horní vedlej²í diagonále jedni£ky, pak

Ji
n =




















λn nλn−1 1
2n(n− 1)λn−2 . . .

n(ki−1)

(ki − 1)!
λn−ki+1

0 λn nλn−1 . . .
n(ki−2)

(ki − 2)!
λn−ki+2

0 0 λn . . .
n(ki−3)

(ki − 3)!
λn−ki+3

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . λn




















;

p°itom n(ν), ν = ki − 1, ki − 2, . . . , 1 ozna£uje faktoriálovou posloupnost, viz 1.3.2.4. Platnost

t¥
hto formulí lze ov¥°it úplnou induk
í.

Sloºky vektoru °e²ení jsou lineární kombina
e vlastní
h £ísel mati
e Q v nejvý²e (t− t0)-té
mo
nin¥, p°ípadn¥ vynásobená n¥jakým polynomem v prom¥nné t. Odtud m·ºeme (mimo

jiné) odvodit záv¥r:

Tvrzení 11. Mají-li v²e
hna vlastní £ísla regulární mati
e Qmodul (absolutní hodnotu) men²í

neº 1, pak pro kaºdé °e²ení x systému (3.44) platí

lim
t→∞

x(t) = o.

Nehomogenní lineární systém s konstantní mati
í A

∆x = Ax+ b(t) (3.47)

má podle V¥ty 20 jediné °e²ení dané formulí

x(t) = (I+ A)t−t0 x(t0) +

t−1∑

i=t0

(I+ A)t−i−1
b(i).

Zejména, pokud je nehomogenita b konstantní a mati
e A je regulární, pak systém

∆x = Ax+ b (3.48)

má °e²ení tvaru

x(t) = (I+ A)t−t0 x(t0) +

(
t−1−t0∑

i=0

(I+ A)i
)

b = (I+ A)t−t0 x(t0) + A−1
[(
I+ A

)t−t0 − I

]

b.
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Pokud v²e
hna vlastní £ísla mati
e I+ A mají modul men²í neº 1, pak lim
t→∞

(
I+ A

)t
= O, 
oº

znamená, ºe pro °e²ení systému (3.48) v takovém p°ípad¥ platí

lim
t→∞

x(t) = −A−1b; (3.49)


hování °e²ení systému (3.48) pro t→ ∞ (po uplynutí dlouhého £asu) nezávisí na po£áte£ní
h

podmínká
h, vliv po£áte£ního stavu postupn¥ vymizí, systém �zapomene� sv·j vý
hozí stav.

Systém s touto vlastností se nazývá ergodi
ký.

Pokud je mati
e A regulární, pak lineární systém (3.48) s konstantní nehomogenitou b

má jediné konstantní °e²ení x ≡ x∗
. Toto °e²ení je sou£asn¥ °e²ením soustavy algebrai
ký
h

rovni
 o = Ax∗ + b, tedy

x∗ = −A−1b.

Porovnáním s rovností (3.49) vidíme, ºe °e²ení ergodi
kého systému (3.48) s regulární mati
í

A konvergují pro t→ ∞ k jedinému konstantnímu °e²ení tohoto systému.

Ozna£me vlastní £ísla λ1, λ2, . . . , λm mati
e Q tak, aby platilo

|λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λm|.

Vlastní £ísla λj , pro která platí |λj | = |λ1| nazveme dominantní. Pokud |λ1| > |λ2| a λ1 je

jednodu
hého typu (je jednodu
hým ko°enem 
harakteristi
ké rovni
e), pak λ1 nazveme ryze

dominantní.

Uvaºujme nyní spe
iální mati
i Q takovou, ºe má ryze dominantní vlastní £íslo λ1. Ozna£-
me w1 vlastní vektor p°íslu²ný k λ1. Pak Jordan·v kanoni
ký tvar mati
e Q je

J =

(
λ1 oT

o K

)

,

kde o je (k− 1)-rozm¥rný nulový vektor, K je blokov¥ diagonální £tver
ová mati
e °ádu k− 1
taková, ºe

lim
t→∞

1

λt1
Kt = O.

Mati
e podobnosti je tvaru P = (w1,R), kde R je n¥jaká mati
e mati
e typu (k, k− 1). Mati
i

P−1
zapí²eme ve tvaru

P−1 =

(
vT
1

S

)

,

kde v1 je k-rozm¥rný vektor a S je mati
e typu (k − 1, k). �e²ení systému (3.44) je podle

rovnosti (3.46) rovno

x(t) =
(
w1 R

)
(
λt−t0
1 oT

o Kt−t0

)(
vT
1

S

)

x(t0) =
(

w1λ
t−t0
1 vT

1 + RKt−t0S

)

x(t0) =

= vT
1x(t0)λ

t−t0
1 w1 + RKt−t0Sx(t0).

Ozna£íme c = vT
1x(t0)λ

−t0
1 a °e²ení vyjád°íme ve tvaru

x(t) = cλt1w1 + RKt−t0Sx(t0).
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Nyní platí

lim
t→∞

1

λt1
x(t) = cw1 + R

(

lim
t→∞

1

λt1
Kt−t0

)

S = cw1.

To, zhruba °e£eno, znamená, ºe po dostate£n¥ dlouhém £ase se °e²ení systému (3.44) 
hová jako

n¥jaký násobek vektorové posloupnosti λt1w1 � kaºdá sloºka °e²ení je geometri
kou posloup-

ností s kvo
ientem λ1, sloºky °e²ení jsou úm¥rné sloºkám vlastního vektoru w1 p°íslu²ného

k ryze dominantnímu vlastnímu £íslu λ1. V tomto smyslu jsou systémy s mati
í mají
í ryze

dominantní vlastní £íslo ergodi
ké.

Dokázali jsme:

Tvrzení 12. Ne
h´ mati
e Q má ryze dominantní vlastní £íslo λ1 a p°íslu²ný vlastní vektor

w1. Pak °e²ení systému (3.44) je asymptoti
ky ekvivalentní s konstantním násobkem vektorové

posloupnosti λt1w1.

Dvojrozm¥rný systém

Uvaºujme homogenní systém lineární
h rekurentní
h formulí

(
x
y

)σ

=

(
q11 q12
q21 q22

)(
x
y

)

, tj.

x(t+ 1)= q11x(t)+ q12y(t),
y(t+ 1) = q21x(t)+ q22y(t).

(3.50)

Vlastní £ísla mati
e Q jsou °e²ením 
harakteristi
ké rovni
e det(Q− λI) = 0, podrobn¥ji

∣
∣
∣
∣

q11 − λ q12
q21 q22 − λ

∣
∣
∣
∣
= λ2 − (q11 + q22)λ+ q11q22 − q21q12 = λ2 − trQλ+ detQ = 0.

Pro zjednodu²ení zápisu ozna£me

p = trQ, q = detQ. (3.51)

Charakteristi
ká rovni
e p°i tomto ozna£ení je

λ2 − pλ+ q = 0 (3.52)

a její ko°eny jsou

λ1,2 =
1
2

(

p±
√

p2 − 4q
)

.

Ozna£ení budeme volit tak, aby |λ1| ≥ |λ2|. P°i hledání podmínek pro to, zda ob¥ vlastní

£ísla mají modul men²í neº 1, sta£í vy²et°it λ1. V p°ípad¥ reálný
h vlastní
h £ísel budeme

diskutovat i jeji
h znaménka. Rozli²íme n¥kolik p°ípad·:

(i) q = 0 : V tomto p°ípad¥

λ1,2 =
1
2 (p± |p|) =

{
1
2(p± p), p ≥ 0,
1
2(p∓ p), p < 0,

tedy λ1 = p, λ2 = 0

a hledaná podmínka je −1 < p < 1.

(ii) q 6= 0 : V tomto p°ípad¥ je pot°ebné rozli²it moºná znaménka diskriminantu kvadrati
ké

rovni
e (3.52).
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1. p2 < 4q : Tato moºnost m·ºe nastat pouze tehdy, kdyº q < 0. Kvadrati
ká rovni
e

má komplexn¥ sdruºené ko°eny

λ1,2 =
1
2

(

p± i
√

4q − p2
)

=
√
q

(

p

2
√
q
± i

√

1− p2

4q

)

=
√
q (cosϕ± i sinϕ) ,

kde ϕ = arctg

√
4q

p2
− 1. Je tedy |λ1| = |λ2| = √

q a podmínka je

q < 1.

2. p2 = 4q : Kvadrati
ká rovni
e má reálný dvojnásobný ko°en λ1 = λ2 = 1
2p a

podmínka je

−2 < p < 2

3. p2 > 4q : V tomto p°ípad¥ musí být p 6= 0. Kvadrati
ká rovni
e má dva reáné r·zné

ko°eny, jeji
h moduly závisí na znaménká
h hodnot p a q.

3.1. q ≥ 0, p > 0 : Za t¥
hto podmínek je

λ1 =
1
2

(

p+
√

p2 − 4q
)

> 0, λ2 =
1
2

(

p−
√

p2 − 4q
)

> 0

a podmínka je

1
2

(

p+
√

p2 − 4q
)

< 1, po úprav¥

p < min{q + 1, 2}.

3.2. q ≥ 0, p < 0 : Nyní je

λ1 =
1
2

(

p−
√

p2 − 4q
)

< 0, λ2 =
1
2

(

p+
√

p2 − 4q
)

< 0

a podmínka je

1
2

(

p−
√

p2 − 4q
)

< 1, po úprav¥

−p < min{q + 1, 2}.

3.3. q < 0, p > 0 : V tomto p°ípad¥ je

λ1 =
1
2

(

p+
√

p2 − 4q
)

> 0, λ2 =
1
2

(

p−
√

p2 − 4q
)

< 0

a podmínka je

1
2

(

p+
√

p2 − 4q
)

< 1, stejn¥ jako v p°ípad¥ 3.1. je

p < min{q + 1, 2}.

3.4. q < 0, p < 0 : V tomto p°ípad¥ je

λ1 =
1
2

(

p−
√

p2 − 4q
)

< 0, λ2 =
1
2

(

p+
√

p2 − 4q
)

> 0

a podmínka je stejná jako v p°ípad¥ 3.2.

−p < min{q + 1, 2}.
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p

q

10−1

−1

1

|λ1| < 1

λ1,2 komplexní

λ1 > 0, λ2 < 0

λ1 > 0, λ2 > 0

λ1 < 0, λ2 > 0

λ1 < 0, λ2 < 0

Obrázek 3.2: Závislost vlastní
h £ísel mati
e Q p°íslu²né k systému (3.50) na hodnotá
h p =
trQ a q = detQ. Parabola má rovni
i q = 1

4p
2
, vlastní £ísla jsou ozna£ena tak, ºe |λ1| ≥ |λ2|.

Výsledky diskuse jsou v gra�
ké podob¥ shrnuty v obrázku 3.2. Z diskuse vlastností °e²ení

rovni
e (3.52), jejíº koe�
ienty jsou dány vztahy (3.51) lze u£init záv¥r:

V¥ta 21. Je-li | trQ| − 1 < detQ < 1, pak pro kaºdé °e²ení systému(3.50) platí

lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

y(t) = 0.

Pokud | trQ| > detQ+ 1 nebo detQ > 1, pak existuje °e²ení systému(3.50) takové, ºe

lim
t→∞

|x(t)| = ∞ nebo lim
t→∞

|y(t)| = ∞.

3.3 Lineární rovni
e vy²²ího °ádu

Lineární diferen£ní rovni
e k-tého °ádu druhého typu je rovni
e tvaru

x(t+k)+a1(t)x(t+k−1)+a2(t)x(t+k−2)+ · · ·+ak−1(t)x(t+1)+ak(t)x(t) = b(t), (3.53)

kde posloupnost ak 6≡ 0. Tato rovni
e se nazývá homogenní, pokud posloupnost b ≡ 0.
Podle 2.2 je tato rovni
e ekvivalentní se systémem tvaru (2.15), konkrétn¥ se systémem

x1(t+ 1)= x2(t)
x2(t+ 1)= x3(t)
x3(t+ 1)= x4(t)

.

.

.

.

.

.

xk−1(t+ 1)= xk(t)
xk(t+ 1)=−ak(t)x1(t)− ak−1(t)x2(t)−ak−2(t)x3(t)− · · · − a2(t)xk−1(t)−a1(t)xk(t) +b(t).

(3.54)

První sloºka °e²ení tohoto systému je °e²ením rovni
e (3.53)
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V p°ípad¥ homogenní rovni
e

x(t+ k) + a1(t)x(t+ k− 1) + a2(t)x(t+ k− 2) + · · ·+ ak−1(t)x(t+1) + ak(t)x(t) = 0 (3.55)

máme homogenní systém lineární
h rovni
, kterým jsme se zabývali v 3.2.1. Pon¥vadº pro

sloºky °e²ení systému (3.54) (homogenního i nehomogenního) platí

xi(t+ 1) = xi+1(t), tj. xi+1 = xσi , i = 1, 2, . . . , k − 1,

fundamentální mati
e homogenního systému (3.54) s b ≡ 0 je tvaru

Z(t) =








z1(t) z2(t) · · · zk(t)
z1(t+ 1) z2(t+ 1) · · · zk(t+ 1)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

z1(t+ k − 1) z2(t+ k − 1) · · · zk(t+ k − 1)








;

p°itom v prvním °ádku jsou °e²ení rovni
e (3.55). Tyto posloupnosti z1, z2, . . . , zk nazýváme

fundamentální systém °e²ení homogenní rovni
e (3.55).

Známe-li tedy fundamentální systém °e²ení homogenní rovni
e (3.55), m·ºeme podle 3.2.2

napsat obe
né °e²ení nehomogenního systému (3.54) ve tvaru (3.41). Poslední suma v t¥
hto

formulí
h vyjad°uje partikulární °e²ení nehomogenního systému s nulovými po£áte£ními pod-

mínkami. Ozna£me nyní

u(j) = Z(j + 1)−1b(j);

pak je

Z(j + 1)u(j) = b(j).

Dostáváme tak obe
né °e²ení nehomogenní rovni
e (3.53) ve tvaru

x(t) =

k∑

i=1

cizi(t) +

t−1∑

j=t0

k∑

i=1

zi(t)ui(j) =

k∑

i=1

zi(t)



ci +

t−1∑

j=t0

ui(j)



 , (3.56)

kde c1, cj , . . . , ck jsou libovolné konstanty, z1, z2, . . . , zk je fundamentální systém °e²ení homo-

genní rovni
e (3.55) a posloupnosti u1, u2, . . . , uk jsou °e²ením soustavy lineární
h rovni


z1(j + 1)u1(j)+ z2(j + 1)u2(j)+ · · · + zk(j + 1)uk(j) = 0,
z1(j + 2)u1(j)+ z2(j + 2)u2(j)+ · · · + zk(j + 2)uk(j) = 0,

.

.

.

.

.

. · · · .

.

.

.

.

.

z1(j + k − 1)u1(j)+ z2(j + k − 1)u2(j)+ · · · + zk(j + k − 1)uk(j) = 0,
z1(j + k)u1(j)+ z2(j + k)u2(j)+ · · · + zk(j + k)uk(j) = b(j).

(3.57)

Rovni
e s konstantními koe�
ienty

Obe
n¥ umíme vyjád°it fundamentální systém °e²ení homogenní rovni
e (3.53) pouze v p°í-

pad¥, ºe její koe�
ienty a1, a2, . . . , ak jsou konstantní, tedy kdyº je rovni
e tvaru

x(t+ k) + a1x(t+ k − 1) + a2x(t+ k − 2) + · · ·+ ak−1x(t+ 1) + akx(t) = 0; (3.58)
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p°itom p°edpokládáme, ºe ak 6= 0. Tato rovni
e je ekvivalentní se systémem

x1(t+ 1)= x2(t)
x2(t+ 1)= x3(t)
x3(t+ 1)= x4(t)

.

.

.

.

.

.

xk−1(t+ 1)= xk(t)
xk(t+ 1)=−akx1(t)− ak−1x2(t)−ak−2x3(t)− · · · − a2xk−1(t)−a1xk(t).

(3.59)

To je systém (3.44) s mati
í

Q =












0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
0 0 0 . . . 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . 0 1
−ak −ak−1 −ak−2 . . . −a2 −a1












.

Vlastní £ísla této mati
e jsou °e²ení 
harakteristi
ké rovni
e det(Q− λI) = 0. Determinant na

levé stran¥ této rovni
e ozna£íme Dk a vyjád°íme ho pomo
í rozvoje podle prvního sloup
e.

Dostaneme

Dk =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

−λ 1 0 . . . 0 0
0 −λ 1 . . . 0 0
0 0 −λ . . . 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . −λ 1
−ak −ak−1 −ak−2 . . . −a2 −a1 − λ

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= −λDk−1 − (−1)k+1ak,


oº je lineární rekurentní rela
e prvního °ádu pro determinant Dk. P°itom D1 = −(a1 + λ).
Podle D·sledku 1 V¥ty16 tedy je

Dk = −(λ+ a1)(−λ)k−1 +

k∑

i=2

(−λ)k−i(−1)iai = (−1)k

(

λk + a1λ
k−1 +

k∑

i=2

λk−1ai

)

=

= (−1)k
(

λk + a1λ
k−1 + a2λ

k−2 + · · · + ak−1λ+ ak

)

.

Dostali jsme tak algebrai
kou rovni
i

λk + a1λ
k−1 + a2λ

k−2 + · · ·+ ak−1λ+ ak = 0, (3.60)

která se nazývá 
harakteristi
ká rovni
e p°íslu²ná k diferen£ní rovni
i (3.58) Ze základní v¥ty

algebry a z diskuse °e²ení systému (3.44) nyní plyne:

Tvrzení 13. Ne
h´ λp je r-násobný reálný ko°en 
harakteristi
ké rovni
e (3.60). Pak kaºdá

z posloupností de�novaný
h vztahem

x(t) = tqλtp, q = 0, 1, 2, . . . , r − 1
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je °e²ením lineární homogenní diferen£ní rovni
e (3.58).

Ne
h´ λc1 = a(cosϕ + i sinϕ) a λc2 = a(cosϕ − i sinϕ) je dvoji
e komplexn¥ sdruºený
h

r-násobný
h komplexní
h ko°en· 
harakteristi
ké rovni
e (3.60). Pak kaºdá z posloupností

de�novaný
h n¥kterým ze vztah·

x(t) = tqat cos tϕ, x(t) = tqat sin tϕ, q = 0, 1, 2, . . . , r − 1

je °e²ením lineární homogenní diferen£ní rovni
e (3.58).

Uvedená °e²ení jsou lineárn¥ nezávislá.

Z Tvrzení 11 a 12 p°ímo plynou výsledky o kvalitativní
h vlastnoste
h °e²ení rovni
e (3.58):

Tvrzení 14. Mají-li v²e
hny ko°eny 
harakteristi
ké rovni
e (3.60) modul men²í neº 1, pak

pro kaºdé °e²ení x = x(t) rovni
e (3.58) platí

lim
t→∞

x(t) = 0.

Ne
h´ 
harakteristi
ká rovni
e (3.60) má jednodu
hý reálný ko°en λ1 takový, ºe pro kaºdý jiný
ko°en λj této rovni
e platí |λ1| > |λj |. Pak ke kaºdému °e²ení x = x(t) rovni
e (3.58) existuje
konstanta c taková, ºe

lim
t→∞

x(t)

cλt1
= 1,

tj. kaºdé °e²ení rovni
e (3.58) je asymptoti
ky ekvivalentní s geometri
kou posloupostí s kvo-


ientem λ1.

Obe
né výsledky o rovni
i (3.58) m·ºeme spe
i�kovat pro lineární homogenní diferen£ní

rovni
i druhého typu a druhého °ádu

x(t+ 2) + ax(t+ 1) + bx(t) = 0, (3.61)

kde b 6= 0. Charakteristi
ká rovni
e má v tomto p°ípad¥ tvar

λ2 + aλ+ b = 0

a ko°eny

λ1,2 =
1
2

(

−a±
√

a2 − 4b
)

= −1
2a

(

1∓
√

1− 4b

a2

)

.

Z tohoto vyjád°ení vidíme:

1. Je-li a2 > 4b, pak fundamentální systém °e²ení rovni
e (3.61) je

z1(t) =

(

−1
2a

(

1 +

√

1− 4b

a2

))t

, z2(t) =

(

−1
2a

(

1−
√

1− 4b

a2

))t

.

Pon¥vadº ∣
∣
∣
∣
∣
−1

2a

(

1 +

√

1− 4b

a2

)∣
∣
∣
∣
∣
>

∣
∣
∣
∣
∣
−1

2a

(

1−
√

1− 4b

a2

)∣
∣
∣
∣
∣
,

z Tvrzení 12 nyní plyne, ºe kaºdé °e²ení rovni
e (3.61) je asymptoti
ky ekvivalentní

s geometri
kou posloupností s kvo
ientem −1
2a

(

1 +

√

1− 4b

a2

)

.

Pokud tedy a > 0, pak pro dostate£n¥ velký index t je °e²ení monotonní posloupností,

pokud a < 0, pak °e²ní v okolí nekone£na os
iluje, £leny posloupnosti m¥ní znaménko.
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2. Je-li a2 = 4b, pak fundamentální systém °e²ení rovni
e (3.61) je

z1(t) =
(
−1

2a
)t
, z2(t) = t

(
−1

2a
)t
.

3. Je-li a2 < 4b, pak 
harakteristi
ká rovni
e má komplexn¥ sdruºené ko°eny

λ1,2 = −1
2a

(

1∓ i

√

4b

a2
− 1

)

=
√
b (cosϕ± i sinϕ), kde ϕ = arctg

√

4b

a2
− 1

Fundamentální systém °e²ení rovni
e (3.61) je

z1(t) =
√
bt cos tϕ, z2(t) =

√
bt sin tϕ,

a její obe
né °e²ení je x(t) = c1z1(t)+c2z2(t), které p°i ozna£ení c
2
1+c

2
2 = C, arctg

c1
c2

= ψ

m·ºeme psát ve tvaru

x(t) = C
√
bt sin(tϕ+ ψ).

Kaºdé °e²ení v tomto p°ípad¥ tedy os
iluje.

Dále m·ºeme zformulovat d·sledek V¥ty 21:

D·sledek 5. Je-li |a| − 1 < b < 1, pak pro kaºdé °e²ení x = x(t) rovni
e (3.58) platí

lim
t→∞

x(t) = 0.

Pokud |a| > b+ 1 nebo b > 1, pak existuje °e²ení x = x(t) rovni
e (3.58) takové, ºe

lim
t→∞

|x(t)| = ∞.
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Kapitola 4

Autonomní rovni
e

Jedna spole£ná vlastnost t°í model· r·stu popula
e sestavený
h v Kapitole 1 je bezprost°edn¥

vid¥t z tvar· rovni
 (1.14), (1.16) a (1.17) � na pravé stran¥ t¥
hto rekurentní
h formulí se

£as t vyskytuje pouze jako index hledané posloupnosti x. To znamená, ºe �p°írodní zákon�

ur£ují
í r·st popula
e je v kaºdém £asovém okamºiku stejný. Tuto skute£nost lze interpreto-

vat tak, ºe zm¥ny okolního sv¥ta nemají ºádný vliv na r·st popula
e. Jinak °e£eno, popula
i

(
harakterizovanou vnit°ním koe�
ientem r·stu r) s jejím prost°edím (
harakterizovanou ka-

pa
itou K) si p°edstavujeme jako izolovanou od �zbytku� sv¥ta. Popula
i a její prost°edí tak


hápeme jako uzav°ený systém a tento systém se vyvíjí podle svý
h vlastní
h (αυτoς) zákon·
(νoµoι). Proto rovni
e (1.14), (1.16), (1.17) a obe
n¥ diferen£ní rovni
e nebo jeji
h soustavy,

v jeji
hº zápisu se £as t objevuje jen jako index hledaný
h posloupností, nazýváme autonomní.

N¥jaký systém (slovo �systém� nyní 
hápeme jako �n¥jak vymezená £ást reality� , nikoliv

ve smyslu �systém rovni
�), na který nep·sobí vn¥j²í vlivy, se nemusí nijak 
hovat; jeho zm¥na

nebo vývoj mohou být vyvolávány teprve zásahy z jeho okolí. O takovém systému °ekneme,

ºe je v dynami
ké rovnováze. Pokud je v takovém p°ípad¥ stav systému popisován n¥jakou

£asov¥ závislou veli£inou (tj. posloupností) x = x(t), posloupnost x je v takovém p°ípad¥

konstantní a dynami
kou rovnováhu p°edstavuje n¥jaká hodnota x∗, pro niº platí x ≡ x∗.
Je-li naví
 systém modelován autonomní diferen£ní rovni
í x(t+1) = f

(
x(t)

)
, pak musí platit

x∗ = f(x∗); dynami
ky rovnováºný stav x∗ je dán °e²ením této (algebrai
ké) rovni
e.

Dynami
ká rovnováha samoz°ejm¥ neznamená, ºe �se ni
 ned¥je� . Povaºujeme-li za systém

nap°íklad popula
i, kterou 
harakterizujeme její velikostí x, m·ºe být tato velikost konstantní
a p°itom m·ºe do
házet k úhynu a rození jedin
·, po£et uhynulý
h v²ak musí být stejný jako

po£et nov¥ narozený
h.

Z hlediska modelované reality bývá zajímavou (nebo dokon
e d·leºitou) otázkou, jak se

systém 
hová, pokud v dynami
ké rovnováze není. Nebo z jiného hlediska: 
o se stane, kdyº

systém z rovnováhy vy
hýlíme? Budeme to nyní op¥t ilustrovat na p°íkladu popula
e. Za

adekvátní model vývoje její velikosti budeme povaºovat logisti
kou rovni
i (1.14).

Rovnováºný stav velikosti popula
e je dán °e²ením kvadrati
ké rovni
e

x∗ = x∗
(

r − r − 1

K
x∗
)

.

Jedním ko°enem této rovni
e je x∗ = 0; to je nezajímavý triviální p°ípad � ºádná popula
e

není a proto se nijak nevyvíjí. Zajímav¥j²í je druhý ko°en x∗ = K, tedy situa
e, kdy velikost

popula
e je ustálena p°esn¥ na hodnot¥ úºivnosti prost°edí.

85
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Z po£íta£ový
h simula
í, p°edstavený
h v Kapitole 1 na obr. 1.2, jiº víme, ºe modelovaná

velikost popula
e se nemusí ustálit na hodnot¥ kapa
ity prost°edí. Chování °e²ení rovni
e

(1.14), a tedy 
hování modelované popula
e, podstatn¥ závisí na parametru r, na velikosti

vnit°ního koe�
ientu r·stu popula
e. Ukáºeme si moºné 
hování °e²ení rovni
e (1.14) p°i dvou,

svým zp·sobem extrémní
h, hodnotá
h koe�
ientu r, konkrétn¥ pro r = 2 a pro r = 4.
Pro r = 2 máme rovni
i

x(t+ 1) = x(t)

(

2− 1

K
x(t)

)

a snadno se p°ímým výpo£tem p°esv¥d£íme, ºe °e²ení této rovni
e je tvaru

x(t) = K

(

1−
(

1− ξ

K

)2t
)

,

kde ξ je n¥jaké reálné £íslo; ξ vyjad°uje po£áte£ní hodnotu x(0). Pokud platí 0 < ξ < 2K, pak

0 ≤
(

1− ξ

K

)2

< 1

a proto lim
t→∞

x(t) = K, tj. velikost popula
e se ustálí na hodnot¥ kapa
ity prost°edí, pokud její

po£áte£ní velikost je nenulová a men²í neº dvojnásobek kapa
ity prost°edí.

V p°ípad¥ r = 4 je situa
e naprosto jiná. Rovni
e (1.14) nyní je

x(t+ 1) = x(t)

(

4− 3

K
x(t)

)

. (4.1)

Op¥t se p°ímým výpoo£tem m·ºeme p°esv¥d£it, ºe posloupnosti dané formulemi

x1(t) =
4K

3

(

sin
2tπ

3 · 2n
)2

, x2(t) =
4K

3

(

sin
2n+tπ

2n + 1

)2

, x3(t) =
4K

3

(

sin
2tπ

2n

)2

jsou °e²eními této rovni
e pro libovolné p°irozené £íslo n. P°itom platí

x3(t) > 0 pro t < n, x3(t) = 0 pro t ≥ n,

0 < x1(t) < K pro t < n, x1(t) = K pro t ≥ n,

x2(t+ n) =
4K

3

(

sin
22n+tπ

2n + 1

)2

=
4K

3

(

sin

(

2n+tπ − 22n+tπ

2n + 1

))2

=

=
4K

3

(

− sin
2n+tπ

2n + 1

)2

= x(t).

Vidíme tedy, ºe rovni
e (4.1) má jednak °e²ení, které v kone£ném £ase vymizí, dále °e²ení,

které se v kone£ném £ase ustálí na hodnot¥ kapa
ity prost°edí, a také °e²ení periodi
ké. P°itom

platí

0 < x1(0) =
4K

3

(

sin
π

3 · 2n
)2

< x2(0) =
4K

3

(

sin
2nπ

2n + 1

)2

< x3(0) =
4K

3

(

sin
π

2n

)2
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Obrázek 4.1: �e²ení logisti
ké rovni
e (1.14) s parametry r = 4, K = 1, tj. rovni
e (4.1),

se t°emi r·znými po£áte£ními hodnotami: x(0) = 4
3

(
sin 1

96π
)2 .

= 0,00143 (zelená � °e²ení po

p¥ti kro
í
h nabude hodnoty K = 1), x(0) = 4
3

(
sin 32

33π
)2 .

= 0,01205 (£ervená � °e²ení má

periodu 5), x(0) = 4
3

(
sin 1

32π
)2 .

= 0,01281 (modrá � °e²ení po p¥ti kro
í
h skon£í na hodnot¥

0). Po£áte£ní hodnoty jsou prakti
ky nerozli²itelné, li²í se od sebe o mén¥ neº 1,2% z hodnoty

K, p°itom pr·b¥hy °e²ení jsou kvalitativn¥ odli²né.

a limita výrazu na pravé stran¥ pro n→ ∞ je rovna 0. To znamená, ºe p°i dostate£n¥ velkém

n jsou po£áte£ní hodnoty jednotlivý
h uvedený
h °e²ení �veli
e blízko nula� a proto jsou

�prakti
ky nerozli²itelné� . Jinak °e£eno, p°i malé po£áte£ní velikosti popula
e nelze predikovat

vývoj její velikosti. Situa
e pro n = 5 je znázorn¥na na obrázku 4.1.

Z tohoto p°íkladu vidíme, ºe 
hování systému m·ºe skute£n¥ být 
harakterizováno rov-

nováhou � stav systému se ustálí v tomto dynami
ky rovnováºném stavu. Ale nemusí tomu

tak být, i systém popsaný tém¥° stejnou rovni
í, tj. li²í
í se jen v hodnot¥ jednoho parame-

tru, se m·ºe 
hovat úpln¥ jinak, jeho 
hování nelze jednodu²e 
harakterizovat rovnováhou,

jeho 
hování m·ºe být veli
e komplikované. Je²t¥ závaºn¥j²í je zji²t¥ní, ºe dokon
e ani ade-

kvátní matemati
ký model nemusí být pouºitelný k predik
i vývoje autonomn¥ se 
hovají
ího

systému.

Také je dobré si uv¥domit, ºe autonomnost revni
e nebo soustavy rovni
 vyjad°ují jen jistý

úhel pohledu na modelovanou realitu, nikoliv realitu samu. Tato vlastnost je totiº vymezena

pouze tvarem zápisu. Ilustrujme si tuto skute£nost op¥t na modelu r·stu popula
e.

To, ºe 
hápeme popula
i spolu s jejím prost°edím jako jeden izolovaný systém, není vy-

nu
eno n¥jakými objektivními zákonitostmi. Jedná se jen o jednu z moºností popisu, o jeden

moºný úhel pohledu. Stejn¥ dob°e by
hom si mohli p°edstavovat, ºe samotná popula
e p°ed-

stavuje systém, na který p·sobí jeho okolí. Nebo ºe popula
e a její prost°edí jsou dva systémy,

které se vzájemn¥ ovliv¬ují. Tyto moºnosti ukáºeme na p°íkladu Bevertonovy-Holtovy rovni
e

(1.16).
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�e²ení rovni
e (1.16) s po£áte£ní podmínkou (1.9) je dáno formulí

x(t) =
Kξ0

ξ0 + (K − ξ0)r−t
, (4.2)

jak se m·ºeme p°esv¥d£it p°ímým výpo£em. Odtud plyne, ºe

x(t+ 1)

x(t)
=

ξ0 + (K − ξ0)r
−t

ξ0 + (K − ξ0)r−t−1
=

r

1 +
(r − 1)ξ0

ξ0 + (K − ξ0)r−t

.

Ozna£íme-li tedy

y(t) =
ξ0

ξ0 + (K − ξ0)r−t
=

1

1 +

(
K

ξ0
− 1

)

r−t

, (4.3)

m·ºeme psát

x(t+ 1) =
r

1 + (r − 1)y(t)
x(t). (4.4)

Vývoj velikosti popula
e je tedy také zapsán lineární homogenní rovni
í. Tato rovni
e není

autonomní, prom¥nná t se neobjevuje jen jako index hledané posloupnosti x, ale také ve výrazu
y(t); p°itom posloupnost y povaºujeme za známou. Výraz

r

1 + (r − 1)y(t)

lze interpretovat jako r·stový koe�
ient popula
e, který se v £ase m¥ní; je-li (r−1)y(t) > 0, je
tento r·stový koe�
ient men²í neº vnit°ní koe�
ient r·stu popula
e, je-li (r − 1)y(t) < 0, pak
je v¥t²í. Veli£inu y(t) m·ºeme tedy interpretovat jako vliv prost°edí na r·st popula
e v £ase

t, jako jakousi 
harakteristiku prom¥nlivého prost°edí. Z rovností (4.2) a (4.3) vidíme, ºe

y(t) =
x(t)

K
.

Bezrozm¥rná veli£ina y tedy vyjad°uje pom¥r velikosti popula
e k úºivnosti prost°edí, 
oº

lze také 
hápat jako relativní (vy)£erpání zdroj· prost°edí, nebo z jiného pohledu jako jeji
h

vzá
nost.

Z rovnosti (4.3) plyne

(
K

ξ0
− 1

)

r−t =
1

y(t)
− 1

a tedy

y(t+ 1) =
1

1 +

(
K

ξ0
− 1

)

r−t−1

=
1

1 +

(
1

y(t)
− 1

)

r−1

=
ry(t)

1 + (r − 1)y(t)
.

Posloupnost y je tedy °e²ením nelineární diferen£ní rovni
e

y(t+ 1) =
ry(t)

1 + (r − 1)y(t)
. (4.5)

Model r·stu popula
e máme nyní vyjád°ený dv¥ma autonomními rovni
emi (4.4) a (4.5). Rov-

ni
e pro posloupnost y (
harakterizují
í prost°edí) nezávisí na posloupnosti x, proto nemluvíme
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o systému ale o dvoji
i rovni
. Tuto dvoji
i m·ºeme interpretovat jako model autonomn¥ se

vyvíjejí
ího prost°edí, které ovliv¬uje velikost popula
e. V rovni
í
h (4.4), (4.5) se nevyskytuje

parametr K; úºivnost prost°edí by se objevila jako po£áte£ní podmínka

y(0) =
ξ0
K
.

Z rela
í (4.4) a (1.16) m·ºeme také odvodit

1 + (r − 1)y(t) = r
x(t)

x(t+ 1)
=
K + (r − 1)x(t)

K
,

takºe

(r − 1)y(t) =
(r − 1)x(t)

K
.

Dosadíme-li tento výraz do (4.5), dostaneme

y(t+ 1) =
rK

K + (r − 1)x(t)
y(t). (4.6)

Nyní nebudeme posloupnost y povaºovat za známou. Systém rovni
 (4.4), (4.6) je autonomní,

prom¥nná t se na pravý
h straná
h objevuje pouze jako index hledaný
h posloupností. Systém

(4.4), (4.6) m·ºeme tedy 
hápat jako model vývoje popula
e (
harakterizované její velikostí

x) a a jejího ºivotního prost°edí (
harakterizované relativní vzá
ností zdroj· y); p°itom se

popula
e a prost°edí vzájemn¥ ovliv¬ují, ale nejsou ovliv¬ovány ni£ím jiným.

Ozna£íme-li

ϕ(η) =
r

1 + (r − 1)η
, ψ(ξ) =

rK

K + (r − 1)ξ
,

m·ºeme systém rovni
 (4.4), (4.6) zapsat v �symetri
kém� tvaru

x(t+ 1) = ϕ
(
y(t)

)
x(t),

y(t+ 1) = ψ
(
x(t)

)
y(t).

Tvar rovni
 nazna£uje, ºe veli£inu ϕ(y) m·ºeme interpretovat jako r·stový koe�
ient popula
e

o velikosti x, a analogi
ky, veli£inu ψ(x) m·ºeme interpretovat jako r·stový koe�
ient n¥jaké

popula
e o velikosti y.
Triviální úprava modelu r·stu popula
e v omezeném prost°edí ukázala, ºe popula
i a její

prost°edí m·ºeme 
hápat dynami
ky jako vztah dvou vyvíjejí
í
h se popula
í; p°itom r·stový

koe�
ient jedné z ni
h závisí na té druhé.

Pokud je popula
e ºivotas
hopná, tj. její vnit°ní koe�
ient r·stu r je v¥t²í neº 1, pak

ϕ′(η) = − r(r − 1)
(
1 + (r − 1)η

)2 < 0, ψ′(ξ) = − rK(r − 1)
(
K + (r − 1)ξ

)2 < 0.

Zv¥t²ení �popula
e y � zmen²uje ry
hlost r·stu �popula
e x� a zv¥t²ení �popula
e x� zmen²uje

ry
hlost r·stu �popula
e y � . To v ekologi
ké terminologii znamená, ºe uvaºované interagují
í

popula
e jsou ve vztahu konkuren
e (kompeti
e).

V této kapitole se budeme zabývat autonomními rovni
emi a jeji
h systémy. Nejprve

ukáºeme jednodu
hé vlastnosti autonomní
h rovni
 prvního °ádu. Z ni
h nejd·leºit¥j²í je
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�invarian
e v £ase� , která, zhruba °e£eno, ukazuje, ºe nezáleºí na tom, kdy se systém po-

psaný autonomní rovni
í za£al vyvíjet, ale na tom, z jaké hodnoty tento vývoj za£ínal. Pak se

budeme v¥novat rovnováºným stav·m a zejména jeji
h stabilit¥, tj. s
hopnosti systému se po

(malém) vy
hýlení z rovnováhy do rovnováºného stavu vrátit. V p°ípad¥ autonomní
h rovni


k tomuto zkoumání máme efektivní výpo£etní i gra�
ké metody.

Výsledky získané pro autonomní rovni
e prvního °ádu pak zobe
níme na systémy rovni


a rovni
e vy²²í
h °ád·; pro n¥ v²ak jiº gra�
ké metody nejsou k dispozi
i.

4.1 Autonomní rovni
e prvního °ádu

Autonomní diferen£ní rovni
e prvního °ádu je taková rovni
e, v níº se index posloupnosti t
nevyskytuje expli
itn¥. Ve tvaru rekurentní formule ji m·ºeme zapsat jako

x(t+ 1) = f
(
x(t)

)
, (4.7)

kde f : Ω → Ω, Ω ⊆ R. Pomo
í operátoru posunu

σ
m·ºeme rovni
i (4.7) zapsat je²t¥ stru£n¥ji

ve tvaru

xσ = f(x).

Autonomní rovni
e tedy mohou modelovat pro
es, který se odehrává v podmínká
h nem¥ní
í
h

se v pr·b¥hu £asu. To lze interpretovat i tak, ºe systém je izolovaný, nep·sobí na n¥ho ºádné

vn¥j²í vlivy. Posloupnost x vyjad°uje n¥jak kvanti�kovaný stav tohoto pro
esu. Funk
e f
popisuje, jak se stav v pr·b¥hu £asového kroku za£ínají
ího v okamºiku t zm¥ní z hodnoty

x(t) na hodnotu x(t+1). Mnoºina Ω je mnoºinou hodnot, který
h m·ºe stav pro
esu nabývat,

proto ji nazýváme stavový prostor.

U pro
es· probíhají
í
h v £asov¥ neprom¥nný
h podmínká
h nezáleºí na tom jaký £as

zvolíme za po£átek, podrobn¥ji:

Tvrzení 15. Je-li posloupnost x̃ °e²ením rovni
e (4.7) s po£áte£ní podmínkou x̃(t0) = ξ0,
pak posloupnost x de�novaná vztahem x(t) = x̃(t + t0) je °e²ením rovni
e (4.7) s po£áte£ní

podmínkou x(0) = ξ0.

D·kaz: Posloupnost x je °e²ením rovni
e (4.7), nebo´

x(t+ 1) = x̃(t+ 1 + t0) = x̃
(
(t+ t0) + 1

)
= f

(
x̃(t+ t0)

)
= f

(
x(t)

)
,

a spl¬uje po£áte£ní podmínku x(0) = x̃(0 + t0) = x̃(t0) = ξ0. �

Bez újmy na obe
nosti tedy m·ºeme rovni
i (4.7) uvaºovat s po£áte£ní podmínkou

x(0) = ξ0; (4.8)

p°itom musí být ξ0 ∈ Dom f .
Úlohu (4.7), (4.8) m·ºeme °e²it tak, ºe postupn¥ po£ítáme jednotlivé £leny posloupnosti

°e²ení, tj.

x(0) = ξ0,
x(1) = f

(
x(0)

)
= f(ξ0),

x(2) = f
(
x(1)

)
= f

(
f(ξ0)

)
= f2(ξ0),

.

.

.

x(t)= f t(ξ0),
.

.

.
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Posloupnost x je tedy °e²ením úlohy (4.7), (4.8) práv¥ tehdy, kdyº x(t) = f t(ξ0) pro kaºdý

index t ∈ N (symbol f t ozna£uje t-krát sloºenou funk
i f , nikoliv t-tou mo
ninu funk£ní

hodnoty). Z tohoto vyjád°ení je vid¥t, ºe z ohrani£enosti funk
e f plyne ohrani£enost °e²ení

rovni
e (4.7). Podrobn¥ji:

Tvrzení 16. Pokud existuje konstanta h ∈ R, resp. H ∈ R, taková, ºe h ≤ f(x), resp.
f(x) ≤ H, pro v²e
hna x ∈ Ω, pak pro kaºdé °e²ení x rovni
e (4.7) a pro v²e
hny indexy t > 0
platí h ≤ x(t), resp. x(t) ≤ H.

O odhadu °e²ení úlohy (4.7), (4.8) z jiného pohledu vypovídá následují
í

Tvrzení 17. Ne
h´ existuje £íslo q takové, ºe pro v²e
hna ξ ∈ A ⊆ Ω platí

|f(ξ)| ≤ q|ξ|, resp. |f(ξ)| ≥ q|ξ|.
Ne
h´ ξ0 ∈ A, x je °e²ení úlohy (4.7), (4.8). Pak pro kaºdý index t ∈ N0 °e²ení x spl¬uje

nerovnost

|x(t)| ≤ |ξ0|qt, resp. x(t) ≥ |ξ0|qt,
nebo existuje t1 ≤ t takové, ºe x(t1) 6∈ A. Pokud f(A) ⊆ A, nem·ºe druhá moºnost nastat.

D·kaz: Tvrzení dokáºeme úplnou induk
í. Pro t = 0 platí |x(0)| = |ξ0| = |ξ0|q0. Induk£ní krok
v prvním p°ípad¥ je

|x(t+ 1)| =
∣
∣f
(
x(t)

)∣
∣ ≤ q |x(t)| ≤ q|ξ0|qt = |ξ0|qt+1,

ve druhém má obrá
ené nerovnosti. �

4.1.1 Gra�
ké °e²ení

Uvaºujme nelineární diferen£ní rovni
i (rekurentní formuli) prvního °ádu (4.7) s po£áte£ní

podmínkou (4.8). Rovni
i lze 
hápat také jako zápis zobrazení, které reálné hodnot¥ x(t)
p°i°adí hodnotu x(t + 1), tj. jako reálnou funk
i jedné reálné prom¥nné. Toto zobrazení lze

znázornit v sou°adné rovin¥ � na vodorovnou osu naná²íme hodnoty x(t), na svislou hodnoty

x(t + 1). Nakreslíme tedy graf funk
e f a pro danou hodnotu x(0) = ξ0 na n¥m najdeme

hodnotu x(1).
Stejným zp·sobem 
h
eme najít hodnotu x(2) pomo
í hodnoty x(1). Hodnotu x(1) tedy

p°eneseme na vodorovnou osu; to m·ºeme ud¥lat tak, ºe sestrojíme vodorovnou úse£ku ve

vý²
e x(1) (�vý²kou� rozumím, ºe p°ímka in
identní s touto úse£kou pro
hází bodem

(
0, x(1)

)

na svislé ose) a najdeme její pr·se£ík s osou prvního kvadrantu, tedy bod

(
x(1), x(1)

)
. Nyní

pr·se£ík svislé p°ímky pro
házejí
í tímto bodem a grafu funk
e f má druhou sou°adni
i rovnu

hledané hodnot¥ x(2) = f
(
x(1)

)
.

P°i hledání hodnoty x(2) °e²ení uvaºované diferen£ní rovni
e tedy sestrojíme vodorovnou

úse£ku s krajními body

(
ξ0, x(1)

)
a

(
x(1), x(1)

)
, poté úse£ku s krajními body

(
x(1), x(1)

)

a

(
x(1), x(2)

)
. Tímto zp·sobem m·ºeme pokra£ovat a postupn¥ na
házet (konstruovat) jed-

notlivé £leny posloupnosti, která °e²í danou diferen£ní rovni
i. V závislosti na tvaru grafu

funk
e f , úse£ky konstruované popsaným zp·sobem vytvá°í �s
hody� , obr. 4.2 vlevo, (odtud

pouºívaný název �stair step diagram�) nebo �pavu£inu� (�
odweb diagram�), obr. 4.2 vpravo.

Pokud je funk
e f konkávní, má nejvý²e dva pevné body. To znamená, ºe existují nejvý²e

dv¥ hodnoty x∗ takové, ºe f(x∗) = x∗. Tyto body jsou sou°adni
emi pr·se£ík· grafu funk
e f
a osy prvního kvadrantu. Na diagrame
h konstruovaný
h popsaným zp·sobem je dob°e vid¥t,

za jaký
h podmínek (tj. p°i jakém tvaru funk
e f ) se °e²ení uvaºované diferen£ní rovni
e od

sta
ionárního bodu vzdaluje (obr. 4.2 dole) nebo se k n¥mu p°ibliºuje (obr. 4.2 naho°e).



92 KAPITOLA 4. AUTONOMNÍ ROVNICE

x(t+ 1)

x(t)ξ0 x∗

f
(
x(t)

)

x(t+ 1)

x(t)ξ0 x∗

f
(
x(t)

)

x(t+ 1)

x(t)ξ0

x∗

f
(
x(t)

)
x(t+ 1)

x(t)ξ0

x∗

f
(
x(t)

)

Obrázek 4.2: Gra�
ké °e²ení autonomní rovni
e (4.7). Vlevo �s
hodový diagram�, vpravo

�pavu£inový diagram�, naho°e stabilní (p°itahují
í) pevný (rovnováºný) bod zobrazení f , dole
nestabilní (odpuzují
í).
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4.1.2 Rovnováºné body a jeji
h stabilita

De�ni
e 24. Mnoºina bod· T (ξ0) = {fn(ξ0) : n ∈ N} se nazývá (pozitivní) trajektorie bodu

ξ0 nebo orbita bodu ξ0.

Trajektorie bodu ξ0 je mnoºinou £len· °e²ení úlohy (4.7), (4.8).

De�ni
e 25. �ekneme, ºe bod x∗ ∈ Dom f je rovnováºný (sta
ionární) bod rovni
e (4.7),

pokud je pevným bodem funk
e f , tj. pokud platí f(x∗) = x∗.

Bod x∗ je rovnováºným bodem rovni
e (4.7) práv¥ tehdy, kdyº sta
ionární posloupnost

x ≡ x∗ je °e²ením této rovni
e. To nastává práv¥ tehdy, kdyº x∗ je první sou°adni
í pr·se£íku
grafu funk
e f a osy prvního a t°etího kvadrantu, tj. p°ímky o rovni
i y = x.

Trajektorie rovnováºného bodu x∗ je jednoprvková, T (x∗) = {x∗}.

De�ni
e 26. �ekneme, ºe rovnováºný bod x∗ rovni
e (4.7) je dosaºitelný z bodu ξ ∈ Dom f ,
pokud existuje kladné £íslo r ∈ N takové, ºe f r(ξ) = x∗ a f r−1(ξ) 6= x∗.

Je-li rovnováºný bod x∗ dosaºitelný z n¥jakého bodu ξ 6= x∗, pak funk
e f není prostá.

P°íklad: Uvaºujme rovni
i

x(t+ 1) = T
(
x(t)

)
,

kde funk
e T je de�nována vztahem

T (x) =

{

2x, 0 ≤ x < 1
2 ,

2− 2x, 1
2 ≤ x ≤ 1.

Platí T (0) = 0, T (23) = 2−22
3 = 2

3 , takºe 0 a
2
3 jsou rovnováºné body uvaºované rovni
e. Dále

T (13) =
2
3 ,

T (16) =
1
3 , T

2(16 ) = T (13) =
2
3 ,

T ( 1
12 ) =

1
6 , T

2( 1
12 ) =

1
3 , T

3( 1
12) =

2
3 ,

. . .

T

(
1

3 · 2n
)

=
1

3 · 2n−1
, T 2

(
1

3 · 2n
)

=
1

3 · 2n−2
, . . . , T n

(
1

3 · 2n
)

=
1

3
, T n+1

(
1

2n

)

=
2

3
.

To znamená, ºe rovnováºný bod

2
3 je dosaºitelný z kaºdého bodu tvaru

1

3 · 2n .

De�ni
e 27. Ne
h´ x∗ je rovnováºný bod rovni
e (4.7) a posloupnost x je °e²ením úlohy

(4.7), (4.8). �ekneme, ºe rovnováºný bod x∗ je

stabilní, pokud ke kaºdému ε > 0 existuje δ > 0 tak, ºe z nerovnosti |ξ0 − x∗| < δ plyne

nerovnost |x(t)− x∗| < ε pro v²e
hna t > 0;

atrahují
í (p°itaºlivý), pokud existuje η > 0 takové, ºe z nerovnosti |ξ0−x∗| < η plyne rovnost
lim
t→∞

x(t) = x∗; je-li naví
 η = ∞, °ekneme, ºe x∗ je globáln¥ atrahují
í;

asymptoti
ky stabilní, pokud je stabilní a atrahují
í; je-li x∗ naví
 globáln¥ atrahují
í, °ek-

neme, ºe rovnováºný bod x∗ je globáln¥ asymptoti
ky stabilní;
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nestabilní, pokud není stabilní;

repelentní (odpuzují
í), pokud existuje ε > 0 takové, ºe z nerovnosti ξ0 6= x∗ plyne, ºe existuje
index posloupnosti t0 takový, ºe |x(t)− x∗| ≥ ε pro v²e
hny indexy t ≥ t0.

Poznamenejme, ºe je-li rovnováºný bod x∗ rovni
e (4.7) repelentní, pak je nestabilní. Ob-

rá
ené tvrzení neplatí. Od nestabilního rovnováºného bodu x∗ se °e²ení x rovni
e (4.7) v jistém
£ase (indexu) t1 vzdálí, ale v n¥jakém dal²ím £ase t2 > t1 se k n¥mu m·ºe op¥t p°iblíºit.

P°íklad: Lineární rovni
e

x(t+ 1) = αx(t) + β

s po£áte£ní podmínkou x(0) = ξ0 má podle výsledk· uvedený
h v 3.1.3 °e²ení

x(t) =

(

ξ0 +
β

α− 1

)

αt +
β

1− α
.

Pro jediný rovnováºný bod x∗ =
β

1− α
uvaºované rovni
e platí:

• je-li |α| > 1, pak x∗ je repelentní;

• je-li |α| = 1, pak x∗ je stabilní ale nikoliv atrahují
í;

• je-li |α| < 1, pak x∗ je globáln¥ asymptoti
ky stabilní; je-li p°itom naví
 α = 0, pak x∗

je dosaºitelný z jakéhokoliv bodu ξ ∈ R, ξ 6= x∗.

Budeme vy²et°ovat 
hování °e²ení rovni
e (4.7) v okolí rovnováºného bodu x∗. Od
hylku
°e²ení x od rovnováºného stavu x∗ de�nujeme jako posloupnost y danou vztahem

y(t) = x(t)− x∗.

Z Taylorovy v¥ty plyne, ºe ke kaºdému indexu t existuje £íslo ϑ(t) z intervalu [0, 1] takové, ºe

y(t+ 1) = x(t+ 1)− x∗ = f
(
x(t)

)
− f(x∗) =

= f ′(x∗)
(
x(t)− x∗

)
+

1

2
f ′′
(

x∗ + ϑ(t)
(
x(t)− x∗

))(
x(t)− x∗

)2
=

= f ′(x∗)y(t) +
1

2
f ′′
(
x∗ + ϑ(t)y(t)

)
y(t)2.

Pokud je od
hylka y(t) �malá� , �výrazn¥ men²í neº 1� , pak je její druhá mo
nina y(t)2 �je²t¥

men²í� , �skoro nulová� . Na základ¥ této úvahy zanedbáme v poslední rovnost poslední s£ítane


a dostaneme, ºe od
hylka y(t) od rovnováºného stavu p°ibliºn¥ spl¬uje lineární homogenní

diferen£ní rovni
i

y(t+ 1) = f ′(x∗)y(t).

Pokud tedy |f ′(x∗)| < 1, pak malá od
hylka se bude s rostou
ím indexem t zmen²ovat, aº

vymizí. Lze tedy o£ekávat, ºe v p°ípad¥ |f ′(x∗)| < 1 bude rovnováºný bod x∗ asymptoti
ky

stabilní. Pokud naopak |f ′(x∗)| > 1, malá od
hylka se bude s rostou
ím t zv¥t²ovat, aº p°estane
být malou. V tomto p°ípad¥ lze o£ekávat, ºe rovnováºný bod x∗ je nestabilní. Z této úvahy

ov²em neplyne, ºe by v p°ípad¥ |f ′(x∗)| > 1 byl rovnováºný bod x∗ repelentní. Od
hylka se

m·ºe zv¥t²it a poté znovu zmen²it na hodnotu men²í, neº p°edem daná hrani
e ε.
Provedená úvaha ukazuje, ºe lze snadno rozhodnout o asymptoti
ké stabilit¥ nebo nesta-

bilit¥ rovnováºného bodu x∗ rovni
e (4.7), pro který je |f ′(x∗)| 6= 1. Takový rovnováºný bod

si zaslouºí vlastní název.
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De�ni
e 28. �ekneme, ºe rovnováºný bod x∗ rovni
e (4.7) je hyperboli
ký, pokud

∣
∣f ′(x∗)

∣
∣ 6= 1.

P°i vy²et°ování stability se v²ak nemusíme omezit jen na hyperboli
ké rovnováºné body.

Tém¥° úplnou odpov¥¤ na otázku stability rovnováºný
h bod· autonomní
h diferen£ní
h rov-

ni
 s hladkou pravou stranou dá V¥ta 22.

V¥ta 22. Ne
h´ x∗ je rovnováºný bod rovni
e (4.7) a funk
e f je spojit¥ diferen
ovatelná

v bod¥ x∗. Pak platí:

(i) Je-li |f ′(x∗)| > 1, pak x∗ je nestabilní.

(ii) Je-li |f ′(x∗)| < 1, pak x∗ je asymptoti
ky stabilní.

(iii) Je-li f ′(x∗) = 1 a funk
e f je v bod¥ x∗ dvakrát spojit¥ diferen
ovatelná, pak:

(a) je-li f ′′(x∗) 6= 0, pak x∗ je nestabilní;

(b) je-li f ′′(x∗) = 0 a funk
e f je v bod¥ x∗ t°ikrát spojit¥ diferen
ovatelná, pak

(α) je-li f ′′′(x∗) > 0, pak x∗ je nestabilní,

(β) je-li f ′′′(x∗) < 0, pak x∗ je asymptoti
ky stabilní.

(iv) Je-li f ′(x∗) = −1 a funk
e f je v bod¥ x∗ t°ikrát spojit¥ diferen
ovatelná, pak:

(a) je-li f ′′′(x∗) < −3
2 [f

′′(x∗)]2, pak x∗ je nestabilní,

(b) je-li f ′′′(x∗) > −3
2 [f

′′(x∗)]2, pak x∗ je asymptoti
ky stabilní.

D·kaz: (i) Ne
h´ |f ′(x∗)| > 1. Poloºme γ = 1
2 (|f ′(x∗)| − 1) > 0. Pon¥vadº funk
e f ′ je spojitá

v bod¥ x∗, je v tomto bod¥ spojitá i její absolutní hodnota a tedy existuje ε > 0 takové, ºe

pro kaºdé ξ ∈ (x∗ − ε, x∗ + ε) je

∣
∣f ′(ξ)

∣
∣ >

∣
∣f ′(x∗)

∣
∣− γ.

Poloºme q = inf {|f ′(ξ)| : −ε < ξ − x∗ < ε}. Pak

q ≥
∣
∣f ′(x∗)

∣
∣− γ = 1

2

(∣
∣f ′(x∗)

∣
∣+ 1

)
> 1.

Ne
h´ nyní 0 < |ξ0 − x∗| < ε a x je °e²ením úlohy (4.7), (4.8). Ozna£me y(t) = |x(t)− x∗| a
p°ipus´me, ºe y(t) < ε pro v²e
hna t ∈ N. Podle Lagrangeovy v¥ty o st°ední hodnot¥ existuje

ϑ = ϑ(t) ∈ (0, 1) takové, ºe

y(t+ 1) = |x(t+ 1)− x∗| =
∣
∣f
(
x(t)

)
− f(x∗)

∣
∣ =

∣
∣f ′
(
x∗ + ϑ(x(t)− x∗)

)(
x(t)− x∗

)∣
∣ =

=
∣
∣f ′
(
x∗ + ϑ(x(t)− x∗)

)∣
∣ |x(t)− x∗| ≥ q |x(t)− x∗| = qy(t).

Podle Tvrzení 17 je y(t) ≥ qty(0) = qt |ξ0 − x∗|, p°i£emº q > 1, 
oº znamená, ºe lim
t→∞

y(t) = ∞.

Proto nem·ºe být y(t) < ε pro v²e
hny indexy t ∈ N. Existuje tedy index t, ºe |x(t)− x∗| ≥ ε,
tj. rovnováºný bod x∗ je nestabilní. Tvrzení (i) je dokázáno.
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(ii) Ne
h´ |f ′(x∗)| < 1. Poloºme γ = 1
2 (1− |f ′(x∗)|). Pak je γ ∈ (0, 1). Ze spojitosti funk
e

|f ′| plyne, ºe ke γ existuje ε > 0 takové, ºe
∣
∣|f ′(ξ)|−|f ′(x∗)|

∣
∣ < γ pro v²e
hna ξ ∈ (x∗−ε, x∗+ε).

Tedy pro v²e
hna ξ z ε-okolí bodu x∗ platí

|f ′(ξ)| < |f ′(x∗)|+ γ = 1− γ < 1.

Poloºme op¥t y(t) = |x(t)−x∗|. Ne
h´ x0 = x(0) ∈ (x∗−ε, x∗+ε), tedy y(0) = |x(0)−x∗| < ε.
Pokud pro n¥jaké t ≥ 0 je y(t) < ε, pak podle Lagrangeovy v¥ty o st°ední hodnot¥ existuje

ϑ ∈ (0, 1) takové, ºe

y(t+ 1) = |x(t+ 1)− x∗| = |f
(
x(t)

)
− f(x∗)| =

∣
∣f ′
(
x∗ + ϑ(x(t)− x∗)

)(
x(t)− x∗

)∣
∣ =

=
∣
∣f ′
(
x∗ + ϑ(x(t)− x∗)

)∣
∣ |x(t)− x∗| ≤ (1− γ)y(t) < y(t) < ε.

Tedy z nerovnosti y(t) < ε plyne nerovnost y(t + 1) < ε. Úplnou induk
í tedy dostaneme,

ºe |x(t) − x∗| = y(t) < ε pro v²e
hna t ≥ 0. To znamená, ºe rovnováºný bod x∗ je stabilní.

Sou£asn¥ platí y(t+ 1) ≤ (1− γ)y(t) pro v²e
hna t ≥ 0. Z Tvrzení 17 nyní plyne

0 ≤ y(t) ≤ y(0)(1 − γ)t

a pon¥vadº lim
t→∞

(1− γ)t = 0, platí podle v¥ty o t°e
h posloupnoste
h

0 = lim
t→∞

y(t) = lim
t→∞

|x(t)− x∗|,

takºe lim
t→∞

x(t) = x∗. To znamená, ºe rovnováºný bod x∗ je atrahují
í. Celkem tedy x∗ je

asymptoti
ky stabilní a tvrzení (ii) je dokázáno.

(iii) Ne
h´ f ′(x∗) = 1. Pak osa prvního kvadrantu je te£nou ke grafu funk
e f a existuje

okolí bodu x∗, na kterém je funk
e f ryze rostou
í. Ne
h´ nejprve je funk
e f na levém

ryzím okolí bodu x∗ ryze konkávní, tj. její graf leºí pod te£nou v bod¥ x∗. Ozna£me ε takové
kladné £íslo, ºe funk
e f je na intervalu [x∗ − ε, x∗) rostou
í a ryze konkávní. Pak pro kaºdé

ξ ∈ [x∗ − ε, x∗) platí
ξ > f(ξ). (4.9)

Je-li x °e²ení rovni
e (4.7) a pro n¥jaký index t platí x(t) ∈ [x∗ − ε, x∗), pak podle p°ed
hozí

nerovnosti platí

x(t+ 1) = f
(
x(t)

)
< x(t).

P°ipus´me, ºe existuje °e²ení rovni
e (4.7) takové, ºe x(t) ∈ (x∗ − ε, x∗) pro v²e
hny indexy

t ∈ N. Pak x je ryze klesají
í zdola ohrani£ená posloupnost, tedy podle V¥ty 2 konvergentní.

Ozna£me

x̂ = lim
t→∞

x(t).

Pak je x̂ ∈ [x∗ − ε, x∗). Z nerovnosti (4.9) a ze spojitosti funk
e f nyní plyne

x̂ < f(x̂) = f
(

lim
t→∞

x(t)
)

= lim
t→∞

f
(
x(t)

)
= lim

t→∞
x(t+ 1) = lim

t→∞
x(t) = x̂,


oº je spor. Dostáváme tak:

• Je-li funk
e f rostou
í a ryze konkávní na intervalu [x∗ − ε, x∗), pak pro kaºdé °e²ení x
rovni
e (4.7) s po£áte£ní podmínkou x(0) ∈ (x∗ − ε, x∗) existuje index t ∈ N takový, ºe

x(t) < x∗ − ε.



4.1. AUTONOMNÍ ROVNICE PRVNÍHO �ÁDU 97

Ne
h´ nyní je funk
e f na levém ryzím okolí bodu x∗ ryze konvexní, tj. její graf leºí nad

te£nou v bod¥ x∗. Ozna£me δ takové kladné £íslo, ºe funk
e f je na intervalu (x∗ − δ, x∗) ryze
konvexní a rostou
í. Pak pro kaºdé ξ ∈ (x∗ − δ, x∗) je

ξ < f(ξ) < x∗ = f(x∗). (4.10)

Je-li x(t) ∈ (x∗ − δ, x∗), pak podle t¥
hto nerovností platí

x(t) < f
(
x(t)

)
= x(t+ 1) < x∗.

To znamená, ºe °e²ení x rovni
e (4.7) s po£áte£ní podmínkou x(0) ∈ (x∗−δ, x∗) je ryze rostou
í
posloupnost shora ohrani£ená hodnotou x∗. Podle V¥ty 2 je tato posloupnost konvergentní.

Existuje tedy x̂ ≤ x∗ takové £íslo, ºe

lim
t→∞

x(t) = x̂.

Ze spojitosti funk
e f nyní plyne

f(x̂) = f
(

lim
t→∞

x(t)
)

= lim
t→∞

f
(
x(t)

)
= lim

t→∞
x(t+ 1) = x̂.

Kdyby x̂ < x∗, pak by podle (4.10) platilo x̂ < f(x̂) = x̂ a to by byl spor; je tedy x̂ = x∗.
Dostáváme tak

• Je-li funk
e f rostou
í a ryze konvexní na intervalu (x∗ − δ, x∗), pak pro kaºdé °e²ení

x rovni
e (4.7) s po£áte£ní podmínkou x(0) ∈ (x∗ − δ, x∗) platí x(t) ∈ (x∗ − δ, x∗) pro
v²e
hny indexy t ∈ N a lim

t→∞
x(t) = x∗.

Analogi
ky m·ºeme ukázat, ºe platí tvrzení

• Je-li funk
e f rostou
í a ryze konkávní na intervalu (x∗, x∗ + δ), pak pro kaºdé °e²ení

x rovni
e (4.7) s po£áte£ní podmínkou x(0) ∈ (x∗, x∗ + δ) platí x(t) ∈ (x∗, x∗ + δ) pro
v²e
hny indexy t ∈ N a lim

t→∞
x(t) = x∗.

• Je-li funk
e f rostou
í a ryze konvexní na intervalu (x∗, x∗ + ε], pak pro kaºdé °e²ení x
rovni
e (4.7) s po£áte£ní podmínkou x(0) ∈ (x∗, x∗ + ε) existuje index t ∈ N takový, ºe

x(t) > x∗ + ε.

Z dokázaný
h pomo
ný
h tvrzení jiº plyne tvrzení (iii). V p°ípad¥ (a) je totiº funk
e f na

okolí rovnováºného bodu x∗ bu¤ ryze konvexní nebo ryze konkávní. V p°ípad¥ (b) má funk
e

f v bod¥ x∗ in�exi; pokud nastane moºnost (α), pak je funk
e f na pravém okolí bodu x∗

konvexní; pokud nastane moºnost (β), pak je funk
e f na levém okolí bodu x∗ konvexní a na

pravém konkávní.

(iv) Spolu s rovni
í (4.7) uvaºujme rovni
i

y(t+ 1) = g
(
y(t)

)
, (4.11)

kde g = f2. Je-li x∗ rovnováºný bod rovni
e (4.7), pak

g(x∗) = f
(
f(x∗)

)
= f(x∗) = x∗
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a x∗ je také rovnováºným bodem rovni
e (4.11). Je-li posloupnost x °e²ením rovni
e (4.7), pak

posloupnost y de�novaná vztahem y(t) = x(2t) spl¬uje rovnost

g
(
x(2t)

)
= f

(

f
(
x(2t)

))

= f
(
x(2t+ 1)

)
= x(2t+ 2) = x

(
2(t+ 1)

)
= y(t+ 1)

a tedy je °e²ením rovni
e (4.11). Tato skute£nost ukazuje, ºe z asymptoti
ké stability (resp.

nestability) rovnováºného bodu rovni
e (4.11) plyne asymptoti
ká stabilita (resp. nestabilita)

rovnováºného bodu x∗ rovni
e (4.7).

Dále platí

g′(y) = f ′
(
f(y)

)
f ′(y),

g′′(y) = f ′′
(
f(y)

) [
f ′(y)

]2
+ f ′

(
f(y)

)
f ′′(y),

g′′′(y) = f ′′′
(
f(y)

) [
f ′(y)

]3
+ 3f ′′

(
f(y)

)
f ′′(y)f ′(y) + f ′

(
f(y)

)
f ′′′(y).

Je-li tedy f ′(x∗) = −1, pak podle p°ed
hozí
h rovností platí

g′(x∗) = 1,

g′′(x∗) = f ′′(x∗)− f ′′(x∗) = 0,

g′′′(x∗) = −2f ′′′(x∗)− 3
[
f ′′(x∗)

]2
.

Tvrzení (iv) je tedy d·sledkem tvrzení (iii). �

P°íklad. Stabilita rovnováºného °e²ení Bevertonovy-Holtovy rovni
e.

Rovni
e (1.16) je autonomní, funk
e na její pravé stran¥ je dána výrazem

f(x) = x
rK

K + (r − 1)x
.

Oba parametry r a K jsou kladné. Uvaºujme tuto rovni
i na stavovém prostoru Ω = [0,∞).
Rovnováºné body jsou °e²ením (algebrai
ké) rovni
e

x
rK

K + (r − 1)x
= x,

po snadné úprav¥

x(K − x)(r − 1) = 0.

P°edpokládejme nejprve, ºe r 6= 1. Pak jsou rovnováºné body dva, 0 a K. Platí

f ′(x) =
rK2

(
K + (r − 1)x

)2 , f ′(0) = r, f ′(K) =
1

r
.

Z V¥ty 22 nyní plyne: Je-li r < 1, pak je rovnováºný bod 0 asymptoti
ky stabilní a rovnováºný

bod K je nestabilní. Naopak, pokud r > 1, pak je rovnováºný bod 0 nestabilní a rovnováºný

bodK je asymptoti
ky stabilní. M·ºete si ov¥°it, ºe stejné záv¥ry plynou i z expli
itního °e²ení

(4.2) rovni
e (1.16).

Pon¥vadº Bevertonova-Holtova rovni
e modeluje vývoj popula
e v prost°edí s úºivností K,

m·ºeme tento výsledek interpretovat: Je-li vnit°ní koe�
ient r·stu r men²í neº 1, pak popula
e

vym°e; v takovém p°ípad¥ by totiº popula
e nemohla r·st ani v prost°edí s neomezenými
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zdroji. Pokud je vnit°ní koe�
ient r·stu v¥t²í neº jedna, popula
e v prost°edí dlouhodob¥

p°eºívá a její velikost se ustálí na hodnot¥ kapa
ity prost°edí.

Pov²imn¥me si, ºe o p°eºití popula
e vyvíjejí
í se podle rovni
e (1.16), tedy popula
e K-

stratég·, nerozhoduje prost°edí ale jen její vlastní bioti
ký poten
iál. Tento záv¥r asi není

obe
n¥ úpln¥ realisti
ký � v p°ípad¥ malé kapa
ity prost°edí m·ºe i popula
e K-stratég·

vyhynout v d·sledku n¥jaké náhodné �uktua
e.

Pokud r = 1, pak je kaºdý bod ze stavového prostoru rovnováºný. Rovni
e (1.16) nabude

tvar

x(t+ 1) = x(t)

a její °e²ení je konstantní, x ≡ ξ0. Kaºdý bod je tedy naví
 stabilní. Tato teoreti
ky moºná

situa
e asi nemá rozumnou ekologi
kou interpreta
i.

4.1.3 Cykly a atraktory

De�ni
e 29. Ne
h´ b ∈ Dom f , p ∈ N, p > 1.

�ekneme, ºe b je p-periodi
ký bod rovni
e (4.7), pokud fp(b) = b.
Trajektorie p-periodi
kého bodu b, T (b) =

{
b, f(b), f2(b), . . . , fp−1(b)

}
, se nazývá 
yklus

délky p (p-
yklus).
�ekneme, ºe p-periodi
ký bod je dosaºitelný z bodu b, pokud existujem ∈ N,m ≥ 1 takové,

ºe fm(b) je p-periodi
ký bod.

Pokud bod b ∈ Dom f je p-periodi
kým bodem rovni
e (4.7), pak je také (kp)-periodi
kým
bodem této rovni
e pro libovolné kladné 
elé £íslo k.

Bod b ∈ Dom f je p-periodi
kým bodem rovni
e (4.7) práv¥ tehdy, kdyº je rovnováºným

bodem rovni
e

x(t+ 1) = fp
(
x(t)

)
. (4.12)

De�ni
e 30. �ekneme, ºe p-
yklus T (b) rovni
e (4.7) je stabilní, asymptoti
ky stabilní, nesta-

bilní, atrahují
í (p°itaºlivý), globáln¥ atrahují
í, repelentní (odpuzují
í), pokud tuto vlastnost

má rovnováºný bod b rovni
e (4.12).

V¥ta 23. Ne
h´ T (b) =
{
b, f(b), f

(
f(b)

)
, . . . , fp−1(b)

}
= {x(0), x(1), x(2), . . . , x(p− 1)} je

p-
yklus rovni
e (4.7).

Je-li

∣
∣f ′
(
x(0)

)
f ′
(
x(1)

)
f ′
(
x(2)

)
· · · f ′

(
x(p − 1)

)∣
∣ < 1, pak je T (b) asymptoti
ky stabilní.

Je-li

∣
∣f ′
(
x(0)

)
f ′
(
x(1)

)
f ′
(
x(2)

)
· · · f ′

(
x(p − 1)

)∣
∣ > 1, pak je T (b) nestabilní.

D·kaz: Podle v¥ty o deriva
i sloºené funk
e platí

(fp)′ (b) = f ′
(
fp−1(b)

) (
fp−1

)′
(b) = f ′

(
x(p − 1)

)
f ′
(
fp−2(b)

) (
fp−2

)′
(b) =

= f ′
(
x(p− 1)

)
f ′
(
x(p− 2)

)
f ′
(
fp−3(b)

) (
fp−3

)′
(b) = · · ·

· · · = f ′
(
x(p− 1)

)
f ′
(
x(p− 2)

)
f ′
(
x(p− 3)

)
· · · f ′

(
x(1)

)
f ′
(
x(0)

)
.

Tvrzení jsou nyní d·sledkem V¥ty 22. �

Je-li x∗ globáln¥ atrahují
í rovnováºný bod rovni
e (4.7), pak pro kaºdé °e²ení x = x(t)
této rovni
e platí

lim
t→∞

x(t) = x∗,
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tj. kaºdé °e²ení �skon£í v bod¥ x∗� . Je-li trajektorie T (b) globáln¥ atrahují
í p-
yklus rovni
e
(4.7), pak pro kaºdé °e²ení x = x(t) této rovni
e platí

lim
t→∞

(min {|x(t)− ξ| : ξ ∈ T (b)}) = 0,

tj. kaºdé kaºdé °e²ení �skon£í v mnoºin¥ T (b)� .
Mnoºina, �ve které kon£í kaºdé °e²ení rovni
e (4.7)� se nazývá atraktor této rovni
e. P°esn¥

bude tento pojem zaveden pozd¥ji.

4.1.4 Autonomní rovni
e závislé na parametru

Ne
h´ nyní f : Ω × A → R, kde Ω ⊆ R, A ⊆ R, je funk
e dvou prom¥nný
h taková, ºe pro

kaºdé µ ∈ A a kaºdé x ∈ Ω platí f(x, µ) ∈ Ω. Pro pevn¥ zvolené µ ∈ A m·ºeme funk
i f

hápat jako funk
i jedné prom¥nné x a µ povaºovat za parametr. Tuto funk
i jedné prom¥nné

budeme zna£it f( · , µ).
Uvaºujme rekurentní formuli

x(t+ 1) = f
(
x(t), µ

)
. (4.13)

Rovnováºný bod x∗ této rovni
e spl¬uje rovnost

x∗ = f(x∗, µ), neboli f(x∗, µ)− x∗ = 0,

na kterou se m·ºeme dívat jako na impli
itní zápis funk
e x∗ nezávisle prom¥né µ, x∗ = x∗(µ).
Kriti
ké body (x∗, µ) impli
itn¥ zadané funk
e x∗ jsou °e²ením rovni
e

∂

∂x∗
(
f(x∗, µ)− x∗

)
, tedy

∂f

∂x
(x∗, µ0) = 1.

�ekneme, ºe p°i kriti
ké hodnot¥ parametru µ = µ0 do
hází k bifurka
i, pokud existuje ε > 0
takové, ºe pro µ ∈ (µ0−ε) je °e²ení rovni
e (4.13) �kvalitativn¥ odli²né� od °e²ení této rovni
e

pro µ ∈ (µ0, µ0 + ε).
Pon¥kud vágn¥ zavedený pojem �bifurka
e� nejprve ilustrujme dv¥ma p°íklady.

P°íklad 1. Uvaºujme logisti
kou rovni
i

x(t+ 1) = µx(t)
(
1− x(t)

)
(4.14)

s parametrem µ > 0. Tato rovni
e má rovnováºné body x∗1 = 0 a x∗2 =
µ− 1

µ
. Vy²et°íme jeji
h

stabilitu. Platí

f(x) = µx(1− x), f ′(x) = µ(1− 2x), f ′(0) = µ, f ′
(
µ− 1

µ

)

= 2− µ.

Podle V¥ty 22 vidíme, ºe pro µ ∈ (0, 1), resp. pro µ ∈ (1,∞), je rovnováºný bod x∗1 stabilní,

resp. nestabilní. Dále platí f ′(x∗2) > 1 pro µ ∈ (0, 1), −1 < f ′(x∗2) < 1 pro µ ∈ (1, 3)
a f ′(x∗2) < −1 pro µ ∈ (3,∞), takºe rovnováºný bod x∗2 je pro µ ∈ (1, 3) stabilní a pro

µ ∈ (0, 1) ∪ (3,∞) nestabilní.
P°i hodnot¥ µ = µ0 = 1 tedy do
hází k bifurka
i: pro hodnoty parametru µ v levém okolí

µ0 je rovnováºný bod x
∗
1 asymptoti
ky stabilní a rovnováºný bod x∗2 je nastabilní; pro hodnoty
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x∗

-1

1

µ1 2 3

x∗
1

= 0

x∗
2

=
µ − 1

µ

x∗

-1

1

µ1 2 3

x∗
2

= −
√

µ

x∗
1

=
√

µ

Obrázek 4.3: Rovnováºné body logisti
ké rovni
e (4.14) (vlevo) a rovni
e (4.15) (vpravo) v zá-

vislosti na hodnotá
h parametru µ. Asymptoti
ky stabilní rovnováºný bod je znázorn¥n plnou

£arou, nestabilní te£kovanou £arou.

µ v pravém okolí µ0 je naopak sta
ionární bod x
∗
1 nestabilní a sta
ionární bod x

∗
2 asymptoti
ky

stabilní. Bifurka
i p°i hodnot¥ µ = 1 lze popsat tak, ºe rovnováºné body si vym¥ní stabilitu.

Taková bifurka
e se nazývá transkriti
ká.

K bifurka
i do
hází také p°i hodnot¥ parametru µ = µ1 = 3: pro hodnoty parametru

µ v levém, resp. pravém, okolí hodnoty µ1 je sta
ionární bod x∗2 asymptoti
ky stabilní, resp.

nestabilní. Bifurka
i p°i hodnot¥ parametru µ = 3 lze popsat jako ztrátu stability rovnováºného
bodu.

Situa
i lze gra�
ky znázornit jako závislost sta
ionární
h bod· rovni
e na parametru µ, viz
Obr. 4.3 vlevo. Je-li rovnováºný bod asymptoti
ky stabilní, znázorníme pr·b¥h jeho hodnot

plnou £arou, je-li nestabilní, znázorníme ho te£kovan¥.

P°íklad 2. Uvaºujme rovni
i

x(t+ 1) = µ+ x(t)− x(t)2. (4.15)

Její rovnováºné body jsou °e²ením kvadrati
ké rovni
e

µ+ x− x2 = x.

Pro parametr µ < 0 tedy rovni
e (4.15) rovnováºné body nemá a pro µ > 0 má dva rovnováºné

body x∗1,2 = ±√
µ. P°i hodnot¥ parametru µ = 0 tedy do
hází k bifurka
i.

Podívejme se na stabilitu rovnováºný
h bod· v p°ípad¥ µ > 0. Platí

f(x) = µ+ x− x2, f ′(x) = 1− 2x, f ′ (±√
µ) = 1∓ 2

√
µ.

Rovnováºný bod x∗2 = −√
µ je nestabilní a rovnováºný bod x∗1 =

√
µ je pro µ ∈ (0, 1)

asymptoti
ky stabilní a pro µ > 1 je nestabilní. P°i hodnot¥ parametru µ = 1 tedy také

do
hází k bifurka
i.

Bifurka
e rovni
e (4.15) lze popsat tak, ºe p°i r·stu parametru µ se p°i p°ekro£ení hodnoty

µ0 = 0 objeví dva rovnováºné body, z ni
hº jeden je asymptoti
ky stabilní a druhý nestabilní;

dále p°i p°ekro£ení hodnoty µ1 = 1 stabilní rovnováºný bod stabilitu ztratí. Situa
i lze op¥t

znázornit gra�
ky, viz Obr. 4.3 vpravo.
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Graf závislosti rovnováºného bodu x∗ na parametru µ je jednou z moºností, jak si p°ed-

stavit zm¥nz kvalitativní
h vlastností autonomní rovni
e (4.13) p°i zm¥n¥ parametru. Jinou,

dopl¬ují
í p°edstavu m·ºe zprost°edkovat graf závislosti atraktoru rovni
e na hodnotá
h pa-

rametru. Bifurka£ního diagram je jakýmsi odhadem takového grafu; atraktor totiº v¥t²inou

nelze vypo£ítat expli
itn¥, jeho body na
házíme po£íta£ovou simula
í.

Konstruk
i bifurka£ního diagramu m·ºeme popsat následují
ím �algoritmem�:

1. Spe
i�kujeme hodnoty µ1, µ2, . . . , µM parametru µ. Zvolíme £as τ , který budeme po-

vaºovat za dobu, b¥hem níº se �
hování °e²ení ustálí� , �£as, za který °e²ení skon£í v

atraktoru� , a maximální £as T .

2. Poloºíme i = 1.

3. Poloºíme µ = µi a zvolíme ξ0 ∈ Dom f( · , µ).

4. Najdeme °e²ení rovni
e (4.13) s po£áte£ní podmínkou x(0) = ξ0 pro indexy t ≤ T , tj.
najdeme mnoºinu {ξ0 = x(0), x(1), x(2), . . . , x(T )}.

5. Zakreslíme mnoºinu bod·

{(
µi, x(τ + 1)

)
,
(
µi, x(τ + 2)

)
, . . . ,

(
µi, x(T )

)}
.

6. Opakujeme kroky 3. a 4. pro r·zné po£áte£ní hodnoty x(0) = ξ.

7. Pokud i < M , zv¥t²íme i o jedna a vrátíme se k bodu 3.

Na Obrázku 4.4 je populární bifurka£ní diagram logisti
ké rovni
e (4.14). Hodnoty para-

metru µ jsou voleny v rozp¥tí µ1 = 2.5 aº µ1500 = 4 s ekvidistantním krokem délky

1
1 000 ,

£as �pro ustálení °e²ení� je τ = 2500, maximální £as T = 2600. Na diagramu je dob°e vid¥t

stabilní rovnováºný bod pro µ < 3, stabilní 2-
yklus pro 3 < µ < 3,44, stabilní 4-
yklus pro
3,45 < µ < 3,54 a stabilní 3-
yklus pro 3,83 < µ < 3,84. Pro hodnotu parametru µ = 4
atraktor logisti
ké rovni
e (4.14) hust¥ vypl¬uje 
elý interval (0, 1).

Typy bifurka
í

Uvaºujme rekurentní rela
i (4.13) a dvoji
i (x∗, µ0) ∈ Ω×A. Bifurka
e, ke kterým do
hází p°i

hodnot¥ parametru µ = µ0 m·ºeme klasi�kovat pomo
í hodnot par
iální
h deriva
í funk
e f
v bodu (x∗, µ0). N¥které z bifurka
í jsou shrnuty v Tabul
e 4.1.

4.2 Autonomní systémy

Autonomní systém k diferen£ní
h rovni
 (rekurentní
h formulí) prvního °ádu je systém, ve

kterém se index posloupnosti t nevyskytuje expli
itn¥. Jako systém rekurentní
h formulí ho

m·ºeme zapsat ve tvaru

x1(t+ 1)= f1
(
x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)
,

x2(t+ 1)= f2
(
x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)
,

.

.

.

xk(t+ 1)= fk
(
x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)
.

(4.16)
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Obrázek 4.4: Bifurka£ní diagram logisti
ké rovni
e (4.14)
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∂x
(x∗, µ0) = 1

∂2f

∂x2
(x∗, µ0) 6= 0

∂f

∂µ
(x∗, µ0) 6= 0 te£ná bifurka
e (tangent bifur
ation) x(t+ 1) = x(t)

(

1− x(t)
)

+ µ

ohyb (fold), sedlo-uzel (saddle-node)

∂f

∂µ
(x∗, µ0) = 0,

∂2f

∂x∂µ
(x∗, µ0) 6= 0 transkriti
ká bifurka
e x(t+ 1) = x(t)

(

1 + µ− x(t)
)

(trans
riti
al bifur
ation)

∂2f

∂x2
(x∗, µ0) = 0

∂f

∂µ
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)
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)2

+ 2
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∂x3
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(

µ− 1 + x(t)2
)

2
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∂f
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O funk
í
h fi : R
k → R, i = 1, 2, . . . , k, p°edpokládáme, ºe v²e
hny mají stejný de�ni£ní obor

Ω, který zobrazují do sebe, tj. Im fi ⊆ Dom fi = Ω. Spole£ný de�ni£ní obor Ω funk
í fi se
nazývá stavový nebo fázový prostor. P°i ozna£ení

x =








x1
x2
.

.

.

xk







, f =








f1
f2
.

.

.

fk







,

m·ºeme systém (4.16) zapsat ve vektorovém tvaru

x(t+ 1) = f
(
x(t)

)
, (4.17)

nebo stru£n¥ji

xσ = f(x).

Z tohoto vyjád°ení vidíme, ºe autonomní systém je bezprost°edním zobe
n¥ním autonomní

rovni
e (4.7). Formáln¥ stejn¥ jako Tvrzení 15 m·ºeme ukázat, ºe nezáleºí na volb¥ po£áte£ního

£asu t0. Po£áte£ní podmínku pro systém (4.16), resp. (4.17), budeme uvaºovat ve tvaru

x1(0) = ξ01, x2(0) = ξ02, . . . , xk(0) = ξ0k, (4.18)

resp.

x(0) = ξ0. (4.19)

�e²ení úlohy (4.17), (4.19) je podobn¥ jako v oddílu 4.1 dáno výrazy

x(t) = f t
(
ξ0
)
.

Pro autonomní systémy zavádíme pojmy analogi
ké, jako pro autonomní rovni
e:

De�ni
e 31. Mnoºina bod· T (ξ0) = {fn(ξ0) : n ∈ N} se nazývá (pozitivní) trajektorie bodu

ξ0 nebo orbita bodu ξ0 (vzhledem k rovni
i (4.17)).

Ne
h´ S ⊆ Ω. Mnoºina T (S) =
⋃

x∈S
T (x) se nazývá trajektorie (orbita) mnoºiny S.

De�ni
e 32. �ekneme, ºe bod x∗ ∈ Dom f je rovnováºný (sta
ionární) bod rovni
e (4.17),

pokud je pevným bodem zobrazení f , tj. pokud platí f(x∗) = x∗
.

Trajektorie rovnováºného bodu x∗
je jednoprvková, T (x∗) = {x∗}.

De�ni
e 33. �ekneme, ºe rovnováºný bod x∗
rovni
e (4.7) je dosaºitelný z bodu ξ ∈ Ω,

ξ 6= x∗
, pokud existuje kladné £íslo r ∈ N takové, ºe f r−1(ξ) 6= x∗ = f r(ξ).

De�ni
e 34. Ne
h´ x∗
je rovnováºný bod rovni
e (4.17) a vektorová posloupnost x je °e²ením

úlohy (4.17), (4.19). �ekneme, ºe rovnováºný bod x∗
je

stabilní, pokud ke kaºdému ε > 0 existuje δ > 0 tak, ºe z nerovnosti ||ξ0 − x∗|| < δ plyne

nerovnost ||x(t)− x∗|| < ε pro v²e
hna t > 0;

atrahují
í (p°itaºlivý), pokud existuje η > 0 takové, ºe z nerovnosti ||ξ0 − x∗|| < η plyne

rovnost lim
t→∞

x(t) = x∗
; je-li naví
 η = ∞, °ekneme, ºe x∗

je globáln¥ atrahují
í;
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asymptoti
ky stabilní, pokud je stabilní a atrahují
í; je-li x∗
naví
 globáln¥ atrahují
í, °ek-

neme, ºe rovnováºný bod x∗
je globáln¥ asymptoti
ky stabilní;

nestabilní, pokud není stabilní;

repelentní (odpuzují
í), pokud existuje ε > 0 takové, ºe z nerovnosti ξ0 6= x∗
plyne existen
e

indexu t0 posloupnosti x takového, ºe ||x(t)− x∗|| ≥ ε pro v²e
hny indexy t ≥ t0.

4.2.1 Stabilita lineární
h systém·

Uvaºujme lineární homogenní systém s konstantní mati
í (3.44). Tento systém je autonomní.

Jeho rovnováºný bod x∗
je °e²ením homogenní soustavy lineární
h (algebrai
ký
h) rovni


Qx∗ = x∗. (4.20)

Odtud plyne, ºe x∗ = o je rovnováºným bodem lineárního homogenního systému.

Je-li mati
e Q regulární, pak má systém (3.44) s po£áte£ní podmínkou (4.19) podle (3.46)

°e²ení

x(t) = PJtP−1ξ0,

kde J je Jordan·v kanoni
ký tvar mati
e Q. Z tvaru °e²ení vidíme, ºe

(i) Mají-li v²e
hny vlastní hodnoty mati
e Q modul (absolutní hodnotu) men²í neº 1, pak

je rovnováºný bod o globáln¥ asymptoti
ky stabilní.

(ii) Pokud modul ºádné vlastní hodnoty mati
e Q nep°evý²í 1 a ty vlastní hodnoty, které

mají modul roven 1, jsou jednodu
hého typu, pak je rovnováºný bod o stabilní.

(iii) Existuje-li vlastní hodnota mati
e Q taková, ºe její modul je v¥t²í neº 1, pak je rovno-

váºný bod o nestabilní.

(iv) Mají-li v²e
hny vlastní hodnoty mati
e Q modul v¥t²í neº 1, pak je rovnováºný bod o

repelentní.

Pokud 1 není vlastní hodnotou regulární mati
e Q, pak má rovni
e (4.20) jediné °e²ení

x∗ = o a tedy lineární homogenní systém má jediný rovnováºný bod. Proto m·ºeme mluvit

nikoliv o stabilit¥ n¥jakého rovnováºného bodu systému, ale o stabilit¥ práv¥ toho jediného

rovnováºného bodu. To nás oprav¬uje mluvit o stabilit¥ lineárního systému.

Uvaºujme nyní nehomogenní lineární autonomní systém (lineární systém s konstantními

koe�
ienty)

x(t+ 1) = Qx(t) + b. (4.21)

Je-li mati
e I− Q regulární, pak má tento systém jediný sta
ionární bod x∗ = (I− Q)−1b. V

takovém p°ípad¥ °ekneme, ºe systém (4.21) je stabilní, pokud p°idruºený homogenní systém

je stabilní.



4.2. AUTONOMNÍ SYSTÉMY 107

4.2.2 Lineariza
e nelineární
h systém· v okolí rovnováºného bodu

Ne
h´ x∗ = f(x∗) je rovnováºný bod rovni
e (4.17). Jeho stabilitu budeme vy²et°ovat pomo
í

vývoje od
hylky y(t) = x(t) − x∗
n¥jakého °e²ení od °e²ení rovnováºného. Podle Taylorovy

v¥ty pro libovolné i ∈ {1, 2, . . . k} platí

yi(t+ 1) = xi(t+ 1)− x∗i = fi
(
x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)
− fi(x

∗
1, x

∗
2, . . . , x

∗
k) =

= fi
(
x(t)

)
− fi(x

∗) =

k∑

j=1

∂fi(x
∗)

∂xj

(
xj(t)− x∗j

)
+O

(

||x(t)− x∗||2
)

=

=

k∑

j=1

∂fi(x
∗)

∂xj
yj(t) +O

(

||y(t)||2
)

.

P°i ozna£ení

J
(
f(x)

)
=

















∂f1
∂x1

(x)
∂f1
∂x2

(x) . . .
∂f1
∂xk

(x)

∂f2
∂x1

(x)
∂f2
∂x2

(x) . . .
∂f2
∂xk

(x)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂fk
∂x1

(x)
∂fk
∂x2

(x) . . .
∂fk
∂xk

(x)

















p°epí²eme p°ed
hozí rovnosti ve tvaru

y(t+ 1) = J
(
f(x∗)

)
y(t) +O

(

||y(t)||2
)

.

Z tohoto vyjád°ení usuzujeme podobn¥ jako na str. 94, ºe od
hylka od rovnováºného stavu x∗

se �p°ibliºn¥ vyvíjí� jako °e²ení lineárního homogenního systému

y(t+ 1) = J
(
f(x∗)

)
y(t). (4.22)

Tento systém nazveme lineariza
e nelineárního systému (4.17) v okolí jeho rovnováºného bodu

x∗
. Mati
i J

(
f(x∗)

)
, 
oº je Ja
obiho mati
e zobrazení f vypo£ítaná v rovnováºném bod¥,

nazýváme varia£ní mati
e systému (4.17) v jeho rovnováºném bodu x∗
.

De�ni
e 35. �ekneme, ºe rovnováºný bod x∗
systému (4.17) je hyperboli
ký, pokud ºádná

vlastní hodnota mati
e J
(
f(x∗)

)
nemá modul rovný 1.

Z 4.2.1 plyne

Tvrzení 18. Ne
h´ x∗
je hyperboli
ký rovnováºný bod autonomního systému (4.17). Mají-li

v²e
hny vlastní hodnoty jeho varia£ní mati
e J
(
f(x∗)

)
modul men²í neº 1, pak je rovnováºný

bod x∗
asymptoti
ky stabilní. Existuje-li vlastní £íslo varia£ní mati
e J

(
f(x∗)

)
, které má

modul v¥t²í neº 1, pak je rovnováºný bod x∗
nestabilní.
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Dvojrozm¥rný autonomní systém

Uvaºujme obe
ný systém ve tvaru

x(t+ 1)= f
(
x(t), y(t)

)
,

y(t+ 1)= g
(
x(t), y(t)

)
.

(4.23)

Sou°adni
e rovnováºného bodu (x∗, y∗) jsou °e²ením soustavy dvou rovni


x = f(x, y), y = g(x, y).

Ne
h´ (x∗, y∗) je rovnováºným bodem rovni
e (4.23) a

J(x∗, y∗) =







∂f

∂x
(x∗, y∗)

∂f

∂y
(x∗, y∗)

∂g

∂x
(x∗, y∗)

∂g

∂y
(x∗, y∗)






.

Z analýzy dvojrozm¥rného lineárního systému s konstantní mati
í provedené na str. 77�79 a

z jejího záv¥ru vyjád°eného ve V¥t¥ 21 m·ºeme nyní usoudit, ºe platí tvrzení:

(i) Je-li | tr J(x∗, y∗)| − 1 < det J(x∗, y∗) < 1, pak rovnováºný bod (x∗, y∗) systému (4.23) je

asymptoti
ky stabilní.

(ii) Je-li | tr J(x∗, y∗)|−1 > det J(x∗, y∗) nebo det J(x∗, y∗) > 1, pak rovnováºný bod (x∗, y∗)
systému (4.23) je nestabilní.

(iii) Je-li (x∗, y∗) asymptoti
ky stabilní, tr J(x∗, y∗) > 0 a det J(x∗, y∗) ≤ 1
4 (tr J(x

∗, y∗))2,
pak ob¥ sloºky °e²ení systému (4.23) konvergují
ího k rovnováºnému bodu (x∗, y∗) jsou
od jistého indexu po£ínaje ryze monotonní.

4.2.3 Invariantní mnoºiny autonomní
h systém·

Rovnováºný bod x∗
systému (4.17) je 
harakteristi
ký tím, ºe jeho trajektorie je jednoprvková

a obsahuje práv¥ tento bod, T (x∗) = {x∗}. Této vlastnosti vyuºijeme k zavedení obe
n¥j²í
h

pojm·.

De�ni
e 36. Mnoºina S ⊆ Ω se nazývá invariantní mnoºina rovni
e (4.17), pokud T (S) ⊆ S.
Mnoºina S ⊆ Ω se nazýváminimální invariantní mnoºina rovni
e (4.17), pokud pro kaºdou

vlastní podmnoºinu Q invariantní mnoºiny S platí, ºe Q není invariantní.

Mnoºina S ⊆ Ω je minimální invariantní mnoºinou rovni
e (4.17) práv¥ tehdy, kdyº ke

kaºdé mnoºin¥ Q ⊆ S takové, ºe Q ⊆ S a S \ Q 6= ∅, a ke kaºdému bodu x ∈ S existuje

p°irozené £íslo n, ºe fn(x) ∈ S \Q. To je dále ekvivalentní s tím, ºe S = T (S).

De�ni
e 37 (Typy invariantní
h mnoºin). Minimální invariantní mnoºina S ⊆ Ω rovni
e

(4.17) se nazývá:

rovnováºný (sta
ionární) bod, pokud mnoºina S je jednoprvková;


yklus délky p (p-
yklus), pokud mnoºina S je p-prvková (p°itom p je kladné 
elé £íslo);
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invariantní smy£ka, pokud mnoºina S je uzav°ená spojitá k°ivka v R
k
;

podivná, pokud není ºádného z p°ed
hozí
h typ·.

Poznamenejme, ºe okolím mnoºiny A ve stavovém prostoru Ω rozumíme mnoºinu V , která
je otev°ená v relativní topologii prostoru Ω a pro kterou platí S ⊆ V .

De�ni
e 38. Minimální invariantní mnoºina S ⊆ Ω rovni
e (4.17) se nazývá:

stabilní, pokud ke kaºdému okolí V mnoºiny S existuje okolí U mnoºiny S tak, ºe T (U) ⊆ V ;

atraktor, pokud existuje mnoºina U ⊆ Ω taková, ºe pro kaºdý bod ξ ∈ U platí

lim
t→∞

(
inf
{∣
∣
∣
∣f t(ξ)− x

∣
∣
∣
∣ : x ∈ S

})
= 0,

mnoºina U se v takovém p°ípad¥ nazývá obor atraktoru S; pokud vlastnost mnoºiny U
má 
elý stavový prostor Ω, atraktor S se nazývá globální;

repelor, pokud existuje ε > 0 a okolí U mnoºiny S takové, ºe pro kaºdý bod ξ ∈ U platí

lim
t→∞

(
inf
{∣
∣
∣
∣f t(ξ)− x

∣
∣
∣
∣ : x ∈ S

})
> ε.

4.3 Autonomní rovni
e vy²²í
h °ád·

Autonomní diferen£ní rovni
e k-tého °ádu ve tvaru rekurentní formule je

x(t+ k) = f
(
x(t), x(t + 1), . . . , x(t+ k − 1)

)
, (4.24)

kde funk
e f : Ωk → Ω není konstantní v první prom¥nné. Mnoºina Ω ⊆ R se op¥t nazývá

stavový prostor. Rovni
e (4.24) m·ºeme p°epsat ve tvaru systému rekurentní
h formulí prvního

°ádu

x1(t+ 1)= x2(t)
x2(t+ 1)= x3(t)

.

.

.

xk−1(t+ 1)= xk(t)
xk(t+ 1)= f

(
x1(t), x2(t), . . . , xk(t)

)

(4.25)

tedy ve tvaru autonomního systému. První sloºka °e²ení tohoto systému je °e²ením rovni
e

(4.24). Na autonomní rovni
i k-tého °ádu tedy m·ºeme p°enést v²e
hny pojmy a výsledky

z teorie autonomní
h systém·.

Po£áte£ní podmínku pro rovni
i (4.24) m·ºeme bez újmy na obe
nosti uvaºovat ve tvaru

x(0) = ξ0, x(1) = ξ1, . . . , x(k − 1) = ξk−1. (4.26)

Bod x∗ ∈ Ω je rovnováºným bodem rovni
e (4.24), pokud

f(x∗, x∗, . . . , x∗) = x∗.

�ekneme, ºe rovnováºný bod x∗ rovni
e (4.24) je stabilní, pokud je stabilní rovnováºný bod

(x∗, x∗, . . . , x∗) autonomního systému (4.25). Analogi
ky p°evádíme ostatní vlastnosti rovno-

váºný
h bod· autonomního systému zavedené v De�ni
i 34 na rovnováºné body autonomní
h

rovni
.
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Je-li funk
e f dvakrát diferen
ovatelná, pak pro �malou� od
hylku od rovnováºného bodu

y(t) = x(t)− x∗

podle Taylorovy v¥ty platí

y(t+ k) = x(t+ k)− x∗ = f
(
x(t), x(t + 1), . . . , x(t+ k − 1)

)
− f(x∗, x∗, . . . , x∗) ≈

≈
k∑

i=1

∂f

∂xi
(x∗, x∗, . . . , x∗)

(
x(t+ i− 1)− x∗

)
=

k∑

i=1

∂f

∂xi
(x∗, x∗, . . . , x∗)y(t+ i− 1).

Ozna£me

f|i(x
∗) =

∂f(x1, x2, . . . , xk)

∂xi

∣
∣
∣
∣
(x1,x2,...,xk)=(x∗,x∗,...,x∗)

, i = 1, 2, . . . , k.

�Malá� od
hylka se tedy p°ibliºn¥ vyvíjí jako °e²ení lineární homogenní rovni
e k-tého °ádu

y(t+ k) = f|k(x
∗)y(t+ k − 1) + f|k−1(x

∗)y(t+ k − 2) + · · ·+ f|1(x
∗)y(t).

Podle Tvrzení 13 platí

V¥ta 24. Ne
h´ x∗ je rovnováºný bod rovni
e (4.24).

Mají-li v²e
hny ko°eny polynomu

λk − f|k(x
∗)λk−1 − f|k−1(x

∗)λk−2 − · · · − f|2(x
∗)λ− f|1(x

∗) (4.27)

modul men²í neº 1, pak je rovnováºný bod x∗ rovni
e (4.24) asymptoti
ky stabilní.

Existuje-li ko°en polynomu (4.27), který má modul v¥t²í neº 1, pak je rovnováºný bod x∗

rovni
e (4.24) nestabilní.

P°íklad. Bevertonova-Holtova rovni
e se zpoºd¥ním.

P°ipome¬me, ºe rovni
e (1.16) modeluje vývoj velikosti popula
e v prost°edí s omezenými

zdroji. Výraz

K

K + (r − 1)x
,

který je men²í neº 1, vyjad°uje zmen²ení (malthusovského) koe�
ientu r·stu p·sobením popu-

la
e velikosti x v omezeném prost°edí. Tato vnitrodruhová konkuren
e se nemusí projevit hned

v následují
í genera
i, m·ºe p·sobit aº na genera
i dal²í. Nap°. popula
e produkuje odpady,

jeji
hº toxi
ita oslabuje potomky tak, ºe jim sníºí plodnost. V dal²í genera
i se tak rodí mén¥

potomk·. Tento jev m·ºeme do modelu zahrnout tak, ºe ve jmenovateli zlomku nebudeme

psát x(t) ale x(t− 1). Dostaneme tak autonomní rovni
i druhého °ádu ve tvaru

x(t+ 1) = x(t)
rK

K + (r − 1)x(t− 1)
, (4.28)

nebo ve tvaru jako (4.24)

x(t+ 2) = x(t+ 1)
rK

K + (r − 1)x(t)
.
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Je tedy

f(x1, x2) = x2
rK

K + (r − 1)x1

Algebrai
ká rovni
e f(x, x) = x má dva ko°eny 0 a K, tedy diferen£ní rovni
e (4.28) má dva

rovnováºné body. Funk
e f je dvakrát diferen
ovatelná a platí

∂f(x1, x2)

∂x1
= − r(r − 1)Kx2

(
K + (r − 1)x1

)2 ,
∂f(x1, x2)

∂x2
=

rK

K + (r − 1)x1
,

takºe

f|1(0) = 0, f|2(0) = r, f|1(K) =
1

r
− 1, f|2(K) = 1.

Pro rovnováºný bod 0 má polynom (4.27) tvar λ2 − rλ a tedy ko°eny 0 a r. Je-li r < 1, je
rovnováºný bod 0 stabilní, je-li r > 1, je rovnováºný bod 0 nestabilní.

Pro rovnováºný bod K má polynom (4.27) tvar

λ2 − λ+ 1− 1

r

a tedy ko°eny

λ1,2 =
1

2

(

1±
√

1− 4

(

1− 1

r

))

.

Je-li r < 1, pak

λ1 =
1

2

(

1±
√

1− 4
r − 1

r

)

=
1

2

(

1±
√

1 + 4
1− r

r

)

> 1

a to znamená, ºe rovnováºný bod K je nestabilní.

Je-li 1 < r ≤ 4
3 , pak ko°eny

λ1,2 =
1

2

(

1±
√

4

r
− 3

)

.

jsou reálné kladné a men²í neº 1. Je-li r > 4
3 , pak jsou ko°eny λ1,2 komplexn¥ sdruºené a pro

jeji
h modul platí

|λ1,2| =
1

4
+

1

4

(

3− 4

r

)

= 1− 1

r
< 1.

To znamená, ºe pro r > 1 je rovnováºný bod K stabilní.

Dostáváme tak tém¥° stejný výsledek jako v p°ípad¥ Bevertonovy-Holtovy rovni
e bez

zpoºd¥ní, viz p°íklad na str. 98. �e²ení rovni
e bez zpoºd¥ní v²ak pro r > 1 konverguje

k hodnot¥ K monotonn¥ a stejn¥ se 
hová °e²ení rovni
e (4.28) pro 1 < r < 4
3 . Ov²em pro

r > 4
3 °e²ení rovni
e (4.28) se zpoºd¥ním konverguje k hodnot¥ K s tlumenými os
ila
emi.



112 KAPITOLA 4. AUTONOMNÍ ROVNICE



Kapitola 5

Aplika
e

5.1 Hansen·v-Samuelson·v ak
elera£n¥-multiplika£ní model

Budeme modelovat r·st (nebo p°esn¥ji: vývoj) velikosti produk
e v n¥jaké uzav°ené ekonomi
e.

Základní stavovou prom¥nnou bude Y = Y (t) vyjad°ují
í produk
i v období t. Tu m·ºeme

vyjád°it v pen¥ºní
h jednotká
h nap°íklad jako ro£ní hrubý domá
í produkt v t-tém ro
e.

Základním p°edpokladem modelu bude to, ºe 
elkový produkt je tvo°en vládními výdaji

G, spot°ebou C a soukromými investi
emi I, tedy

Y (t) = C(t) + I(t) +G(t). (5.1)

V nejjednodu²²ím p°ípad¥ jsou vládní výdaje konstantní,

G(t) = G0. (5.2)

Spot°eba se skládá z výdaj· nutný
h C0 (nap°. výdaje na stravu, bydlení a podobn¥) a ze

spot°ebovávání £ásti produk
e z minulého období (roku),

C(t) = C0 + cY (t− 1). (5.3)

Konstanta c vyjad°uje podíl spot°eby z 
elkové p°ed
hozí produk
e, proto 0 < c < 1; tato
konstanta se nazývá multiplikátor (the marginal propensity to 
onsume).

Investi
e sestávají z výdaj· nutný
h I0 (nap°. údrºba a obnova hmotného kapitálu) a

z investi
 indukovaný
h r·stem spot°eby,

I(t) = I0 + α
(
C(t)− C(t− 1)

)
. (5.4)

Kladná konstanta α se nazývá ak
elerátor. Vyjad°uje vlastn¥ vztah (the relation) mezi vývojem

spot°eby a soukromými investi
emi.

Vyjád°ení spot°eby (5.3) dosadíme do p°ed
hozí rovnosti a pak vztahy (5.2)�(5.4) dosadíme

do rovnosti (5.1). Dostaneme

Y (t) = C0 + cY (t− 1) + I0 + α
(
C0 + cY (t− 1)− C0 − cY (t− 2)

)
+G0 =

= c(1 + α)Y (t− 1)− αcY (t− 2) + C0 + I0 +G0.

Nyní ozna£íme C0 + I0 + G0 = A0 a místo t budeme psát t + 2. Dostaneme tak autonomní

nehomogenní lineární diferen£ní rovni
i druhého typu a druhého °ádu

Y (t+ 2) = c(1 + α)Y (t+ 1)− αcY (t) +A0. (5.5)

113
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1

1

0

α

c

c =
1

α

c =
4α

(1 + α)2

os
iluje

monotonní

nestabilní

stabilní

Obrázek 5.1: Závislost kvalitativní
h vlastností °e²ení Hansenovy-Samuelsonovy rovni
e (5.5)

na vztahu hodnot ak
elerátoru α a multiplikátoru c.

Sta
ionární (rovnováºné) °e²ení

Y ≡ Ȳ =
A0

1− c

je z°ejm¥ °e²ením nehomogenní rovni
e.

K analýze p°idruºené homogenní rovni
e

Y (t+ 2)− c(1 + α)Y (t+ 1) + αcY (t) = 0

vyuºijeme výsledky analýzy obe
né lineární autonomní rovni
e druhého °ádu (3.61). Z ni
h

vidíme, ºe v p°ípad¥

c ≥ 4α

(1 + α)2
,

tj. ko°eny 
harakteristi
ké rovni
e jsou reálné, v²e
hna °e²ení této rovni
e jsou po dostate£n¥

dlouhém £ase monotonní. V opa£ném p°ípad¥ °e²ení os
ilují.

Podmínky uvedené v D·sledku 5 pro konvergen
i °e²ení p°idruºené homogenní rovni
e

k nule mají v na²em p°ípad¥ tvar

∣
∣c(1 + α)

∣
∣ − 1 < αc < 1.

První nerovnost m·ºeme p°epsat na tvar c(1+α) < αc+1, který je ekvivalentní s c < 1. Tato
nerovnost je spln¥na podle p°edpokladu o multiplikátoru c. Druhá nerovnost je ekvivalentní

s nerovností c < 1/α.

Provedenou analýzu rovni
e (5.5) m·ºeme shrnout (viz Obr. 5.1):
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• Pokud

c ≥ 4α

(1 + α)2
, tj. cα2 − 2(2 − c)α+ c ≥ 0,

pak v²e
hna °e²ení jsou po dostate£n¥ dlouhém £ase monotonní. Pokud p°itom

α ≤ 2− c− 2
√
1− c

c
,

pak v²e
hna °e²ení monotonn¥ konvergují k rovnováºnému °e²ení Ȳ =
A0

1− c
. Pokud

α ≥ 2− c+ 2
√
1− c

c
,

pak v²e
hna °e²ení s výjimkou sta
ionárního divergují do ∞ nebo do −∞.

• Pokud

c <
4α

(1 + α)2
a c <

1

α
, tj.

2− c− 2
√
1− c

c
< α <

1

c
,

pak v²e
hna °e²ení s výjimkou sta
ionárního k n¥mu konvergují s tlumenými os
ila
emi.

• Pokud

1

α
< c <

4α

(1 + α)2
, tj.

1

c
< α <

2− c+ 2
√
1− c

c
,

pak v²e
hna °e²ení s výjimkou sta
ionárního os
ilují s neomezen¥ rostou
í amplitudou.

• Pokud cα = 1, pak v²e
hna °e²ení s výjimkou sta
ionárního os
ilují a jsou ohrani£ená.

Provedená analýza ukazuje, ºe jsou moºné £ty°i s
éná°e vývoje.

A. Relativn¥ malé hodnota ak
elerátoru, tj. α ≤ (2− c− 2
√
1− c)/c.

Produk
e se ustálí na rovnováºné hodnot¥ 1/(1− c) násobku nutný
h výdaj·. Jakýkoliv

výkyv výdaj· v jednom období je následován postupným dosaºení p·vodní
h hodnot

produk
e.

B. V¥t²í hodnoty ak
elerátoru, ale stále relativn¥ malé, cα <
(
2α/(1 + α)2

)
< 1.

Zv¥t²ení (vládní
h) výdaj· v jednom období zp·sobí rozkolísání produk
e, která se po-

stupn¥ ustálí na p·vodní hodnot¥.

C. Relativn¥ velké cα > 1, ale ne p°íli²
(
α < (2− c+ 2

√
1− c)/c

)
, hodnoty ak
elerátoru.

Zv¥t²ení výdaj· v jednom období vede k explozivnímu rozkolísání produk
e.

D. Relativn¥ velký ak
elerátor p°i velkém sklonu ke spot°eb¥ vede k ry
hlému kolapsu.

To je vyso
e nestabilní situa
e, ale odpovídá �pumpování pen¥z do ekonomiky� , jehoº

d·sledky nejsou úm¥rné p·vodním stimul·m

1

.

1

�This is a highly unstable situation, but 
orresponds most 
losely to the pure pump-priming, where the

total in
rease in national in
ome bears no �nite ratio to the original stimulus.� P.A. Samuelson. Intera
tions

between the multiplier analysis and the prin
iple of a

eleration. The Reviev of E
onomi
s Statisti
s, vol. 21,

Issue 2 (May 1939), 75�78.
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5.2 Diskrétní rovni
e vedení tepla

P°edstavme si ty£ vyrobenou z tepeln¥ vodivého materiálu. Budeme p°edpokládat, ºe je na

vn¥j²ím povr
hu tepeln¥ izolovaná, takºe teplo m·ºe z ty£e do vn¥j²ího prost°edí nebo z vn¥j-

²ího prost°edí do ty£e p°e
házet pouze na její
h kon
í
h. Prost°edí v okolí levého kon
e ty£e

m·ºe obe
n¥ mít jinou teplotu, neº okolí kon
e pravého. Budeme modelovat, jak se v pr·b¥hu

£asu bude m¥nit teplota uvnit° ty£e.

Ty£ si rozd¥líme na k stejn¥ velký
h úsek· (sr. obrázek pod odstav
em) a ozna£íme je

x1, x2, . . . , xk. �as také rozd¥líme na ekvidistantní úseky, trvání jednoho z ni
h (elementární

zm¥nu £asu) zapí²eme jako ∆t. Úseky ty£e uvaºujeme tak malé, ºe teplotu v ni
h m·ºeme

povaºovat za konstantní; £asové úseky uvaºujeme tak krátké, ºe b¥hem jednoho z ni
h m·ºe

teplota z n¥jakého úseku ty£e ovlivnit pouze úseky sousední. Ozna£me Ti(n) teplotu úseku xi
v £ase t = n∆t, TL, resp. TR, teplotu vn¥j²ího prost°edí obklopují
ího levý, resp. pravý, kone


ty£e.

TL TR

T1 T2 Ti−1 Ti Ti+1 Tk−1 Tk

x1 x2 xi−1 xi xi+1 xk−1 xk. . . . . .

Podle p°edpokladu je teplota Ti úseku xi ovliv¬ována pouze teplotami Ti−1 a Ti+1 úsek·

bezprost°edn¥ sousedí
í
h. Pon¥kud p°esn¥ji vyjád°eno, zm¥na teploty v úseku xi za £asový

interval délky ∆t závisí na rozdíle
h teploty úsek· xi a xi−1 a na rozdíle
h teploty úsek·

xi a xi+1. Nejjednodu²²í moºná závislost je p°ímá úm¥rnost. Budeme tedy p°edpokládat, ºe

zm¥na teploty úseku xi v pr·b¥hu £asového kroku délky ∆t zp·sobená sdílením tepla s úsekem

xi−1 je rovna α(Ti−1 − Ti); koe�
ient úm¥rnosti α je kladný, nebo´ teplo p°e
hází z teplej²ího

t¥lesa na 
hladn¥j²í. Tento p°edpoklad je znám jako Newton·v zákon 
hladnutí. Dále budeme

p°edpokládat, ºe vlivy levého a pravého souseda úseku xi se s£ítají. Zm¥nu teploty ve vnit°ní
h

úse
í
h xi za £asový interval délky ∆t za£ínají
í v okamºiku n∆t tedy vyjád°íme formulemi

Ti(n+ 1)− Ti(n) = α
(
Ti−1(n)− Ti(n)

)
+ α

(
Ti+1(n)− Ti(n)

)
=

= α
(
Ti−1(n)− 2Ti(n) + Ti+1(n)

)
, i = 2, 3, . . . , k − 1.

Analogi
ky vyjád°íme zm¥nu teploty na krají
h ty£e

T1(n + 1)− T1(n) = α
(
TL − T1(n)

)
+ α

(
T2(n)− T1(n)

)
= α

(
TL − 2T1(n) + T2(n)

)
,

Tk(n+ 1)− Tk(n) = α
(
Tk−1(n)− Tk(n)

)
+ α

(
TR − Tk(n)

)
= α

(
Tk−1(n)− 2Tk(n) + TR

)
.

Odvozené rovnosti p°epí²eme jako soustavu k rekurentní
h formulí

T1(n+ 1)= (1− 2α)T1(n) + αT2(n) + αTL,
Ti(n+ 1)=αTi−1(n) + (1− 2α)Ti(n) + αTi+1(n), i = 2, 3, . . . , k − 1,
Tk(n+ 1)=αTk−1(n) + (1− 2α)Tk(n) + αTR.

(5.6)

Tuto soustavu m·ºeme také zapsat ve vektorovém tvaru

T (n+ 1) = AT (n) + b,
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kde

T (n) =












T1(n)
T2(n)
T3(n)
.

.

.

Tk−1(n)
Tk(n)












, A =












1− 2α α 0 . . . 0 0
α 1− 2α α . . . 0 0
0 α 1− 2α . . . 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . 1− 2α α
0 0 0 . . . α 1− 2α












, b =












αTL
0
0
.

.

.

0
αTR












.

V mati
i A jsou konstantní hlavní i ob¥ diagonály �nad� a �pod� hlavní diagonálou; taková

mati
e se nazývá Toeplitzova. Její vlastní £ísla jsou

λj = 1− 2α+ 2α cos
jπ

k + 1
, j = 1, 2, . . . , k.2

V²e
hna vlastní £ísla jsou tedy reálná. Pon¥vadº funk
e 
osinus je na intervalu [0, π] klesají
í,
jsou vlastní £ísla vesm¥s r·zná a spl¬ují nerovnosti λ1 > λ2 > · · · > λk. Pro funk
e 
osinus

dále platí

cos
π

k + 1
= − cos

(

π − π

k + 1

)

= − cos
kπ

k + 1
,

takºe

λ1 = 1− 2α

(

1− cos
π

k + 1

)

, λk = 1− 2α

(

1 + cos
π

k + 1

)

.

2

Tento výsledek lze snadno ov¥°it. Ozna£me na 
hvíli β = cos
jπ

k + 1
. Pak je

det(A− λj I) = α
k

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2β 1 0 . . . 0 0
1 −2β 1 . . . 0 0
0 1 −2β . . . 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 . . . −2β 1
0 0 0 . . . 1 −2β

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Poslední determinant budeme povaºovat za determinant z £tver
ové mati
e °ádu m a ozna£íme ho Dm. Jeho

rozvojem podle prvního °ádku dostaneme

Dm = −2βDm−1 −

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 . . . 0 0
0 −2β . . . 0 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . −2β 1
0 0 . . . 1 −2β

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= −2βDm−1 −Dm−2.

Determinanty Dm tedy spl¬ují lineární rekurentní formuli druhého °ádu Dm = −2βDm−1 − Dm−2, tj. jsou

°e²ením po£áte£ní úlohy

Dm+2 + 2 cos
jπ

k + 1
Dm+1 +Dm = 0, D1 = −2 cos

jπ

k + 1
, D2 = 4

(

cos
jπ

k + 1

)2

− 1.

To znamená, ºe

Dm = (−1)m
(

cos
mjπ

k + 1
+ cotg

jπ

k + 1
sin

mjπ

k + 1

)

= (−1)m
sin

(m+ 1)jπ

k + 1

sin
jπ

k + 1

a tedy Dk = 0, takºe také det(A− λj I) = 0.
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To znamená, ºe λj < 1 pro kaºdý index j. Podmínku |λj | < 1 ergodi£nosti soustavy (5.6),

tj. podmínku zaru£ují
í konvergen
i mo
nin mati
e A k nule, m·ºeme proto p°epsat jako

λk > −1, podrobn¥ji

−1 < 1− 2α

(

1 + cos
π

k + 1

)

.

Pokud tedy platí nerovnost

α <
1

1 + cos
π

k + 1

, (5.7)

pak je systém (5.6) ergodi
ký. Výraz na pravé stran¥ s rostou
ím k klesá. Limitním p°e
hodem

k → ∞ tak dostaneme �univerzální� dostate£nou podmínku ergodi£nosti

α ≤ 1

2
. (5.8)

Z této nerovnosti plynou nerovnosti (5.7) pro libovolné k; podmínka (5.8) tedy zaru£í ergo-

di£nost soustavy (5.6) p°i jakémkoliv po£tu úsek·, na n¥º je ty£ rozd¥lena. Má-li parametr α
kriti
kou hodnotu α = 1

2 , pak platí

λ1 = cos
π

k + 1
, λk = − cos

π

k + 1
, |λ1| = |λk|.

Celkem tedy dostáváme záv¥r:

• je-li 0 < α ≤ 1
2 , pak kaºdé °e²ení systému (5.6) konverguje ke sta
ionárnímu °e²ení;

• je-li

1
2 < α <

1

1 + cos π/(k + 1)
, pak kaºdé nesta
ionární °e²ení systému (5.6) konverguje

ke sta
ionárnímu °e²ení s tlumenými os
ila
emi;

• je-li α >
1

1 + cos π/(k + 1)
, pak kaºdé nesta
ionární °e²ení systému (5.6) os
iluje a jeho

amplituda roste nade v²e
hny meze.

Z tohoto výsledku vidíme, ºe �fyzikáln¥ realisti
ká� hodnota konstanty α nem·ºe p°ekro£it

hodnotu

1
2 .

Sou°adni
e sta
ionárního °e²ení T ∗
jsou °e²ením soustavy lineární
h (algebrai
ký
h) rovni


2αT ∗
1 − αT ∗

2 =αTL,
−αT ∗

i−1 + 2αT ∗
i − αT ∗

i+1 =0, i = 2, 3, . . . , k − 1,
−αT ∗

k−1 + 2αT ∗
k =αTR,

po úprav¥

2T ∗
1 − T ∗

2 =TL,
T ∗
i−1 − 2T ∗

i + T ∗
i+1 =0, i = 2, 3, . . . , k − 1,

−T ∗
k−1 + 2T ∗

k =TR.

Druhá aº (k−1)-ní rovni
e p°edstavuje lineární rekurentní formuli druhého °ádu, jejíº obe
né
°e²ení je tvaru T ∗

i = A+ iB. Hodnoty konstant A, B najdeme dosazením do první a poslední

rovni
e,

2A+2B −A− 2B = TL, −A− (k− 1)B +2A+ 2kB = TR, tedy A = TL, B =
TR − TL
k + 1

.
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Sta
ionární °e²ení T ∗
má sou°adni
e

T ∗
i = TL + i

TR − TL
k + 1

, i = 1, 2, . . . , k.

V p°ípad¥ ergodi
kého systému se tedy teplota v ty£i ustálí tak, ºe její pr·b¥h se lineárn¥

m¥ní od hodnoty teploty na levém kon
i k hodnot¥ na kon
i pravém.

Podívejme se na je²t¥ jednu interpreta
i parametru α. �Prost°ední� rovni
e systému (5.6)

m·ºeme upravit na tvar

1
2

(
Ti(n+ 1) + Ti(n)

)
= 1

2αTi−1(n) + (1− α)Ti(n) +
1
2αTi+1(n).

Na levé stran¥ je pr·m¥rná teplota úseku xi za £asový interval délky ∆t. Na pravé stran¥ je

váºený pr·m¥r teplot úsek· xi−1, xi a xi+1 na za£átku uvaºovaného £asového intervalu, nebo´

1
2α+(1−α)+ 1

2α = 1. P°i kriti
ké hodnot¥ α = 1
2 je váha teploty úseku xi dvojnásobkem vah

teplot úsek· sousední
h, p°i α < 1
2 je váha teploty úseku xi v¥t²í neº dvojnásobek vah teplot

úsek· sousední
h. Váhy teplot t°í sousedí
í
h úsek· jsou stejné pro hodnotu α = 2
3 .

5.3 R·st popula
e

5.3.1 Fibona

iovi králí
i a jeji
h modi�ka
e

Leonardo Pisánský, znám¥j²í jako Fibona

i, se narodil kolem roku 1170 v italské Pise a

zem°el roku 1250. Vzd¥lání získal v severní Afri
e, kde jeho ote
 Guilielmo Bona

i p·sobil

jako diplomat. Svoje v¥domosti sepsal do knihy Liber aba
i. Toto dílo publikované roku 1202

má hlavní zásluhu na tom, ºe v Evrop¥ byl p°ijat pozi£ní systém zápisu £ísel (pomo
í indi
ký
h

symbol·, kterým dnes °íkáme arabské £ísli
e). Ve t°etí £ásti knihy Fibona

i zformuloval a °e²il

úlohu:

Kdosi umístil pár králík· na ur£itém míst¥, se v²e
h stran ohrazeném zdí, aby

poznal, kolik pár· králík· se p°i tom zrodí pr·b¥hem roku, jestliºe u králík· je

tomu tak, ºe pár králík· p°ivede na sv¥t m¥sí£n¥ jeden pár a ºe králí
i po£ínají

rodit ve dvou m¥sí
í
h svého v¥ku.

3

Tuto úlohu a její °e²ení lze povaºovat za jeden z první
h matemati
ký
h model· r·stu popula
e.

Budeme ji °e²it s pouºitím sou£asné symboliky.

Ze zadání úlohy plyne, ºe králíky m·ºeme rozd¥lit do dvou kategorií (t°íd) � na ty, kte°í

jsou mlad²í neº dva m¥sí
e a tedy dosud �nerodí� potomky, a na ty staré aspo¬ dva m¥sí
e a

tedy plodné. Ozna£me x(t), resp. y(t), po£et pár· juvenilní
h (mladý
h, dosud neplodný
h),

resp. dosp¥lý
h (plodný
h), králík· v t-tém m¥sí
i. Z pon¥kud vágního Fibona

iova popisu

v²ak není jasné, 
o p°esn¥ má vyjad°ovat �po£et pár· králík· v t-tém m¥sí
i� . Budeme si tedy

p°edstavovat, ºe kaºdý m¥sí
 v ur£ený den prob¥hne s£ítání králík·, kterým získáme hodnoty

x(t) a y(t). Nyní je pot°eba vyjasnit, kdy se nové páry rodí. Jedna z moºností je, ºe také

k porod·m do
hází ur£itý den v m¥sí
i. Aby
hom úvahy dále zjednodu²ili (a zreprodukovali

Fibona

i·v výsledek) budeme p°edpokládat, ºe králí
i se rodí první den a jeji
h s£ítání pro-

vádíme poslední den m¥sí
e. P°i s£ítání mají tedy novorození králí
i v¥k jiº jeden m¥sí
. P°i

3

P°eklad E. �e
ha. Citováno dle J. Be£vá° a kol., Matematika ve st°edov¥ké Evrop¥. Praha: Prometheus

2001, str. 277.
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m¥sí
 t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

po£et juvenilní
h pár· x(t) 0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

po£et plodný
h pár· y(t) 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233


elkový po£et pár· z(t) 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144 233 377

Tabulka 5.1: �e²ení Fibona

iovy úlohy o králí
í
h za p°edpokladu, ºe k rození do
hází na

za£átku m¥sí
e, po£ty zji²´ujeme na kon
i m¥sí
e, tj. pouºíváme model (5.11).

s£ítání následují
ího m¥sí
e mají tito králí
i jiº v¥k dva m¥sí
e a pat°í tedy mezi plodné. Po-

n¥vadº pár plodný
h králík· �zrodí� (tj. zplodí a porodí) jeden pár mladý
h, bude po£et pár·

mladý
h v t-tém m¥sí
i stejný jako po£et pár· plodný
h v m¥sí
i p°ed
hozím,

x(t) = y(t− 1). (5.9)

Králí
i jsou na míst¥ ohrazeném zdí. Tomu m·ºeme rozum¥t tak, ºe jsou 
hrán¥ni p°ed pre-

dátory a tedy neumírají, a také, ºe nemohou nikam uté
i. Proto bude po£et plodný
h v t-tém
m¥sí
i roven jeji
h po£tu v p°ed
hozím m¥sí
i zv¥t²enému o po£et mladý
h, kte°í se v p°ed-


hozím m¥sí
i narodili a b¥hem m¥sí
e dosp¥li,

y(t) = y(t− 1) + x(t− 1). (5.10)

Rovni
e (5.9) a (5.10) m·ºeme povaºovat za model r·stu popula
e králík·; její aktuální velikost

po£ítáme z velikosti v minulosti. P°i matemati
kém modelování n¥jaký
h pro
es· je ov²em

obvyklé usuzovat na budou
nost z p°ítomnosti. V rovni
í
h (5.9) a (5.10) budeme psát t + 1
místo t, rovni
e tedy p°epí²eme do tvaru

x(t+ 1)= y(t),
y(t+ 1)=x(t) + y(t).

(5.11)

M¥sí
, ve kterém �kdosi umístil pár králík· na ur£itém míst¥� , budeme povaºovat za nultý,

onen �umíst¥ný pár� za dosp¥lé. Máme tedy po£áte£ní podmínku x(0) = 0, y(0) = 1. Odtud
jiº m·ºeme postupn¥ po£ítat po£ty x(t) a y(t) pro libovolné t = 1, 2, 3, . . . a z ni
h 
elkový

po£et pár· z(t) = x(t) + y(t). Výpo£et je shrnut v tabul
e 5.1. Výsledek 377 pár· odpovídá

výsledku v Liber aba
i.

4

Jiná z moºností, jak zadání porozum¥t, je mírn¥ realisti£t¥j²í p°edstava, ºe králí
i se rodí

kdykoliv, ale op¥t je s£ítáme v ur£itý den m¥sí
e. P°i s£ítání tedy mohou mít novorozen
i,

tj. králí
i narození od p°ed
hozího s£ítání, v¥k z intervalu [0, 1) a star²í, ale dosud neplodní

králí
i v¥k z intervalu [1, 2). P°i této interpreta
i rozd¥líme t°ídu juvenilní
h pár· na dv¥ a

ozna£íme x0(t) po£et novorozený
h pár· a x1(t) po£et neplodný
h pár· v¥ku alespo¬ jeden

m¥sí
, ale mén¥ neº dva m¥sí
e. Pon¥vadº novorozen
i jsou bezprost°edními potomky plod-

ný
h pár·, mladí jsou ti, kte°í se v p°ed
hozím m¥sí
i narodili, a po£et plodný
h je po£tem

plodný
h z p°ed
hozího m¥sí
e zv¥t²eným o po£et mladý
h, kte°í dosáhli v¥ku aspo¬ dva

m¥sí
e, dostaneme model

x0(t+ 1)= y(t)
x1(t+ 1)= x0(t)
y(t+ 1)= x1(t)+y(t).

(5.12)

4

To nemusí znamenat, ºe by si Fibona

i skute£n¥ p°edstavoval rození na za£átku m¥sí
e a s£ítání na jeho

kon
i. Pravd¥podobn¥j²í je, ºe si neum¥l p°edstavit nulový v¥k a proto jeho novorozen
i m¥li hned v¥k 1 a

v následují
ím m¥sí
i tak byli dvoum¥sí£ní a tedy jiº plodní.
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m¥sí
 t 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

po£et novorozený
h pár· x0(t) 0 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41

po£et neplodný
h pár· x1(t) 0 0 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28

po£et plodný
h pár· y(t) 1 1 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60


elkový po£et pár· z(t) 1 2 3 4 6 9 13 19 28 41 60 88 129

Tabulka 5.2: �e²ení Fibona

iovy úlohy o králí
í
h za p°edpokladu, ºe k rození do
hází kdy-

koliv v pr·b¥hu m¥sí
e a králíky s£ítáme v pevn¥ ur£ený den m¥sí
e, tj. pouºíváme model

(5.12).

P°i po£áte£ní
h podmínká
h x0(0) = 0, x1(0) = 0, y(0) = 1 a ozna£ení 
elkového po£tu

pár· jako z(t) = x0(t) + x1(t) + y(t), dostaneme po£ty králík·, jak je uvedeno v tabul
e 5.2.

Výsledný po£et pár· králík· za rok je p°i této interpreta
i tém¥° t°ikrát men²í, neº p·vodní

Fibona

i·v výsledek.

Prvním obe
ným pou£ením tedy m·ºe být to, ºe sestavení modelu r·stu popula
e je po-

t°ebné v¥novat pozornost, p°esn¥ formulovat a zd·vodnit p°edpoklady, za který
h je model

sestaven. R·zné modely téhoº pro
esu mohou totiº dávat r·zné výsledky.

Vra´me se je²t¥ k Fibonna
iovu modelu (5.11). P°epí²eme ho ve vektorovém tvaru

(
x
y

)

(t+ 1) =

(
0 1
1 1

)(
x
y

)

(t),

mati
i na pravé stran¥ rovni
e ozna£íme Q. �e²ení najdeme postupem popsaným v 3.2.3.

Vlastní £ísla mati
e Q jsou °e²ením 
harakteristi
ké rovni
e

∣
∣
∣
∣

−λ 1
1 1− λ

∣
∣
∣
∣
= λ2 − λ− 1 = 0

jejíº ko°eny jsou λ1,2 =
1
2

(
1±

√
5
)
. P°íslu²né vlastní vektory jsou

w1 =

(
2

1 +
√
5

)

, w2 =

(
2

1−
√
5

)

.

To znamená, ºe Jordan·v kanoni
ký tvar mati
e Q a p°íslu²né mati
e podobnosti P a P−1

jsou

J =

(
1
2

(
1 +

√
5
)

0

0 1
2

(
1−

√
5
)

)

, P =

(
2 2

1 +
√
5 1−

√
5

)

, P−1 =

√
5

20

(√
5− 1 2√
5 + 1 −2

)

.

�e²ení systému (5.11) s po£áte£ními podmínkami x(0) = 0, y(0) = 1 tedy je

(
x
y

)

(t) =

√
5

20

(
2 2

1 +
√
5 1−

√
5

)(
1
2

(
1 +

√
5
)

0

0 1
2

(
1−

√
5
)

)t(√
5− 1 2√
5 + 1 −2

)(
0
1

)

=

=

√
5

10

1

2t

(

2
((

1 +
√
5
)t −

(
1−

√
5
))

(
1 +

√
5
)t −

(
1−

√
5
)t

)

=

=

√
5

10

(

1 +
√
5

2

)t(
2

1 +
√
5

)

−
√
5

10

(

1−
√
5

2

)t(
2

1−
√
5

)

=

√
5

10

(
λt1w1 − λt2w2

)
.
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Toto °e²ení odpovídá p·vodnímu Fibona

iovu °e²ení, které je uvedeno v tabul
e 5.1.

Z °e²ení systému (5.11) také vidíme, ºe

lim
t→∞

1

λt1

(
x(t)
y(t)

)

=

√
5

10

(
2

1 +
√
5

)

=

√
5

10
w1.

To znamená, ºe v dlouhém £asovém období se pom¥r plodný
h a neplodný
h králík· ustálí

na konstantní hodnot¥

1
2

(
1 +

√
5
)
, 
oº je pom¥r zlatého °ezu. V tomto smyslu je také systém

(5.11) ergodi
ký.

�Tradi£n¥j²í� °e²ení úlohy o Fibona

iový
h králí
í
h vyuºívá lineární rovni
i druhého °ádu. S vy-

uºitím systému (5.11) vyjád°íme 
elkový po£et králík· z = z(t) pomo
í rovnosti

z(t+ 2) = x(t+ 2)+ y(t+2) = y(t+1)+ x(t+ 1)+ y(t+ 1) = z(t+1)+ x(t) + y(t) = z(t+ 1)+ z(t).

Posloupnost z je tedy °e²ením lineární rekurentní formule druhého °ádu

z(t+ 1) = z(t+ 1) + z(t). (5.13)

�e²ení této rovni
e s po£áte£ními podmínkami z(0) = 1, z(1) = 2 je rovno

z(t) =
5 + 3

√
5

10

(

1 +
√
5

2

)t

+
5− 3

√
5

10

(

1−
√
5

2

)t

.

To je op¥t °e²ení odpovídají
í p·vodnímu Fibona

iovu °e²ení z tabulky 5.1. �e²ení rovni
e (5.13)

s po£áte£ními podmínkami z(0) = 0, z(1) = 1 je rovno

z(t) =

√
5

5





(

1 +
√
5

2

)t

−
(

1−
√
5

2

)t


 =

√
5

5

(√
5 + 1

2

)t


1−
(√

5 − 3

2

)t


 .

Fibona

i·v model je krásný matemati
ky, není ov²em p°íli² realisti
ký biologi
ky. Králí
i

neumírají, dospívají v p°esn¥ ur£ený
h £ase
h, plodí p°esn¥ ur£ený po£et potomk· v pravi-

delný
h intervale
h. Fibona

i samoz°ejm¥ nep°edstíral, ºe popisuje vývoj popula
e králík·,

vytvo°il jakousi um¥lou skute£nost � jeho králí
i ºijí a mnoºí se na �míst¥ ohrazeném zdí� .

Naví
 svou úlohu o králí
í
h uzavírá v¥tou: �tak je to moºné d¥lat dál do nekone£ného po£tu

m¥sí
·� ; tím se Fibona

i projevil jako skute£ný matematik � uvaºuje o nekone£nu a abs-

traktní
h nesmrtelný
h králí
í
h. My²lenka modelovat pomo
í rovni
 typu (5.11) nebo (5.12)

vývoj popula
e rozd¥lené na n¥kolik disjunktní
h t°íd, p°i£emº £as plyne v diskrétní
h kro
í
h,

je v²ak velmi plodná.

Pokusíme se modelovat vývoj popula
e za realisti£t¥j²í
h p°edpoklad·. Pone
háme p·vodní

p°edstavu £asu plynou
ího v diskrétní
h kro
í
h (nejedná se tedy o £as fyzikální) a zvolíme

n¥jakou £asovou jednotku (ve Fibona

iov¥ úloze jí byl jeden m¥sí
). Popula
i si budeme

p°edstavovat jako tvo°enou velkým po£tem jedin
· (v p°ípad¥ organism· rozmnoºují
í
h se

pohlavn¥ budeme za �jedin
e� povaºovat páry nebo sami
e). Kaºdý z jedin
· m·ºe být jednoho

z typ· � juvenilní (mladý, neplodný) nebo dosp¥lý (plodný). Jinak jsou jedin
i nerozli²itelní.

V popula
i probíhají t°i pro
esy � rození (vznik nový
h jedin
·), dospívání (matura
e,

p°em¥na juvenilního jedin
e na plodného) a umírání (nebo z jiného pohledu p°eºívání). Na-

rození jedin
e, jeho p°em¥nu na plodného a jeho úmrtí povaºujeme za náhodné jevy. O umí-

rání (p°eºívání) a dospívání budeme p°edpokládat, ºe se jedná o jevy sto
hasti
ky nezávislé.

Ozna£me
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σ1 . . . pravd¥podobnost, ºe juvenilní jedine
 p°eºije jedno období,

σ2 . . . pravd¥podobnost, ºe plodný jedine
 p°eºije jedno období,

γ . . . pravd¥podobnost, ºe juvenilní jedine
 b¥hem období dosp¥je,

ϕ . . . st°ední po£et potomk· plodného jedin
e za jedno období.

O pravd¥podobnoste
h p°eºití σ1 a σ2, pravd¥podobnosti matura
e γ a fertilit¥ ϕ budeme

p°edpokládat

0 < σ1 < 1, 0 ≤ σ2 < 1, 0 < γ ≤ 1, 0 < ϕ; (5.14)

v reáln¥ existují
í popula
i totiº musí být moºné, ºe se juvenilní jedine
 doºije plodnosti

(σ1 > 0, γ > 0) a ºe se n¥ja
í noví jedin
i rodí (ϕ > 0), p°eºití nikdy není jisté (σ1 < 1,
σ2 < 1). Nevylu£ujeme moºnost σ2 = 0, tj. ºe jedin
i po �produk
i potomk·� (porodu,

nakladení vají£ek a podobn¥) hynou; taková popula
e se nazývá semelparní. Nevylu£ujeme

v²ak ani moºnost σ2 > 0, tj. ºe dosp¥lí jedin
i plodí po del²í úsek ºivota; taková popula
e se

nazývá iteroparní. Jedin
i mohou dospívat bezprost°edn¥ po narození, tj. v £ase krat²ím, neº

je zvolené období. V období po narození tedy takový jedine
, pokud nezem°e, jist¥ dosp¥je,

γ = 1. Jedin
i z popula
e mohou dospívat i s jistým zpoºd¥ním, γ < 1. Zhruba °e£eno, p°i dél
e
£asového kroku jeden rok jsou jednoleté organismy semelparní s bezprost°edním dospíváním,

drobní ptá
i a sav
i jsou iteroparní s bezprost°edním dospíváním, lososi nebo 
ikády jsou

semelparní se zpoºd¥ným dospíváním, vel
í ptá
i a sav
i (v£etn¥ £lov¥ka) jsou iteroparní se

zpoºd¥ným dospíváním. Snaºíme se tedy modelovat dosti obe
nou popula
i.

Ozna£me dále x(t), resp. y(t), velikost (po£et jedin
·, popula£ní hustotu, 
elkovou biomasu

a podobn¥) £ásti popula
e tvo°ené juvenilními, resp. plodnými, jedin
i v t-tém £asovém kroku.

Juvenilní £ást popula
e je tvo°ena jedin
i, kte°í se za poslední období narodili, a jedin
i, kte°í

jiº tuto t°ídu popula
e tvo°ili, p°eºili období a nedosp¥li v n¥m. O£ekávaná velikost juvenilní

£ásti popula
e v následují
ím období tedy bude

x(t+ 1) = σ1(1− γ)x(t) + ϕy(t). (5.15)

Plodná £ást popula
e bude tvo°ena jedin
i, kte°í byli juvenilní, nezem°eli a dosp¥li, a jedin
i,

kte°í jiº dosp¥lí byli a p°eºili. O£ekávaná velikost plodné £ásti popula
e v následují
ím období

tedy bude

y(t+ 1) = σ1γx(t) + σ2y(t). (5.16)

Poznamenejme je²t¥, ºe kdyby
hom p°ipustili σ1 = σ2 = 1 a poloºili γ = ϕ = 1 (jedin
i

jist¥ p°eºívají, tj. neumírají, jist¥ b¥hem období dosp¥jí a dosp¥lí vºdy vyprodukují práv¥

jednoho potomka), dostaneme p·vodní Fibona

i·v model (5.11).

Soustavu rekurentní
h rela
í (5.15) a (5.15) op¥t zapí²eme jako rela
i vektorovou

(
x
y

)

(t+ 1) =

(
σ1(1− γ) ϕ
σ1γ σ2

)(
x
y

)

(t) = Q

(
x
y

)

(t). (5.17)

Nyní se ptáme, za jaký
h podmínek m·ºe popula
e p°eºívat. Vyuºijeme V¥tu 21.

V p°ípad¥ systému (5.17) je

trQ = σ1(1− γ) + σ2, detQ = σ1σ2(1− γ)− σ1γϕ

a podle podmínek (5.14) platí

trQ ≥ 0, σ1σ2(1− γ) ≤ 1 < 1 + σ1γϕ, tj. detQ < 1.
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Aby tedy popula
e mohla r·st, musí platit trQ > detQ+ 1, tj.

σ1(1− γ) + σ2 > σ1σ2(1− γ)− σ1γϕ+ 1,

po úprav¥

(
1− σ1(1− γ)

)
(1− σ2) < σ1γϕ.

Výraz na pravé stran¥ této nerovnosti p°edstavuje st°ední hodnotu po£tu novorozen
·, kte°í

se doºijí dosp¥losti. Výraz na levé stran¥ vyjad°uje pravd¥podobnost toho, ºe juvenilní jedine


uhyne nebo dosp¥je a hned v prvním období uhyne, tedy pravd¥podobnost, ºe novorozene


b¥hem svého ºivota nezplodí potomka.

Pokud

(
1− σ1(1− γ)

)
(1− σ2) > σ1γϕ,

popula
e vym°e. V p°ípad¥, ºe by nastala rovnost, popula
e se vyvine do konstantní velikosti.

Ov²em pravd¥podobnost, ºe by reálná popula
e m¥la takové parametry, které splní n¥jakou

rovnost, je nulová.

5.3.2 Süÿmil
hova popula
e a Leslieho mati
e

Berlínský akademik Johann Peter Süÿmil
h publikoval v ro
e 1741 pojednání Die göttli
he

Ordnung in der Veränderungen des mensli
hen Ges
hle
hts aus der Geburt, dem Tode un

der Fortp�anzung deÿelben (Boºský °ád ve zm¥ná
h lidský
h genera
í jeji
h rozením, smrtí

a rozmnoºováním), které je nyní povaºováno za první prá
i v¥novanou demogra�i. Do jejího

druhého vydání o dva
et let pozd¥ji zahrnul matemati
ký model, který pro n¥j vypra
oval

Leonhard Euler. Model vy
hází z podobný
h zjednodu²ení jako Fibona

i·v model r·stu po-

pula
e králík·, zahrnuje v²ak vedle rození i umírání. Za£íná v ro
e 0 s jedním lidským párem,

p°i£emº muº i ºena mají dva
et let. Euler dále p°edpokládal, ºe lidé umírají ve 40 lete
h, ºení

a vdávají se ve 20 lete
h a kaºdý pár má ²est d¥tí: dv¥ d¥ti (
hlap
e a d¥v£e) ve v¥ku 22 let,

dal²í dva ve v¥ku 24 let a poslední dvoji
i ve v¥ku 26 let.

Vyjád°íme Euler·v model formáln¥. Za jednotku £asu budeme povaºovat dva roky. Ozna-

£íme n = n(t) � po£et novorozený
h pár· v £ase t,
d = d(t) � po£et úmrtí v £asovém intervalu (t− 1, t)
x = x(t) � po£et ºijí
í
h pár· v £ase t.

Novorozen
i v £ase t jsou potom
i pár· 22-ti letý
h (tj. t¥
h, kte°í byli novorozen
i p°ed 22 lety,

tedy v £ase t− 11), pár· 24 letý
h a pár· 26 letý
h. Pro veli£inu n(t) tedy máme rekurentní

vztah

n(t) = n(t− 11) + n(t− 12) + n(t− 13).

Pon¥vadº lidé umírají ve 40 lete
h, je po£et d(t) zem°elý
h pár· v £ase t roven po£tu novoro-

zen
· p°ed 40 lety, tj.

d(t) = n(t− 20). (5.18)

V £ase t ºijí páry, které ºily v p°ed
hozím období a nezem°ely, a dále páry, které se v tomto

£ase narodily. Platí tedy

x(t) = x(t− 1)− d(t) + n(t).

T¥mito úvahami dostáváme model vývoje popula
e tvo°ený t°emi posloupnostmi, které spl¬ují

lineární diferen£ní rovni
e

n(t+ 13) = n(t+ 2) + n(t+ 1) + n(t),
d(t+ 20) = n(t),
x(t+ 20) = x(t+ 19) + n(t)− d(t).

(5.19)
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rok £as novorozen
i úmrtí ºijí
í páry rok £as novorozen
i úmrtí ºijí
í páry

t n(t) d(t) x(t) t n(t) d(t) x(t)

0 0 0 0 1 20 10 0 1 3

2 1 1 0 2 22 11 0 0 3

4 2 1 0 3 24 12 1 0 4

6 3 1 0 4 26 13 2 0 6

8 4 0 0 4 28 14 3 0 9

10 5 0 0 4 30 15 2 0 11

12 6 0 0 4 32 16 1 0 12

14 7 0 0 4 34 17 0 0 12

16 8 0 0 4 36 18 0 0 12

18 9 0 0 4 38 19 0 0 12

Tabulka 5.3: Po£áte£ní velikosti popula
e modelované rovni
emi (5.19).

Vývoj modelované popula
e v první
h £ty°i
eti lete
h, tj. v £ase t = 0 aº t = 19 je shrnut

v Tabul
e 5.3. V po£áte£ním £ase byl na Zemi pouze jeden pár dva
etiletý
h, tj. x(0) = 1,
n(0) = 0. Po dvou lete
h k nim p°ibyli novorození 
halape
 a d¥v£e, tj. n(1) = 1, x(1) = 2. Po
dal²í
h dvou lete
h p°ibyl dal²í pár novorozen
·, n(2) = 1, x(2) = 3 a po dal²í
h dvou lete
h

op¥t, n(3) = 1, x(3) = 4. Pak se £trná
t let velikost popula
e nem¥nila, nikdo se nerodil ani

neumíral. Za dal²í dva roky, tj. 20 let od za£átku prvotní pár zem°el, d(10) = 1, x(10) = 3 a za
dal²í dva roky p°ibyli první potom
i prvního narozeného páru, n(11) = 1, x(11) = 4. Za dal²í

dva roky p°ibyli druzí dva potom
i prvního narozeného páru a první dva potom
i druhého

narozeného páru, n(12) = 2, x(12) = 6. Tak m·ºeme v po£ítání pokra£ovat a dostaneme

v²e
hny po£áte£ní podmínky pro rovni
e (5.19), jak jsou uvedeny v Tabul
e 5.3.

Rovni
e (5.19) spolu s po£áte£ními podmínkami umoº¬ují rekurentn¥ po£ítat velikost po-

pula
e v libovolném £ase. L. Euler tento výpo£et provedl aº do £asu t = 119. Na Obrázku

5.2 jsou zobrazeny hodnoty posloupností n, d, x aº do tohoto £asu. K problemati
e r·stu

popula
e se Euler pozd¥ji vrátil v rukopise Sur la multipli
ation du genre humain (O roz-

mnoºování lidského rodu), který v²ak za jeho ºivota nevy²el. Tam odvodil (v 18. století, bez

jakékoliv výpo£etní te
hniky!), ºe velikost lidstva po dostate£n¥ dlouhé dob¥ vývoje roste jako

geometri
ká posloupnost s kvo
ientem r
.
= 1,096, 
oº znamená, ºe jeho velikost se zdvojnásobí

kaºdý
h zhruba 15 let. Dále vztahem

n(t)

d(t)
=

n(t)

n(t− 20)
≃ r20

.
= 6,25

ukázal, ºe po£et úmrtí je zhruba ²estkrát men²í, neº po£et narození.

Vzhledem k podmín
e (5.18) m·ºeme p·vodní Euler·v model (5.19) zredukovat na dv¥

lineární diferen£ní rovni
e

n(t+ 13) = n(t+ 2) + n(t+ 1) + n(t),
x(t+ 20) = x(t+ 19) + n(t+ 20)− n(t).

(5.20)

První z t¥
hto rovni
 je lineární homogenní diferen£ní rovni
e pro posloupnost n. M·ºeme ji

tedy vy°e²it metodami uvedenými v 3.2.3 a nalezenou posloupnost n dosadit do druhé rovni
e.

Charakteristi
ká rovni
e pro první z rovni
 (5.20) je

λ13 − λ2 − λ = 1
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Obrázek 5.2: Model �rozmnoºování lidského rodu� (5.19). Na svislé ose je logaritmi
ké m¥°ítko.

Symboly ozna£ují: x(t) � po£et ºijí
í
h pár· v £ase t, tj. 2t let od po£átku, n(t) � po£et

narození v £ase t, d(t) � po£et úmrtí v £ase t.

a má jeden reálný a 12 komplexn¥ sdruºený
h jednodu
hý
h ko°en·. Tyto ko°eny jsou

λ1
.
= 1,09613,

λ2,3
.
= 0,94042± 0,54618i

.
= 1,08752(cos0,52616± i sin 0,52617),

λ4,5
.
= 0,52582± 0,91961i

.
= 1,05933(cos1,05138± i sin 1,05138),

λ6,7 = ±i = cos π
2
± i sin π

2
,

λ8,9
.
= −0,96035± 0,25704i

.
= 0,99415(cos2,88006± i sin 2,88006),

λ10,11
.
= −0,67297± 0,65025i

.
= 0,93580(cos2,37337± i sin 2,37337),

λ12,13
.
= −0,38099± 0,80564i

.
= 0,89118(cos2,01253± i sin 2,01253).

Reálný 
harakteristi
ký ko°en λ1 je sou£asn¥ ryze dominantním 
harakteristi
kým ko°enem.

To znamená, ºe posloupnost n je asymptoti
ky ekvivalentní s posloupností n̄ danou vztahem

n̄(t) = λt1

(

lim
τ→∞

n(τ)

λτ1

)

.

Posloupnost n̄ lze proto povaºovat za první aproxima
i posloupnosti n. Ozna£íme

α = lim
τ→∞

n(τ)

λτ1
,

geometri
kou posloupnost n̄ jednodu²e vyjád°íme vztahem n̄(t) = αλt1 a dosadíme ji do druhé

z rovni
 (5.20). Tak najdeme první aproxima
i x̄ posloupnosti x. Posloupnost x̄ tedy má

spl¬ovat

x̄(t+ 20) = x̄(t+ 19) + n̄(t+ 20) − n̄(t) = x̄(t+ 19) + αλt+20
1 − αλt1.
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Budeme-li v této rovnosti psát t − 19 místo t, dostaneme po jednodu
hé úprav¥ vyjád°ení

diferen
e posloupnosti x̄ ve tvaru

∆x̄(t) = α
λ201 − 1

λ191
λt1.

Podle (1.26) a podle 1.3.2 tedy je

x̄(t) = x̄0 + α
λ201 − 1

λ191

t−1∑

i=0

λi1 = x̄0 +
α

λ191

λ201 − 1

λ1 − 1

(
λt1 − 1

)
.

Vyjád°ení posloupnosti x̄ zjednodu²íme tím, ºe ozna£íme

A =
α

λ191

λ201 − 1

λ1 − 1
. (5.21)

Dostáváme tak první aproxima
e °e²ení systému diferen£ní
h rovni
 (5.20) ve tvaru

n̄(t) = αλt1, x̄(t) = x̄0 +A
(
λt1 − 1

)
. (5.22)

Tyto posloupnosti lze povaºovat za vyjád°ení £asového trendu mnoºství novorozen
· a velikosti

popula
e.

Pov²imn¥me si nyní toho, ºe pro argument ϕ 
harakteristi
ký
h ko°en·, které mají druhý

nejv¥t²í modul, tj. ko°en· λ2,3, platí

ϕ = arg λ2,3
.
= 0,5261682

.
=

2π

11,9414
.

Odtud plyne, ºe �perioda kolísání� posloupnosti n kolem posloupnosti n̄, tj. kolem jakési

st°ední hodnoty po£tu novorozený
h pár·, je zhruba 12. Tento jev je také dob°e pozorovatelný

na Obrázku 5.2.

Ozna£me pro stru£nost κ = |λ2|. Posloupnost ñ daná vztahem

ñ(t) = αλt1 + (β cos tϕ+ γ sin tϕ)κt,

kde β,γ jsou vhodné konstanty ur£ené po£áte£ními podmínkami, �pro dostate£n¥ velká t do-
state£n¥ p°esn¥ aproximuje posloupnost n� .

Nyní budeme hledat �dostate£n¥ dobrou� aproxima
i x̃ posloupnosti x. Dostaneme ji tak,

ºe ve druhé z rovni
 (5.20) budeme psát x̃ místo x, ñ místo n a t− 19 místo t. Dostaneme

x̃(t+ 1) = x̃(t) + ñ(t+ 1)− ñ(t− 19) =

= x̃(t) + αλt+1
1 +

(
β cos(t+ 1)ϕ + γ sin(t+ 1)ϕ

)
κt+1−

− αλt−19
1 −

(
β cos(t− 19)ϕ + γ sin(t− 19)ϕ

)
κt−19,

tedy

∆x̃(t) = α
λ201 − 1

λ19
λt1 + (B cos tϕ+ C sin tϕ)κt, (5.23)

kde jsme ozna£ili

B = κ(β cosϕ− γ sinϕ)− κ−19(β cos 19ϕ− γ sin 19ϕ),
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Obrázek 5.3: Upravený model �rozmnoºování lidského rodu� (5.20). Na svislé ose je logarit-

mi
ké m¥°ítko. Symboly ozna£ují: x(t), n(t) � hodnoty po£ítané z rekurentní
h vztah· (5.20),

x̄(t), n̄(t) � první aproxima
e °e²ení (5.22) vyuºívají
í pouze dominantní 
harakteristi
ký ko-

°en λ1 (trend), x̃(t), ñ(t) � druhá aproxima
e °e²ení (5.24) vyuºívají
í 
harakteristi
ké ko°eny

λ2,3 s druhým nejv¥t²ím modulem. P°i výpo£tu byly pouºity hodnoty α
.
= 0,1947, x̄0

.
= 2,6515,

β
.
= 0,2319, γ

.
= 0,3528, x̃0

.
= 2,0736.

C = κ(γ cosϕ− β sinϕ)− κ−19(γ cos 19ϕ+ β sin 19ϕ).

Z rovni
e (5.23) dostaneme aproxima
i °e²ení druhé z rovni
 (5.20) ve tvaru

x̃(t) = x̃0 +

t−1∑

i=0

(

α
λ201 − 1

λ19
λi1 + (B cos iϕ+ C sin iϕ)κi

)

.

Toto vyjád°ení m·ºeme upravit s vyuºitím 1.3.2 a ozna£ení (5.21)

x̃(t) = x̃0 +A(λt1 − 1)+

+
B
(
κt+1 cos(t− 1)ϕ − κ cosϕ− κt cos tϕ+ 1

)
+ C

(
κt+1 sin(t− 1)ϕ+ κ sinϕ− κt sin tϕ

)

κ2 − 2κ cosϕ+ 1
.

(5.24)

Aproxima
e (5.22) a (5.24) °e²ení systému (5.20) jsou zobrazeny na Obrázku 5.3.

Model (5.20) popisuje vývoj velikosti popula
e, která je strukturovaná do dvou t°íd � no-

vorozen
i a ostatní. Snadno ho ale m·ºeme modi�kovat, aby popisoval popula
i strukturovanou

podrobn¥ji; m·ºe nás zajímat po£et ²kolní
h d¥tí, po£et rodi£· pe£ují
í
h o d¥ti p°ed²kolního

v¥ku a podobn¥. V Eulerov¥ zjednodu²ení takové roz£len¥ní popula
e závisí pouze na v¥ku

jedin
·. Ozna£me proto xi(t) po£et pár· v¥ku i (tj. 2i let) v £ase t, i = 1, 2, . . . , 20. Pak platí

x(t) =
20∑

i=1

xi(t)
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a

xi(t) = n(t− i), xi(t+ 1) =

{

n(t), i = 1,

xi−1(t), i > 1,
, i = 1, 2, . . . , 20.

První z rovni
 modelu (5.20) nyní m·ºeme p°epsat ve tvaru

n(t+ 1) = n(t− 10) + n(t− 11) + n(t− 12) = x10(t) + x11(t) + x12(t).

Pro vývoj velikosti popula
e strukturované podle v¥ku popsaným zp·sobem tak dostáváme

model tvo°ený 21 lineárními diferen£ními rovni
emi prvního °ádu

n(t+ 1)= x10(t) + x11(t) + x12(t),
x1(t+ 1)=n(t),
xi(t+ 1)= xi−1(t), i = 2, 3, . . . , 20.

(5.25)

Euler v podstat¥ p°edpokládal, ºe smrt je jistá ve £ty°i
eti lete
h a v mlad²ím v¥ku je jisté

p°eºití. Aby
hom model p°iblíºili realit¥, nahradíme jistoty pravd¥podobnostmi. Ozna£me

proto Pi pravd¥podobnost, ºe jedine
 v¥ku i (tj. 2i let) p°eºije jedno dvouleté období (tj.

doºije se v¥ku 2i+ 2 let). Dále ne
h´ nejvy²²í moºný v¥k je 2k let. Pak

x1(t+ 1) = P0n(t), xi(t+ 1) = Pi−1xi−1(t), i = 2, 3, . . . , k.

Dal²í Euler·v nerealisti
ký p°edpoklad je ten, ºe dosp¥lé páry mají v p°esn¥ daném v¥ku práv¥

jeden pár potomk·. Tento p°edpoklad nahradíme realisti£t¥j²ím, ºe po£et potomk· páru v¥ku

i je náhodná veli£ina se st°ední hodnotou Fi. První z rovni
 modelu (5.25) nyní m·ºeme

nahradit rovni
í

n(t+ 1) =

k∑

i=1

Fixi(t);

hodnota posloupnosti n(t) nyní jiº nevyjad°uje po£et novorozen
· v £ase t, ale o£ekávanou

hodnotu tohoto po£tu. Celkem tak dostáváme model tvo°ený k + 1 lineárními diferen£ními

rovni
emi

n(t+ 1)=
k∑

i=1
Fixi(t),

x1(t+ 1)=P0n(t),
xi(t+ 1)=Pi−1xi−1(t), i = 2, 3, . . . , k.

Tento model m·ºeme zapsat ve vektorovém tvaru
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(t),

nebo stru£n¥

x(t+ 1) = Lx(t), (5.26)
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kde jsme ozna£ili
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Mati
ový model (5.26) poprvé zformuloval Patri
k Holt Leslie ve slavném £lánku On the use of

matri
es in 
ertain population mathemati
s, který publikoval roku 1945 v £asopise Biometrika.

Mati
e L proto dostala název Leslieho mati
e.

5.3.3 Malthusovské modely

P°edpokládejme, ºe známe okamºitou velikost popula
e a umíme spo£ítat po£ty jedin
· uhy-

nulý
h a �nov¥ vzniklý
h� (tj. novorozen
·, embryí, klí£í
í
h semen a podobn¥). Budeme dále

p°edpokládat, ºe n¥ja
í �noví� jedin
i skute£n¥ �vznikají� a jeji
h po£et v n¥jakém zvoleném

období je úm¥rný velikosti popula
e (nap°. ºe kaºdý jedine
 za období vyprodukuje ur£itý

po£et potomk· a jedine
 �nov¥ vzniklý� potomky je²t¥ neprodukuje). Po£et uhynulý
h je-

din
· budeme povaºovat za úm¥rný velikosti popula
e, 
oº lze interpretovat tak, ºe existuje

pro v²e
hny �staré� jedin
e (tj. nikoliv ty �nov¥ vzniklé�) pravd¥podobnost, ºe b¥hem uva-

ºovaného období zem°ou. Nebudeme vylu£ovat �nesmrtelnost� (tj. popula
e se m·ºe vyvíjet

v dokonale 
hrán¥ném prost°edí a její r·st sledujeme jen po takové období, ºe jedin
i nezestár-

nou; takovou popula
í byli nap°. Fibona

iovi králí
i) ani moºnost, ºe b¥hem období vym°ou

v²i
hni �sta°í� jedin
i a z·stanou pouze ti �nov¥ vzniklí� .

Zvolme tedy £asovou jednotku a ozna£me x(t) velikost popula
e v £ase t, y(t) mnoºství

jedin
· �vzniklý
h� v £asovém intervalu (t, t+1], kte°í v £ase t+1 ºijí, a z(t) mnoºství jedin
·

uhynulý
h v tomto £asovém intervalu. Tyto stavové prom¥nné jsou vázány rovností

x(t+ 1) = x(t) + y(t)− z(t) (5.27)

pro kaºdé t ∈ N. P°itom p°edpokládáme

(i) y(t) = bx(t) pro kaºdé t ∈ N a n¥jaké b > 0,

(ii) z(t) = dx(t) pro kaºdé t ∈ N a n¥jaké d, 0 ≤ d ≤ 1;

parametr b, resp. d, se nazývá koe�
ient porodnosti (birth rate), resp. úmrtnosti (death rate).

S vyuºitím uvedený
h p°edpoklad· m·ºeme rovnost (5.27) p°epsat ve form¥

x(t+ 1) = x(t) + bx(t)− dx(t) = (1 + b− d)x(t)

a p°i ozna£ení

r = 1 + b− d (5.28)

v jednodu
hém tvaru

x(t+ 1) = rx(t). (5.29)
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Dostáváme tak model s jedinou stavovou prom¥nnou x a jediným parametrem r. Parametr r
se nazývá r·stový koe�
ient (growth rate) a podle p°edpokladu (ii) spl¬uje nerovnost

r = 1 + b− d ≥ 1 + b− 1 = b > 0. (5.30)

Model (5.29) je vlastn¥ lineární homgenní diferen£ní rovni
e prvního °ádu, jednodu²e °e£eno,

rekurentní formule pro geometri
kou posloupnost s kvo
ientem r. P°i známé (nebo dané)

po£áte£ní velikosti popula
e x(0) = x0 m·ºeme tedy £asov¥ závislou velikost popula
e vyjád°it

geometri
kou posloupností

x(t) = rtx(0). (5.31)

Ze známý
h vlastností geometri
ké posloupnosti dostáváme první záv¥r:

Tvrzení 19. Pro popula
i modelovanou rovností (5.27) s p°edpoklady (i) a (ii) platí

• je-li r > 1, tj. b > d, pak lim
t→∞

x(t) = ∞, popula
e neomezen¥ roste;

• je-li r = 1, tj. b = d, pak x(t) = x(0) pro v²e
hna t ∈ N, velikost popula
e je v pr·b¥hu

£asu konstantní;

• je-li r < 1, tj. b < d, pak lim
t→∞

x(t) = 0, popula
e vymírá.

N¥kdy m·ºe být uºite£né v popula
i rozli²ovat novorozen
e a ostatní jedin
e. Mnoºství

�nov¥ vzniklý
h� jedin
· totiº nemusí být pozorovatelné, nap°. klí£í
í semena jsou s
hovaná v

zemi, b°ezost sami
e nemusí být viditelná a podobn¥. Budeme proto uvaºovat jinou veli£inu

� mnoºství novorozen
·, tj. ºiv¥ narozený
h mlá¤at nebo £erstv¥ ra²í
í
h rostlin. Ozna£me

tedy n(t) mnoºství novorozen
· v £ase t. Za novorozen
e budeme povaºovat jedin
e, kte°í

�vznikli� v £asovém intervalu (t− 1, t] a v £ase t ºijí. To znamená, ºe n(t) = y(t− 1). Rovnost
(5.27) tedy m·ºeme p°epsat na tvar

x(t+ 1)− n(t+ 1) = x(t)− z(t). (5.32)

V £ase t > 0 je podíl novorozen
· v popula
i podle (5.29) a p°edpokladu (i) roven

n(t)

x(t)
=

y(t− 1)

rx(t− 1)
=
b

r
.

Vidíme, ºe tento podíl nezávisí na £ase. Ozna£íme

m =
b

r
. (5.33)

Pak podle nerovnosti (5.30) a p°edpokladu (i) jem > 0. Z rovností (5.32) a (5.29) nyní m·ºeme

vyjád°it

z(t) = x(t)− x(t+ 1) + n(t+ 1) = x(t)− x(t+ 1) +mx(t+ 1) = (1− r +mr)x(t).

Porovnáním s p°edpokladem (ii) vidíme, ºe

d = 1− r +mr. (5.34)
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Odtud a s dal²ím vyuºitím p°edpokladu (ii) dostaneme

m =
d+ r − 1

r
≤ 1 + r − 1

r
= 1.

Pro mnoºství n(t) novorozen
· v £ase t tedy platí

n(t) = mx(t), 0 < m ≤ 1. (5.35)

Mnoºství novorozen
· n(t), mnoºství �nov¥ vzniklý
h� jedin
· y(t) a mnoºství uhynulý
h

jedin
· z(t) spl¬ují stejnou diferen£ní rovni
i (5.29) jako velikost popula
e x(t):

n(t+ 1) = mx(t+ 1) = mrx(t) = rn(t), y(t+ 1) = bx(t+ 1) = brx(t) = ry(t),

z(t+ 1) = dx(t+ 1) = drx(t) = rz(t).

Z rovností (5.34), (5.35) a p°edpokladu (ii) dostaneme

r =
1− d

1−m
=

1− z(t)

x(t)

1− n(t)

x(t)

=
x(t)− z(t)

x(t)− n(t)
. (5.36)

Známe-li tedy velikost popula
e a mnoºství novorozen
· v n¥jakém okamºiku a mnoºství

uhynulý
h jedin
· v p°ed
hozím období, m·ºeme vypo£ítat r·stový koe�
ient r; samoz°ejm¥

za p°edpokladu, ºe se popula
e vyvíjí podle uvaºovaného modelu, tj. podle rovni
e (5.29).

S vyuºitím rovností (5.34), (5.35) a p°edpokladu (ii) m·ºeme také vyjád°it

z(t)

n(t)
− r =

z(t)

x(t)

x(t)

n(t)
− r =

d

m
− r =

1− r +mr

m
− r =

1− r

m
,

takºe

z(t)

n(t)
− r

1− r
=

1

m
. (5.37)

Ze znalosti mnoºství novorozen
·, mnoºství uhynulý
h jedin
· a podílu novorozen
· v popu-

la
i m·ºeme vypo£ítat r·stový koe�
ient r.
V matriká
h bývají vedeny záznamy o narození
h a úmrtí
h (ve farní
h matriká
h bývaly

záznamy o k°te
h a poh°be
h). Z t¥
hto údaj· lze ur£it po£et novorozen
· n(t) a po£et ze-

m°elý
h z(t) v n¥jakém ro
e. Z odhadu podílu novorozen
· v popula
i (nap°íklad spo£ítáním

ko£árk· a lidí na nám¥stí odpoledne) lze pomo
í rovni
e (5.37) spo£ítat p°ír·stek obyvatelstva

r a z této hodnoty a z rovni
e (5.36) odhadnout po£et obyvatel.

Údaje o úmrtí
h bývají v¥t²inou dopln¥ny i o v¥k zem°elý
h. Budeme tedy p°edpokládat,

ºe známe v¥k uhynulý
h jedin
·, Ozna£me zk(t) mnoºství jedin
·, kte°í uhynuli v £asovém

intervalu (t, t+1] a jeji
h v¥k byl k; p°esn¥ji, kte°í v £asovém intervalu (t, t+1) v¥ku k dosáhli

a poté v tomto intervalu uhynuli, nebo kte°í by v tomto intervalu v¥ku k dosáhli, pokud by

neuhynuli. P°edpokládejme, ºe existuje n¥jaký maximální moºný v¥k ω, tj. takový v¥k, ºe není
moºné aby jakýkoliv jedine
 byl star²í neº ω.5

5

Tím samoz°ejm¥ není °e£eno, ºe je moºné se v¥ku ω doºít; v p°ípad¥ lidské popula
e m·ºeme bezpe£n¥

volit nap°. ω = 1000 let, nebo´ v literatu°e (Gn 5,27) je doloºen nejvy²²í dosaºený v¥k £lov¥ka 969 let; doºil se

ji
h Metuzalém.
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Ozna£me dále xk(t) mnoºství jedin
· v¥ku k v £ase t, p°esn¥ji: mnoºství jedin
·, kte°í v

£asovém intervalu (t−1, t] dosáhli v¥ku k. Prom¥nné x(t), n(t), z(t), xk(t), zk(t), k = 1, 2, . . . , ω
jsou vázány vztahy

z(t) =
ω∑

i=1

zi(t), x(t) = n(t) +
ω∑

i=1

xi(t), zk(t) = xk(t)− xk+1(t+ 1) (5.38)

pro kaºdý £as t ∈ N.

Ne
h´ qk, k = 1, 2, . . . , ω ozna£uje pravd¥podobnost, ºe se jedine
 doºije v¥ku k, tj. prav-
d¥podobnost, ºe jedine
, který byl v £ase t− k novorozen
em, ºije v £ase t,

qk =
xk(t)

n(t− k)
. (5.39)

Poloºme je²t¥ q0 = 1. Z rovností (5.38), (5.39), (5.35) a (5.31) vyjád°íme

zk(t) = xk(t)− xk+1(t+ 1) = qkn(t− k)− qk+1n
(
t+ 1− (k + 1)

)
=

= qkmx(t− k)− qk+1mx(t− k) = (qk − qk+1)mr
tx(0)

1

rk
= (qk − qk+1)

n(t)

rk
.

Odtud dostaneme rekurentní formuli pro výpo£et pravd¥podobností qk doºití v¥ku k p°i zná-

mý
h po£te
h úmrtí ve v¥ku k, po£tu novorozen
· n(t) a r·stovém koe�
ientu r:

qk+1 = qk −
rkzk(t)

n(t)
, q0 = 1.

Z ní také plyne, ºe

1 = q0 ≥ q1 ≥ q2 ≥ · · · ≥ qω−1 ≥ qω. (5.40)

Tyto nerovnosti vyjad°ují samoz°ejmou skute£nost, ºe jedine
, který se doºil v¥ku k + 1, se
ur£it¥ doºil také v¥ku k.

Z rovností (5.31), (5.38), (5.39), (5.35) a (5.40) dostaneme

rtx(0) = x(t) = n(t) +

ω∑

i=1

xi(t) = n(t) +

ω∑

i=1

qin(t− i) = mx(t) +

ω∑

i=1

qimx(t− i) =

= m

(

rtx(0) +

ω∑

i=1

qir
t−ix(0)

)

= mrtx(0)

(

1 +

ω∑

i=1

qi
ri

)

.

Z této rovnosti plyne Eulerova rovni
e

1 = m

(

1 +

ω∑

i=1

qi
ri

)

, (5.41)

kterou lze povaºovat mj. za rovni
i pro výpo£et r·stového koe�
ientu r ze znalosti pravd¥po-
dobností q1, q2, . . . , qω a podílu novorozen
· v popula
i.

Do Eulerovy rovni
e (5.41) dosadíme parametr m vypo£ítaný z rovnosti (5.37),

1 +
ω∑

i=1

qi
ri

=

z(t)

n(t)
− r

1− r
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a tím odvodíme vztah

ω∑

i=1

qi
ri

=

z(t)

n(t)
− 1

1− r
. (5.42)

Z Eulerovy rovni
e (5.41) a rovnosti (5.35) dostaneme

x(t) = n(t)

(

1 +

ω∑

i=1

qi
ri

)

. (5.43)

Rela
e (5.42) a (5.43) lze povaºovat za rovni
e pro výpo£et r·stového koe�
ientu r p°i známý
h

pravd¥podobnoste
h doºití q1, q2, . . . , qω, po£tu novorozen
· n(t) a k tomu velikosti popula
e

x(t) nebo po£tu úmrtí z(t).

Podle rovností (5.39), (5.35) a (5.31) platí

xk(t) = qkn(t− k) = qkmx(t− k) = qkmr
t−kx(0) = mx(t)

qk
rk
,

takºe podle Eulerovy rovni
e (5.41) je podíl jedin
· v¥ku k v popula
i roven

xk(t)

x(t)
= m

qk
rk

=

qk
rk

1 +
ω∑

i=1

qi
ri

, (5.44)

jmenovatel posledního zlomku nezávisí na v¥ku k. To znamená, ºe v popula
i, jejíº velikost se

vyvíjí podle rovni
e (5.29), je stálé zastoupení jednotlivý
h v¥kový
h t°íd, popula
e má v¥kov¥

stabilizovanou strukturu. Ozna£íme-li

x0(t) = n(t) (5.45)

vidíme porovnáním s Eulerovou rovni
í (5.41), ºe rovnost (5.44) platí také pro k = 0.

Podle nerovností (5.40) pro r ≥ 1 platí

1 =
q0
r0

≥ q1
r1

≥ q2
r2

≥ q3
r3

≥ · · · ≥ qω
rω
.

Odtud, z rovnosti (5.44) a z Tvrzení 19 dostáváme:

Tvrzení 20. Ne
h´ se velikost popula
e vyvíjí podle modelu (5.29). Pokud popula
e nevymírá

(r ≥ 1), pak t°ída novorozen
· n(t) je v popula
i zastoupena nejpo£etn¥ji ze v²e
h v¥kový
h

t°íd. Pokud t°ída novorozen
· není zastoupena nejpo£etn¥ji, pak popula
e vymírá (r < 1).

Podle t°etí z rovností (5.38) a rovností (5.29), (5.44) platí

1− zk(t)

xk(t)
=
xk(t)−

(
xk(t) = xk+1(t+ 1)

)

xk(t)
=
xk+1(t+ 1)

xk(t)
=

=
xk+1(t+ 1)

x(t+ 1)

rx(t)

xk(t)
=
qk+1

rk+1

rrk

qk
=
qk+1

qk
.
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Výraz nalevo vyjad°uje klasi
kou pravd¥podobnost, ºe jedine
, který m¥l v £ase t v¥k k neu-

hyne b¥hem £asového intervalu (t, t+1]. Výraz napravo vyjad°uje podmín¥nou pravd¥podob-

nost, ºe se jedine
 doºije v¥ku k+1 za podmínky, ºe se doºil v¥ku k. Rovnost tedy není nijak

p°ekvapivá, ukazuje v²ak, ºe dosud odvozené záv¥ry z modelu neodporují realit¥. Zmín¥nou

pravd¥podobnost, tj. pravd¥podobnost, ºe jedine
 v¥ku k p°eºije £asový interval jednotkové

délky, ozna£íme symbolem pk, tedy

pk =
qk+1

qk
= 1− zk(t)

xk(t)
=
xk+1(t+ 1)

xk(t)
, k = 0, 1, 2, . . . , ω − 1. (5.46)

Pokud známe pravd¥podobnosti p°eºití pk, m·ºeme vypo£ítat pravd¥podobnosti qk doºití v¥ku
k podle rekurentní formule

qk+1 = pkqk, q0 = 1.

Tuto formuli lze povaºovat za lineární homogenní diferen£ní rovni
i a tedy

qk =
k−1∏

i=0

pi.

Tento výsledek °íká, ºe p°eºití kaºdého z interval· (t + i, t + i + 1], i = 0, 1, . . . , k jedin
em,

který byl v £ase t novorozený, jsou sto
hasti
ky nezávislé jevy.

T°etí vyjád°ení pravd¥podobností pk v rovnoste
h (5.46) m·ºeme také zapsat jako dife-

ren£ní rovni
e pro mnoºství jedin
· v¥ku k:

xk+1(t+ 1) = pkxk(t), k = 0, 1, 2, . . . , ω − 1. (5.47)

K tomuto systému diferen£ní
h rovni
 p°idáme je²t¥ rovni
i pro mnoºství novorozen
·, tj. pro

sloºku x0(t) = n(t). Z p°edpokladu (i) dostaneme

x0(t+ 1) = n(t+ 1) = y(t) = bx(t), (5.48)

takºe s vyuºitím druhé z rovností (5.38) je

x0(t+ 1) = b

ω∑

i=0

xi(t). (5.49)

Aby se velikost popula
e vyvíjela podle rovni
e (5.29), musí být po£áte£ní podmínky systému

rovni
e (5.49), (5.47) podle rovností (5.44) ve tvaru

x0(0) = mx(0), xk(0) =
qk
rk

x(0)

1 +
ω∑

i=1

qi
ri

, k = 1, 2, . . . , ω. (5.50)

P°edpokládejme naví
, ºe jsme s
hopni rozli²it v¥k jedin
·, kte°í ve zvoleném £asovém ob-

dobí �dali vznik novým jedin
·m�. V matri
e obyvatelstva by nap°íklad mohly být záznamy o

v¥ku matky. Budeme p°edpokládat v analogii k p°edpokladu (i), ºe mnoºství �nov¥ vzniklý
h�

jedin
·, kte°í jsou potomky jsou potomky jedin
· v¥ku k, je úm¥rné mnoºství jedin
· tohoto

v¥ku. Naví
 jedin
i z ºádné v¥kové t°ídy nemohou �vyprodukovat� mén¥ neº ºádného jedin
e.

P°edpokládáme tedy
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(iii) yk(t) = bkxk(t), bk ≥ 0, k = 0, 1, . . . , ω,
ω∑

i=0
bi > 0.

Prom¥nné y a yk, k = 0, 1, . . . , ω jsou samoz°ejm¥ vázány rovností

y(t) =
ω∑

i=0

yi(t) (5.51)

pro v²e
hna t ∈ N. Parametry bk, k = 0, 1, 2, . . . , ω nazýváme v¥kov¥ spe
i�
ké koe�
ienty

porodnosti nebo míra reproduk
e ve v¥ku k. Jedin
i bývají plodní aº od jistého minimálního

v¥ku, °ekn¥me α > 0 (menar
he), poté plodnost aº do jistého v¥ku roste, v n¥jakém v¥ku plné

dosp¥losti, °ekn¥me β > α, dosáhne svého maxima, od tohoto v¥ku jiº neroste nebo dokon
e

klesá a v n¥jakém v¥ku γ (menopauza), β ≤ γ ≤ ω, m·ºe vymizet. Pro v¥kov¥ spe
i�
ké

plodnosti tedy m·ºe platit

0 = b0 = · · · = bα−1 < bα ≤ bα+1 ≤ · · · bβ−1 ≤ bβ ≥ bβ+1 ≥ · · · ≥ bγ−1 ≥ bγ = 0;

nerovnosti mezi v¥kov¥ spe
i�
kými koe�
ienty porodnosti nejsou z hlediska matemati
kého

modelu d·leºité, mohou mít význam pouze p°i jeho interpreta
í
h.

Z p°edpoklad· (i), (iii) a rovnosti (5.44) dostaneme

bx(t) = y(t) =

ω∑

i=0

yi(t) =

ω∑

i=0

bixi(t) = m

ω∑

i=0

bi
qi
ri
x(t).

Odtud a z vyjád°ení (5.33) plyne

r =
b

m
=

ω∑

i=0

bi
qi
ri
.

R·stový koe�
ient r je tedy °e²ením rovni
e

ω∑

i=0

biqir
−1−i = 1. (5.52)

Pon¥vadº se velikost popula
e vyvíjí podle diferen£ní rovni
e (5.29), musí mít rovni
e (5.52)

kladné °e²ení. To znamená, ºe

existuje k ∈ {0, 1, 2, . . . , ω} ºe bkqk > 0; (5.53)

v opa£ném p°ípad¥ by totiº levá strana rovni
e (5.52) byla nulová pro kaºdé r > 0. Ozna£me

nyní f(r) levou stranu rovni
e (5.52). Z podmínky (5.53) plyne, ºe platí

lim
r→0+

f(r) = ∞, lim
r→∞

f(r) = 0, f ′(r) = −
ω∑

i=0

(i+ 1)biqir
−2−i < 0 pro r > 0.

Funk
e f je tedy na intervalu (0,∞) ryze klesají
í, klesá od nekone£na k nule. To znamená,

ºe rovni
e (5.52) má °e²ení jediné. Pokud f(1) > 1, je toto °e²ení v¥t²í neº 1, pokud f(1) < 1,
je toto °e²ení men²í neº 1. Z tohoto pozorování a z tvrzení 19 plyne



5.4. PROBLÉM EXTINKCE 137

Tvrzení 21. Ne
h´ se velikost popula
e x(t) vyvíjí podle modelu (5.29), tj. jsou spln¥ny rela
e

(5.27),(5.32), (5.38), (5.39) a p°edpoklady (i), (ii). Ne
h´ naví
 platí p°edpoklad (iii) a jsou

spln¥ny podmínky (5.51) a (5.53). Pak

• je-li

ω∑

i=0
biqi > 1, pak popula
e neomezen¥ roste;

• je-li

ω∑

i=0
biqi = 1, pak velikost popula
e je v pr·b¥hu £asu konstantní;

• je-li

ω∑

i=0
biqi < 1, pak popula
e vymírá.

5.4 Problém extink
e

Do druhého vydání svého Eseje o prin
ipe
h popula
e v ro
e 1803 p°idal Thomas Malthus

kapitolu o popula
i �vý
arska, ve které upozornil na skute£nost, ºe

v Bernu p°ijala m¥stská rada v lete
h 1583 aº 1654 mezi m¥²´any 487 rodin, z ni
hº

379 b¥hem dvou století vym°elo a v ro
e 1783 ji
h z·stávalo pouze 108.

Navzdory tomu, ºe velikost popula
e roste exponen
iáln¥, velké mnoºství rodin vymírá. V pr·-

b¥hu devatená
tého století byla zaznamenána také vymírání rodin, u který
h jsou k dispozi
i

spolehlivé genealogi
ké záznamy, tedy u p°íslu²ník· ²le
hty nebo vy²²í burºoasie. Tento jev

býval interpretován jako p°íznak degenera
e horní
h vrstev. Vysv¥tlit ho bez ideologi
ké zauja-

tosti se pokusil ú°edník fran
ouzského ministerstva �nan
í Irenée Jules Bienaymé (1796�1878),

který roku 1845 publikoval prá
i o trvání ²le
hti
ký
h rodin ve Fran
ii nazvanou De la loi de

multipli
ation et de la durée des familles.

Bienaymé pro zjednodu²ení p°edpokládal, ºe v²i
hni muºi mají stejnou pravd¥podobnost,

ºe budou mít 0, 1, 2, 3, . . . , N syn·, kte°í se doºijí dosp¥losti. Pokud je pr·m¥rný po£et syn·

men²í neº 1, je jasné, ºe nositelé rodového jména vym°ou. Ov²em stejný záv¥r platí, pokud je

pr·m¥rný po£et syn· 1; nap°. je-li stejná pravd¥podobnost

1
2 toho, ºe muº nebude mít syna,

nebo ºe bude mít dva syny. Bienaymé vypo£ítal, ºe v takovém p°ípad¥ je pravd¥podobnost

trvání rodu po ví
e neº 35 genera
í men²í neº 0,05. Pokud se tedy b¥hem staletí vyst°ídají

zhruba t°i genera
e, je tém¥° jisté, ºe rod za jedená
t aº dvaná
t století vym°e.

Na Bienaymého prá
i navázal jeho p°ítel, matematik a ekonom Antoine Augustin Cour-

not (1801�1877) v knize De l'origine et des limites de la 
orrespondan
e entre l'algèbre et la

géométrie z roku 1847. Za dosti obe
ný
h p°edpoklad· (libovolný muº m·ºe mít nejvý²e N
syn·, kte°í se doºijí dosp¥losti, p°i£emº pravd¥podobnost, ºe bude mít práv¥ k syn· je rovna

pk, k = 0, 1, 2, . . . , N) ukázal, ºe problém hledání pravd¥podobnosti vyhynutí rodu lze p°evést

na °e²ení algebrai
ký
h rovni
.

Stejným problémem se zabýval bratrane
 Charlese Darwina Fran
is Galton (1822�1911).

V £asopise Edu
ational Times p°edloºil £tená°·m problém:

Velký národ, v n¥mº budeme uvaºovat pouze dosp¥lé muºe, který
h je 
elkem N ,

kolonizuje n¥jakou oblast. Vývoj jeji
h popula
e se °ídí zákonem, ºe v kaºdé po-

pula
i nemá a0 pro
ent muº· ºádné muºské potomky, kte°í by se doºili dosp¥losti;

a1 pro
ent muº· má jednoho takového muºského potomka; a2 pro
ent ji
h má 2;

a tak dále aº do a5 pro
ent muº·, kte°í ji
h mají 5.
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Najd¥te (1) jaký podíl p°íjmení po r genera
í
h vym°e a (2) a kolik p°íjmení bude

nosit m osob.

Na první otázku jiº d°íve odpov¥d¥li Bienaymé a Cournot. Galton v²ak jeji
h °e²ení neznal,

od £tená°· uspokojivé °e²ení nedostal a sám na n¥ asi p°ijít nemohl. Proto se obrátil na

svého p°ítele, matematika Henryho Williama Watsona (1827�1903), aby se ho pokusil vy°e²it.

V ro
e 1875 publikovali Galton s Watsonem £lánek On the probability of extin
tion of families

6

,

v n¥mº k °e²ení prvního problému nezávisle zopakovali Cournotovy úvahy a ukázali (
hybn¥,

viz p°íklad 2 v 5.4.1), ºe kaºdá rodina jist¥ vym°e.

Tentýº problém, ale interpretovaný jako hledání pravd¥podobnosti, ºe v popula
i p°e-

ºije zmutovaný gen, °e²il Ronald Aymler Fisher (1890�1962). Fisher

7

zopakoval Galtonovo-

Watsonovo °e²ení, jeji
h p·vodní £lánek ov²em ne
itoval. P°itom p°edpokládal, ºe pravd¥po-

dobnost, ºe v následují
í genera
i bude k kopií mutovaného genu, má binomi
ké rozd¥lení.

Na Fisherovu prá
i navázal John Burdon Sanderson Haldane (1892�1964). V lete
h 1924 aº

1934 napsal sérii deseti £lánk· souhrnn¥ nazvaný
h Matemati
ká teorie p°irozeného a um¥lého

výb¥ru. V pátém z ni
h

8

zobe
nil Fisher·v postup pro libovolné rozd¥lení pravd¥podobností

pk.
Obe
né °e²ení problému extink
e rodinný
h jmen (nebo p°eºívání zmutovaného genu) spolu

s výpo£tem o£ekávaného po£tu potomk· n¥jakého jedin
e (nositel· mutovaného genu) v li-

bovolné genera
i pozd¥ji publikoval Johan Frederi
k Ste�enson

9

. Uvaºovaný pro
es nyní bývá

nazýván Galton·v-Watson·v. P°edstavuje vý
hodisko k teoreti
kému popisu vymírání v evo-

lu£ní teorii

10

.

V následují
ím textu v podstat¥ zreprodukujeme Ste�ensonovy my²lenky. Nejprve v 5.4.1

ukáºeme, ºe pravd¥podobnost vymizení rodové linie v n¥které z po sob¥ následují
í
h genera
í

je °e²ením jisté nelineární autonomní diferen£ní rovni
e. Najdeme její rovnováºný bod a vy-

²et°íme jeho stabilitu. V dal²í £ásti 5.4.2 najdeme st°ední hodnotu a rozptyl po£tu potomk·

n¥jakého jedin
e. Výsledkem je, ºe st°ední hodnota po£tu potomk· se vyvíjí podle Malthusov-

ského deterministi
kého modelu, tj. vytvá°í geometri
kou posloupnost, a p°itom i v p°ípad¥

r·stového koe�
ientu v¥t²ího neº 1 je pravd¥podobnost jeji
h vyhynutí nenulová.

5.4.1 Mizení rodové linie

Uvaºujme popula
i s nep°ekrývají
ími se genera
emi. Její vývoj si budeme p°edstavovat tak,

ºe kaºdá genera
e ºije jedno £asové období a �vyprodukuje� genera
i bezprost°ední
h potomk·.

V²e
hny jedin
e budeme povaºovat za identi
ké. Zejména to znamená, ºe po£et bezprost°ed-

ní
h potomk· n¥jakého jedin
e nezávisí na tom, zda tento jedine
 m¥l £i nem¥l n¥jaké souro-

zen
e a kolik ji
h bylo. Potomky jednoho jedin
e (kterému budeme °íkat �zakladatel rodu�)

v²e
h genera
í nazveme rodová linie; sám �zakladatel rodu� do rodové linie samoz°ejm¥ pat°í.

Zavedeme náhodnou veli£inu K vyjad°ují
í po£et bezprost°ední
h potomk· jedin
e; jedná

se o veli£inu diskrétní. Ozna£me pk pravd¥podobnost, ºe jedine
 má práv¥ k bezprost°ední
h

6

H. W. Watson and F. Galton, On the probability of extin
tion of families. J. Anthropol. Inst., 4:138�144,

1875

7

R. A. Fisher, On the dominan
e ratio. Pro
. R. So
. Edinb., 42:321�341, 1922

8

J. B. S. Haldane, A mathemati
al theory of natural and arti�
ial sele
tion. Part V. Pro
. Camb. Philos.

So
., 23: 838�844, 1927

9

J. F. Ste�ensen, Deux problèmes du 
al
ul des probabilités. Ann. Inst. Henri. Poin
aré, 3:319�344, 1933

10

Viz nap°. P. Jagers, Extin
tion, Persisten
e, and Evolution. In F. A. C. C. Chalub, J. F. Rodrigues (eds.),

The Mathemati
s of Darwin's Lega
y. Birkhäuser, 2011



5.4. PROBLÉM EXTINKCE 139

potomk·; pk tedy p°edstavují hodnoty pravd¥podobnostní funk
e náhodné veli£iny K. Tyto

hodnoty spl¬ují nerovnosti 0 ≤ pk ≤ 1 pro v²e
hna k = 0, 1, 2, 3, . . . a platí

∞∑

k=0

pk = 1. (5.54)

Dále budeme p°edpokládat, ºe bezprost°ední vyhynutí linie je moºné, ale není jisté, tedy ºe

0 < p0 < 1.

O£ekávaný po£et R0 bezprost°ední
h potomk· jedin
e, tedy st°ední hodnota náhodné veli£iny

K, je dána sou£tem

R0 = EK =

∞∑

k=0

k pk =

∞∑

k=1

k pk. (5.55)

Ozna£me x(t) pravd¥podobnost, ºe rodová linie vym°e nejpozd¥ji v £ase t, tj. nejpozd¥ji
v t-té genera
i. Za nultou genera
i budeme povaºovat �zakladatele rodu� . Ten samoz°ejm¥ ºil,

takºe jeho linie v nulté genera
i nevym°ela, tj.

x(0) = 0. (5.56)

Extink
e potomk· v první genera
i znamená, ºe jedine
 nemá ºádné bezprost°ední potomky, tj.

x(1) = p0. Pravd¥podobnost, ºe linie vym°e do druhé genera
e, je pravd¥podobnost vzájemn¥

neslu£itelný
h jev·, ºe jedine
 nemá bezprost°edního potomka, nebo ºe jedine
 má jednoho

bezprost°edního potomka, který bezprost°ední potomky jiº nemá, nebo ºe jedine
 má dva

bezprost°ední potomky a z ni
h kaºdý zem°e bez bezprost°ední
h potomk·, atd. Tedy

x(2) = p0 + p1p0 + p2p
2
0 + p3p

3
0 + · · · = p0 + p1x(1) + p2x(1)

2 + p3x(1)
3 + · · · =

∞∑

k=0

pkx(1)
k.

Podobn¥

x(3) = p0 + p1x(2) + p2x(2)
2 + · · · =

∞∑

k=0

pkx(2)
k

a obe
n¥

x(t) =

∞∑

k=0

pkx(t− 1)k. (5.57)

Nyní zavedeme reálnou funk
i f jako sou£et mo
ninné °ady

11

f(x) =

∞∑

k=0

pkx
k. (5.58)

Podle podmínky (5.54) je polom¥r konvergen
e této °ady alespo¬ 1 a platí

f(1) = 1. (5.59)

11

Funk
e f je vytvo°ují
í funk
í diskrétní náhodné veli£inyK. N¥které z následují
í
h odvozovaný
h výsledk·

jsou spe
iálními p°ípady obe
né teorie vytvo°ují
í
h funk
í.
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x

1

p0

10

f(x)

x

1

p0

1x∗0

f(x)

Obrázek 5.4: Gra�
é °e²ení po£áte£ní úlohy (5.61), (5.56) v p°ípad¥ f ′(1) ≤ 1 (vlevo) a

f ′(1) > 1 (vpravo).

Dále f(0) = p0 ∈ (0, 1) a

f ′(x) =

∞∑

k=0

k pkx
k−1 =

∞∑

k=1

k pkx
k−1, f ′′(x) =

∞∑

k=2

k(k − 1)pkx
k−2. (5.60)

Odtud plyne, ºe pro x ∈ [0, 1] je f ′ ≥ 0 a f ′′ ≥ 0, 
oº znamená, ºe funk
e f je neklesají
í a

konvexní na intervalu [0, 1].
Pravd¥podobnost vym°ení linie nejpozd¥ji v t-té genera
i je podle vyjád°ení (5.57) °e²ením

nelineární autonomní rekurentní formule prvního °ádu

x(t+ 1) = f
(
x(t)

)
(5.61)

s po£áte£ní podmínkou (5.56). Pon¥vadº jiº známe pr·b¥h funk
e f , m·ºeme kvalitativní

vlastnosti °e²ení úlohy (5.61), (5.56) vy²et°it gra�
ky. Mohou nastat dva p°ípady, viz obr. 5.4.

Pokud f ′(1) ≤ 1, pak graf funk
e f na intervalu (0, 1) leºí nad osou prvního kvadrantu. To

znamená, ºe rovni
e (5.61) má jediné rovnováºné °e²ení x ≡ 1, který je asymptoti
ky stabilní.

Pro °e²ení x úlohy (5.61), (5.56) pak platí

lim
t→∞

x(t) = 1.

Tedy pravd¥podobnost, ºe linie n¥kdy v budou
nu vym°e, se blíºí jistot¥.

Pokud f ′(1) < 1, pak má graf funk
e f uvnit° intervalu (0, 1) jeden pr·se£ík s osou prvního

kvadrantu. Existuje tedy hodnota x∗ ∈ (p0, 1), která je asymptoti
ky stabilním rovnováºným

bodem rovni
e (5.61). Pro °e²ení x úlohy (5.61), (5.56) platí

lim
t→∞

x(t) = x∗.

To znamená, ºe pravd¥podobnost vym°ení linie dosáhne n¥jaké nenulové hodnoty.

Porovnáním první rovnosti v (5.60) s formulí (5.55) vidíme, ºe

R0 = f ′(1). (5.62)



5.4. PROBLÉM EXTINKCE 141

Dosaºený výsledek tedy m·ºeme interpretovat následují
ím zp·sobem. Pokud st°ední hodnota

po£tu bezprost°ední
h potomk· jedin
e nep°esáhne 1, pak rodová linie jist¥ vym°e; to byl

o£ekávatelný výsledek. Ale i v p°ípad¥, ºe st°ední po£et bezprost°ední
h potomk· kaºdého

jedin
e je v¥t²í neº 1, existuje nenulová pravd¥podobnost, ºe rodová linie z popula
e vymizí.

P°íklad 1. Uvaºujme hypoteti
ké bu¬ky, které se °ídí následují
ím pravidlem: za £asovou

jednotku bu¬ka bu¤ uhyne, nebo se rozd¥lí na dv¥ identi
ké; pravd¥podobnost obou t¥
hto

jev· je stejná. Do ºivného roztoku na po£átku vloºíme jednu takovou bu¬ku. Ur£ete pravd¥-

podobnost, ºe kolonie bun¥k vzniklý
h tímto zp·sobem bude ºít je²t¥ v £ase t = 35.

(Promyslete si, ºe úloha je ekvivalentní s úlohou o p°eºívání rodiny, v níº se se dosp¥losti

doºijí bu¤ dva synové anebo ºádný, p°i£emº kaºdá z t¥
hto moºností nastane s pravd¥podob-

ností

1
2 ; to je úloha, kterou v první polovin¥ 19. století °e²il I. J. Bienaymé.)

V tomto p°ípad¥ je p0 = p2 = 1
2 , p1 = p3 = p4 = · · · = 0. Funk
e f de�novaná rovností

(5.58) má tvar

f(x) =
1

2
+

1

2
x2.

Pravd¥podobnost x(t), ºe kolonie bun¥k vyhyne nejpozd¥ji v £ase t, je °e²ením po£áte£ní úlohy

(5.61), (5.56), tedy v na²em p°ípad¥

x(t+ 1) =
1 + x(t)2

2
, x(0) = 0. (5.63)

S pomo
í libovolného software, úpln¥ sta£í n¥jaký tabulkový pro
esor, m·ºeme vypo£ítat

x(35)
.
= 0,950563. Hledaná pravd¥podobnost, ºe kolonie v £ase t = 35 je²t¥ ºije, je rovna

P = 1− x(35)
.
= 0,049437.

Dále, st°ední hodnota náhodné veli£iny K vyjad°ují
í po£et potomk· jedné bu¬ky je

R0 = 0 · 1
2
+ 2 · 1

2
= 1,


oº souhlasí s vyjád°ením R0 = f ′(1) = 1 podle (5.62). Posloupnost x de�novaná rekurentn¥

vztahy (5.63) má tedy limitu

lim
t→∞

x(t) = 1.

V pr·b¥hu výpo£tu jsme si mohli v²imnout, ºe konvergen
e posloupnosti je veli
e pomalá a

ze znalosti první
h 35 £len· nelze na první pohled ur£it, zda posloupnost konverguje; a pokud

ano, tak k jaké hodnot¥.

P°íklad 2. Uvaºujme rostlinu, která vyprodukuje N semen a kaºdé z ni
h má pravd¥podob-

nost q > 0, ºe z n¥j vyroste nová rostlina. Ur£ete pravd¥podobnost, ºe potom
i jedné rostliny

z popula
e vymizí.

Pravd¥podobnost pk, ºe rostlina bude mít k potomk·, je pravd¥podobnostní funk
í bino-

mi
kého rozd¥lení,

pk =

(
N
k

)

qk(1− q)N−k.
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Funk
e f de�novaná mo
ninnou °adou (5.58) má tvar

f(x) =

N∑

k=0

(
N
k

)

qk(1− q)N−kxk =
(
qx+ (1− q)

)N
=
(
1 + (x− 1)q

)N
,

takºe f ′(x) = Nq
(
1 + (x− 1)q

)N−1
a f ′(1) = Nq. Pokud tedy Nq ≤ 1, pak potom
i rostliny

z popula
e jist¥ vymizí; po
hopiteln¥, v takovém p°ípad¥ je totiº st°ední po£et potomk· jedné

rostliny men²í neº 1.

Ne
h´ Nq > 1. Pak pravd¥podobnost x(t), ºe potom
i rostliny vymizí nejpozd¥ji v t-té
genera
i je podle (5.61) a (5.56) °e²ením po£áte£ní úlohy

x(t+ 1) =
(

1 +
(
x(t)− 1

)
q
)N

, x(0) = 0. (5.64)

Spo£ítejme nap°íklad první
h deset £len· této posloupnosti pro N = 5 a q = 1
4 :

x(1)
.
= 0,237, x(2)

.
= 0,347, x(3)

.
= 0,410, x(4)

.
= 0,450, x(5)

.
= 0,478,

x(6)
.
= 0,497, x(7)

.
= 0,511, x(8)

.
= 0,521, x(9)

.
= 0,528, x(10)

.
= 0,534.

Tento výpo£et uvedli Galton a Watson v £lánku zmín¥ném na str. 138 a 
hybn¥ z n¥ho

usoudili, ºe posloupnost x pomalu konverguje k 1. Uvaºovaná diferen£ní rovni
e má v²ak

krom¥ rovnováºného bodu 1 také rovnováºný bod x∗ mezi 0 a 1, který je °e²ením algebrai
ké

rovni
e

(
1 + (x− 1)

)N
= x

a k n¥muº konverguje °e²ení úlohy (5.64); pro hodnoty N = 5 a q = 1
4 je x

.
= 0,553.

5.4.2 Vývoj velikosti rodové linie

Zavedeme náhodnou funk
iN tak, ºe diskrétní náhodná veli£inaN(t) vyjad°uje velikost rodové
linie v t-té genera
i. Bude nás zajímat o£ekávaný po£et y(t) p°íslu²ník· rodové linie v t-té
genera
i,

y(t) = EN(t). (5.65)

Ozna£me qk,t pravd¥podobnost, ºe rodová linie má v t-té genera
i práv¥ k p°íslu²ník·,

qk,t = P
(
N(t) = k

)
. (5.66)

Zejména tedy qk,1 vyjad°uje pravd¥podobnost, ºe jedine
 má práv¥ k bezprost°ední
h po-

tomk·,

qk,1 = pk, k = 0, 1, 2, . . . . (5.67)

Hodnoty qk,n jakoºto pravd¥podobnosti spl¬ují pro libovolné t ∈ N vztahy

0 ≤ qk,t ≤ 1, k = 0, 1, 2, . . . ,

∞∑

k=0

qk,t = 1. (5.68)

Pro t ∈ N, t > 0 de�nujeme funk
i gt jako sou£et nekone£né °ady

gt(x) =

∞∑

k=0

qk,tx
k. (5.69)
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Polom¥r konvergen
e této °ady je podle (5.68) roven alespo¬ 1. Pro funk
e gt podle (5.67) a
(5.58) platí

g1(x) =

∞∑

k=0

qk,1x
k =

∞∑

k=0

pkx
k = f(x), (5.70)

Dále derivováním de�ni£ní rovnosti (5.69) podle x dostaneme

g′t(x) =

∞∑

k=1

kqk,tx
k−1,

takºe podle (5.66) a (5.65) je

g′t(1) = EN(t) = y(t). (5.71)

O po£te
h bezprost°ední
h potomk· r·zný
h jedin
· p°edpokládáme, ºe jsou sto
hasti
ky

nezávislé. Pravd¥podobnost, ºe dva jedin
i budou mít 
elkem k bezprost°ední
h potomk·, je

tedy dána sou£tem sou£in·

k∑

i=0

qi,1qk−i,1 =

k∑

i=0

pipk−i =
∑

i1+i2=k

pi1pi2

a obe
n¥ pravd¥podobnost, ºe l jedin
· bude mít dohromady k bezprost°ední
h potomk·, je

dána sou£tem

∑

i1+i2+···+il=k

pi1pi2 · · · pil .

P°edpoklad o nezávislosti po£tu bezprost°ední
h potomk· n¥jakého jedin
e a po£tu jeho sou-

rozen
· vyjád°íme nyní tak, ºe pravd¥podobnost jevu, ºe rodová linie v (t− 1)-ní genera
i má

velikost práv¥ l jedin
· a ti mají dohromady k bezprost°ední
h potomk·, je dána sou£inem

P
(
N(t− 1) = l,N(t) = k

)
= ql,t−1

∑

i1+···+il=k

pi1pi2 · · · pil .

Pravd¥podobnost qk,t, ºe jedine
 má v t-té genera
i práv¥ k > 0 potomk·, je pravd¥podobností

jevu, ºe jedine
 má v (t−1)-ní genera
i práv¥ jednoho potomka a ten má práv¥ k bezprost°ed-

ní
h potomk·, nebo jedine
 má v (t− 1)-ní genera
i práv¥ dva potomky, kte°í mají 
elkem k
bezprost°ední
h potomk·, atd. Popsané jevy jsou z°ejm¥ neslu£itelné, takºe

qk,t =

∞∑

l=1

ql,t−1

∑

i1+···+il=k

pi1pi2 · · · pil pro k > 0. (5.72)

Jev, ºe jedine
 nemá v t-té genera
i potomky, je totoºný s jevem, ºe jedine
 nemá v (t − 1)-
ní genera
i potomka, nebo má v (t − 1)-ní genera
i jednoho potomka, který nemá ºádného

bezprost°edního potomka, nebo jedine
 má v (t − 1)-ní genera
i práv¥ dva potomky, z ni
hº

ºádný nemá bezprost°edního potomka, nebo . . . . Z této úvahy dostáváme

q0,t = q0,t−1 + q1,t−1p0 + q2,t−1p
2
0 + · · · =

∞∑

l=0

ql,t−1p
l
0. (5.73)
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S vyuºitím vztah· (5.72), (5.73) a de�ni
e (Cau
hyova) sou£inu mo
ninný
h °ad dostaneme

gt(x) = q0,t +

∞∑

k=1

qk,tx
k =

∞∑

l=0

ql,t−1p
l
0 +

∞∑

k=1





∞∑

l=1

ql,t−1

∑

i1+···+il=k

pi1pi2 · · · pil



xk =

= q0,t−1 +

∞∑

l=1

ql,t−1

∑

i1+···+il=0

pi1pi2 · · · pil +
∞∑

l=1

ql,t−1

∞∑

k=1

∑

i1+···+il=k

pi1pi2 · · · pilxk =

= q0,t−1 +

∞∑

l=1

ql,t−1

∞∑

k=0

∑

i1+···+il=k

pi1pi2 · · · pilxk =

= q0,t−1 +

∞∑

k=1

qk,t−1





∞∑

l=0

∑

i1+···+ik=l

pi1pi2 · · · pikxl


 =

= q0,t−1 +
∞∑

k=1

qk,t−1

(
f(x)

)k
=

∞∑

k=0

qk,t−1

(
f(x)

)k
= gt−1

(
f(x)

)
.

Odtud a z (5.70) dostáváme, ºe hodnoty funk
í gt m·ºeme po£ítat rekurentn¥ ze vztah·

gt(x) = gt−1

(
f(x)

)
, g1(x) = f(x).

Derivováním uvedené rekurentní formule podle x obdrºíme

g′t(x) = g′t−1

(
f(x)

)
f ′(x). (5.74)

Dosazením x = 1 a porovnáním tohoto vztahu s (5.71), (5.59) a (5.62) vidíme, ºe

y(t) = R0y(t− 1).

O£ekávaný po£et p°íslu²ník· rodové linie v t-té genera
i je tedy °e²ením po£áte£ní úlohy

y(t+ 1) = R0y(t), y(0) = 1,

nebo´ zakladatel rodové linie je jist¥ jeden. �e²ením této jednodu
hé úlohy je geometri
ká

posloupnost

y(t) = Rt
0. (5.75)

Dostáváme tak výsledek: Pokud je st°ední po£et R0 potomk· jedin
e v¥t²í neº 1, pak lze

o£ekávat, ºe velikost rodové linie bude r·st geometri
ky; p°itom ale podle výsledku v 5.4.1

nelze vylou£it, ºe rodová linie vym°e.

Vedle o£ekávané velikosti rodové linie v t-té genera
i, tj. st°ední hodnoty veli£iny N(t), je
d·leºitou 
harakteristikou také rozptyl velikosti rodové linie, tedy veli£ina

z(t) = varN(t).

Pro její vy²et°ování vyuºijeme vlastností vytvo°ují
í funk
e gt náhodné veli£iny N(t), která je
dána rovností (5.69). Platí

12

z(t) = varN(t) = g′′t (1) + g′t(1)−
(
g′t(1)

)2
= g′′t (1) + y(t)− y(t)2 = g′′t (1) +Rt

0 −R2t
0 ,

12

Viz nap°. A. Rényi. Teorie pravd¥podobnosti. Praha, A
ademia 1972, str. 126�128.
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takºe

g′′t (1) = z(t)−Rt
0 +R2t

0 . (5.76)

Derivováním formule (5.74) podle x dostaneme

g′′t (x) = g′′t−1

(
f(x)

)
·
(
f ′(x)

)2
+ g′t−1

(
f(x)

)
f ′′(x). (5.77)

Pon¥vadº funk
e f je vytvo°ují
í funk
í náhodné veli£iny K, platí pro ni analogie rovnosti

(5.76), tj.

f ′′(1) = varK − f ′(1) +
(
f ′(1)

)2
= varK −R0 +R2

0

podle (5.62). Po dosazení do (5.77) dostaneme s vyuºitím (5.59), (5.71) rovnost

z(t)−Rt
0 +R2t

0 =
(
z(t− 1)−Rt−1

0 +R2t−2
0

)
R2

0 +Rt−1
0

(
varK −R0 +R2

0

)

a po úprav¥

z(t) = R2
0z(t− 1) +Rt−1

0 varK.

Na po£átku je 
elá rodová linie tvo°ena pouze �zakladatelem rodu� , tj. náhodná veli£ina

nabývá jediné hodnoty N(0) = 1 a proto je její rozptyl nulový,

z(0) = varN(0) = 0.

Odtud a z p°ed
hozí rovnosti dostáváme, ºe rozptyl velikosti rodové linie v £ase t je °e²ením
po£áte£ní úlohy pro lineární nehomogenní rovni
i prvního °ádu

z(t+ 1) = R2
0z(t) +Rt−1

0 varK, z(0) = 0.

Podle v¥ty 16 a jejího d·sledku 1 je °e²ení této úlohy dáno rovností

z(t) =

t−1∑

i=0

(
R2

0

)t−i−1
Ri−1

0 varK = R2t−3
0

1−R−t
0

1−R−1
0

varK = R2t−2
0

1−R−t
0

R0 − 1
varK (5.78)

pro R0 6= 1 a

z(t) = t varK (5.79)

pro R0 = 1.
Z tohoto vyjád°ení plyne, ºe pro relativní variabilitu velikosti rodové linie, tj. pro podíl

její sm¥rodatné od
hylky a st°ední hodnoty, platí

√

z(t)

y(t)
=







1

R0

√

1−R−t
0

R0 − 1
varK, R0 6= 1,

√
t varK, R0 = 1,

takºe

lim
t→∞

√

z(t)

y(t)
=







1

R0

√
varK

R0 − 1
, R0 > 1,

∞, R0 ≤ 1.

Tento výsledek je jen jinou formula
í výsledku jiº známého. Pokud st°ední po£et R0 potomk·

jedin
e nep°esahuje 1, pak rodová linie v kone£ném £ase jist¥ vym°e. Je-li R0 > 1, tj. pokud
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o£ekávaná velikost rodové linie roste jako geometri
ká posloupnost, je i v dostate£n¥ vzdálené

genera
i jistá nenulová pravd¥podobnost jejího vym°ení. Tato pravd¥podobnost roste s ros-

tou
í variabilitou po£tu bezprost°ední
h potomk· a klesá s rostou
í ry
hlostí r·stu rodové

linie.

Z vyjád°ení (5.78), (5.79) rozptylu z(t) velikosti N(t) rodové linie v t-té genera
i m·ºeme

je²t¥ snadno vypo£ítat, ºe

lim
t→∞

varN(t+ 1)

varN(t)
= lim

t→∞

z(t+ 1)

z(t)
=

{

R2
0, R0 > 1,

R0, R0 ≤ 1.

Pokud tedy rodová linie m·ºe dlouhodob¥ p°eºívat, pak rozptyl její velikosti asymptoti
ky

roste jako geometri
ká posloupnost s kvo
ientem R2
0. Jinak °e£eno, sm¥rodatná od
hylka ve-

likosti rodové linie roste stejn¥ ry
hle jako její st°ední hodnota.

P°íklad 3. Uvaºujme rod, v n¥mº kaºdý dosp¥lý muº má s pravd¥podobností p1 ≥ 0 syna,

který se doºije dosp¥losti, má dva takové syny s pravd¥podobností p2 > 0, a s pravd¥po-

dobností p0 > 0 se ºádný z jeho syn· dosp¥losti nedoºije; p°itom p0 + p1 + p2 = 1. Ur£ete
pravd¥podobnost, ºe tento rod dlouhodob¥ p°eºívá. Dále vypo£ítejte o£ekávaný po£et muº-

ský
h p°íslu²ník· tohoto rodu a jeho sm¥rodatnou od
hylku.

St°ední po£et syn·, kte°í se v takovém rodu doºijí dosp¥losti, je

R0 = 0p0 + 1p1 + 2p2 = p1 + 2p2.

Pokud tedy p1 + 2p2 ≤ 1, tj. p1 + 2p2 ≤ p0 + p1 + p2 neboli p2 ≤ p0, pak rod vym°e jist¥.

Ne
h´ nyní p2 > p0.

Pravd¥podobnost x(t), ºe takový rod vym°e nejpozd¥ji v t-té genera
i, je dána rekurentn¥
rovnostmi (5.61), (5.56). V na²em konkrétním p°ípad¥ je f(x) = p0 + p1x + p2x

2
, takºe

posloupnost x je °e²ením autonomní diferen£ní rovni
e

x(t+ 1) = p0 + p1x(t) + p2x(t)
2.

Rovnováºné body x∗ této rovni
e jsou °e²ením (algebrai
ké) kvadrati
ké rovni
e

p2x
2 + p1x+ p0 = x, tj. p2x

2 + (p1 − 1)x+ p0 = 0,

tedy

x∗1,2 =
1− p1 ±

√

(1− p1)2 − 4p0p2
2p2

=
p0 + p2 ±

√

p20 − 2p0p2 + p22
2p2

=

=
p0 + p2 ± (p0 − p2)

2p2
=

{

p0/p2,

1.

Podle p°edpokladu p0 < p2 odtud plyne, ºe lim
t→∞

x(t) =
p0
p2

< 1.

Celkem m·ºeme uzav°ít, ºe pravd¥podobnost dlouhodobého p°eºití rodu je rovna

max

{

1− p0
p2
, 0

}

.



5.4. PROBLÉM EXTINKCE 147

0 5 10 15 20

0
2
0

4
0

6
0

8
0

generation

N
o
 o

f 
in

d
iv

id
u
a
ls

 i
n
 a

 f
a
m

ily

0 5 10 15 20

0
2

4
6

8

generation

S
iz

e
 o

f 
fa

m
ily

 (
N

)

N
EN

EN ± varN

0 5 10 15 20

0
5

1
0

1
5

generation

N
o
 o

f 
fa

m
ill

ie
s

simulated

theoretical

Obrázek 5.5: Ilustra
e výsledk· P°íkladu 3. Simula
e vývoje dva
eti genera
í popula
e, kterou

zaloºilo N(0) = 12 rodin. P°itom ve v²e
h rodiná
h jsou stejné pravd¥podobnost, ºe ºádný

syn se nedoºije dosp¥losti p0 =
1
5 , ºe se práv¥ jeden doºije dosp¥losti p1 =

1
2 a ºe se práv¥ dva

synové doºijí dosp¥losti p2 =
3
10 .Naho°e: Po£et muºský
h p°íslu²ník· popula
e v jednotlivý
h

genera
í
h; kaºdé rodin¥ odpovídá jedna barva. Po dva
eti genera
í
h p°eºívají £ty°i rodiny.

Dole vlevo: Vývoj velikosti N(t) jedné rodiny. �erná £árkovaná £ára vyjad°uje o£ekávanou

velikost rodiny y(t) = EN(t) =
(
11
10

)t
, £erná te£kovaná £ára vyjad°uje rozp¥tí sm¥rodatné

od
hylky velikosti rodiny v jednotlivý
h genera
í
h kolem její st°ední hodnoty y(t) ±
√

z(t).
�ervená plná £ára je pr·m¥r ze simulovaný
h velikostí rodin. Dole vpravo: Po£et rodin

v popula
i v jednotlivý
h genera
í. �ervená £ára je po£et simulovaný
h rodin s nenulovou

velikostí (p°eºívají
í
h), £erná £árkovaná £ára vyjad°uje teoreti
ký po£et x(t)N(t) p°eºívají
í
h
rodin.
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Náhodná veli£ina K vyjad°ují
í po£et syn·, kte°í se doºijí dosp¥losti, má st°ední hodnotu

EK = R0 = p1 + 2p2 = 1− p0 + p2

a rozptyl

varK = EK2 − (EK)2 = p1 + 4p2 − (1− p0 + p2)
2 = p0 + p2 − (p0 − p2)

2.

O£ekávaný po£et muºský
h p°íslu²ník· rodu v t-té genera
i je tedy podle (5.75) roven

y(t) = (1− p0 + p2)
t

a jeho sm¥rodatná od
hylka je podle (5.78) rovna

√

z(t) =







1

1− p0 + p2

√

(1− p0 + p2)
2t − (1− p0 + p2)

t

p2 − p0
, p2 6= p0,

√
2tp2, p2 = p0.

Volme konkrétn¥ p0 =
1
5 , p1 =

1
2 a p3 =

3
10 . Pak je st°ední hodnota po£tu potomk· R0 =

11
10 ,

pravd¥podobnost vyhynutí rodové linie x∗ = 2
3 a pravd¥podobnost jejího dlouhodobého p°eºití

1−x∗ = 1
3 . Velikost popula
e tvo°ená takovými rodovými liniemi tedy bude pomalu r·st (jako

geometri
ká posloupnost s kvo
ientem 1,1) a dlouhodob¥ v ní bude p°eºívat asi t°etina rodin

zakladatel·. Na obr. 5.5 jsou výsledky jedné simula
e vývoje popula
e, kterou zaloºilo 12

rodin; tyto výsledky jsou v dobrém souladu s rozvíjenou teorií.

Je²t¥ si m·ºeme v²imnout, ºe situa
e popsaná v p°íkladu 1 je spe
iálním p°ípadem situa
e

popisované nyní; sta£í poloºit p0 = p2 =
1
2 , p1 = 0.

5.5 Dynamika dvou interagují
í
h popula
í

V tomto oddíle se budeme zabývat modely vývoje velikostí dvou popula
í s odd¥lenými gene-

ra
emi, které na sebe vzájemn¥ n¥jak p·sobí. P°itom budeme p°edpokládat, ºe ob¥ popula
e

mají stejný genera£ní £as, tj. ºe £asová jednotka v diferen£ní
h rovni
í
h popisují
í
h jeji
h

vývoj je stejná.

Ozna£íme Ni = Ni(t), i = 1, 2, velikost i-té popula
e v £ase t a obe
ný model vývoje jeji
h

velikostí zapí²eme jako

N1(t+ 1)=N1(t)Φ1

(
N1(t), N2(t)

)
,

N2(t+ 1)=N2(t)Φ2

(
N1(t), N2(t)

)
.

(5.80)

P°itom funk
e Φi vyjad°uje r·stový koe�
ient i-té popula
e, který v kaºdém £ase m·ºe záviset

na velikoste
h obou uvaºovaný
h popula
í. Budeme p°edpokládat, ºe oba r·stové koe�
ienty

jsou diferen
ovatelnými funk
emi. Znaménko par
iální deriva
e i-tého r·stového koe�
ientu

podle j-té prom¥nné ur£uje, zda j-tá popula
e omezuje nebo podporuje r·st popula
e i-té.
Konkrétn¥, je-li

∂Φi(N1, N2)

∂Ni
< 0, resp.

∂Φi(N1, N2)

∂Ni
> 0,

pak se u i-té popula
e projevuje vnitrodruhová konkuren
e (
oº je p°ípad podrobn¥ diskuto-

vaný v úvodu kapitoly 1), resp. vnitrodruhová koopera
e. Pokud je

∂Φ1(N1, N2)

∂N2
< 0,

∂Φ2(N1, N2)

∂N1
< 0,
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pak se jedná o mezidruhovou konkuren
i (kompeti
i); popula
e soupe°í o stejné omezené zdroje

a vzájemn¥ se omezují. V p°ípad¥, ºe

∂Φ1(N1, N2)

∂N2
> 0,

∂Φ2(N1, N2)

∂N1
> 0,

jedná se o mutualismus nebo symbiózu; popula
e se vzájemn¥ podporují. Mají-li tyto par
iální

deriva
e opa£ná znaménka,

∂Φ1(N1, N2)

∂N2
< 0 <

∂Φ2(N1, N2)

∂N1
nebo

∂Φ2(N1, N2)

∂N1
< 0 <

∂Φ1(N1, N2)

∂N2
,

jde o preda
i nebo parazitismus (obe
n¥ o vztah produ
ent-konzument). V prvním p°ípad¥ je

první popula
e ko°istí (hostitelem, produ
entem) a druhá drav
em (parazitem, parazitoidem,

konzumentem), ve druhém je tomu naopak.

Modely konkrétní
h dvoji
 interagují
í
h popula
í dostaneme z obe
né soustavy (5.80)

volbou r·stový
h koe�
ient· Φi. P°itom m·ºeme vy
házet z p°edpokladu, ºe jedna popula
e

bez p°ítomnosti druhé by se vyvíjela podle n¥kterého modelu zavedeného v 1. kapitole, tj.

Φ1(x, 0) = g1(x), Φ2(0, y) = g2(y),

kde gi, i = 1, 2, je n¥jaký r·stový koe�
ient pouºitý v n¥kterém z model· (1.7), (1.14), (1.16)

nebo (1.17). R·stové koe�
ienty g1 a g2 samoz°ejm¥ mohou být r·zný
h tvar·.

Dvourozm¥rný systém (5.80) m·ºeme ve v¥t²in¥ p°ípad· zm¥nou m¥°ítka stavový
h pro-

m¥nný
h transformovat na systém jednodu²²ího tvaru

x(t+ 1)= x(t)ϕ
(
x(t), y(t)

)
,

y(t+ 1)= y(t)ψ
(
x(t), y(t)

)
(5.81)

s bezrozm¥rnými stavovými prom¥nnými a se stavovým prostorem Ω = [0,∞)× [0,∞). Tento
systém má vºdy rovnováºný bod (0, 0), který vyjad°uje nep°ítomnost (nebo extink
i) obou

popula
í. Dále m·ºe mít rovnováºné body tvaru (x̂, 0), resp. (0, ŷ), kde x̂ > 0, resp. ŷ > 0, je
°e²ením rovni
e

ϕ(x, 0) = 1, resp. ψ(0, y) = 1.

Takové rovnováºné body, budeme je souhrnn¥ nazývat hranové, vyjad°ují ustálený stav jedné

popula
e za nep°ítomnosti druhé.

Rovnováºné body tvaru (x∗, y∗), kde x∗ a y∗ jsou kladná °e²ení soustavy rovni


ϕ(x, y) = 1, ψ(x, y) = 1

nazveme vnit°ní. Takové body p°edstavují ustálenou koexisten
i obou popula
í.

Pro vy²et°ování kvalitativní
h vlastností °e²ení systému (5.81), tj. pro zji²´ování stability

rovnováºný
h bod· a os
ila
e °e²ení v jeji
h okolí, vyuºijeme výsledky uvedené u obe
ného

dvojrozm¥rného systému (4.23).

Varia£ní mati
e systému (5.81) v obe
ném bod¥ je rovna

J(x, y) =






ϕ(x, y) + x
∂ϕ

∂x
(x, y) x

∂ϕ

∂y
(x, y)

y
∂ψ

∂x
(x, y) ψ(x, y) + y

∂ψ

∂y
(x, y)




 .
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Zejména

J(0, 0) =

(
ϕ(0, 0) 0

0 ψ(0, 0)

)

a podle obe
ného výsledku platí: Je-li

|ϕ(0, 0) + ψ(0, 0)| − 1 < ϕ(0, 0)ψ(0, 0) < 1, (5.82)

pak je rovnováºný bod (0, 0) systému (5.81) asymptoti
ky stabilní; je-li

|ϕ(0, 0) + ψ(0, 0)| > 1 + ϕ(0, 0)ψ(0, 0) nebo ϕ(0, 0)ψ(0, 0) > 1, (5.83)

pak je rovnováºný bod (0, 0) nestabilní. Asymptoti
ká stabilita rovnováºného bodu (0, 0) vy-
jad°uje, ºe p°i malý
h velikoste
h obou popula
í sp¥je modelované dvojdruhové spole£enstvo

nevyhnuteln¥ k vyhynutí.

Varia£ní mati
e systému (5.81) v hranový
h rovnováºný
h bode
h jsou

J(x̂, 0) =






1 + x̂
∂ϕ

∂x
(x̂, 0) x̂

∂ϕ

∂y
(x̂, 0)

0 ψ(x̂, 0)




 a J(0, ŷ) =






ϕ(0, ŷ) 0

ŷ
∂ψ

∂x
(0, ŷ) 1 + ŷ

∂ψ

∂y
(0, ŷ)




 ,

takºe platí: Je-li

∣
∣
∣
∣
1 + ψ(x̂, 0) + x̂

∂ϕ

∂x
(x̂, 0)

∣
∣
∣
∣
− 1 < ψ(x̂, 0)

(

1 + x̂
∂ϕ

∂x
(x̂, 0)

)

< 1, (5.84)

resp.

∣
∣
∣
∣
1 + ϕ(0, ŷ) + ŷ

∂ψ

∂y
(0, ŷ)

∣
∣
∣
∣
− 1 < ϕ(0, ŷ)

(

1 + ŷ
∂ψ

∂y
(0, ŷ)

)

< 1, (5.85)

pak je rovnováºný bod (x̂, 0), resp. (0, ŷ), systému (5.81) asymptoti
ky stabilní. Asympto-

ti
ká stabilita rovnováºného bodu (x̂, 0) vyjad°uje, ºe do prost°edí obsazeného první popula
í

(p°i£emº velikost popula
e je v dynami
ké rovnováze s prost°edím) nem·ºe invadovat druhá

popula
e. Analogi
ky lze interpretovat stabilitu druhého hranového rovnováºného bodu.

Podmínku (5.84) lze upravit

13

a zformulovat záv¥r: pokud platí

|ψ(x̂, 0)| < 1 a

∣
∣
∣
∣
1 + x̂

∂ϕ

∂x
(x̂, 0)

∣
∣
∣
∣
< 1, (5.86)

pak je hranový rovnováºný bod (x̂, 0) systému (5.81) asymptoti
ky stabilní. Pokud platí

|ψ(x̂, 0)| > 1 nebo

∣
∣
∣
∣
1 + x̂

∂ϕ

∂x
(x̂, 0)

∣
∣
∣
∣
> 1, (5.87)

pak je rovnováºný bod (x̂, 0) nestabilní.

13

Ozna£íme X = 1 + x̂
∂ϕ

∂x
(x̂, 0) a Y = ψ(x̂, 0), dostaneme soustavu nerovni


|X + Y | − 1 < XY < 1,

jejíº °e²ení je standardní úlohou st°edo²kolské matematiky.
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Podobným postupem dostaneme z podmínky (5.85) dostate£nou podmínku stability

|ϕ(0, ŷ)| < 1 a

∣
∣
∣
∣
1 + ŷ

∂ψ

∂y
(0, ŷ)

∣
∣
∣
∣
< 1 (5.88)

a nestability

|ϕ(0, ŷ)| > 1 nebo

∣
∣
∣
∣
1 + ŷ

∂ψ

∂y
(0, ŷ)

∣
∣
∣
∣
> 1 (5.89)

hranového rovnováºného bodu (0, ŷ) systému (5.81).

Varia£ní mati
i systému (5.81) v rovnováºném bod¥ (x∗, y∗) zapí²eme ve stru£n¥j²ím tvaru

jako

J(x∗, y∗) =







1 + x∗
∂ϕ

∂x
(x∗, y∗) x∗

∂ϕ

∂y
(x∗, y∗)

y∗
∂ψ

∂x
(x∗, y∗) 1 + y∗

∂ψ

∂y
(x∗, y∗)







=

(
1 + x∗ϕ∗

x x∗ϕ∗
y

y∗ψ∗
x 1 + y∗ψ∗

y

)

.

Z tohoto zápisu dostaneme dostate£nou podmínku pro asymptoti
kou stabilitu vnit°ního rov-

nováºného bodu (x∗, y∗) systému (5.81) ve tvaru nerovností

∣
∣2 + x∗ϕ∗

x + y∗ψ∗
y

∣
∣− 1 < 1 + x∗ϕ∗

x + y∗ψ∗
y + x∗y∗

(
ϕ∗
xψ

∗
y − ϕ∗

yψ
∗
x

)
< 1. (5.90)

Tuto podmínku m·ºeme op¥t upravit (odstranit absolutní hodnoty)

14

a zformulovat záv¥r:

pokud platí

ϕ∗
yψ

∗
x < ϕ∗

xψ
∗
y a x∗ϕ∗

x + y∗ψ∗
y < x∗y∗

(
ϕ∗
yψ

∗
x − ϕ∗

xψ
∗
y

)
< 4 + 2

(
x∗ϕ∗

x + y∗ψ∗
y

)
, (5.91)

pak je vnit°ní rovnováºný bod (x∗, y∗) systému (5.81) asymptoti
ky stabilní.

U vnit°ního rovnováºného bodu má význam také otázka, zda v jeho okolí jsou °e²ení

monotonní nebo os
ilují. Dostate£né podmínky monotonnosti °e²ení konvergují
ího k (x∗, y∗)
m·ºeme p°epsat do tvaru

−2 < x∗ϕ∗
x + y∗ψ∗

y a 4x∗y∗
(
ϕ∗
xψ

∗
y − ϕ∗

yψ
∗
x

)
<
(
x∗ϕ∗

x + y∗ψ∗
y

)2
. (5.92)

5.5.1 Model drave
-ko°ist Johna Maynarda Smithe

Uvaºujme spole£enstvo typu drave
-ko°ist. Budeme p°edpokládat, ºe velikost samotné popu-

la
e ko°isti se vyvíjí podle logisti
kého modelu (1.14) s vnit°ním koe�
ientem r·stu r > 1 a

kapa
itou prost°edí K > 0. O velikosti popula
e drav
· budeme p°edpokládat, ºe se vyvíjí

podle Malthusovského modelu (1.7) s r·stovým koe�
ientem, který je p°ímo úm¥rný velikosti

popula
e ko°isti (£ím ví
e je ko°isti, tím ry
hleji popula
e drav
e roste). Pokud drav
i nemají

k dispozi
i ºádnou ko°ist, bezprost°edn¥ vymírají (za £asový interval jednotkové délky vymizí).

Je-li popula
e ko°isti v dynami
ké rovnováze se svým prost°edím, tj. má velikost rovnu jeho

kapa
it¥ K, pak v tomto prost°edí m·ºe popula
e drav
e p°eºívat; jinak °e£eno, drav
i jsou

s
hopni invadovat do prost°edí obsazeného stabilizovanou popula
í ko°isti. Nakone
 budeme

14

Nyní ozna£íme X = 1 + x∗ϕ∗

x + y∗ψ∗

y a Y = x∗y∗
(

ϕ∗

xψ
∗

y − ϕ∗

yψ
∗

x

)

a nerovnosti (5.90) p°epí²eme jako

soustavu nerovni


|X + 1| − 1 < X + Y < 1.
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p°edpokládat, ºe za jednotku £asu je jeden drave
 s
hopen zlikvidovat mnoºství ko°isti úm¥rné

její velikosti, tj. drav
i loví ko°ist s konstantní intenzitou.

Ozna£íme-li nyní N = N(t), resp. P = P (t), velikost popula
e ko°isti, resp. drav
e, v £ase

t, dostaneme model vývoje spole£enstva ve tvaru dvou diferen£ní
h rovni


N(t+ 1)=N(t)

(

r − r − 1

K
N(t)

)

−
(
αN(t)

)
P (t),

P (t+ 1)=
(
βN(t)

)
P (t).

(5.93)

P°itom α ∈ (0, 1) vyjad°uje intenzitu preda
e, β > 0 ozna£uje konstantu úm¥rnosti mezi

r·stovým koe�
ientem drav
e a velikostí ko°isti. P°edpoklad, ºe popula
e drav
e je s
hopná

r·stu v prost°edí s rovnováºnou velikostí popula
e ko°isti, zapí²eme nerovností βK > 1.
Aby
hom formáln¥ zjednodu²ili analýzu systému (5.93), zavedeme bezrozm¥rné stavové

veli£iny

x =
1

K
N, y =

α

r
P

a bezrozm¥rný parametr γ = βK. Touto transforma
í získáme autonomní dvourozm¥rný sys-

tém

x(t+ 1)= rx(t)

(

1− r − 1

r
x(t)− y(t)

)

,

y(t+ 1)= γx(t)y(t).

(5.94)

P°itom pro parametry r, γ platí r > 1, γ > 1.
Systém (5.94) je systémem tvaru (5.81) s r·stovými koe�
ienty

ϕ(x, y) = r

(

1− r − 1

r
x− y

)

, ψ(x, y) = γx.

Jeji
h par
iální deriva
e podle jednotlivý
h prom¥nný
h jsou

∂ϕ

∂x
(x, y) = 1− r,

∂ϕ

∂y
(x, y) = −r, ∂ψ

∂x
(x, y) = γ,

∂ψ

∂y
(x, y) = 0;

hodnoty t¥
hto deriva
í nezávisí na hodnotá
h nezávisle prom¥nný
h.

V rovnováºném bodu (0, 0) platí

|ϕ(0, 0) + ψ(0, 0)| = r > 1 = 1 + ϕ(0, 0)ψ(0, 0).

To podle (5.83) znamená, ºe tento rovnováºný bod je nestabilní.

Pon¥vadº ψ(0, y) = 0 6= 1 pro jakoukoliv hodnotu y, nemá systém (5.94) hranový rovno-

váºný bod tvaru (0, ŷ). Pro první sou°adni
i hranového rovnováºného bodu (x̂, 0) platí

ϕ(x̂, 0) = r

(

1− r − 1

r
x̂

)

= 1,

tj. x̂ = 1. V tomto bodu platí |ψ(1, 0)| = γ > 1, 
oº podle (5.87) znamená, ºe hranový

rovnováºný bod (1, 0) je nestabilní.
Sou°adni
e vnit°ního rovnováºného bodu (x∗, y∗) spl¬ují soustavu (algebrai
ký
h) rovni


r

(

1− r − 1

r
x− y

)

= 1, γx = 1,
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takºe

x∗ =
1

γ
, y∗ = 1− 1

r
− r − 1

r

1

γ
=

(r − 1)(γ − 1)

rγ
.

Dostate£ná podmínka (5.91) stability tohoto rovnováºného bodu je nyní tvaru

−rγ < 0 a

1− r

γ
<

(r − 1)(γ − 1)

rγ2
(−rγ) < 4 + 2

1− r

γ

nebo po úprav¥

0 < rγ a r − 1− 4γ < (r − 1)(γ − 2) < 0.

První z t¥
hto nerovností je spln¥na, nebo´ r > 1, γ > 1. Druhá je spln¥na pro

3
r − 1

r + 3
< γ

a t°etí pro γ < 2.
Konvergen
e °e²ení k vnit°nímu rovnováºnému bodu je podle (5.92) monotonní, pokud

−2 <
1− r

γ
a 4

(r − 1)(γ − 1)

γ
<

(
1− r

γ

)2

.

Tyto nerovnosti m·ºeme upravit na tvar

r − 1

2
< γ <

√
r + 1

2
.

Celkem dostáváme výsledek: Ne
h´ r > 1, γ > 1. Pak existuje vnit°ní rovnováºný bod

(x∗, y∗) =

(
1

γ
,
(r − 1)(γ − 1)

rγ

)

systému (5.94). Je-li naví


3
r − 1

r + 3
< γ < 2,

pak je tento rovnováºný bod asymptoti
ky stabilní; pokud p°itom

1
2(r − 1) < γ < 1

2 (
√
r + 1),

pak °e²ení konvergují
í k rovnováºnému bodu jsou od jistého indexu monotonní. Je-li

γ > 2 nebo γ < 3
r − 1

r + 3
,

pak tento rovnováºný bod (x∗, y∗) nestabilní.
Výsledky analýzy kvalitativní
h vlastností °e²ení systému (5.94) v okolí vnit°ního sta
io-

nárního bodu jsou znázorn¥ny v Obrázku 5.6.

Vrátíme se k p·vodnímu modelu (5.93). Jestliºe parametry r·stu a interak
í popula
í

drav
e a ko°isti modelovaný
h systémem (5.93) spl¬ují nerovnosti

r > 1, K > 0, 0 < α < 1, βK > 1,

pak je moºná koexisten
e t¥
hto popula
í. Pokud p°itom

3
r − 1

r + 3
< βK < 2,

je tato koexisten
e stabilní, velikosti popula
í se ustálí na hodnotá
h

N∗ =
1

β
, P ∗ =

r − 1

α

(

1− 1

βK

)

.

Pokud ov²em koexisten
e není stabilní, tak z toho je²t¥ neplyne, ºe by n¥která z popula
í

musela vym°ít.
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10 3 9

1

2

r

γ

γ = 1
2(r − 1)

γ = 3
r − 1

r + 3

γ = 1
2 (

√
r + 1)

monotonní

os
iluje

nestabilní

stabilní

Obrázek 5.6: Závislost kvalitativní
h vlastností °e²ení systému (5.94) (modelu drave
-ko°ist

J. Maynarda Smithe) v okolí vnit°ního sta
ionárního bodu (koexisten£ní rovnováhy) na hod-

notá
h r·stového koe�
ientu ko°isti r a �efektivity preda
e� γ.
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5.5.2 Model konkuren
e

Uvaºujme dv¥ konkurují
í si popula
e a p°edpokládejme, ºe kaºdá z ni
h by se bez p°ítomnosti

konkurenta vyvíjela podle Ri
kerova modelu (1.17); i-té popula
i odpovídá r·stový koe�
ient

ri > 1 a úºivnost prost°edíKi > 0, i = 1, 2. P°ítomnost konkurují
í popula
e zmen²uje r·stový

koe�
ient. Vývoj uvaºovaného spole£enstva tedy m·ºeme modelovat soustavou diferen£ní
h

rovni


N1(t+ 1)=N1(t) exp

[(

1− N1(t)

K1

)

ln r1 − a12N2(t)

]

,

N2(t+ 1)=N2(t) exp

[(

1− N2(t)

K2

)

ln r2 − a21N1(t)

]

,

(5.95)

kde kladné koe�
ienty aij , i, j = 1, 2, i 6= j, vyjad°ují �sílu konkuren£ního tlaku� j-té popula
e
na i-tou.

Systém (5.95) op¥t zjednodu²íme zm¥nou m¥°ítka stavový
h prom¥nný
h. Zavedeme tedy

bezrozm¥rné prom¥nné

x =
N1

K1
, y =

N2

K2

a bezrozm¥rné kladné parametry

̺1 = ln r1, ̺2 = ln r2, α12 = a12K2, α21 = a21K1;

parametr ̺i vyjad°uje maximální ry
hlost r·stu i-té popula
e (její bioti
ký poten
iál), para-

metr αij vyjad°uje intenzitu konkuren£ního tlaku j-té popula
e na i-tou. P°i této substitu
i

dostaneme

x(t+ 1) =
N1(t+ 1)

K1
=
N1(t)

K1
exp

[(

1− N1(t)

K1

)

ln r1 − a12K2
N2(t)

K2

]

=

= x(t) exp
[
̺1
(
1− x(t)

)
− α12y(t)

]
.

Podobn¥ upravíme y(t + 1). Transformované stavové prom¥nné x, y tedy spl¬ují autonomní

dvourozm¥rný systém rovni


x(t+ 1)= x(t) exp
[
̺1
(
1− x(t)

)
− α12y(t)

]
,

y(t+ 1)= y(t) exp
[
̺2
(
1− y(t)

)
− α21x(t)

]
.

(5.96)

Jedná se o systém tvaru (5.81), kde

ϕ(x, y) = e̺1(1−x)e−α12y, ψ(x, y) = e̺2(1−y)e−α21x.

Pro par
iální deriva
e (transformovaný
h) r·stový
h koe�
ient· ϕ a ψ platí

∂ϕ

∂x
= −̺1ϕ,

∂ϕ

∂y
= −α12ϕ,

∂ψ

∂x
= −α21ψ,

∂ψ

∂y
= −̺2ψ.

V rovnováºném bodu (0, 0), který vyjad°uje nep°ítomnost obou popula
í (nebo jeji
h vy-

hynutí), platí

ϕ(0, 0) = e̺1 > 1, ψ(0, 0) = e̺2 > 1

a tedy ϕ(0, 0)ψ(0, 0) > 1. To podle (5.83) znamená, ºe rovnováºný bod (0, 0) (extink£ní

equilibrium) je nestabilní. Tento výsledek lze interpretovat tak, ºe do neobsazeného prost°edí
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mohou uvaºované popula
e invadovat; jiná moºná interpreta
e °íká, ºe konkurují
í si popula
e

nemohou sou£asn¥ vyhynout.

První sou°adni
e hranového rovnováºného bodu (x̂, 0) spl¬uje rovni
i

ϕ(x, 0) = e̺1(1−x) = 1,

takºe x̂ = 1. Dále platí ψ(1, 0) = e̺2−α21 . Par
iální deriva
e r·stový
h koe�
ient· v hranovém

rovnováºném bodu (1, 0) tedy jsou

∂ϕ

∂x
(1, 0) = −̺1,

∂ϕ

∂y
(1, 0) = −α12,

∂ψ

∂x
(1, 0) = −α21e

̺2−α21 ,
∂ψ

∂y
(1, 0) = −̺2e̺2−α21 .

Dostate£ná podmínka (5.86) pro asymptoti
kou stabilitu tohoto rovnováºného bodu je tvaru

e̺2−α21 < 1, |1− ̺1| < 1.

Pokud tedy

̺1 < 2 a ̺2 < α21, (5.97)

pak je hranový rovnováºný bod (1, 0) systému (5.96) asymptoti
ky stabilní. První z t¥
hto

nerovností °íká, ºe r·stový koe�
ient první popula
e není p°íli² velký; p°esn¥ji, dynami
ká

rovnováha první popula
e a prost°edí bez p°ítomnosti popula
e konkuren£ní je stabilní (první

popula
e je popula
í K-stratég·). Druhou nerovnost m·ºeme zhruba p°evypráv¥t tak, ºe ma-

ximální moºný r·stový koe�
ient druhé popula
e není p°íli² velký nebo ºe konkuren£ní tlak

první popula
e na druhou je dostate£n¥ intenzivní.

Analogi
ky odvodíme, ºe dostate£ná podmínka asymptoti
ké stability druhého hranového

rovnováºného bodu (0, 1) je tvaru

̺2 < 2 a ̺1 < α12 (5.98)

a má podobnou interpreta
i. Dosaºené výsledky pro hranové rovnováºné body lze také formulo-

vat v ekologi
ký
h termíne
h: Do prost°edí obsazeného popula
í K-stratég· nem·ºe invadovat

konkuren£ní popula
e, pokud je konkuren£ní tlak residentní popula
e na tu invazní dostate£n¥

velký nebo pokud invazní popula
e nemá dostate£ný bioti
ký poten
iál (má malý maximální

r·stový koe�
ient). O moºnosti invaze konkuren£ní popula
e do prost°edí obsazeného popula
í

r-stratég· provedená analýza ne°íká ni
.

Vnit°ní rovnováºný bod (x∗, y∗) systému (5.96) vyjad°uje velikosti popula
í, které koexis-

tují a mají ustálené velikosti. Jeji
h r·stové koe�
ienty ϕ a ψ jsou za této situa
e rovny jedné.

Sou°adni
e vnit°ního rovnováºného bodu tedy spl¬ují (algebrai
ké) rovni
e

e̺1(1−x)−α12y =1,

e̺2(1−y)−α21x=1,
tj.

̺1x+α12y= ̺1,
α21x+ ̺2y= ̺2.

Z této soustavy je m·ºeme snadno vyjád°it,

(x∗, y∗) =

(
̺2(̺1 − α12)

̺1̺2 − α12α21
,
̺1(̺2 − α21)

̺1̺2 − α12α21

)

.

Ob¥ sou°adni
e x∗ a y∗ jsou kladné, tj. koexisten
e konkurují
í
h si popula
í je moºná, práv¥

tehdy kdyº platí

̺1 > α12, ̺2 > α21 nebo ̺1 < α12, ̺2 < α21. (5.99)
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Par
iální deriva
e r·stový
h koe�
ient· ve vnit°ním rovnováºném bod¥ jsou dány rovnostmi

ϕ∗
x = −̺1, ϕ∗

y = −α12, ψ∗
x = −α21, ψ∗

y = −̺2,
nebo´ r·stové koe�
ienty ϕ a ψ jsou zde jednotkové. To znamená, ºe dostate£ná podmínka

asymptoti
ké stability (5.91) rovnováºného bodu (x∗, y∗) je tvaru

α12α21 < ̺1̺2 a

− ̺1̺2(̺1 − α12)

̺1̺2 − α12α21
− ̺1̺2(̺2 − α21)

̺1̺2 − α12α21
<
̺1̺2(̺1 − α12)(̺2 − α21)

(̺1̺2 − α12α21)2
(̺1̺2 − α12α21) <

< 4− 2

(
̺1̺2(̺1 − α12)

̺1̺2 − α12α21
+
̺1̺2(̺2 − α21)

̺1̺2 − α12α21

)

,

nebo po úprav¥

α12α21 < ̺1̺2 a

α12 − ̺1 + α21 − ̺2 < (̺1 − α12)(̺2 − α21) <
4

̺1̺2
+ 2(α12 − ̺1 + α21 − ̺2). (5.100)

První z t¥
hto nerovností je spln¥na, pokud nastane první z moºností (5.99), tj. pokud

̺1 > α12 a ̺2 > α21. (5.101)

Za této podmínky je spln¥na také druhá z nerovností (5.100). Tu t°etí upravíme na tvar

(̺1 − α12)(̺2 − α21) + 2(̺1 − α12 + ̺2 − α21) <
4

̺1̺2
. (5.102)

Dostate£né podmínky pro existen
i a asymptoti
kou stabilitu vnit°ního rovnováºného bodu

(x∗, y∗) systému (5.96) tedy jsou (5.101) a (5.102). M·ºeme je interpretovat tak, ºe stabilní

koexisten
e konkurují
í
h si popula
í je moºná, pokud bioti
ké poten
iály jednotlivý
h po-

pula
í jsou v¥t²í neº tlak konkurenta (podmínka (5.101)), ale �sou£asn¥ nejsou p°íli² velké�

(podmínka (5.102)). Dosud provedená analýza ne°íká ni
 o moºnosti nestabilní koexisten
e

konkurují
í
h si popula
í, tj. o situa
i, ºe ob¥ popula
e jsou v prost°edí dlouhodob¥ p°ítomné,

ale jeji
h velikosti pravideln¥ nebo nepravideln¥ kolísají.

N¥jaké záv¥ry o globální dynami
e systému (5.96) modelují
ího konkuren
i dvou popula
í

v²ak jiº na základ¥ získaný
h výsledk· m·ºeme u£init. Jsou-li spln¥ny nerovnosti (5.101), pak

nem·ºe být spln¥na podmínka (5.97) ani podmínka (5.98). V takovém p°ípad¥ jsou hranové

rovnováºné body nestabilní a pokud naví
 ̺1 < 2, ̺2 < 2 (ob¥ popula
e jsou K-stratégy), je

moºná permanentní koexisten
e obou popula
í.

Pokud platí

2 > ̺1 > α12 a ̺2 < α21,

pak neexistuje vnit°ní rovnováºný bod systému (5.96), hranový rovnováºný bod (1, 0) je

asymptoti
ky stabilní a (0, 1) je nestabilní. Jinak °e£eno, není moºná dlouhodobá koexis-

ten
e popula
í: první popula
e, která je popula
í K-stratég·, p°eºívá a konkuren£ní popula
e

vyhyne. To je jeden z moºný
h p°íklad· kompeti£ního vylou£ení (
ompetitive ex
lusion) po-

pula
e.

Pokud platí

̺1 < min {α12, 2} a ̺2 < min {α21, 2} ,
pak existuje vnit°ní sta
ionární bod systému (5.96) a je nestabilní. Oba hranové rovnováºné

body (1, 0) a (0, 1) jsou asymptoti
ky stabilní. V této situa
i op¥t dojde ke kompeti£nímu

vylou£ení jedné z popula
í; která to bude v²ak závisí na po£áte£ní
h podmínká
h.
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5.6 Popula£ní genetika

Pokusíme se modelovat p°enos gen· (nosi£· d¥di£nosti) mezi genera
emi n¥jaký
h organism·,

a to ve veli
e zjednodu²enému p°ípadu. P°edstavme si, ºe dosp¥lí jedin
i n¥jakého druhu pro-

dukují pohlavní bu¬ky, gamety. Spojením dvou gamet vznikne nový jedine
, zygota. Ten m·ºe

dosp¥t do plodného v¥ku, produkovat gamety a 
elý 
yklus se bude opakovat. Budeme p°ed-

pokládat, ºe £as, který uplyne od stadia gamety p°es zygotu a plodného jedin
e do produk
e

dal²í
h gamet je jednotkový, tj. pokud gamety první, parentální, genera
e jsou vytvo°eny v £ase

t, pak gamety následují
í, �liální, genera
e jsou vytvo°eny v £ase t+ 1, viz Obr. 5.7.

Geny si budeme p°edstavovat mendelovským zp·sobem, podrobnosti na molekulární úrov-

ni nejsou pro pot°eby vytvá°ený
h model· relevantní. Jeden gen je p°edstavován n¥jakým

místem na 
hromozomu, lokusem. Zygoty a dosp¥lí jedin
i mají 
hromozomy v páre
h, jsou

diploidní. To znamená, ºe na jednom lokusu jsou dv¥ varianty geneti
kého materiálu, alely,

které nemusí být shodné. Tato neuspo°ádaná dvoji
e alel ur£uje genotyp jedin
e. Naproti tomu

gamety mají kaºdý 
hromozom jen jednou, jsou haploidní, a tedy nesou jen jednu alelu.

5.6.1 Gen se dv¥ma alelami

Budeme uvaºovat 
hromozom, který není pohlavní, a na n¥m jeden lokus se dv¥ma moºnými

alelami, které ozna£íme A, a. Jako první p°edpoklad p°ijmeme, ºe do gamet p°e
hází alely ná-

hodn¥. To znamená, ºe gameta vyprodukovaná jedin
em s genotypem Aa s pravd¥podobností
1
2 obsahuje alelu A a se stejnou pravd¥podobností

1
2 obsahuje alelu a. Gameta vyprodukovaná

jedin
em genotypu AA jist¥, tj. s pravd¥podobností 1, obsahuje alelu A, gameta vyproduko-

vaná jedin
em genotypu aa jist¥ obsahuje alelu a.

Ozna£me x(t) podíl gamet, které nesou alelu A, mezi v²emi gametami v £ase t. Hodnotu
x(t) m·ºeme také povaºovat za klasi
kou pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybraná gameta nese

alelu A. V d·sledku toho je podíl gamet, které mezi v²emi gametami v £ase t nesou alelu a,
roven 1 − x(t). Budeme také p°edpokládat, ºe tyto podíly jsou stejné i u samotný
h sami-

£í
h gamet, nebo samotný
h sam£í
h gamet. Jinak °e£eno, subpopula
e sami
 a sam
· jsou

z hlediska uvaºovaného lokusu geneti
ky identi
ké.

Budeme dále p°edpokládat, ºe popula
e je panmikti
ká, do
hází v ní k náhodnému k°íºení.

Jinak °e£eno, gamety se p°i vytvá°ení zygot spojují náhodn¥ a nezávisle na alelá
h, které

nesou; libovolná sami£í gameta se m·ºe spojit s libovolnou sam£í gametou. (Tento pro
es je

asi lep²í si p°edstavovat jako pylová zrna nesená náhodn¥ vanou
ími v¥try na blizny náhodn¥

rozmíst¥né v krajin¥, ne jako spermie a vají£ka spojují
í se v t¥le sami
e.) Ozna£me ZAA, ZAa

✲
£ast t+ 1

jedine


plodný

(parentální)

gameta zygota

jedine


plodný

(�liální)

gameta zygota

Z N M

✲ ✲ ✲ ✲ ✲
p S m

✒w

. . . ✲ . . .

Obrázek 5.7: �ivotní 
yklus modelové popula
e s geneti
kou strukturou
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a Zaa po£et zygot genotypu AA, Aa a aa. Poloºme Z = ZAA + ZAa + Zaa. Dále ozna£me

pAA =
ZAA

Z
, pAa =

ZAa

Z
, paa =

Zaa

Z
(5.103)

podíl zygot p°íslu²ného genotypu mezi v²emi zygotami, který m·ºeme povaºovat za klasi
kou

pravd¥podobnost, ºe náhodn¥ vybraná zygota je daného genotypu. Zygota genotypu AA je

realiza
í nezávislý
h náhodný
h jev·, ºe gameta od jednoho rodi£e nese alelu A, pravd¥po-
dobnost tohoto jevu je rovna x(t), a ºe gameta od druhého rodi£e nese také alelu A, 
oº je

jev se stejnou pravd¥podobností x(t). Pravd¥podobnost vzniku zygoty genotypu AA je tedy

rovna pAA = x(t)x(t) = x(t)2. Analogi
kou úvahou zjistíme, ºe paa =
(
1 − x(t)

)2
. Pon¥vadº

kaºdá zygota je práv¥ jednoho z moºný
h genotyp·, platí pAa = 1− (pAA + paa). Dostáváme

tak vztahy

pAA =
ZAA

Z
= x(t)2, pAa =

ZAa

Z
= 2x(t)

(
1− x(t)

)
, paa =

Zaa

Z
=
(
1− x(t)

)2
. (5.104)

Budeme p°edpokládat, ºe zygoty r·zný
h genotyp· mohou mít r·znou pravd¥podobnost,

ºe se doºijí plodného v¥ku, a ºe plodní jedin
i r·zný
h genotyp· mohou mít r·znou plodnost,

tj. vyprodukují r·zný po£et gamet. Jinak °e£eno, výb¥r (a´ uº p°irozený nebo um¥lý) p·sobí

na úrovni genotypu. Ozna£me SAA podíl zygot mezi v²emi zygotami genotypu AA, které
dosáhnou plodné fáze, tj. pravd¥podobnost, ºe se zygoty genotypu AA doºijí plodnosti. Dále

ozna£me mAA po£et gamet, které vyprodukuje dosp¥lý jedine
 genotypu AA. V analogi
kém

významu budeme pouºívat ozna£ení SAa, Saa, mAa a maa.

Ozna£me dále NAA, NAa, Naa po£et plodný
h jedin
· p°íslu²ný
h genotyp· ve �liální ge-

nera
i, aMAA,MAa aMaa 
elkový po£et gamet, které vyprodukují v²i
hni jedin
i p°íslu²ného

genotypu. Pak s vyuºitím vztah· (5.103) a (5.104) dostaneme

MAA = mAANAA = mAASAAZAA = mAASAAZx(t)
2

(5.105)

a podobn¥

MAa = 2mAaSAaZx(t)
(
1− x(t)

)
, Maa = maaSaaZ

(
1− x(t)

)2
. (5.106)

V²e
hny zygoty genotypu AA, který
h bylo ZAA, m·ºeme povaºovat za �prvotní produ
enty�


elkem MAA = mAASAAZAA gamet. To znamená, ºe jednu zygotu genotypu AA m·ºeme

povaºovat za p·vod
e

MAA

ZAA
= mAASAA

gamet. Tuto veli£inu lze proto povaºovat za reproduk£ní zdatnost genotypu AA. Ozna£íme ji

wAA. Stejnou úvahu m·ºeme provést a analogi
ké ozna£ení zavést pro ostatní genotypy,

wAA =
MAA

ZAA
= mAASAA, wAa =

MAa

ZAa
= mAaSAa, waa =

Maa

Zaa
= maaSaa. (5.107)

Pak p°epí²eme vztahy (5.105), (5.106) ve stru£n¥j²ím tvaru

MAA = wAAZx(t)
2, MAa = 2wAaZx(t)

(
1− x(t)

)
, Maa = waaZ

(
1− x(t)

)2
. (5.108)

V²e
hny gamety vyprodukované jedin
i genotypu AA nesou alelu A a pr·m¥rn¥ polovina

gamet vyprodukovaný
h jedin
i genotypu Aa nese také alelu A. Celkový o£ekávaný po£et
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gamet s alelou A v £ase t+1 tedy je rovenMAA+
1
2MAa. Podobn¥ 
elkový po£et gamet s alelou

a je roven Maa+
1
2MAa. Pro podíl gamet nesou
í
h alelu A v £ase t+1 nyní s vyuºitím vztah·

(5.108) dostaneme vyjád°ení

x(t+ 1) =
MAA + 1

2MAa

MAA + 1
2MAa +Maa +

1
2MAa

=

=
wAAx(t)

2 + wAax(t)
(
1− x(t)

)

wAAx(t)2 + 2wAax(t)
(
1− x(t)

)
+ waa

(
1− x(t)

)2 ,

z n¥hoº bezprost°edn¥ plyne Fis
herova-Haldaneova-Wrightova rovni
e popula£ní genetiky

x(t+ 1) =
wAAx(t) + wAa

(
1− x(t)

)

wAAx(t)2 + 2wAax(t)
(
1− x(t)

)
+ waa

(
1− x(t)

)2x(t). (5.109)

Tato rovni
e obe
n¥ není autonomní, reproduk£ní zdatnosti w jednotlivý
h genotyp· mohou

záviset na £ase, nebo´ po£ty gamet M a po£ty zagot Z v r·zný
h £asový
h období
h mohou

být r·zné; velikost popula
e, která není v dynami
ké rovnováze se svým prost°edím, se v £ase

n¥jak m¥ní, vyvíjí se.

Veli£iny wAA, wAa a waa vyjad°ují reproduk£ní zdatnosti jednotlivý
h genotyp·. Nyní

m·ºeme uvaºovat náhodnou veli£inu �reproduk£ní zdatnost� a vypo£ítat její st°ední hodnotu

w̄ pomo
í pravd¥podobnostní funk
e genotyp· (5.104):

w̄ = wAApAA+wAapAa+waapaa = wAAx(t)
2+2wAax(t)

(
1−x(t)

)
+waa

(
1−x(t)

)2
. (5.110)

Tuto hodnotu lze povaºovat za 
elkovou reproduk£ní zdatnost popula
e; vyjad°uje o£ekávaný

po£et gamet, které nakone
 vyprodukují v²e
hny vytvo°ené zygoty.

M·ºeme také uvaºovat náhodnou veli£inu �reproduk£ní zdatnost zygot, které nesou alelu

A� . Taková diskrétní náhodná veli£ina nabývá dvou hodnot wAA a wAa s pravd¥podobnostmi

x(t) a 1−x(t), tj. s pravd¥podobnostmi jev· �ke gamet¥ s alelou A se p°ipojí gameta s alelou

A� a �ke gamet¥ s alelou A se p°ipojí gameta s alelou a� . St°ední hodnotu uvaºované veli£iny

ozna£íme wA; m·ºeme ji interpretovat jako reproduk£ní zdatnost alely A. Jedná se o o£ekávaný
po£et gamet nesou
í
h alelu A v následují
í genera
i, tj. v £ase t + 1. Analogi
ky m·ºeme

p°emý²let o reproduk£ní zdatnosti zygot nesou
í
h alelu a. Reproduk£ní zdatnosti alel tedy
vyjád°íme rovnostmi

wA = wAAx(t) +wAa

(
1− x(t)

)
, wa = wAax(t) + waa

(
1− x(t)

)
. (5.111)

Celková reproduk£ní zdatnost popula
e je pak podle (5.110) dána rovností

w̄ = wAx(t) + wa

(
1− x(t)

)
(5.112)

a jedná se tedy o st°ední hodnotu reproduk£ní zdatnosti jednotlivý
h alel.

Základní rovni
i (5.109) m·ºeme s ozna£ením (5.110) a (5.111) p°epsat ve tvaru

x(t+ 1) =
wA

w̄
x(t). (5.113)

Tuto rovni
i m·ºeme p°e£íst: �Je-li reproduk£ní zdatnost alely A v¥t²í neº reproduk£ní zdat-

nost popula
e, pak relativní zastoupení alely A v popula
i roste.� Odvodili jsme tedy základní

pou£ku darwinismu.
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Je²t¥ zd·razn¥me, ºe reproduk£ní zdatnost alely wA a pr·m¥rná reproduk£ní zdatnost

popula
e w̄ závisí na podílu x = x(t) gamet nesou
í
h p°íslu²nou alelu v 
elé �popula
i gamet� .

Reproduk£ní zdatnosti wAA, wAa a waa jednotlivý
h genotyp· se mohou v £ase m¥nit. Proto

reproduk£ní zdatnost alely A i 
elková reproduk£ní zdatnost popula
e mohou záviset na £ase a

na geneti
ké struktu°e popula
e, wA = wA

(
t, x(t)

)
, w̄ = w̄

(
t, x(t)

)
. Rovni
i (5.113) zapí²eme

podrobn¥ji jako

x(t+ 1) =
wA

(
t, x(t)

)

w̄
(
t, x(t)

) x(t). (5.114)

5.6.2 Analýza rovni
e (5.109) v autonomním p°ípad¥

P°edpokládejme, ºe pom¥r po£tu zygot Z ur£itého genotypu v £asovém intervalu (t, t + 1) a
po£tu gametM vyprodukovaný
h jedin
em téhoº genotypu v £ase t+1 je stejný pro kaºdý £as
t. V takovém p°ípad¥ jsou podle (5.107) reproduk£ní zdatnosti jednotlivý
h genotyp· wAA,

wAa a waa konstantní, jsou to nezáporné parametry rovni
e (5.109). Budeme p°edpokládat, ºe

alespo¬ jeden z parametr· wAA, wAa, waa je kladný. V opa£ném p°ípad¥ by totiº uvaºovaná

popula
e vymizela hned v první �liální genera
i.

Nejprve uvaºujme kladné reproduk£ní zdatnosti heterozygot·, wAa > 0. Zavedeme relativní

zdatnosti homozygot· vzhledem ke zdatnosti heterozygot·

K =
wAA

wAa
, k =

waa

wAa
.

Zlomek na pravé stran¥ rovni
e (5.109) vykrátíme parametrem wAa a upravíme. Dostaneme

rovni
i

x(t+ 1) =
1 + (K − 1)x(t)

1 + (K − 1)x(t)2 + (k − 1)
(
1− x(t)

)2x(t) (5.115)

se dv¥ma nezápornými parametry. Pon¥vadº stavová prom¥nná x vyjad°uje relativní frekven
i

(tj. pravd¥podobnost), je stavovým prostorem uzav°ený interval [0, 1].

P°i analýze rovni
e (5.115) rozli²íme t°i p°ípady.

(i) K = 1 = k, reproduk£ní zdatnosti v²e
h genotyp· jsou stejné. V tomto p°ípad¥ je

rovni
e (5.115) tvaru

x(t+ 1) = x(t), tj. ∆x(t) = 0,

která má jedin¥ konstantní °e²ení. Pokud tedy reproduk
e nezávisí na genotypu, frekven
e alel

v popula
i se nem¥ní. To je Hardyho-Weinberg·v zákon.

(ii) K = 1 a k 6= 1, reproduk£ní zdatnost homozygota genotypu AA je stejná, jako

reproduk£ní zdatnost heterozygota a reproduk£ní zdatnost homozygota genotypu aa je jiná.

Jinak °e£eno, jedin
i genotyp· AA a Aa mají stejný fenotyp, jedin
i genotypu aa mají fenotyp

jiný. To odpovídá situa
i, ºe alela A je dominantní a alela a je re
esivní. V tomto p°ípad¥ má

rovni
e (5.115) tvar

x(t+ 1) =
x(t)

1 + (k − 1)
(
1− x(t)

)2 . (5.116)

Najdeme její rovnováºné body a vy²et°íme jeji
h stabilitu.
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Ozna£me na 
hvíli f(x) =
x

1 + (k − 1)(1 − x)2
. Rovni
e f(x) = x má dva ko°eny 0 a 1.

Platí

f ′(x) =
1 + (k − 1)(1 − x)2 + 2x(k − 1)(1 − x)

(
1 + (k − 1)(1 − x)2

)2 , f ′(0) =
1

k
, f ′(1) = 1.

To znamená (viz Obr. 5.8), ºe pro kaºdé °e²ení x = x(t) rovni
e (5.116) platí

lim
t→∞

x(t) =

{

0, k > 1,

1, k < 1.

Pokud výb¥r preferuje fenotyp ur£ený re
esivní alelou, pak dominantní alela z popula
e vymizí;

pokud výb¥r preferuje fenotyp ur£ený dominantní alelou, pak re
esivní alela z popula
e vymizí.

(iii) K 6= 1 6= k, kaºdá alela n¥jak p°ispívá k reproduk£ní zdatnosti, ºádná z ni
h není

dominantní. P°ísp¥vek alel k fenotypu je aditivní, alely jsou semidominantní.

I v tomto p°ípad¥ najdeme rovnováºné body rovni
e (5.115) a vy²et°íme jeji
h stabilitu.

Nyní ozna£íme

f(x) =
1 + (K − 1)x

1 + (K − 1)x2 + (k − 1)(1− x)2
x.

Pak rovni
e f(x) = x, tj. kubi
ká rovni
e

x
(
1 + (K − 1)x2 + (k − 1)(1 − x)2

)
= x

(
1 + (K − 1)x

)
,

má ko°eny 0, 1 a x∗ =
k − 1

K + k − 2
. Ko°en x∗ je rovnováºným bodem rovni
e (5.115) pouze

tehdy, kdyº 0 ≤ x∗ ≤ 1, 
oº nastane práv¥ tehdy, kdyº K > 1, k > 1 nebo K < 1, k < 1 (stále
totiº p°edpokládáme K 6= 1 6= k). Dále platí

f ′(x) =
1 + 2(K − 1)x

1 + (K − 1)x2 + (k − 1)(1− x)2
− 2x

(
1 + (K − 1)x

)(
(K − 1)x− (k − 1)(1− x)

)

(1 + (K − 1)x2 + (k − 1)(1 − x)2)2
,

f ′(0) =
1

k
, f ′(1) =

1

K
, f ′(x∗) = 1 +

(K − 1)(k − 1)

K − 1 + k − 1 + (K − 1)(k − 1)
.

To znamená (viz Obr. 5.8), ºe pro k > 1 je rovnováºný bod 0 asymptoti
ky stabilní a pro

k < 1 je nestabilní. Podobn¥ pro K > 1 je rovnováºný bod 1 asymptoti
ky stabilní a pro

K < 1 je nestabilní. Pokud je x∗ rovnováºným bodem rovni
e (5.115), pak je asymptoti
ky

stabilní v p°ípad¥ K < 1, k < 1 a nestabilní v p°ípad¥ K > 1, k > 1; snadno totiº ov¥°íme, ºe

p°i ozna£ení

F (k,K) =
(K − 1)(k − 1)

K − 1 + k − 1 + (K − 1)(k − 1)

platí F (k,K) > 0 pro k > 1, K > 1 a

− 1 = inf {F (x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1} ≤ F (k,K) <

< sup {F (x, y) : 0 < x < 1, 0 < y < 1} = 0 pro 0 ≤ k < 1, 0 ≤ K < 1,


oº znamená, ºe

f ′(x∗) > 1 pro k > 1, K > 1, 0 ≤ f ′(x∗) < 1 pro 0 ≤ k < 1, 0 ≤ K < 1.
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K = 1 < k

x(t+ 1)

1

x(t)1

x

1

t5 10 15 20

K = 1 > k

x(t+ 1)

1

x(t)1

x

1

t5 10 15 20

k < 1 < K

x(t+ 1)

1

x(t)1

x

1
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K < 1 < k

x(t + 1)

1

x(t)1

x

1
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K > 1, k > 1

x(t + 1)

1

x(t)1x∗

x

1

t5 10 15 20

x∗

K < 1, k < 1

x(t+ 1)

1

x(t)1x∗

x

1

t5 10 15 20
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Obrázek 5.8: Gra�
ké °e²ení rovni
e (5.115) a jeho pr·b¥h pro r·zné hodnoty parametr· K,

k. Tj. vývoj relativní frekven
e alely A v popula
i pro r·zné relativní reproduk£ní zdatnosti

homozygot· vzhledem k heterozygot·m.
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Podívejme se je²t¥ na jeden spe
iální p°ípad rovni
e (5.115), a to takový, kdyº Kk = 1,
K 6= 1. V tomto p°ípad¥ je

1 =
wAA

wAa

waa

wAa
, neboli w2

Aa = wAAwaa

a to znamená, ºe reproduk£ní zdatnost heterozygota je geometri
kým pr·m¥rem zdatností

jednotlivý
h homozygot·. Rovni
e (5.115) nabude tvar

x(t+ 1) =
Kx(t)

1 + (K − 1)x(t)
,


oº je Bevertonova-Holtova rovni
e, jejíº °e²ení je dáno formulí

x(t) =
x0

x0 + (1− x0)K−t
,


oº snadno ov¥°íme p°ímým výpo£tem. Op¥t tedy platí

lim
t→∞

x(t) =

{

1, K > 1,

0, 0 < K < 1.

Je-li (K−1)(k−1) > 0, pak je moºný geneti
ký polymor�smus. Ten je ale v p°ípad¥K > 1,
k > 1 nestabilní; záleºí na po£áte£ní geneti
ké struktu°e popula
e, která z alel p°evládne.

Trvalý geneti
ký polymor�smus je moºný jen v p°ípad¥, ºe K < 1, k < 1, tj. reproduk£ní
zdatnost kaºdého z homozygot· je men²í neº reproduk£ní zdatnost heterozygota.

Z dosavadní
h úvah jsme vylou£ili p°ípad wAa = 0, tj. moºnost, ºe heterozygoti nejsou

s
hopni reproduk
e. V takovém p°ípad¥ má autonomní rovni
e (5.109) tvar

x(t+ 1) =
wAAx(t)

2

wAAx(t)2 +waa

(
1− x(t)

)2 . (5.117)

Pokud wAA = 0, pak x(t + 1) = 0 a alela A by z popula
e vymizela hned v prvním £asovém

kroku. Takovou situa
i by
hom mohli interpretovat tak, ºe alela A p°edstavovala n¥jakou

²kodlivou (smrtí
í) muta
i. Pokud waa = 0, pak x(t + 1) = 1 a z popula
e by bezprost°edn¥

vymizela alela a. Dále budeme p°edpokládat wAAwaa > 0, tj. ºe ani alela A ani alela a
nep°edstavuje smrtí
í muta
i.

Konstantní posloupnosti x ≡ 0 a x ≡ 1 jsou evidentn¥ °e²ením rovni
e (5.117) pro jakékoliv

hodnoty parametr· wAA, waa; vyjad°ují moºnost, ºe v modelované popula
i má uvaºovaný

gen jedinou alelu. Budeme hledat dal²í °e²ení rovni
e (5.117), které není identi
ky nulové ani

jednotkové. Uvaºujme proto rovni
i spolu s po£áte£ní podmínkou

x(0) = x0 ∈ (0, 1). (5.118)

Substitu
e

x(t) =
1

1 + ey(t)
, tj. y(t) = ln

(
1

x(t)
− 1

)

p°evede po£áte£ní úlohu (5.117), (5.118) na po£áte£ní úlohu pro lineární rovni
i

y(t+ 1) = 2y(t) + ln
waa

wAA
, y(0) = y0 = ln

(
1

x0
− 1

)

,
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která má °e²ení

y(t) = 2t
(

y0 + ln
waa

wAA

)

− ln
waa

wAA
= ln

(
waa(1− x0)

wAAx0

)2t

− ln
waa

wAA
.

Zp¥tnou substitu
í dosatneme °e²ení p·vodní po£áte£ní úlohy (5.117), (5.118) ve tvaru

x(t) +
waa

waa + wAA

(
waa(1− x0)

wAAx0

)2t
.

Posloupnost s obe
ným £lenem wAA

(
waa(1− x0)

wAAx0

)2t

je vybraná z geometri
ké posloupnosti

s po£áte£ním £lenem wAA a s kvo
ientem

waa(1− x0)

wAAx0
. Hodnota kvo
ientu ur£uje 
hování

°e²ení. Je-li

x0 = x∗0 =
waa

waa + wAA
,

pak

waa(1− x0)

wAAx0
= 1

a °e²ení úlohy (5.117), (5.118) je konstantní, x ≡ x∗0. Je-li x0 > x∗0, resp. x0 < x∗0, pak

waa(1− x0)

wAAx0
< 1 a lim

t→∞
x(t) = 1, resp.

waa(1− x0)

wAAx0
> 1 a lim

t→∞
x(t) = 0;

p°itom je °e²ení x = x(t) rovni
e (5.117) monotonní.

Pokud je tedy wAa = 0, existuje rovnováºný stav x∗0 ∈ (0, 1), který je repulsivní, a dva

asymptoti
ky stabilní rovnováºné stavy 0 a 1. Ke kterému ze stabilní
h rovnováºný
h stav·

bude °e²ení konvergovat, závisí na po£áte£ní podmín
e. Kvalitativn¥ se tedy jedná o stejnou

situa
i jako na Obr. 5.8, p°ípad K > 1, k > 1.

Záv¥r:

Autonomní rovni
e (5.109) s nezápornými parametry wAA, wAa, waa uvaºovaná na stavovém

prostoru Ω = [0, 1] má rovnováºná °e²ení v krajní
h bode
h Ω, tj. °e²ení x ≡ 0 a x ≡ 1.
Pokud jsou v²e
hny parametry stejné, wAA = wAa = waa, pak má rovni
e pouze konstantní

°e²ení; kaºdý bod stavového prostoru je rovnováºný.

Pokud min {wAA, waa} ≤ wAa ≤ max {wAA, waa}, p°i£emº alespo¬ jedna z nerovností je

ostrá, pak rovni
e (5.109) nemá uvnit° stavového prostoru Ω ºádné rovnováºné body.

Pokud min {wAA, waa} > wAa nebo max {wAA, waa} < wAa, pak má autonomní rovni
e

(5.109) izolovaný rovnováºný bod

x∗ =
waa − wAa

waa − 2wAa + wAA

uvnit° stavového prostoru Ω.
Dostate£né podmínky pro asymptoti
kou stabilitu nebo repulsivitu izolovaný
h rovnováº-

ný
h bod· jsou:
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• Je-li wAA > wAa, nebo wAA = wAa > waa, pak je sta
ionární °e²ení x ≡ 1 asymptoti
ky

stabilní.

• Je-li wAA < wAa, nebo wAA = wAa < waa, pak je sta
ionární °e²ení x ≡ 1 repulsivní.

• Je-li waa > wAa, nebo waa = wAa > wAA, pak je sta
ionární °e²ení x ≡ 0 asymptoti
ky

stabilní.

• Je-li waa < wAa, nebo waa = wAa < wAA, pak je sta
ionární °e²ení x ≡ 0 repulsivní.

• Je-li max {wAA, waa} < wAa, pak je sta
ionární °e²ení x ≡ x∗ asymptoti
ky stabilní.

• Je-li min {wAA, waa} > wAa, pak je sta
ionární °e²ení x ≡ x∗ repulsivní.

Biologi
kou evolu
i lze 
hápat jako zm¥nu frekven
í alel v pr·b¥hu £asu. P°edstavme si,

ºe 
elá popula
e má na p°íslu²ném lokusu alelu A a v po£áte£ním £ase se u n¥jakého jedin
e

objeví její muta
e, alela a. Pokud v takovém p°ípad¥ bude wAA ≤ wAa ≤ waa, p°i£emº alespo¬

jedna z t¥
hto nerovností je ostrá, pak se bude mutovaná alela a v popula
i ²í°it a nakone


v ní p°evládne; pokud wAa > max {wAA, waa}, pak budou ob¥ alely v popula
i dlouhodob¥

koexistovat, popula
e se stane geneti
ky polymorfní.

5.6.3 Replikátorová rovni
e

P°i odvozování rovni
e (5.109) jsme vyuºívali po£tu plodný
h jedin
· ve �liální genera
i N ,

pravd¥podobnosti p°eºití zygoty do plodného v¥ku S a st°edního po£tu gamet vyproduko-

vaný
h plodným jedin
em m. Tyto veli£iny v²ak nejsou podstatné, v pr·b¥hu výpo£tu jsme

eliminovali po£et dosp¥lý
h jedin
· N a parametry S, m jsme shrnuli do jeji
h sou£inu w, do
reproduk£ní zdatnosti. P°i vývoji geneti
ké struktury popula
e totiº záleºí pouze na gene
h

(p°esn¥ji °e£eno alelá
h, úse
í
h DNA), které tvo°í linie identi
ký
h kopií, replikují se. Jedin
i,

jednotlivá t¥la, slouºí pouze k jeji
h p°enosu do dal²í genera
e. Z tohoto pozorování vy
hází

Dawkinsova terminologie replikátor (pro geny, molekuly DNA, obe
n¥ji pro vzor
e 
hování,

memy a podobné �entity� , které vytvá°í své vlastní kopie s p°ípadnými náhodnými muta-


emi) a vehikl (pro jednotlivé organismy, obe
n¥ji skupiny organism· nebo popula
e). Selek
e

(p°írodní nebo um¥lý výb¥r) v²ak p·sobí na vehikly, ovliv¬uje hodnoty parametr· S a m (a

tím ur£uje jeji
h sou£in � reproduk£ní zdatnost w).

P°íklad � druh jako replikátor a spole£enstvo jako vehikl

Uvaºujme spole£enstvo dvou druh·, jehoº vývoj je popsán systémem (5.80). Ne
h´ N1 = N1(t)
a N2 = N2(t) jsou °e²ení tohoto systému. Celková velikost spole£enstva je N = N(t) =
N1(t) +N2(t). Zavedeme prom¥nnou

x = x(t) =
N1(t)

N(t)
,

která vyjad°uje relativní zastoupení prvního druhu ve spole£enstvu. Pak platí

x(t+ 1) =
N1(t+ 1)

N(t+ 1)
=

N1(t)Φ1

(
N1(t), N2(t)

)

N1(t)Φ1

(
N1(t), N2(t)

)
+N2(t)Φ2

(
N1(t), N2(t)

) .
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Poslední výraz upravíme a pro zp°ehledn¥ní zápisu budeme vyne
hávat index posloupnosti t.
Dostaneme

N1Φ1(N1, N2)

N1Φ1(N1, N2) +N2Φ2(N1, N2)
=
N1

N

Φ1(N1, N −N1)
N1

N
Φ1(N1, N −N1) +

N −N1

N
Φ2(N1, N −N1)

=

= x
Φ1

(
xN, (1− x)N

)

xΦ1

(
xN, (1 − x)N

)
+ (1− x)Φ2

(
xN, (1− x)N

) .

Ozna£íme-li nyní

ν1 = ν1(t, x) = Φ1

(
xN(t), (1 − x)N(t)

)
, ν2 = ν2(t, x) = Φ2

(
xN(t), (1 − x)N(t)

)
,

ν̄ = ν̄(t, x) = xν1(t, x) + (1− x)ν2(t, x),

dostaneme, ºe prom¥nná x = x(t) je °e²ením rovni
e

x(t+ 1) = x(t)
ν1
(
t, x(t)

)

ν̄
(
t, x(t)

) ,


oº je rovni
e tvaru (5.114). Výraz ν1 vyjad°uje reproduk£ní zdatnost prvního replikátoru

(druhu ve spole£enstvu) a výraz ν̄ vyjad°uje 
elkovou reproduk£ní zdatnost vehiklu (dvoudru-

hového spole£enstva).

Reproduk£ní zdatnost wA alely A vyjad°uje o£ekávaný po£et gamet s alelou A v následují
í

genera
i; jinak °e£eno, po£et kopií replikátoru A. Je-li wA > 1, resp. wA < 1, resp. wA = 1, pak
po£et kopií replikátoru A v popula
i roste, resp. zmen²uje se, resp. se nem¥ní. Toto pozorování

inspiruje zavedení veli£iny

fA = wA − 1,

jejíº znaménko ur£uje, zda je replikátor A úsp¥²ný. Nazveme ji zdatnost (�tness) replikátoru

A. Analogi
ky zavedeme zdatnost replikátoru a

fa = wa − 1.

Je-li x relativní zastoupení replikátor· A, a tedy 1 − x je relativní zastoupení replikátor· a,
pak pr·m¥rnou zdatnost popula
e replikátor· (tj. popula
e vehikl· p°íslu²ný
h replikátor·)

de�nujeme vztahem

f̄ = xfA + (1− x)fa;

jedná se o váºený pr·m¥r zdatností jednotlivý
h replikátor·. Pr·m¥rnou zdatnost m·ºeme

vyjád°it pomo
í reproduk£ní
h zdatností replikátor·,

f̄ = x(wa − 1) + (1− x)(wa − 1) = xwA + (1− x)wa − 1.

Vzhledem k rovnosti (5.112) m·ºeme nyní rovni
i popula£ní genetiky (5.113) p°epsat do tvaru

x(t+ 1) =
1 + fA
1 + f̄

x(t).
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Reproduk£ní zdatnosti wA a wa alel obe
n¥ závisí na £ase i na frekven
i alel, na t¥
hto ve-

li£iná
h tedy také závisí zdatnosti fA, fa, takºe také f̄ . P°ed
hozí rovni
i proto zapí²eme

podrobn¥ji:

x(t+ 1) =
1 + fA

(
t, x(t)

)

1 + f̄
(
t, x(t)

) x(t). (5.119)

Tato rovni
e (rekurentní formule) se nazývá replikátorová. M·ºeme ji zapsat také jako expli-


itní diferen£ní rovni
i

∆x =
fA(t, x)− f̄(t, x)

1 + f̄(t, x)
x.

Reproduk£ní zdatnosti wA, wa jsou pro jakékoliv x ∈ [0, 1] nezáporná £ísla, proto jsou výrazy

1 + fA, 1 + f̄ nezáporné. Druhý z ni
h nem·ºe být nulový (nebo´ je ve jmenovateli zlomku

na pravé stran¥ rovni
e (5.119)), je tedy kladný a f̄ > −1. Pon¥vadº f̄ je váºeným pr·m¥rem

hodnot fA a fa s vahami x, 1 − x, musí být také fA = fA( · , x) > −1 a fa = fa( · , x) > −1
pro kaºdé x ∈ (0, 1). Jinak °e£eno, pokud jsou v²e
hny £leny posloupnosti x v intervalu

(0, 1), pak jsou posloupnosti fA
(
· , x( · )

)
a fa

(
· , x( · )

)
regresivní (sr. De�ni
i 18). S vyuºitím

�regresivního minus� m·ºeme nyní replikátorovou rovni
i zapsat jako

∆x = x
(
fA(t, x)⊖ f̄(t, x)

)

nebo stru£n¥

∆x

x
= fA(t, x)⊖ f̄(t, x)

a p°e£íst ji: �Relativní zm¥na zastoupení replikátoru A v popula
i vehikl· je rovna (regre-

sivnímu) rozdílu zdatnosti replikátoru a 
elkové zdatnosti popula
e. Je-li zdatnost A v¥t²í

neº pr·m¥rná, jeho zastoupení v popula
i roste.� To je jiná formula
e základního dogmatu

darwinismu o �p°eºívání s
hopn¥j²í
h� .

Je²t¥ si m·ºeme pov²imnout, ºe autonomní rovni
e popula£ní genetiky (5.115) je auto-

nomní replikátorovou rovni
í se zdatnostmi

fA = fA(x) = (K − 1)x, fa = fa(x) = (k − 1)(1 − x).


