Triangulace



Matematicka formulace problému

* Dano: Mnozina bodu P ={p,, p,, ..; p,} v R%
* Hledame: Triangulaci T nad mnozinou P.
* Definice:

— Triangulace T nad mnozinou bodu P predstavuje
takové rozdéleni roviny, které vytvori soubor m
trojuhelniku r={t,t,.,t } tak, aby platilo:

* Libovolné dva trojuhelniky t;, t;z T, (i <> j), maji spolecnou
nejvyse hranu.

e Sjednoceni vsech trojuhelniku t z T tvori konvexni obal
mnoZiny bodu P.

* Uvnitr zadného trojuhelniku nelezi zadny dalsi bod z P.



Odhady poctu trojuhelniku

Vztah mezi poctem bodU n, poctem hran h a poctem ploch t v rovinném
grafu (Eulerova véta):

—n+p=h+2
Pro dokonalou triangulaci T (vSechny plochy véetné vnéjsi jsou
trojuhelniky) plati:

— 3p=2h, h=3/2p
A tedy

— n+p=3/2p +2

— p=2n-4,

— h =3n-6,
Pokud vnéjsi plocha nebude trojuhelnik, plati nerovnost (ovSem ,ne moc
vyddlend od rovnosti”)

—p <=2n -4,
—h <=3n-6



Pozadavky na triangulaci T

Jednoduchost algoritmu, snadna implementace.

Dostatecna rychlost pro velkd P (n > 1.000.000)
bodu, alespon pozadavek na O(n log(n))
algoritmus.

Mala citlivost na singularni pripady.
Dobry tvar trojuhelnikove site.

Nekteré body v protikladu:
— jednoduchost implementace x rychlost.



Pozadavky na triangulaci

e Tvar trojuhelniku:

— Triangulace by mela produkovat pravidelné trojuhelniky
vhodnych tvaru (blizici se rovnostrannym). Kritérium je
dlezité pti tvorbé DMT, trojuhelnikova sit se musi co
nejvice primykat k terénu.

* Povinné hrany:

— Schopnost vkladat povinné hrany a modifikovat tvar
triangulace. Ovlivnéni tvaru terénu, vkladani kosternich car
a singularit.

e Triangulace nekonvexni oblasti:

— Schopnost triangulace nekonvexni oblasti Ci oblasti
obsahuijici diry. V. mapach nejsou triangularizovany nékteré
oblasti, napr. vodni plochy, budovy.



Triangulace nekonvexni oblasti s dirami




Lokalni a globalni kritéria optimality

* Lokalné optimalni triangulace T :

— Kazdy ¢tyruhelnik tvoreny dvojici trojuhelniku se spolecnou stranou je
triangularizovan optimalné vzhledem k zadanému kritériu. Pro
mnozinu P existuje vice lokdlné optimalnich triangulaci, kazda z nich
optimalizuje jiné kritérium.

* Globalné optimalni triangulace T

— VSechny trojuhelniky triangulace T optimalni vzhledem k zadanému
kritériu. Neexistuje jina triangulace T’, ktera by dosahla alespon u
jednoho trojuhelniku lepsi hodnoty posuzovaného kritéria. Globalné
optimalni triangulace je soucasné lokalné optimalni.

e Multikriterialné optimalizované (kompromisni) triangulace T :

— Kombinace nékolika lokalnich Ci globalnich kritérii. Vychazeji obvykle z
Delaunay triangulace, ktera je upravovana vzhledem k dalSim
kritériim. Dlouhé vypocetni casy, doposud nejsou znamy efektivni
algoritmy, pouziti genetickych algoritmu.



Lokalni kritéria



Lokalni kritéria

* Maji geometricky podtext, snaha o generovani
trojuhelniku “rozumnych” tvaru.

* Prehled nejcastéji pouzivanych lokalnich kritérii:
— Minimalni/maximalni uhel v trojuhelniku .
— Minimalni/maximalni vyska v trojuhelniku v.
— Minimalni/maximalni polomér vepsané kruznice r.
— Minimalni/maximalni polomér opsané kruznice R.
— Minimalni/maximalni plocha trojuhelniku S.

* Nejcasteji pouzivano prvni kritérium (Delaunay
triangulace minimalizuje maximalni uhel).



Minimaxova kritéria zalozena na
vhitfnich uhlech

*  Min-max kritérium:

* Eliminace trojuhelniku s pfilis tupymi uhly. Triangulace T (P) je vzhledem k
tomuto

kritériu na rozdil od T’(P) optimdlni, je—li nejvetsi uhel generovany triangulaci
T (P) mensi nez nejvetsi uhel generovany triangulaci T ‘(P).

— ., = max(o;(T))

- d,, = max(a’; (T))

— Opax < CYImax
 Max-min kritérium:

* Eliminace trojuhelniku s pf¥ilis ostrymi uhly. Triangulace T (P) je vzhledem k
tomuto kritériu na rozdil od T’(P) optimadlni, je—li nejmensi uhel
generovany triangulaci T vetSi nez nejmensi Uhel generovany triangulaci T
‘(P).

— a,;,=min(c;(T))

— a,,;,=min(a’; (T))
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Globalni kritéria

Optimalizuji geometrické parametry vsech trojuhelniku v
triangulaci T (P).

NejcCasteji pouzivana kritéria:

Suma délek stran:

— Zohlednuje celkovou délku stran vytvorené triangulace
(minimalizace) 2d(hi)-> min

— MWT (Minimum Weight Triangulation).

— Pro obecny pripad polohy bodu v R2 nevyreseno, priblizné
reseni genet. algoritmy.

Povinné hrany:

— Predem definované hrany uvnitf triangulace, tzv. Constrained
Triangulation. Takova T (P) neni lokalné optimaini.



Hladova (Greedy) triangulace

e Vlastnosti triangulace:
— Snazi se vytvaret trojuhelniky s nejkratsimi stranami, trojuhelniky
nemusi splnovat Zzadnou specialni geometrickou podminku.

— Pokud se v P nevyskytuji hrany se stejnou délkou, je triangulace
jednoznacna.

— Jednoducha implementace.
— Velka vypocetni slozitost je O(n3), Ize optimalizovat na O(n2 log(n)).

 Dusledek:

— Sit trojuhelnik( ¢asto neni z tvarového hlediska pékna do triangulace,
k mohou byt pridany tvarové nevhodné trojuhelniky.

— Vypoctni slozitost je pfilis velika
— V kartografii neni pfilis casto pouzivana.
— Vysledna triangulace se blizi MWT.



Algoritmus hladoveé triangulace

Algoritmus 1: Greedy Triangulation (S, @)

1: Opakuj pro 7p;, i € (1, n):
Opakuj pro j € (i + 1, n):
Vytvor hranu e = (pi, p;).
; Pro e urci d(p;, pj) a uloz do Q.
5: Setrid @ dle d.
6: Odeber Q[0] a pridej do 7.
7: Dokud @ neni prazdna:

el A\

8: e =pop( Q).
9: Opakuj pro Ve; € T
10: test, zda e protind e; € T .

11: Pokud e neprotind zadné e; € T



Algoritmus hladové triangulace
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Deleunay triangulace

Nejcastéi pouzivana triangulace, v oblasti GIS de-facto
standart.

Uvnitr kruznice opsané libovolnému trojuhelniku nelezi
zadny jiny bod mnoziny P.

DT minimalizuje maximalni uhel v kazdéem trojuhelniku.
DT je lokdIné optimalni i globdlné optimdlni vuci
kritéeriu minimalniho uhlu.

DT je jednoznacna, pokud zadné ctyri body nelezi na
kruznici.

Vysledné trojuhelniky se pri porovnani ze vsemi
znamymi triangulacemi ,,nejvice blizi“ rovnostrannym
trojuhelnikim.



Deleanuy triangulace
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Metody konstrukce DT

 Metody primé konstrukce DT :
— Lokalni prohazovani.
— Inkrementalni konstrukce.
— ,Rozdél a panuj”.

* Neprima konstrukce: pres Voroného diagram



Metoda lokalniho prohazovani

Prevod libovolné triangulace T na DT .

Prohazovani nelegalnich hran v dvojicich
trojuhelniku tvoricich konvexni ctyruhelnik.

Slozitost algoritmu je O(N?), nutno pripocitat
slozitost yakladniho triangulacniho algoritmu.

Lze pouzit vzhledem k libovolnému lokalnimu
Kritériu.



Legalizace

Necht P je mnoZina bodu pi ; pj ; pk ; pl tvorici
vrcholy konvexniho ctyruhelnika.

Edge Flip = prohozeni diagonaly ctyruhelniku
(swap), tj. prechod z DT (P) na DT ‘(P)
Vysledkem je stav, kdy jsou oba trojuhelniky

legalni, tj. lokalne optimalni vzhledem ke kritériu
vnitfniho Uhlu (minimalizace maximalniho uhlu).

Tato operace je opakované provadéna nad vsemi
trojuhelniky.
Je nazyvana legalizaci.




Legalizace




Algoritmus lokalniho prohazovani

Algoritmus 2: Delaunay Triangulation Local( P)

1: Vytvof pomocnou triangulaci T(FP).

2: legal=false

3: while T(F) llegal

legal=true;

Opakuj pro Ve; € T(P)
Vezmi hranu e € T(P)
Malezni trojihelniky ti. tz incidujici s e;.
if (f; U t2) konvexni a nelegalni

Legalize (t1, 12).
0: legal=false;
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Algoritmus primé (inkrementalni)
konstrukce DT

Zalozen na postupném pridavani bodu do jiz vytvorené DT .
Nad existujici Delaunayovskou hranou e = p1; p2 hledam
takovy bod p, ktery ma od p1; p2 minimalni Delaunay
vzdalenost dD(p1p2; p).

Kazda Delaunayovska hrana je orientovana, bod p hledame
pouze vlevo od ni.

Do DT pridany hrany trojuhelniku (p1; p2; p).

Neni-li bod p nalezen je hrana p1; p2 na hranici
konvexniho obalu mnoziny bodu P.

Slozitost je O(n?), pouzitim vhodnych datovych struktur Ize
vylepsit na O(n.In n), pri jistych podminkdch na pravidelné
rozloZeni vstupni mnoziny bodu dokonce na O(n).



Deleanuy vzdalenost



Algoritmus inkrementalni konstrukce

Algoritmus 2: Delaunay Triangulation Incremental (5, AEL, TT)

1: p1t = ndhodny bod z P, p2 —nejbliZsl bod k p1.

2: Vytvol hranu e = D12

3: p = dple), bod s nejmentl Delaunay vzdilenostl vievo od e.
4: Pokud p = NULL, prohod orientaci e = s = e = IOy
5. & =P, €3 = DP1.

6: Add e, &2, e3 do AEL.

T: while AEL not empty do:

O e = P prvni hrana AEL.

10: Zména orientace hrany e = P17 = e = 201

11: Bod p s nejmentl Delaunay vzdilenostl dp(e) vilevo od e.
12: if p! = NULL :

13: & = mop, €1 = P;.

14: Add e, e7, 83 do AEL.

15: Add e do DT .

16: pop (e)



Inkrementalni konstrukce
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Inkrementalni konstrukce




Inkrementalni konstrukce
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Rozdél a panuj
(pouziva ATLAS)

Vstupni mnozina bodu se rozdéli na mensi
casti, kazda bude triangulovana samostatneée

Vysledné triangulace se na svarech spoji a
legalizuji

Pri pouziti vypocetné slozitéjsich algoritmu se
vypocet muze radikalné zrychlit

Muze vést k paradoxum --- zvétSeni poctu
bodu zpusobi vétsi déleni, horsi triangulaci a
méne presny DMT



