Triangulace

O Vyznam triangulace
= trojuhelnik je zakladni graficky element
= aproximace ploch
m predzpracovani pro jiné algoritmy
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Triangulace

0 Definice

Triangulace T nad mnozinou bodd P ={p,, p,,..-, P} V roviné
predstavuje takové planarni rozdéleni, které vytvori soubor m

trojuhelnika T ={t,,1,,...,t_} tak, aby platilo
= libovolné dva trojahelniky t;,t; € T,I # ] maji spolecnou
nejvyse hranu nebo vrchol

= sjednoceni trojuhelnikt je souvisla mnozina ve 2D (obecné
nemusi byt konvexni a muze obsahovat diry)

= (uvnitf zadneého trojuhelniku nelezi zadny dalsi bod z P)

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

ukazky vzajemnych poloh
trojahelnik, které tato definice
vyluéuje
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Triangulace

o Pro triangulaci T nad mnozZinou bodd P={p,, p,,..., P, }
v rovine plati

m=2n-n,,+2n, —2
n, =3n-n., +3n, —3

m - pocet trojuhelniku

n, - pocet hran

Ny - pocet vrcholl konvexni obalky
N, - pocet dér

O O O O

O vztahy Ize odvodit z Eulerovy formule

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O NejCastejsi aplikace triangulaci

kartografie — tvorba digitalnino modelu terénu
aproximace ploch

zpracovani obrazu — segmentace, rozpoznavani vzoru
tvorba prostorovych modelu z dat laserového skenovani
pocitaCova grafika — vizualizace prostorovych dat ve
scenach

kartograficka generalizace

modelovani pfirodnich jevl — eroze

interpolacni techniky

biometrie — detekce otisku prstu

predzpracovani pro jiné algoritmy

PocitaCova geometrie Petra Surynkova
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Triangulace

O Nejcastejsi aplikace triangulaci
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Triangulace

O Nejcastejsi aplikace triangulaci
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vyskova mapa

http://www.natur.cuni.cz/~ba
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Triangulace

El';-Nejéasté'éi aplikace tric

triangulace
povrchu
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Triangulace

O Kritéria kvality triangulace
= jednoduchost algoritmu, snadna implementace
= prevod do vyssich dimenzi
= optimalni tvar trojuhelnikové sité

= mala citlivost na singularni pripady, kdy triangulace neni
jednoznacna nebo ji nelze sestrojit

= triangulace by mela produkovat pravidelné trojuhelniky vhodnych
tvaru (blizici se rovnostrannym)

O nekteré pozadavky v kontrastu

O triangulacni algoritmy patri mezi jedny z nejvice teoreticky
rozpracovane postupy

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

0 Volba triangulace — co je nutné zohlednit

= tvar trojuhelniku

triangulace by meéla produkovat pravidelné trojuhelniky
(dulezité pfi tvorbé digitalniho modelu terénu)

= povinné hrany
moznost vkladat povinné hrany a modifikovat tvar triangulace
= triangulace nekonvexni oblasti nebo oblasti
obsahujici diry
v mapach se triangulace neprovadi napf. pro vodni plochy,
budovy, ...

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Déleni triangulaci
= podle geometrické konstrukce
Delaunay triangulace
Greedy triangulace

MWT — Minimum Weight Triangulation
triangulace s povinnymi hranami — Constrained Triangulation

datové zavislé triangulace
= podle pouzitych kritérii
lokalné optimalni triangulace
globalné optimalni triangulace
multikriterialné optimalizované triangulace

= vlastnosti triangulace se posuzuji ve vztahu k temto kritériim

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Lokalné optimalni triangulace
= kazdy Ctyfuhelnik tvoreny dvojici trojuhelnikt se spole€nou stranou
je triangularizovan optimalne vzhledem k zadanému kritéeriu
= pro danou mnozinu bodu v roviné existuje vice lokalné optimalnich
triangulaci, kazda z nich optimalizuje jiné kritérium
O Globalné optimalni triangulace
= vSechny trojuhelniky triangulace jsou optimalni vzhledem k
zadanému kritéeriu
= neexistuje jina triangulace, ktera by dosahla alespon u jednoho
trojuhelniku lepsi hodnoty posuzovaného kritéria
= je soucasné lokalné optimalni
O Multikriterialné optimalizované triangulace
= kombinace nekolika lokalnich Ci globalnich kritérii

= doposud nejsou znamy efektivni algoritmy, dlouhé vypocetni Casy
PocitaCova geometrie Petra Surynkova




Triangulace

O PY. 4 body v roviné (vSechny lezi na konvexni obalce) a
jejich mozne triangulace

(| —p

O existuji pouze dvé ruzné triangulace

(| —p

O vzhledem k posuzovanému kritériu je jedna z triangulaci
optimalni

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Lokalni kritéria

® jsou zalozeny na geometrickych zakonitostech

= nejCastéji uzivana kritéria
minimalni/maximalni uhel v trojuhelniku
minimalni/maximalni vyska v trojuhelniku
minimalni/maximalni polomér vepsané kruznice
minimalni/maximalni polomer opsané kruznice
minimalni/maximalni plocha trojuhelniku
uhel mezi normalami sousednich trojuhelniku

® nejCasteji uzivano prvni kritérium

PocitaCova geometrie

Petra Surynkova



Triangulace

O Lokalni kritéria

» hodnota nejmensiho uhlu «(T)
trojuhelniky by nemély mit malé uhly, tzv. max-min uhlové kritérium
T * je optimalni m=) a(T*)=>a(T.),T. jsou mozné triangulace
triangulace T * je vzhledem k tomuto kritériu narozdil od T. optimaini,
je-li nejmensi Uhel generovany triangulaci T * vétSi nez nejmensi thel
generovany triangulaci T.

= hodnota maximalniho uhlu g(T)
trojuhelniky by nemély mit tupé dahly, tzv. min-max uhlové kritérium
T * je optimaini =) SB(T*) < S(T.),T. jsou mozné triangulace

triangulace T * je vzhledem k tomuto kritériu narozdil od T, optimainti,
je-li nejvétsi uhel generovany triangulaci T * mensi nez nejvétsi uhel
generovany triangulaci T.

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

0 Globalni kritéria

= optimalizuji geometrické parametry vSech trojuhelnikd v
triangulaci

= nejCastéji uzivana kritéria
soucet delek hran
povinné hrany

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

0 Globalni kritéria

= Soucet délek hran
soucet délek hran — minimalni
triangulace minimalizujici soucet délek hran — MWT (Minimal
Weight Triangulation)

= Povinné hrany

predem definované hrany uvnitr triangulace — Constrained
Triangulation

takova triangulace neni lokalné optimalni

pri tvorbe digitalnihno modelu terénu lze do takové triangulace
zadat charakteristické terénni tvary a vylepsit tak modelovani
terénu

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Greedy triangulace

= hladova triangulace
= triangulace slozena z nejkratsich moznych neprotinajicich se hran

= viastnosti GT
jednoznacné za predpokladu, ze neexistuji stejné dlouhé hrany
necitliva na uhlova kritéria — vytvari trojuhelniky s nejkratSimi
stranami, trojuhelniky tak nemusi splnovat zadnou specialni
geometrickou podminku

sit' trojuhelniku neni z tvarového hlediska optimalizovana —
do triangulace tak mohou byt pridany tvarove nevhodné
trojuhelniky

jednoducha implementace

vysledna triangulace se blizi MWT

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Greedy triangulace

= algoritmus
vytvori vSechny potencialni hrany

setfidi vzestupné hrany podle délky ﬂﬂ:> seznam hran
n(n-1)/2
do vysledné triangulace se postupné pridavaji hrany —
zacCina se nejkratsi
= dokud seznam hran neni prazdny nebo dokud pocCet hran v
triangulaci je mensi nez 3N —6
= hrana ze seznamu se do triangulace prida, pokud neprotina
zadnou hranu, ktera uz v triangulaci je

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

N=6 um=) 6(6-1)/2=15 hran

vSechny potencialni hrany

PocitaCova geometrie

>

1. prfidavana hrana - nejkratSi
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Triangulace

postupne pridavame hrany do triangulace ...

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

postupne pridavame hrany do triangulace ...
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Triangulace

postupne pridavame hrany do triangulace ...

/
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Triangulace

postupne pridavame hrany do triangulace ...
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Triangulace

postupne pridavame hrany do triangulace ...

nelze pfidat, protina nelze pfidat, protina
hrany v triangulaci hrany v triangulaci
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Triangulace

postupne pridavame hrany do triangulace ...

nelze pridat, protina posledni pfidana hrana, dalsi
hrany v triangulaci by protinaly hrany v triangulaci

PocCitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

0 Delaunay triangulace

m nejCasteji pouzivana triangulace

= existuje i ve 3D — Delaunay tetrahedronizace

= viastnosti DT
uvnitf kruZznice opsané libovolnému trojuhelniku t. € T nelezi
zadny jiny bod z mnoziny P ={p,, p,,..., P, }
maximalizuje minimalni uhel, avsak neminimalizuje
maximalni uhel
je lokalné optimalni i globalné optimalni vuci kritériu
minimalniho uhlu
je jednoznacna, pokud zadné Ctyri body nelezi na kruznici
hranice je konvexni obalka
vysledné trojuhelniky se v porovnani se vSemi znamymi
triangulacemi nejvice blizi rovnostrannym trojuhelnikiim

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

1 T
O Delaunay triangulace
09+

opsana kruznice
libovolnému
trojuhelniku
neobsahuje zadny
jiny bod

PocitaCova geometrie
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Triangulace

O Delaunay triangulace
= algoritmy
metoda lokalniho zlepSovani
inkrementalni vkladani
algoritmus radialniho zametani
rozdél a panuj
(nepfima konstrukce pomoci Voronoi diagramu)

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Delaunay triangulace

= Metoda lokalniho zlepsovani

metoda je pouzitelna pouze ve 2D, obtizné preveditelné do

vysSSi dimenze

vychazi se z libovolné triangulace

provadi se tzv. legalizace

= modifikuji se hrany sdilené dvojici trojuhelniku tvoficich

konvexni Ctyfuhelnik tak, aby bylo splnéno uhlové kritérium —
maximalizace minimalniho Uhlu = prohozeni diagonal =
odstranéni nelegalnich hran

= vysledkem je stav, kdy jsou oba trojuhelniky legalni, tj. lokalné
optimalni vzhledem ke kritériu vnitrniho uhlu

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Delaunay triangulace
= Metoda lokalniho zlepsovani

uvnitf opsané kruznice
nelezi zadny jiny vrchol

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Delaunay triangulace
= Plati
Necht hrana p,, P; inciduje s trojuhelnikem t, tvofenym vrcholy
Pi: Pj: Py atrojuhelnikem t, tvofenym vrcholy p;, P;, P, a
kruznice prochazi body [3;, P;, P,. Hrana ;, P; je nelegalni
prave tehdy, kdyz bod P, lezi uvnitr kruznice.

Pokud body P, P;, Py tvofi konvexni Ctyruhelnik a nelezi na
opsané kruznici, pak jedna z hran ., P; nebo P,, P, je nelegalni.

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Delaunay triangulace

= Inkrementalni vkladani
casto pouzivana metoda, Ize pouzit i ve 3D
klasicky pfipad rekurzivni ulohy — faze legalizace
princip algoritmu — zjednodusenée
= konstrukce obalujiciho trojuhelniku (simplexu) — obsahuje
vsechny body vstupni mnoziny
. = pridani bodu do triangulace
opakujeme, RN e, o
dokud v = nalezeni trojuhelniku, se kterym pridavany bod inciduje
triangulaci = legalizace nové vytvorené triangulace
nejsou véechny= odstranéni obklopujiciho trojihelniku
body = ofiznuti na konvexni obalku
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Triangulace

O Delaunay triangulace

= Inkrementalni vkladani ukazka vkladani bod

—>

obklopujici trojuhelnik postupné vkladani bodu

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Delaunay triangulace
= Inkrementalni vkladani

postupné vkladani bodu

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Delaunay triangulace
= Inkrementalni vkladani

legalizace po
pridani bodu

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Delaunay triangulace

= Inkrementalni vkladani
pridani bodu do triangulace a nalezeni trojuhelniku, se
kterym pridavany bod inciduje
= existuji tri polohy
= bod lezi ve vrcholu — je zanedban, jiz vytvorenou triangulaci
neovlivni
= bod lezi na strané — oba incidujici trojuhelniky, v jejichz spole¢né
hrané pridavany bod lezi, jsou rozdéleny dvoijici usecCek jdoucich z
pridavaného bodu do protilehlych vrcholl — vzniknou ¢tyfi
trojuhelniky se spoleCnym vrcholem
= bod lezi uvnitr trojuhelniku — bod je spojen s jeho vrcholy —
vzniknou tfi trojuhelniky
dale legalizace — nékdy ovlivni jiz vytvorfené trojuhelniky —
nutné prekontrolovat, nutné rozlisit pripady

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Delaunay triangulace
= Inkrementalni vkladani

odstranéni
simplexovych hran

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



Triangulace

O Delaunay triangulace
= Inkrementalni vkladani

vysledna DT

PocitaCova geometrie Petra Surynkova



