Wieneriiv proces
— Wienerav proces (Brownilv pohyb) je stochasticky proces ve
spojitém case se spojitymi hodnotami

— miiZeme jej intuitivné chapat jako limitu nahodné prochazky pfi

zmen3ovani ¢asového a prostorového kroku Ax — 0 a At — 0.



Necht

1
P{Xi=1}=P{X;= -1} = 5>
kde X;, ..., X, ... jsou lID nahodné veliciny.

Mame E (X;) =0a Var(X;) = 1.

Potom

S, =X1+Xo+ ...+ Xy,

kde So = 0 je standardni symetrickd nahodna prochazka.



Zvolme délku casového kroku At a prostorového kroku Ax.
Pro t = nAt, tedy n = ﬁ, definujeme proces

St = Spar = (X1 + Xo + ... + X)) Ax.

Z nezavislosti prirastkd X; plyne, ze E(S;) =0a

Var (S¢) = (Ax)? n = (Ax)? Ait.

Zajima nas chovani tohoto procesu v limité Ax — 0 a At — 0.



UvazZujeme mocninnou zavislost mezi Ax a At.
Polozme At = (Ax)P, kde p > 0. Pro At — 0 pak dostavame

—0 rop<?2
(AX)2 pro p

At

Var (5¢) = te=t prop=2.

— 00 prop>?2

Koneény nenulovy rozptyl tedy dostaneme jen pro volbu p = 2. Pro
At = (Ax)?

dostaneme v limité pro At — 0 standardni Wieneriiv proces.



Z Centralni limitni véty plyne, ze S; ma v limité pro At — 0 a

(Ax)? = At normalni rozdéleni N (0, t).



Veta 10.1. (centralni limitni véta) Necht X1, X, ... jsou
nezavislé nahodné veli¢iny se stejnym rozdélenim, které maji stredni

hodnotu i a koneény rozptyl o®. Oznacme

(X1 4+ Xo+ ... + X, — pun)
Vn
pron=1,2 ... Pak Y, konverguje v distribuci k rozdéleni

N (0, 02).

Yo =




Definice 10.2. Stochasticky proces W, kde t € [0, 00), se nazyva
standardni Wieneriiv proces, jestlize plati:
1. Wo=0
2. (spojitost) S pravdépodobnosti 1 je trajektorie Wienerova
procesu spojita.
3. (nezavislost) Prirastky Wienerova procesu jsou nezavislé, tj.
pro0 <t <s1<th<s <..<t,<s,jsou prirdstky
W, — Wy, Ws, — W, ..., Ws, — W,, navzajem nezavislé.
4. (normalita prirdstkd) Prirdstky Ws — W, pro s > t maji
rozdéleni N (0, s — t).



Specialné z vlastnosti 1 a 4 mame

Wi ~ N (0, t) ~ VtN (0, 1).

Oznaéme AW pririistek Wienerova procesu za ¢as At. Mame
AW =V Ate,

kde € ma standardni normalni rozdéleni N (0, 1).

Pro ocekavani a rozptyl AW dostaneme
E(AW)=+VAtE(e)=0

Var (AW) = E ((A W)Z) = At



Zobecnény Wieneriiv proces miizeme definovat pomoci

infinitezimalniho pfirtistku
dX = adt + bdW,

kde a, b jsou konstanty a W je standardni Wieneriiv proces.
Koeficient a je koeficient driftu a b je koeficient volatility. Opét
mame

AX = aAt + beV At,

tedy
E(AX) = aAt

Var (AX) = b°At.



Pro b =0 mame

dX = adt,

tedy X; = at je deterministicky proces.

Dalsi mozné zobecnéni: koeficienty a, b se mohou ménit a mohou

zaviset na t a pfipadné i na hodnotach X.



Wieneriiv proces a model vyvoje ceny akcie

Wienertiv proces neni vhodny pro popis vyvoje ceny akcie z nékolika
divodii:
» Ceny akcie mohou nabyvat i zaporné hodnoty.

> Pfi Wienerové procesu je pravdépodobnost, Ze se cena zvysi o

1 K¢ stejna je-li S =1 K¢, nebo S = 100000 K.

To co je diilezité neni absolutni zména (ta zavisi na jednotkach

v nichz cenu vyjadfujeme), ale relativni zména vici cené akcie.



Necht
dS = puSdt + o SdW,

kde p je drift a o je volatilita. Tak je definovan geometricky

Wieneriiv proces. Mame

% = pdt + odW

a diskretizaci dostaneme:

AS = uSAt + 0SeV At,

kde e ~ N (0, 1).

K vyfeseni rovnice potfebujeme Itdovo lemma.



Itéovo lemma
Pro porovnani pfipomenme nejdrive diferencial deterministické

funkce.

9G dx

» 1 proménna: dG = 37

» funkce 2 deterministickych proménnych x, t:

0G 0G
dG = a—d +8—de



V pripadé Wienerova procesu plati heuristicky vztah
(dW)? = dt

proto budeme mit navic ¢len

10°G )
2 52 (@X)%

[tdovo lemma je analogii pravidla pro diferencial slozené funkce a

slouzi k vypoctu prirtistkil  funkce stochastického procesu.



Necht hodnota stochastického procesu X spliuje rovnici
dX =a(X, t)dt+ b(X, t)dW,
kde W je standardni Wieneriiv proces a a, b jsou funkce X a t.

Necht G (x, t) je dvakrat spojité diferencovatelna funkce dvou

proménnych x, t.

Jakou rovnici spliuje prirtistek procesu G (X, t)?



Itéovo lemma fika, ze pro G plati

2
d6 = Lar+ P ax + 10C

ot Ox 2 Ox? (dX)

kde za dX dosadime a (dX)? pocitame podle pravidel
dtdt =0, dtdW =0, (dW)? = dt.

Tak dostaneme celkem

—+7—b +ag )t bdW.

0G 19%G , 0G 0G
dG_(at 2 Ox? 8)



Odvozeni Black-Scholesovy rovnice

Black-Scholesova rovnice popisuje vyvoj hodnoty evropské opce v
Black-Scholesové modelu.
Predpokladejme, ze pohyb ceny akcie je popsan geometrickym

Wienerovym procesem

dS = pSdt + oSdW,

neboli

d
55 = pdt + odW.

Pouzijeme Itéovo lemma na funkci G (S, t) = InS.



Mame
oG oG 1 926G 1

E‘O’ 9S ~ S’ 9S? T s?

Tedy z Itéova lemmatu

2

52
d(InS) = <u - 2> dt 4+ odW.

Odtud plyne, ze In ST — In Sp ma normalni rozdéleni se stredni

hodnotou (u — —) T a rozptylem °T.



Tedy

02
|nsTN/v<|n50+ <M—2) T; J2T).

St ma tedy lognormalni rozdeéleni, tj. In St ma normalni

rozdélen.



Mame rovnici pro cenu akcie, ktera sleduje geometricky Wieneriiv

proces

dS = pSdt 4+ o SdW (1)

Necht f je cena evropské call opce s danou realizaéni cenou K a
Casem expirace T.

Zisk z takové opce v Case T je
(St —K),.

f zavisina S a t a je tedy funkci dvou proménnych, £ (S, t).

Hodnota f (S, t) je cena opce v Case t a pii cené akcie rovné S.



Podle Itéova lemmatu plati pro zménu ceny opce

Of O o 1O

za dS dosadime z 1, tedy

of of 1 9%f
df = 7dt+7(/l5dt+o'5dW)+§ﬁ

2
3 55 (uSdt + o SdW)“ .



Jelikoz (dt)2 a dtdW jsou &leny vyssiho Fadu a vime, ze

(dW)? = dt, dostavame:

of  of 1% , ., of

Vhodnou kombinaci 1 a 2 miizeme sestavit portfolio z akcii a opci,

jehoz vynos je deterministicky.

Jinak feceno, miizeme eliminovat stochasticky ¢len dW.



Oznacme I hodnotu portfolia slozeného z 1 opce a —g—g akcie, tedy

of
N=_-_S+1f
7S+

Pro prirtistek hodnoty portfolia za ¢as dt mame:

of
dlhn = (85) dS + 1df.

Po dosazeni z 1 dostaneme

of . of of . 10°F ,_

stochasticky ¢len se vyrusi.



Prirtistek hodnoty portfolia dl1 se musi (z neexistence arbitraze)

rovnat zisku z bezrizikového aktiva s arokovou mirou r, tj.
dln = rMdt.

Celkem dostaneme

1 2
<8f+ o’f 252>dt:r<—8f5+f>dt

at 20527 aS
a
oF 10%f ,., OF
—_ - . — f
9t T20527 0 T a5 =T

To je Black-Scholesova parcialni diferencialni rovnice.



Po transformaci (substitucich) dostaneme rovnici difuze (vedeni
tepla)

o _ r

ot 0S2
Zname také koncovou podminku — hodnotu f (T) = (St — K) .

Resenim dostaneme Black-Scholestiv vzorec.



	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

