Maxima

Jakou nejvétsi hodnotu nabyva ndhodna prochazka do ¢asu n?
Rozdéleni maximalnich hodnot je diilezité napf. pro ocenovani

zpétnych (lookback) opci.

Pfipomenme si diisledek Véty o volbach.

Veta 5.1. Necht Sy = 0. Pro n > 1 plati
P(Sn:b&51~52---5n7é0):‘s|- P(S, = b)

a tedy
1
- E(Sa]).

n

P(S;- Sy Sy #0)



Diakaz: Necht S, = b > 0. Podle véty o volbach je pocet cest z

bodu (0,0) do bodu (n, b), které nenavstivi pocatek celkem
b
o N,(0, b).

Tedy

n+b n—b b

P(Sy = b& S1-Sp- -+ Sy 4 0) = S-N,,(O,b)-pT-q = 2.p(s,

Podobné pro b < 0.



Jakou maximalni hodnotu nabyva N. P. do ¢asu n?

Oznaéme

M, = max{S5;;0 < i < n}

a opét 5o =0, tedy M, > 0.

Veta 5.2. Necht Sy = 0. Pak pro n > 1 plati

P(S, = b) prob>r

PMn> &Sn:b =
whzrws,=0 =G 0 T e



Dikaz: Ziejmé M, > S,, tedy 1. Cast je jasna.

Dale mame pro b < r:

Necht N/(0, b) je pocet cest z (0,0) do (n, b), které obsahuji

néjaky bod s hodnotou r, t.j. (i,r) pro 0 < i < n.

Necht pro takovou cestu c je (ic, r) prvni takovy bod.

Uvazujme reflexi takové cesty pro ic < k < n okolo pfimky y = r.



Tak dostaneme cestu ¢’ z (0,0) do (n,2r — b).

Kazda takova cesta ¢’ vznikne z jednoznaéné urcené cesty c.

Tedy
N;(0, b) = N,(0,2r — b)



Tedy

n+b n—b

(Mp>r&S,=b)=N,(0,b)-p2 g2 =

r—b
— <q> . Nn(072r — b) . pn+22r7b . q# =
p

- (Z)rb - P(S, = 2r — b)

Pravdépodobnost P(M, > r) dostaneme sectenim pres vsechny

hodnoty b. Specialng, pro p = g = % dostaneme

P(M,>r)=P(S5,=r)+2P(S, > r). (1)

Pravdépodobnosti hodnot S, umime explicitné vypoditat.



Pro pst. funkci maxima plati
P(M,=r)=P(S,=r)+ P(S,=r+1). (2)

Jaka je pravdépodobnost, ze N.P. dosahne nového maxima v

daném case?

Veta 5.3. Pravdépodobnost f,(n), ze N.P. se poprvé dostane do

bodu b v case n je

Dakaz: Plyne z predminulé véty a principu reverze (obracent).



Necht pro pivodni trajektorii ndhodné prochazky je
n
(0,51, 5n) = (0, X1, X1 + Xz, ..., Y X)).
i=1
Uvazujme obracenou trajektorii

(0, T1,..., Tp),

kde .
(0, T,y Ta) = (0, X, Xo + Xo1, ., D Xi).
i=1

Xi jsou |ID, tedy ob& maji stejné rozlozeni (pro libovolné p).



Pavodni nahodna prochazka spliuje
Sh=b>0&5y,...,5,#0

(podminky predminulé véty 5.1) <= obracenna nidhodna
prochazka (ktera je ve tvrzeni véty oznacena jako S,) spliuje

T,=ba
To—Thoi = (Xn+ - +X1)—(Xp+ -4+ Xiz1) = X1+ - -+X; > 0 pro Vi,

tedy b se nabyva poprvé v Case n, jako nové maximum (“rekord”).

Tedy
fb(n): P(Sn:b&S:[;éb,Sz?éb"‘Snfl?éb):%'P(Sn:b).

Analogicky pro b < 0.



Pélyova veta v R”

Definice 5.4. M&jme posloupnost ndhodnych vektori

Xl, Xg, ...,Xn, ceny kde

X = (XM, x®, . x™)

je m-rozmérny vektor. Necht plati

P(xV =1) = !
2
a
i 1
P(XV=-1) =3
2
pro vsechna i € N a pro vsechna j € {1, 2, ..., m}, a vSechna X,-(j)

jsou navzajem nezavislé nahodné veliCiny.



m-rozmerna nahodna prochazka je definovana vztahem

sV =P +> X!,
k=1

tedy vektorové

Sn="S0+ Y X
k=1

Pro m = 2 uvazujme mnozinu mfizovych bodti

72 ={(i,j)|i,j €L} =Z DL



Necht Sy = (07 O)' pak
PlISi=[L1)]=P[S = [-1,-1]] =

=PlS =L =Pl =[L-1] =



Stirlingova formule

Chceme porovnat hodnotu n! (ktera se v riiznych formach
vyskytuje v kombinacnich Eislech pro pocty trajektorii) s

mocninnymi funkcemi.
Vime, ze n" > n(n—1)...21 > 2", tedy n" > nl > 2".
Jak rychle jde ale posloupnost a, = Z—L k nule?

Lze ji srovnat s geometrickou posloupnosti?



Pro n — oo dostaneme

(n+1)! n! n
antl _ (mt)" (D))" n i
an LL n—,: n+1 e
n n

Tedy (zatim jen hodné priblizné) mazeme psat

n! 1
oot
n" en’

. nn
neboli n! ~ o



Stirlingova formule dava presnéjsi odhad.

Plati

v tom smyslu, ze



Ze Stirlingovy formule dostaneme odhad na hodnotu

up) = P(Szk :O).

Lemma 5.5. Plati u,, ~ ﬁ pro k — oo, tedy



Diikaz: Mame

Uok = P (Sox = 0) = (2kk> (;)M

e () -G 0
Ve )" B (1Y
(gm)z ’ (kevamR)” \ZH) - Vamk o VK

Tim je lemma dokazano.




Veta 5.6. (Pdlyova veta): Pravdépodobnost, Ze se nahodna
prochazka vrati nekonecnékrat zpét do pocatku je rovna 1 pro

m=1am=2 ajerovna 0 pro m> 2.

Poznamenejme, ze pro m = 3 je pravdépodobnost alespon jednoho

navratu do pocatku = 0, 35.



Duakaz: Jako u jednorozmérné prochazky oznaéme

pravdépodobnost navratu v €ase n, a

fo(n)=P(Sh=0AS1#0,...,5,1 #0)

pravdépodobnost prvniho navratu v €ase n. Necht Py a Fy jsou

generujici funkce téchto posloupnosti. Vime, ze plati

1
Fo=1——.
0 PO



Mame

P (Castice se nékdy vrati do 0) = Zfo (n)=Fy(l)=1- Py (1)’
n=1 0

kde ale -
Po(1) =" po(n).
n=0

Odtud dostavame, ze

oo
1 pokud " po (n) diverguje
P (&astice se vrati do pocatku) = nt
<1 pokud > po(n) konverguje

n=1



L Prom=1je

Podle Stirlingovy formule vime, ze upy ~ e
1 21
n)=P(5,=0)~ =4/——.
() = P(Sr=0)= =2~
Vime, ze
L
n=1 n
diverguje, protoze
o
1
ns
n=1

konverguje pro s > 1 (z integralniho kriteria).



Pro m > 1 je z nezavislosti komponent
P(5,=0)=P (s =5P =..= 5" =0)

tedy

Dale

00 ] 1
ZPO (n) ~ me
n=1 n=1

nz

konverguje pro 3 > 1, tj. m > 2.



Tedy pro m > 2 je hledana pravdépodobnost alespon jednoho

navratu do pocatku mensi nez 1.
Pro m=1a m = 2 je tato pravdépodobnost 1.

Pravdépodobnost nekonecné monoha navrati je tedy rovna O pro

m>2arovnalprom<2.



	
	
	
	
	

