Poissoniiv proces

— je zakladnim nastrojem pro stochastické modelovani v pojistné

matematice
— Diskrétni (Citaci) proces ve spojitém Case
— Priklad Markovského fetézce ve spojitém Case

— typicka aplikace: pocet pojistnych naroki do Casu t.

Zakladni vlastnosti Poissonova procesu



Definice 7.1. Poissoniiv proces s intenzitou A\ > 0 je proces
N = {N(t) : t > 0} nabyvajici hodnoty v S ={0,1,2,...} takovy,

ze
1. N(0)=0apros < tjeN(s) < N(t).

2. P(N(t+h)=n+ m|N(t)=n)=
Ah + o(h) prom=1
o(h) prom>1.
1—Xh+o(h) prom=0
3. Je-li s < t, pak pocet N(t) — N(s) udalosti v intervalech [s, t]

je nezavisly na N(s), t.j. poctu udalosti v [0, s].



— N(t)... pocet prichodd, udalosti, emisi do Casu t.
— N je tzv. Citaci proces.

Zajima nas rozlozeni N(t).



Veta: N(t) ma Poissonovo rozdéleni s parametrem At, tedy

J
pv(e) = j) = A exe j_01



Diakaz: Podminime N(t + h) hodnotou N(t):
P(N(t +h) =j) = Z P(N(t) = i) P(N(t + h) = jIN(t) = i)
_ZP(N P((j — i) prich. v (t, t + h))

= P(N(t) =j — 1) P(1 prichod) + P(N(t) = j) P(zadny prich.) + o(h).

Tedy p;(t) = P(N(t) =) splhuje

pi(t + h) = Ahpj_1(t) + (1 — Ah) - p(t) +-o(h) ~ proj #0
po(t +h) = (1= Ah) - po(t) + o(h).



V prvni rovnici odecteme pj(t), vydélime h a nechame h — 0. Pak

p;(t) = Apj—1(t) — Ap;(t) pro j # 0
a podobné z 2.rovnice
po(t) = —Apo(t).
Okrajové podminky jsou

1 proj=0

Pi(0) =90 = {O pro j # 0.

To je systém diferencné-diferencialnich rovnic pro p;(t).

(1)



Reseni najdeme pomoci generujicich funkci (v proménné s a s
parametrem t).

Definujeme

o0
G(s,t) = Y pi(t)s! = E(s),
0
Rovnici 1 vynasobime s/ a secteme pres j. Dostaneme

0G

s okrajovou podminkou G(s,0) = 1. Reseni je ziejmé

o0 i
G(s, t) = Mt = o=t Z 7()\.1;) s
J?
0



Uvedeme si jesté dilezitou alternativni definici.

Definice 7.2. Necht Ty, T1,... jsou dany vztahem
To=0, T,=inf{t: N(t) = n}.

Pak T, se nazyvad ¢&as n-tého prichodu.

Definice 7.3. Definujeme casy mezi prichody (Inter-arrival times)

jako nahodné veliciny
Xn = 7—n - 7—n—l-

Ze znalosti N(t) umime najit hodnoty X,.



Naopak z X, Ize zrekonstruovat N(t) pomoci

Th = ZX,-; N(t) = max{n; T, < t}.
1

Veéta 7.4. Nihodné veliciny X1, Xa, ... jsou nezavislé a maji

exponencialni rozdéleni s parametrem \.



Pripomenuti: Nahodna veli¢ina X ma exponencialni rozdéleni s

parametrem \ > 0, jestlize jeji distribu¢ni funkce je
F(x)=1—¢™ x>0 (2)

Uvazujme Bernoulliho pokusy v €asech §,26,36,... a necht W je

¢as Cekani na 1.aspéch. Pak
P(W > ké) = (1 — p)*

Zvolme t pevné. Do Casu t jsme udélali priblizné k = g pokustl.



Necht § — 0. Abychom dostali netrivialni limitu, musi také p — 0.
Necht & — \. Pak

P(W >t)= P<W> (g)'5)%(1—A5)§—>e—”



Dtikaz: Nejdfive uvazujeme Xi:
P(X; > t) = P(N(t) = 0) = e ..
Dale podminime X, hodnotou Xi,
P(X2 > t| Xy = t1) = P(zadny prichod v [t1, t1 + t]| X1 = t1).

Udalost {X; = t1} se vztahuje k intervalu [0, t;], zatimco udalost
"Zadny prichod v [t1, t; + t] "k Casu > t1.

Z definice Poissonova procesu jsou nezavislé, tedy

P(Xy > t|Xy = t1) = P(zadny pfichod v [t t; + t]) = e .



Tedy X5 je nezavisla na X; a ma stejné rozdéleni. Tvrzeni dale

plyne indukci pfes n.



Slozeny Poissoniiv proces

Definice 7.5. Stochasticky proces S(t) se nazyva slozeny
Poissonilv proces, jestlize jej Ize zapsat ve tvaru

N(t)

S(t) =YX (3)

i=1

kde N(t) je Poissoniiv proces a X; jsou IID nahodné veliciny,

nezavislé na procesu N(t)



Moment generujici funkce

Definice 7.6. Moment generujici funkce nahodné veli¢iny X je

definovana vztahem
M(t) = E (efx)
pro t > 0.

Je-li X spojita ndhodna veli€ina s hustotou f, pak

M(t) = / e™f (x) dx.
Pro kazdé k € N je
E (X") = MW (0).

Opravdu, derivujme integral podle parametru,



tedy

Analogicky k-nasobnym derivovanim dostaneme

M) (¢) = / xketf (x) dx.

—0o0

Tedy



Budeme chtit spocitat moment generujici funkci slozeného

Poissonova procesu. Z véty o celkovém ocekavani dostaneme

Ms(e)(2) = E (e=00) = exp(At(Mx(2) — 1) (4)

Derivovanim moment generujici funkce ziskdme pro momenty

nasledujici vztahy.

Véta 7.7. Pro ocekavani sloZeného Poissonova procesu plati
E(S(t)) = AtE(X1) ()

a pro jeho rozptyl
Var(S(t)) = MtE(X?) (6)



Cramér - Lundbergiiv model
Cramér - Lundbergtiv model je zakladnim modelem v matematické

teorii nezivotniho pojisténi - teorii ruinovani.

Predpoklady Cramér - Lundbergova modelu:
1. Pojistné naroky nastavaji v ¢asech 0 < T; < T, < ..., coz
jsou Casy pfichodu homogenniho Poissonova procesu N(t)
2. Pojistny narok prichazejici v i-tém Case T; ma velikost X;.
Posloupnost X; tvofi nezavislé stejné rozdélené nezaporné

nahodné veliciny



3. Posloupnosti T; a X; jsou navzajem nezavislé. Tedy i N(t) a
X; jsou nezavislé.

Proces

ktery popisuje celkovy pojistny narok do Casu t se nazyva slozeny

Poissontiv proces.



Formulace modelu

Ut .

.. proces pfebytku

u= Uy ... pocatecni prebytek (pocatecni kapital pojistovny)

v ¢ase t mame

Ut:

P ...
S ...
N ...

Up+ P: — 5S¢

proces vybraného pojistného do ¢asu t
proces ztrat, vyplacena plnéni do €asu t

proces poctu naroki



Tedy
je proces celkového naroku v case t
Podle predpokladil, S; je slozeny Poissontiv proces.

N je Poissoniiv proces s intenzitou A.

X;j tedy jsou IID a nezavislé na N;.



Pojistné vybirame spojité s mirou c. Tedy

Pt:Ct.

Je
E(St) = E(N:)E(X) = Atp

kde p = E(X). Chceme

P: > E(S;)

tedy vezmeme

c=(1+0)\u

kde 0 je bezpecnostni (rizikova) pfirazka.



Mame tedy
P: = (14 0)E(S51)t

Definice: pravdépodobnost preziti v nekoneéném Easovém

horizontu je

¢(u) =P(Us >0 pro ¥t >0 | Uy = u)

a pravdépodobnost zruinovani je



Definice: Necht t = k je nejmensi kladné feSeni rovnice
1+ (1 + O)Mt = MX(t)v

kde Mx(t) = E(e*X) je MGF n.v. X. Pak & se nazyva Lundbergiiv

exponent (adjustacni koeficient)



Lundbergova nerovnost

Veta: Necht « je Lundbergiiv exponent. Pak pravdépodobnost

zruinovani spliuje

P(u) < e

pro u > 0.



	
	
	
	
	
	
	

