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Asijské opce

Výplata u asijských općı záviśı na pr̊uměru ceny aktiva za

obdob́ı životnosti opce. Jedńım z důvodů použ́ıváńı těchto

općı je fakt, že znemožňuj́ı velkým investor̊um manipulovat s

cenami podkladového aktiva těsně p̌red vypřseńım opčńıho

kontraktu.

Asijská call opce typu fixed strike má výplatńı funkci

max(0, Spr̊uměr − K )



Asijská put opce tohoto typu má výplatńı funkci

max(0,K − Spr̊uměr)

Floating strike call

VT = max(0, ST − Spr̊uměr)

dovoĺı koupit za pr̊uměrnou cenu.

Fixed strike dává ”pr̊uměrný zisk “.



Aritmetický pr̊uměr č́ısel (a1, . . . , an) je
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1
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Geometrický pr̊uměr
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n
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Tedy ln(GP) = AP z logaritmů.

Podobně pro funkci f (t) : [0,T ]→ R
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f (t)dt
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tedy

GP = exp(
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0
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Pro geometrický pr̊uměr existuje oceňovaćı formule zat́ımco

pro aritmetický pr̊uměr neexistuje.

– AP ... součet lognormálńıch rozděleńı neńı lognormálńı

– GP ... součet normálńıch rozděleńı je normálńı

– GP ... sleduje také geom. Wiener̊uv proces, jen s menš́ı

volatilitou. Asijské opce jsou tedy levněǰśı.



Basket options

– opce na portfolia

– výplatńı funkce záviśı na hodnotě portfolia akcíı, ḿısto jedné

akcie

V (S1, S2,T ) = max(S1 + S2 − K )

– polulárńı, nap̌r. opce na indexy

– Oceněńı pomoćı v́ıcerozměrného Wienerova procesu.



” Proklet́ı dimenze“ – v Rn pro n > 7 nejde numericky

integrovat

– SP 500, řádově vyš̌śı dimenze



Zobecněńı Black Scholesova modelu

V p̌redchoźıch kapitolách jsme p̌redpokládali, že parametry

modelu (r , σ) jsou konstantńı. Teď tento zjednodušuj́ıćı

p̌redpoklad opust́ıme a dovoĺıme, aby se měnily v čase.



Tržńı cena rizika

Uvažujeme derivát, jehož hodnota záviśı na jediné proměnné θ.

Předpokládejme, že θ se ř́ıd́ı stochastickou diferenciálńı rovnićı

dθ

θ
= m · dt + s · dW ,

kde W je standardńı Wiener̊uv proces, m a s mohou záviset

na θ a na t. To je velmi podstatné zobecněńı.

θ může být nap̌r. cena akcie, cena ropy, . . .



Nechť f1 a f2 jsou ceny 2 derivát̊u závislých jen na θ a t.

Jejich výplata je funkćı θ v nějakém budoućım čase.

Předpokládejme, že f1 a f2 splňuj́ı rovnice

df1
f1

= µ1 dt + σ1 dW ,

df2
f2

= µ2 dt + σ2 dW ,

kde µ1, µ2, σ1, σ2, jsou funkce θ a t. W je tentýž proces ve

všech ťrech rovnićıch.



Náhodný člen ∆W můžeme kombinaćı f1 a f2 eliminovat:

∆f1 = µ1f1∆t + σ1f1∆W / · σ2f2

∆f2 = µ2f2∆t + σ2f2∆W / · (−σ1f1)

Uvažujme portfolio s σ2f2 1. derivátu a množstv́ı −σ1f1 2.

derivátu. Nechť π je jeho hodnota.

π = σ2f2f1 − σ1f1f2

∆π = σ2f2∆f1 − σ1f1∆f2 = µ1f2σ2f1∆t − σ1f1µ2f2∆t



Takové portfolio je tedy bezrizikové a muśı platit z neexistence

arbitráže

∆π = r · π ·∆t,

kde r je bezriziková úroková ḿıra.



Dosazeńım dostaneme:

∆π = σ2f2∆f1 − σ1f1∆f2 = r(σ2f2f1 − σ1f1f2)∆t

(σ2µ1f1f2 − σ1µ2f2f1)∆t = r(σ2f2f1 − σ1f1f2)∆t

σ2µ1 − µ2σ1 = rσ2 − rσ1

σ2(µ1 − r) = σ1(µ2 − r)

µ1 − r

σ1︸ ︷︷ ︸
parametryf1

=
µ2 − r

σ2︸ ︷︷ ︸
parametryf2

⇒ záviśı pouze na θ



Dokázali jsme tedy, že je-li cena derivátu závislého jen na θ a t

rovna f , splňuj́ıćı rovnici

df

f
= µ dt + σ dW ,

pak

µ− r

σ
= λ .

plat́ı pro všechny takové deriváty.

Definice: λ se nazývá tržńı cena rizika veličiny θ.



– λ určuje drift procesu

– Obecně je λ funkćı θ a t. Hodnota

µ− r = λ · σ

je ḿıra rizika souvisej́ıćı s θ obsažená v f . Máme tedy:

λ . . . cena rizika

pravá strana = ḿıra rizika · cena rizika

levá strana = očekávaný zisk p̌ridaný k bezrizikové ḿı̌re,

který kompenzuje toto riziko



Př́ıklad: Uvažujme derivát, jehož hodnota je závislá na ceně

ropy (v kladném směru; t.j. roste-li cena ropy, roste cena

derivátu) a nezáviśı na jiných proměnných. Předpokládejme,

že očekávaný zisk je 12% ročně, volatilita je 20% ročně a

nechť r = 8%. Tržńı cena rizika ropy je tedy

0, 12− 0, 08

0, 2
= 0, 2.



Připomeňme, že výměnou pravděpodobnostńı ḿıry za

ekvivalentńı můžeme dosáhnout změny koeficientu driftu

(Cameron-Martinova věta pro konstantńı drift, Girsanova věta

pro obecný stochastický drift).

Použ́ıvá se také následuj́ıćı alternativńı terminologie: výběr

pravděpodobnostńı ḿıry určuje ”svět,” ve kterém plat́ı určitá

cena rizika (”ḿıra” ∼ cena rizika).



Cena rizika = 0 pak odpov́ıdá risk-neutrálńımu světu.

Nechť opět f je cena derivátu závislého na proměnné θ.

Předpokládejme, že se ř́ıd́ı stochastickou diferenciálńı rovnićı

df = µf dt + σf dW ,

kde W je standardńı Wiener̊uv proces, µ a σ jsou funkce t a θ.



Hodnota µ záviśı na vztahu investora v̊uči riziku. Ve světě,

kde cena rizika je rovna 0 (risk-neutrálńı svět), máme

λ =
µ− r

σ
= 0 ⇐⇒ µ = r ,

tedy

df = rf dt + σf dW .

To plat́ı v standardńım risk-neutrálńım světě (cena rizika

odpov́ıdá výběru pravděpodobnostńı ḿıry).



Připomeňme ještě matematický popis vztahu investora k riziku.

Př́ıklad:

– Volba I: dostaneme s jistotou 50 Kč

– Volba II: s pravděpodobnost́ı 1
2

dostaneme 100 Kč, s

pravděpodobnost́ı 1
2

dostaneme 0 Kč

Očekáváńı je pro obě volby stejné (50 Kč). Volba I má rozptyl

0 (nulové riziko), volba II má nenulové riziko.



Investor je

– rizikově neutrálńı, pokud obě volby jsou ekvivalentńı

– rizikově averzńı, pokud volba I je pro něj lepš́ı (věťsina

investor̊u)

– vyhledávaj́ıćı riziko, pokud volba II je pro něj lepš́ı (hazardńı

hráči)

Jiné p̌redpoklady o tržńı ceně rizika dávaj́ı ”jiné světy.”



Obecně máme

µ = r + λσ

df = (r + λσ) · f dt + σf dW . (1)

Tržńı cena rizika tedy určuje ḿıru r̊ustu všech derivát̊u

závislých na dané proměnné. Při p̌rechodu od jedné ceny rizika

k jiné se měńı koeficient r̊ustu, ale volatilita z̊ustává stejná.

Pro určitou hodnotu ceny rizika dostaneme ”reálný svět“, to

co pozorujeme v praxi.



Připomenut́ı: Itôův proces je martingal právě tehdy, když

koeficient u dt je identicky rovný nule, tedy

dθ = σ(t, θ) · dW .

V́ıme, že pro martingal plat́ı

E(θT ) = θ0



Numeraire

Pojem numeraire zachycuje volbu jednotek které použijeme

pro vyjáďreńı ceny aktiva.

Nechť f a g jsou ceny obchodovatelných aktiv, závisej́ıćı na

jednom zdroji nejistoty.

Definice: Hodnota

Φ =
f

g
.

se nazývá relativńı cena f vzhledem ke g .



Φ můžeme chápat jako cenu f vyjáďrenou v jednotkách g ,

naḿısto korun.

Aktivum g se nazývá numeraire.

Věta: Za p̌redpokladu neexistence arbitráže je Φ martingal pro

nějakou volbu tržńı ceny rizika. Touto volbou je volatilita g .


