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Numerické metody oceňováńı evropských općı

– Ukážeme si jak oceňovat evropské opce numericky.

– V tomto p̌ŕıpadě máme explicitńı vzorec pro jejich hodnotu a

numerické metody použ́ıt nemuśıme.

– V p̌ŕıpadě amerických općı ale nemáme jinou možnost než

použ́ıt numerické metody.

– Ty jsou založeny právě na rozš́ı̌reńı p̌ŕıslušných numerických

metod pro evropské opce.



Explicitńı metoda

Black-Scholesovu rovnici nejďŕıve p̌revedeme na standardńı

rovnici vedeńı tepla. Uvažujme tedy rovnici

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
(1)

na oblasti R× (0,T ), s počátečńı podḿınkou

(transformovanou výplatńı funkćı p̌ŕıslušné opce)

u(x , 0) = ψ(x) (2)



a p̌retransformovanými okrajovými podḿınkami pro x → ±∞.

Nap̌ŕıklad pro hodnotu call opce V (S , t) plat́ı V → 0 pro

S → 0 a V → S pro S →∞.



Jako prvńı krok budeme diskretizovat oblast R× (0,T ).

Zvoĺıme prostorový krok h > 0 a časový krok k > 0.

Předpokládejme, že k = T
m

, jinak řečeno m je počet děĺıćıch

podinterval̊u intervalu (0,T ).

V oblasti R× (0,T ) uvažujme śı̌t mř́ıžových bodů

xi = ih, i ∈ Z, tj = jk , j = 0, . . . ,m. (3)



Aproximaci řešeńı v mř́ıžovém bodě (xi , tj) označme uj
i , tedy

uj
i ≈ u(xi , tj). (4)



Parciálńı derivace budeme aproximovat diferencemi.

Uvažujme Taylor̊uv rozvoj 2. řádu v bodě (xi , tj) . Máme

xi+1 − xi = xi − xi−1 = h, tedy

u(xi+1, tj) = u(xi , tj) +
∂u

∂x
h +

1

2

∂2u

∂x2
h2 + O(h3) (5)

a analogicky

u(xi−1, tj) = u(xi , tj)−
∂u

∂x
h +

1

2

∂2u

∂x2
h2 + O(h3). (6)



Odečteńım

uj
i+1 − uj

i−1 = 2
∂u

∂x
h + O(h3) (7)

a vyděleńım h

∂u

∂x
(xi , tj) ≈

uj
i+1 − uj

i−1

2h
(8)

s chybou O(h2) pro h→ 0. To je aproximace prvńı derivace

pomoćı centrálńı diference.



Sečteńım rovnic (s p̌ridáńım členů 3. řádu, které se vyruš́ı)

dostaneme po úpravě a vyděleńı h2 aproximaci druhé derivace

∂2u

∂x2
(xi , tj)) ≈

uj
i+1 − 2uj

i + uj
i−1

h2
. (9)

Pro časovou derivaci použijeme aproximaci pomoćı dop̌redné

diference.



Máme

u(xi , tj+1) = u(xi , tj) +
∂u

∂t
k + O(k2) (10)

Odtud

∂u

∂t
(xi , tj) ≈

uj+1
i − uj

i

k
(11)

s chybou O(k).



Dosazeńım aproximaćı do rovnice vedeńı tepla máme pro uj
i

uj+1
i − uj

i

k
=

uj
i+1 − 2uj

i + uj
i−1

h2
(12)

s chybou O(k + h2) pro h, k → 0.



Tedy hodnotu na časové vrstvě j + 1 lze explicitně vyjáďrit

pomoćı hodnot na vrstvě j ,

uj+1
i = γuj

i−1 + (1− 2γ)uj
i + γuj

i+1, (13)

kde γ = k
h2
.



Pro konečnost výpočtu muśıme ještě omezit obor proměnné x .

Zvoĺıme N tak velké, abychom hraničńı hodnoty uj
−N a uj

N

mohli aproximovat pomoćı okrajových podḿınek.

Označme uj vektor řešeńı na časové vrstvě j , tedy

uj = (uj
−N+1, . . . , u

j
−1, u

j
0, u

j
1, . . . , u

j
N−1) (14)

je vektor v R2N−1.



V maticovém zápisu tak dostaneme

uj+1 = Auj + bj (15)

pro j = 0, . . . ,m − 1, kde A je tridiagonálńı matice tvaru

A =


1− 2γ γ
γ 1− 2γ γ

γ . . .
. . . γ
γ 1− 2γ

 (16)

a

bj =


γuj

−N

0
...
0

γuj
N

 (17)



Pokud plat́ı takzvaná Courant-Lewy-Fridrichsova podḿınka

stability

0 < γ ≤ 1

2
, (18)

tedy

k

h2
≤ 1

2
, (19)

pak je explicitńı metoda stabilńı. To znamená, že p̌ribližná

řešeńı konverguj́ı pro h, k → 0 k p̌resnému řešeńı.



Metoda binomického stromu

Pokud zvoĺıme

h =
√

2k (20)

bude γ = 1
2

a člen s koeficientem 1− 2γ = 0 vypadne.

Metoda pak má tvar

uj+1
i =

1

2
uj
i−1 +

1

2
uj
i+1, (21)

tedy uj+1
i je aritmetický pr̊uměr hodnot řešeńı ve vrstvě tj .

Výpočet je tedy analogický jako u binomického modelu.



Implicitńı metoda

V implicitńı metodě pro aproximaci časové derivace naḿısto

dop̌redné diference použijeme zpětnou diferenci,

∂u

∂t
(xi , tj) ≈

uj
i − uj−1

i

k
(22)

s chybou O(k). Tedy uj
i splňuje rovnici

uj
i − uj−1

i

k
=

uj
i+1 − 2uj

i + uj
i−1

h2
(23)

opět s chybou O(k + h2) pro h, k → 0.



Tedy

−γuj
i−1 + (1 + 2γ)uj

i − γu
j
i+1 = uj−1

i (24)

kde γ = k
h2
. Omeźıme se opět na konečnou posloupnost

prostorových bodů xi , i = −N + 1, . . .N − 1. Pak dostaneme

soustavu rovnic

Auj+1 = uj + bj (25)

pro j = 0, . . .m − 1, kterou vy̌reš́ıme vhodnou numerickou

metodou (obvykle iteračńı metodou, viz. ńıže).



A je v tomto p̌ŕıpadě matice

A =


1 + 2γ γ
γ 1 + 2γ γ

γ . . .
. . . γ
γ 1 + 2γ

 (26)



a b je vektor

bj =


γuj

−N

0
...
0

γuj
N

 (27)

kde hodnoty řešeńı v krajńıch bodech x−N a xN aproximujeme

pomoćı okrajových podḿınek.



– Hlavńı výhodou implicitńı metody je stabilita pro libovolnou

hodnotu γ.

– Posloupnost p̌ribližných řešeńı tedy vždy konverguje k

p̌resnému řešeńı.

– Matice A je opět tridiagonálńı, ale nav́ıc je diagonálně

dominantńı pro libovolné γ.



Iteračńı metoda řešeńı soustav lineárńıch rovnic

– Ukážeme si iteračńı metodu řešeńı systému lineárńıch rovnic,

nazývanou SOR metoda

– lze ji adaptovat i na řešeńı úloh lineárńı komplementarity, na

které vede oceňováńı amerických općı.



Nechť ω > 0 je zvolený parametr (tzv. relaxačńı parametr).

Nechť

A = L + D + U (28)

je rozklad matice A na diagonálńı část (D) a dolńı a horńı

trojúhelńıkovou matici (L a U).



Chceme řešit rovnici

Au = b. (29)

To je ekvivalentńı rovnici

Du = Du + ω(b − Au). (30)

Z rozkladu A = L + D + U dostaneme

(D + ωL)u = (1− ω)Du − ωUu + ωb. (31)



Matice D + ωL je invertovatelná, tedy u řeš́ı úlohu

u = Tωu + cω (32)

kde

Tω = (D + ωL)−1((1− ω)D − ωU) (33)

a

cω = ω(D + ωL)−1b. (34)



Pomoćı matice Tω definujeme rekurentńı posloupnost

p̌ribližných řešeńı úlohy Au = b,

u0 = C (35)

pro zvolený vektor C (nap̌r. C = 0) a

up+1 = Tωu
p + cω (36)

pro p = 1, 2, . . . ,



Pokud posloupnost up konverguje k nějakému vektoru u, pak

žrejmě plat́ı

u = Tωu + cω, (37)

tedy u je řešeńı původńı úlohy Au = b.



Konvergenci dostaneme pomoćı Banachovy věty o kontrakci.

Pokud dokážeme, že ve vhodné normě (nap̌r. spektrálńı, kdy

je norma rovna maximu z absolutńıch hodnot vlastńıch č́ısel)

‖Tω‖ < 1, (38)

pak zobrazeńı

u −→ Tωu + cω (39)

je kontrakce



Plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta: Pro tridiagonálńı diagonálně dominantńı matici existuje

ω0 ∈ (1, 2) pro které je spektrálńı norma minimálńı, a plat́ı

‖Tω0‖ < 1. (40)

SOR - Succesive OverRelaxation, neboť ω > 1.

– Stač́ı velmi málo iteraćı pro dobrou aproximaci řešeńı


