
Vnitrosemestrálńı ṕısemka – MIN301 – podzim 2022 – 15. 11. 2022

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (7 bod̊u) Mějme funkci f : R2 → R danou předpisem

f(x, y) = e−
x3

3
+x−y2 .

Dále uvažme kružnici K ⊆ R2 se středem v počátku [0, 0] a poloměrem 1.

a) Určete extrémy funkce f(x, y) v rovině R2.

b) Rozhodněte, zda je tato funkce na R2 ohraničená zdola nebo shora.

c) Určete extrémy funkce f(x, y) na množině K.

2. (3 body) V rovině uvažme omezenou oblast A ⊆ R2 mezi křivkami y = −x2 + 3x − 2 a
y = 1

2
(x − 1). Dále mějme funkci f : R2 → R danou předpisem f(x, y) = x. Necht’ I je

integrál I =
∫∫

A
f(x, y) dxdy.

a) Načrtněte množinu A a popǐste jej́ı hranici včetně
”
vrchol̊u“ (kde se prot́ınaj́ı hraničńı

křivky).

b) Spočtěte integrál I.



Řešeńı a bodováńı:

1. [7 bod̊u]

a) [4b]

∗ [1.5b] Parciálńı derivace jsou

fx(x, y) = (−x2 + 1) e−
x3

3 +x−y2 , fy(x, y) = −2y e−
x3

3 +x−y2 .

Stacionárńı body jsou [±1, 0].

∗ [1b] Druhé parciálńı derivace jsou

fxx(x, y) = (x4 − 2x2 − 2x+ 1) e−
x3

3 +x−y2 ,

fxy(x, y) = 2y(x2 − 1) e−
x3

3 +x−y2 ,

fyy(x, y) = (4y2 − 2) e−
x3

3 +x−y2 .

∗ [1.5b] Matice druhých derivaćı ve stacionárńıch bodech jsou

d2(1, 0) = e2/3
(
−2 0
0 −2

)
, d2(−1, 0) = e−4/3

(
2 0
0 −2

)
.

Matice d2(1, 0) negativně definitńı, tedy v bodě [1, 0] je lokálńı maximum; matice d2(−1, 0)
indefinitńı, tedy v bodě [−1, 0] je sedlo.

b) [1b] Zjevně f(x, y) > 0, tedy funkce je zdola ohraničená. Dále

lim
x→−∞

f(x, 0) =∞,

tedy funkce f(x, y) neńı ohraničená shora.

c) [2b] Množina K je dána omezeńım x2 + y2 − 1 = 0, Lagrangeova funkce tedy je

L(x, y, λ) = e−
x3

3 +x−y2 +λ(x2 + y2 − 1).

Jej́ı stacionárńı body jsou

Lx(x, y, λ) = (−x2 + 1) e−
x3

3 +x−y2 +2xλ = 0,

Ly(x, y, λ) = −2y e−
x3

3 +x−y2 +2yλ = 0,

Lλ(x, y, λ) = x2 + y2 − 1 = 0.

V př́ıpadě y = 0 dostaneme dvě řešeńı [±1, 0]. Pro y 6= 0 dostaneme z druhé rovnice λ = e−
x3

3 +x−y2 ,
což po dosazeńı do prvńı rovnice dává x2 + 2x− 1 = 0, tj. x = −1±

√
2. Vzhledem k posledńı rovnici

je možné pouze x = −1 +
√

2, což vede na daľśı dvě řešeńı [−1 +
√

2,±
√

2(
√

2− 1)].

Jelikož je množina K je kompaktńı, funkce f(x, y) na ńı nabývá maxima a minima. Stač́ı tedy spoč́ıst
funkčńı hodnotu ve čtyřech stacionárńıch bodech, což dává

f(−1 +
√

2,

√
2(
√

2− 1)) = f(−1 +
√

2,−
√

2(
√

2− 1)) < f(−1, 0) < f(1, 0).

Tedy v bodech [−1+
√

2,±
√

2(
√

2− 1)] má funkce f(x, y) minima na K a v bodě [0, 1] má maximum.

Dodatečný komentář: P̊uvodńı záměr byl mı́t pouze stacionárńı body [±1, 0], daľśı dva (složitěǰśı)
stacionárńı body jsem při př́ıpravě př́ıkladu přehlédl. Proto nalezeńı stacionárńıch bod̊u [±1, 0] spolu
se správnou úvahou o kompaktnosti bude stačit na 1.5 bodu.

2. [3 body]

a) [1b] Oblast A je shora ohraničena parabolou y = −x2 +3x−2 a zdola př́ımkou y = 1
2 (x−1), přičemž

”
vrcholy“ jsou body [1, 0] a [ 32 ,

1
4 ].

b) [2b] Poč́ıtáme integrál

I =

∫ 3/2

1

∫ −x2+3x−2

1
2 (x−1)

x dydx =

∫ 3/2

1

x(−x2 + 5
2x−

3
2 ) dx = . . . = 5

3·64 .


