1. termin zkousky — MIN301 — podzim 2021 — 26. 1. 2022

Veskeré odpovedi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestavajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) Uvazme funkci z = f(z,y) zadanou implicitné vztahem
22— 422 4220 —8y+82=0
na okoli bodu (0,0,0).

a) Rozhodnéte, zda tento vztah zadava funkci z = f(x,y) i na okoli bodu A4; = [1,1, 1]
a bodu Ay = [2,3/2,1].

b) Urcete prvni parcidlni derivace funkce f(z,y) v bodé (0,0).
c¢) Urcéete matici druhych parcidlnich derivaci funkce f(x,y) v bodé (0, 0).

2. (5 bodu) Urcete Tayloruv polynom funkce f : R* — R v bodé [0, 1, 2], kde

f(z,y, z) = sin(zyz).

3. (5 bodu)

a) Popiste vSechna feseni diferencidlni rovnice y” + ¢y’ — 6y = 0.
b) Najdéte obecné feseni diferenciani rovnice y” + ' — 6y = (18 — 8z) e”.

c¢) Urcete feseni rovnice y” 4y’ — 6y = (18 —8x) e” splaujici po¢atecni podminky y(0) = 4
ay'(0) =8.
4. (5 bodu) Podmnozina M C R3,
M={(z,y,2) eR’ | 2® +y* <4, 2<6, 2> 1("+1*) },
je rotacni oblast (tento fakt nedokazujte).

a) Urcete osu rotace a nacrtnéte prunik mnoziny M s rovinou y = 0.
b) Urcete objem oblasti M.



ReSeni a bodovani:

1. a) [1b] Ozna¢me zadany vztah jako

o(z,y,2) =2° — 42 + 22 — 8y + 82 = 0.

Bod A; tento vztah viibec nespiiuje, nebot ¢(1,1,1) # 0. Bod Aj sice tento vztah spliiuje, ¢(2,3/2,1) =
0, ale derivace podle z je ©,(2,3/2,1) = 0. Tedy vztah p(z,y,2) = 0 nezaddva funkci z = f(z,y) v
okoli bodu A; a As.

b) [1.5b] Zderivujeme 2 — 422 + 2z — 8y + 8z = 0 parcidlné podle x a y, pficemz chdpeme z jako funkci
proménnych x a y. Dostaneme

dzy(z—=1)—(xz+1)=0 a z(z—1)+1=0,

coz v bodé [z,y, 2] = [0,0,0] znamend z, = — a z, = 1, [0.5b za postup a 0.5b za sprévny vysledek].
c¢) [2.5b] Spocteme druhé parcidlni derivace. Dals{ derivaci 4z,(z — 1) — (z + 1) = 0 podle = a podle y
a také derivaci z,(z — 1) + 1 = 0 podle y postupné dostdvame

4200 (z = 1) +4(2)2 —1=0, 2py(z— 1)+ 2,2, =0 a z,(z—1)+(2,)>=0, [1b].

V bodé [z,y,2] =[0,0,0] a pro z, = —i a zy = 1 tedy dostavame
z z -5 i
(o o) (),
ey Ayy —3 1

2. [5 bodi] Prvni parcidln{ derivace jsou
Folw,2) = yreos(zyz),  fy(m,9,%) = vacos(ayz) a ful@y,2) = zycos(zyz), [0.5b],

Tedy vektor parcidlnich derivaci v bodé [0,1,2] je (2,0,0), [0.5b]. Déle se lehce spocte, ze jediné dvé
nenulové druhé parcidlni derivace v bodeé [0, 1,2] jsou fz,(0,1,2) =2 a f,.(0,1,2) = 1, [1b], tj.

0 2 1
d*f(0,1,2)=1{2 0 0], [0.5b].
100

Pozadovany Tayloruv polynom je obecné tvaru

xT xT

0 2 1
1
TQ(z,y,z):f(0,1,2)+(2 0 0) y—1 +f(x y—1 2—2) 2 0 0 y—1] =
2
z—2 1 0 0 z—2

=2z + i[da(y — 1) + 22(z — 2)] = -2z + 22y + 22, [2.5D].

3. a) [1.5b] Diferencidlni rovnice 3”4y’ — 6y = 0 m4 charakteristicky polynom A%+ X —6 = (A —2)(\+3),
[0.5b], ktery m4 kofeny 2 a —3. Tedy feSen{ jsou tvaru ae?* + be=3*, a,b € R, [1b].

b) [2.5b] Partikuldrni Feseni rovnice je y”’ +y' — 6y = (18 — 8z) e* hleddme ve tvaru y,(z) = (cx +d) €%,
[0.5b], tj. y,(z) = (cx + c+d)e” ay,)(z) = (cx + 2c + d) e*, coz po dosazeni do rovnice dava
(—dex 4 3¢ — 4d) " = (18 — 8x) €7,

[0.5b]. Porovnanim koeficienti polynomu dostaneme soustavu rovnic —4c¢ = —8, 3¢ — 4d = 18, [0.5b],
kterd md feSeni ¢ = 2, d = —3, [0.5b]. Tedy hledané partikuldrni feseni je y,(z) = (22 — 3)e” a
obecné feseni je, [0.5b],

y(x) = ae®® +be 3 + (22 —3)e”, a, bER.



c)

a)

[1b] Pouzitim pocatecnich podminek dostaneme
y(0)=a+b—-3=4 a 3 (0)=2a—-3b—1=38,

[0.5b]. Tato soustava rovnic méd feSeni a = 6 a b = 1, tedy hledané feSeni je y(x) = 6e** +
e 3% +(2z — 3)e%, [0.5b].

[1.5b] Mnozina M je ¢dst véalce s osou z o polomérem 2, [0.5b], kterd je zespoda ohranicend para-

boloidem z = %(mQ + y?) a seshora ohrani¢end rovinou z = 6. Osa rotace je osa z, [0.5b], a priinik
s rovinou y = 0 je oblast mezi pfimkami x = —2 a x = 2 zespoda ohrani¢end parabolou z = %xQ a
seshora ohrani¢end pifmkou z = 6, [0.5b].

[3.5b] Pouzijeme valcové souradnice, tj. provedeme transformaci do poldrnich soufadnic (z,y) =
(rcos,rsin ), piicemz z-tovd soufadnice se neméni, [0.5b]. Tedy budeme integrovat pies oblast
novych proménnych

L oo, o
0<p<2r, 0<r<2 a 5(33 +y°) <z <6,

[1b]. Determinant z Jacobiho matice je r, [0.5b], takze hledany objem V je

2m 2 6 2 2
v :/// dxdydz :/ / / rdzdrdy = (/ dgo) (/ r(6 — %TZ)dT) =
M =0 Jr=0Jz=1r2 ©=0 r=0

=2r [~ 4t + 3r%]2 = 27 - 10 = 20,

[0.5b za spravné pofadi integrace, 0.5b za postup integrovani a 0.5b za spravny vysledek].



