
1. termı́n zkoušky – MIN301 – podzim 2021 – 26. 1. 2022

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (5 bod̊u) Uvažme funkci z = f(x, y) zadanou implicitně vztahem

x2 − 4z2 + 2x− 8y + 8z = 0

na okoĺı bodu (0, 0, 0).

a) Rozhodněte, zda tento vztah zadává funkci z = f(x, y) i na okoĺı bod̊u A1 = [1, 1, 1]
a bodu A2 = [2, 3/2, 1].

b) Určete prvńı parciálńı derivace funkce f(x, y) v bodě (0, 0).

c) Určete matici druhých parciálńıch derivaćı funkce f(x, y) v bodě (0, 0).

2. (5 bod̊u) Určete Taylor̊uv polynom funkce f : R3 → R v bodě [0, 1, 2], kde

f(x, y, z) = sin(xyz).

3. (5 bod̊u)

a) Popǐste všechna řešeńı diferenciálńı rovnice y′′ + y′ − 6y = 0.

b) Najděte obecné řešeńı diferenciáńı rovnice y′′ + y′ − 6y = (18− 8x) ex.

c) Určete řešeńı rovnice y′′+y′−6y = (18−8x) ex splňuj́ıćı počátečńı podmı́nky y(0) = 4
a y′(0) = 8.

4. (5 bod̊u) Podmnožina M ⊆ R3,

M =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 ≤ 4, z ≤ 6, z ≥ 1
2
(x2 + y2)

}
,

je rotačńı oblast (tento fakt nedokazujte).

a) Určete osu rotace a načrtněte pr̊unik množiny M s rovinou y = 0.

b) Určete objem oblasti M .



Řešeńı a bodováńı:

1. a) [1b] Označme zadaný vztah jako

ϕ(x, y, z) = x2 − 4z2 + 2x− 8y + 8z = 0.

BodA1 tento vztah v̊ubec nespňuje, nebot’ ϕ(1, 1, 1) 6= 0. BodA2 sice tento vztah splňuje, ϕ(2, 3/2, 1) =
0, ale derivace podle z je ϕz(2, 3/2, 1) = 0. Tedy vztah ϕ(x, y, z) = 0 nezadává funkci z = f(x, y) v
okoĺı bod̊u A1 a A2.

b) [1.5b] Zderivujeme x2−4z2 + 2x−8y+ 8z = 0 parciálně podle x a y, přičemž chápeme z jako funkci
proměnných x a y. Dostaneme

4zx(z − 1)− (x+ 1) = 0 a zy(z − 1) + 1 = 0,

což v bodě [x, y, z] = [0, 0, 0] znamená zx = − 1
4 a zy = 1, [0.5b za postup a 0.5b za správný výsledek].

c) [2.5b] Spočteme druhé parciálńı derivace. Daľśı derivaćı 4zx(z − 1)− (x+ 1) = 0 podle x a podle y
a také derivaćı zy(z − 1) + 1 = 0 podle y postupně dostáváme

4zxx(z − 1) + 4(zx)2 − 1 = 0, zxy(z − 1) + zxzy = 0 a zyy(z − 1) + (zy)2 = 0, [1b].

V bodě [x, y, z] = [0, 0, 0] a pro zx = − 1
4 a zy = 1 tedy dostáváme(

zxx zxy
zxy zyy

)
=

(
− 3

16 − 1
4

− 1
4 1

)
, [1.5b].

2. [5 bod̊u] Prvńı parciálńı derivace jsou

fx(x, y, z) = yz cos(xyz), fy(x, y, z) = xz cos(xyz) a fz(x, y, z) = xy cos(xyz), [0.5b],

Tedy vektor parciálńıch derivaćı v bodě [0, 1, 2] je (2, 0, 0), [0.5b]. Dále se lehce spočte, že jediné dvě
nenulové druhé parciálńı derivace v bodě [0, 1, 2] jsou fxy(0, 1, 2) = 2 a fxz(0, 1, 2) = 1, [1b], tj.

d2f(0, 1, 2) =

0 2 1
2 0 0
1 0 0

 , [0.5b].

Požadovaný Taylor̊uv polynom je obecně tvaru

T2(x, y, z) = f(0, 1, 2) +
(
2 0 0

) x
y − 1
z − 2

+
1

2

(
x y − 1 z − 2

)0 2 1
2 0 0
1 0 0

 x
y − 1
z − 2

 =

= 2x+ 1
2 [4x(y − 1) + 2x(z − 2)] = −2x+ 2xy + xz, [2.5b].

3. a) [1.5b] Diferenciálńı rovnice y′′+y′−6y = 0 má charakteristický polynom λ2 +λ−6 = (λ−2)(λ+3),
[0.5b], který má kořeny 2 a −3. Tedy řešeńı jsou tvaru ae2x + be−3x, a, b ∈ R, [1b].

b) [2.5b] Partikulárńı řešeńı rovnice je y′′+y′−6y = (18−8x) ex hledáme ve tvaru yp(x) = (cx+d) ex,
[0.5b], tj. y′p(x) = (cx+ c+ d) ex a y′′p (x) = (cx+ 2c+ d) ex, což po dosazeńı do rovnice dává

(−4cx+ 3c− 4d) ex = (18− 8x) ex,

[0.5b]. Porovnáńım koeficient̊u polynomů dostaneme soustavu rovnic −4c = −8, 3c− 4d = 18, [0.5b],
která má řešeńı c = 2, d = −3, [0.5b]. Tedy hledané partikulárńı řešeńı je yp(x) = (2x − 3) ex a
obecné řešeńı je, [0.5b],

y(x) = ae2x + be−3x + (2x− 3) ex, a, b ∈ R.



c) [1b] Použit́ım počátečńıch podmı́nek dostaneme

y(0) = a+ b− 3 = 4 a y′(0) = 2a− 3b− 1 = 8,

[0.5b]. Tato soustava rovnic má řešeńı a = 6 a b = 1, tedy hledané řešeńı je y(x) = 6e2x +
e−3x +(2x− 3)ex, [0.5b].

4. a) [1.5b] Množina M je část válce s osou z o poloměrem 2, [0.5b], která je zespoda ohraničená para-
boloidem z = 1

2 (x2 + y2) a seshora ohraničená rovinou z = 6. Osa rotace je osa z, [0.5b], a pr̊unik
s rovinou y = 0 je oblast mezi př́ımkami x = −2 a x = 2 zespoda ohraničená parabolou z = 1

2x
2 a

seshora ohraničená př́ımkou z = 6, [0.5b].

b) [3.5b] Použijeme válcové souřadnice, tj. provedeme transformaci do polárńıch souřadnic (x, y) =
(r cosϕ, r sinϕ), přičemž z-tová souřadnice se neměńı, [0.5b]. Tedy budeme integrovat přes oblast
nových proměnných

0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 2 a
1

2
(x2 + y2) ≤ z ≤ 6,

[1b]. Determinant z Jacobiho matice je r, [0.5b], takže hledaný objem V je

V =

∫∫∫
M

dxdydz =

∫ 2π

ϕ=0

∫ 2

r=0

∫ 6

z= 1
2 r

2

rdzdrdϕ =
(∫ 2π

ϕ=0

dϕ
)(∫ 2

r=0

r(6− 1
2r

2)dr
)

=

=2π
[
− 1

8r
4 + 3r2

]2
0

= 2π · 10 = 20π,

[0.5b za správné pořad́ı integrace, 0.5b za postup integrováńı a 0.5b za správný výsledek].


