2. termin zkousky — MIN301 — podzim 2021 — 2. 1. 2022

Veskeré odpovedi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestavajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (5 bodu) Uvazujme funcki f: R*\ {(0,0)} — R,

fla,y) = zIn(z” + 7).
a) Najdéte staciondrni body funkce f.
b) Uréete lokélni extrémy funkce f.

¢) Zduvodnéte, zda lokalni extrémy jsou ¢i nejsou globalnimi extrémy.

2. (5 bodu) Urcete Tayloruv polynom 2. stupné funkce
f(w,y) =2 = 3wy + 3y’
v bodeé [1,1].

3. (5 bodu)

a) Popiste vSechna feseni diferencidlni rovnice y” + 3y’ — 4y = 0.
b) Najdéte obecné feseni diferenciani rovnice y” + 3y’ — 4y = 8(x — 1)%.

¢) Urcete FeSeni rovnice "+ 3y’ —4y = 8(x—1)? spliujici potatecni podminky y(0) = —22
a y'(0) = 0.

4. (5 bodi) V R? uvazujme mnozinu M; = {(z,y) | y < 2® + 1} a dale trojihelnik M,
s vrcholy [—1,0], [1,0] a [1,2]. Polozme M := M; N M.

a) Nacrtnéte mnozinu M a popiste jeji hranici véetné ,,vrcholu® (kde se protinaji hrani¢ni
kiivky).



ReSeni a bodovani:

1. a) [1.5b] Parcidlni derivace polozime rovny nule,

fol@y) =@+ + s =0 a fy(z,y) = 325 =0.

Tato soustava rovnic mé ¢tyii feSenf: [0, £1] a [+1,0].

b) [2.5b] Druhé parcidlni derivace jsou

_ 2 dzy?
fmm(xay) - mzfy2 + (x2+y2)2>

2 422
Foy(2,9) = 72x — iy

2 4xy?
fyy(l'vy) = w2-:y2 - %

Matice druhych parcidlnich derivaci ve staciondrnich bodech tedy jsou

0 2 0 -2 2¢e 0 —2e¢ 0
de(O’ 1) = <2 0> ) de(O, _1) = (_2 0 > ) de(%’O) = <0 26) y d2f(_%70) :< 0 —26> .

Matice d? f(0,41) jsou indefinitn{ a tedy v bodech [0, 1] lokélni extrémy nejsou. Matice df(<,0) je
pozitivné definitn{ a tedy je v bodé [%, 0] lokéln{ minimum. Matice d® f(—1,0) je negativné definitnf

a tedy je v bodé [f%, 0] lokalni maximum.

c) [1b] Zjevne

lim T,Y) =00 a lim T,y) = —00,
(m’y)H(OOﬁ)f( ) (w,y)%(*ooao)f( v)

tj. funkce f(z,y) globalni extrémy mit nemuze.

2. [5 bodi] Pozadovany Taylortuv polynom je obecné tvaru

T(SE, y) = f(17 1)+fx(17 1)(x_1)+fy(17 1)(y_1)+%[fzr(17 1)($_1)2+2fﬂﬂy(17 1)(x_1)(y_1)+fyy(17 1)(y_1)2]‘
Dosazenim do prvnich a druhych parcidlnich derivaci dostaneme vysledek

T(z,y) =1+3(y—1)+ 1[6(x—1)> —6(x —1)(y — 1) + 6(y — 1)°].

3. a) [L.5b] Diferencidln{ rovnice y” +3y’ —4y = 0 ma charakteristicky polynom A2 +3A—4 = (A+4)(A—1),
ktery ma kofeny —4 a 1. Tedy feseni jsou tvaru Cie~4* 4 Cqe®, C1,Cy € R.

b) [2.5b] Rovnice je y” + 3y’ — 4y = 8(x — 1)?> m4 pravou stranu 4(x + 1)? = 822 — 162 + 8, coz je
polynom stupné dva — partikuldrni Feseni y,(z) tedy budeme hledat ve tvaru polynomu stupné dva.
(Pfesnéji, prava strana je tvaru 8(z2 —2x +1)-e%, kde 0 neni kofenem charakteristického polynomu.)
Tedy yp(x) = ax® 4 bx + ¢, tj. y,,(r) = 2ax + b a y/(x) = 2a, coz po dosazeni do rovnice déva

2a + 3(2ax + b) — 4(ax® + bx + ¢) = —4ax® + (6a — 4b)x + (2a + 3b — 4c) = 822 — 16z + 8.

Porovnanim koeficienti polynomu dostaneme soustavu rovnic —4a = 8, 6a —4b = —16, 2a+3b—4c =
8, kterd m4 fesenf a = —2, b =1, ¢ = —2. Tedy hledané partikuldrni fesenf je y,(z) = =222 + 2 — 2
a obecné fesenti je,

y(x) = Cre ™ 4 Coe® — 227 + 1 — %, C1,05 e R.

c) [1b] Pouzitim po¢dtecnich podminek pro y(z) = Cre™*® + Cae® — 2% + x — § dostaneme
y0)=C1+Co—9=-1 a ¢(0)=-4C+Cy+1=0.

Tato soustava rovnic m4 fesenf C; = 0 a Cy = —1, tedy hledané fesen{ je y(r) = —e® — 222 + 2 — %.



4.

a) [1.5b] Trojihelnik je pravotihly rovnoramenny s preponou na pifmee y =  + 1. Prunik této piimky
s parabolou y = 2% + 1 je tvofen body [0,1] a [1,2]; tedy M vznikd z M, ostranénfm ,oblouku®
paraboly mezi body [0,1] a [1,2]. Vrcholy mnoziny M jsou [—1,0], [0,1], [1,2] a [1,0].

b) [3.5b] Mnozinu M je vhodné rozdélit na M’ pro —1 < z < 0 (to je trojihelnik) a M"” pro 0 < z < 1.
Plati
M:-1<2<0,0<y<z+1 a M":0<z<1, 0<y<az?+1

Obsah S mnoziny M je

0 pztl 1 pa?+1
S:// dxdy:// dxdy+// dwdy:/ / dydx+// dydxz%—k%z%.
M M’ M -1Jo o Jo

Dale
0 z+1 1 w2+1
Sm:// xdmdy:/ / xdyder// zdydr = -1 +3 =T,
M —-1J0 o Jo
0 z+1 1 z2+1
Sy:// ydxdy:/ / ydydx+/ / ydyde = 1 + 14 = 1L,
M —-1J0 o Jo

Tedy soufadnice tézisté [xg, yo] jsou

—



