Diferencidlni polet funkci vice proménnych

Parcialni derivace a spol

Petr Ligka

Masarykova univerzita

30.09.2022

Petr Liska (Masarykova univerzita) Diferencidlni pocet funkei vice promé&nnych



Parcialni derivace

Definice
Necht f: RZ2 — R a [xo, yo] je bod. Existuje-li limita

. f(x,y0) = f(x0,0) . f(x+ h,y0) = f(x0,¥0)
lim = lim
X—+Xp X — X0 h—0 h

fekneme, Ze funkce f ma v bod& [xo, yo| parcidlni derivaci podle x s hod-
notou této limity.

Tuto derivaci znaéime

5 (0, of
o, 0) = 200K _ O ) = £1630,30)
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Véta

Necht funkce f, g: R?> — R maji parcidlni derivaci podle proménné x;,
i € {1,2}, na oteviené mnoZin& M. Pak jejich soucet, rozdil, soucin a
podil ma na M parcidlni derivaci podle x; a plati

1) % 8] = 5-F(X) £ (),

S 1F(x)8(] = - F(g(6) + 8x) o ),

Je-li navic g(x) pak

£0,
9 (f(x)> _ - f(x)g(x) — f(x) &g (x)
Ox; g%(x) '
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Derivace vyssich radi
Necht [xo, o] € D(fx). Existuje-li parcidlni derivace funkce f(x,y) podle
prom&nné x v bod& [x, yo|, nazyvdme tuto derivaci parcidlni derivaci
funkce 2. Fadu podle x funkce f v bod& [xp, yo] a znacime ji fix(X0, ¥0)
2
nebo %(Xg,yo).
Existuje-li parcialni derivace funkce f(x,y) podle proménné y v bodg&
[x0, Yo], nazyvdme tuto derivaci smiSenou parcidlni derivaci 2. Fadu funkce
“ v/ .. L, 92
f v bod& [xp, yo] a znakime ji £, (xo, ¥0) nebo také 325; (x0, ¥0)-

Véta (Schwarz, Clairaut)

Necht funkce f md v okoli bodu [xo, yo| parcidlni derivace fy, f, a
smiSenou parcidlni derivaci f,,, kterd je v bodé& [xo, vo| spojita. Pak exis-
tuje také smiSend parcidini derivace f,x(xo, yo) a plati

fxy(X07y0) = @X(X()’yo)'
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Definice
Rekneme, Ye funkce f: R? — R ma v bod& [xo, yo] smé&rovou derivaci ve

sméru jednotkového vektoru o = (uy, up), jestlize existuje limita

f(xo + urh, yo + uzh) — f(x0, ¥0)
h

Dgf (x0, yo) = M‘O

Definice
Necht f: R? — R, pak gradientem funkce f rozumime vektor Vf (grad f)

VE(x,y) = (f(x,¥), f(x,y))-

Véta

Ma-li funkce f(x,y) spojité parcidlni derivace prvniho Fadu, pak ma
funkce smérovou derivaci ve sméru libovolného vektoru i = (uy, up) a
plati

Daf(x,y) = fi(x,y)ur + f,(x,y)ur = VF(x,y) - 0.

v
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Diferencial funkce
Definice

Rekneme, ¥e funkce f: R? — R definovana v okoli bodu [xo, yo] je v

tomto bodé diferencovatelnd, jestlize existuji redlna &isla A, B takova, Ze
plati

i ot iy + k) — f(x0,30) = (Ah+ BK)
(h,k)—(0,0) Vh? + k2
Linearni funkce Ah + Bk promé&nnych h, k se nazyva diferencial funkce v

bod& [xo, yo] a zna&i se df (xo, yo)(h, k), p¥ipadn& df(xg, yo)-
Ekvivalentn&: existuji A, B € R a funkce 7: R? — R tak, e plati

=0.

f(xo + h,yo + k) — f(x0, ¥0) = Ah + Bk + 7(h, k),

kde
7(h, k)

lim —==
(h,k)=(0.,0) v/ h? + k2
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Véta
Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé [xo, yo|, pak je v tomto bodé& spo-
jitd.

Je-li funkce f diferencovatelnd v bodé& [xo, yo], pak md v tomto bodé
parcialni derivace a plati

|
|

df(xo0, y0) = f(x0, ¥0)h + f,(x0, o) k.

Véta
Ma-li funkce f v bodé& [xo, yo| spojité parcidlni derivace 1. Fadu, pak md v
tomto bodé také diferencidl.
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Véta
Ma-li funkce f(x,y) v bodé& [xo, yo| totdini diferencidl, ma graf funkce v
tomto bodé tecnou rovinu o rovnici

z = f(x0, Y0) + £ (%0, ¥0) (x — x0) + fy(x0, o) (¥ — y0)-

Véta

Necht P, Q jsou spojité funkce proménnych x, y definované na otevrené
Jjednoduse souvislé mnoZin& Q C R2?, které maji na této mnoZiné& spo-
Jjité parcialni derivace P,, Qx. Pak vyraz P(x,y)dx + Q(x,y)dy je dife-
rencidlem né&jaké funkce, pravé kdyZ plati

Py(x,y) = Q«(x,y)  pro kazdé  [x,y] € .

Funkci z pfedchozi v&ty se ¥ikd kmenovd funkce funkci P a Q.
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