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Parciálńı derivace

Definice

Necht’ f : R2 → R a [x0, y0] je bod. Existuje-li limita

lim
x→x0

f (x , y0)− f (x0, y0)

x − x0
= lim

h→0

f (x + h, y0)− f (x0, y0)

h

řekneme, že funkce f má v bodě [x0, y0] parciálńı derivaci podle x s hod-
notou této limity.
Tuto derivaci znač́ıme

fx(x0, y0) =
∂f (x0, y0)

∂x
=
∂f

∂x
(x0, y0) = f ′x(x0, y0)
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Věta

Necht’ funkce f , g : R2 → R maj́ı parciálńı derivaci podle proměnné xi ,
i ∈ {1, 2}, na otev̌rené množině M. Pak jejich součet, rozd́ıl, součin a
pod́ıl má na M parciálńı derivaci podle xi a plat́ı

∂

∂xi
[f (x)± g(x)] =

∂

∂xi
f (x)± ∂

∂xi
g(x),

∂

∂xi
[f (x)g(x)] =

∂

∂xi
f (x)g(x) + g(x)

∂

∂xi
f (x),

je-li nav́ıc g(x) 6= 0, pak

∂

∂xi

(
f (x)

g(x)

)
=

∂
∂xi

f (x)g(x)− f (x) ∂
∂xi

g(x)

g2(x)
.
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Derivace vyš̌śıch řádů

Necht’ [x0, y0] ∈ D(fx). Existuje-li parciálńı derivace funkce fx(x , y) podle
proměnné x v bodě [x0, y0], nazýváme tuto derivaci parciálńı derivaćı
funkce 2. řádu podle x funkce f v bodě [x0, y0] a znač́ıme ji fxx(x0, y0)

nebo ∂2f
∂x2 (x0, y0).

Existuje-li parciálńı derivace funkce fx(x , y) podle proměnné y v bodě
[x0, y0], nazýváme tuto derivaci sḿı̌senou parciálńı derivaćı 2. řádu funkce

f v bodě [x0, y0] a znač́ıme ji fxy (x0, y0) nebo také ∂2f
∂x∂y (x0, y0).

Věta (Schwarz, Clairaut)

Necht’ funkce f má v okoĺı bodu [x0, y0] parciálńı derivace fx , fy a
sḿı̌senou parciálńı derivaci fxy , která je v bodě [x0, y0] spojitá. Pak exis-
tuje také sḿı̌sená parciálńı derivace fyx(x0, y0) a plat́ı

fxy (x0, y0) = fyx(x0, y0).
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Definice

Řekneme, že funkce f : R2 → R má v bodě [x0, y0] směrovou derivaci ve
směru jednotkového vektoru ~u = (u1, u2), jestliže existuje limita

D~uf (x0, y0) = lim
h→0

f (x0 + u1h, y0 + u2h)− f (x0, y0)

h
.

Definice

Necht’ f : R2 → R, pak gradientem funkce f rozuḿıme vektor ∇f (grad f )

∇f (x , y) = (fx(x , y), fy (x , y)) .

Věta

Má-li funkce f (x , y) spojité parciálńı derivace prvńıho řádu, pak má
funkce směrovou derivaci ve směru libovolného vektoru ~u = (u1, u2) a
plat́ı

D~uf (x , y) = fx(x , y)u1 + fy (x , y)u2 = ∇f (x , y) · ~u.
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Diferenciál funkce

Definice

Řekneme, že funkce f : R2 → R definovaná v okoĺı bodu [x0, y0] je v
tomto bodě diferencovatelná, jestliže existuj́ı reálná č́ısla A, B taková, že
plat́ı

lim
(h,k)→(0,0)

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0)− (Ah + Bk)√
h2 + k2

= 0.

Lineárńı funkce Ah + Bk proměnných h, k se nazývá diferenciál funkce v
bodě [x0, y0] a znač́ı se df (x0, y0)(h, k), p̌ŕıpadně df (x0, y0).
Ekvivalentně: existuj́ı A, B ∈ R a funkce τ : R2 → R tak, že plat́ı

f (x0 + h, y0 + k)− f (x0, y0) = Ah + Bk + τ(h, k),

kde

lim
(h,k)→(0,0)

τ(h, k)√
h2 + k2

= 0.
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Věta

Je-li funkce f diferencovatelná v bodě [x0, y0], pak je v tomto bodě spo-
jitá.

Věta

Je-li funkce f diferencovatelná v bodě [x0, y0], pak má v tomto bodě
parciálńı derivace a plat́ı

df (x0, y0) = fx(x0, y0)h + fy (x0, y0)k.

Věta

Má-li funkce f v bodě [x0, y0] spojité parciálńı derivace 1. řádu, pak má v
tomto bodě také diferenciál.
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Věta

Má-li funkce f (x , y) v bodě [x0, y0] totálńı diferenciál, má graf funkce v
tomto bodě tečnou rovinu o rovnici

z = f (x0, y0) + fx(x0, y0)(x − x0) + fy (x0, y0)(y − y0).

Věta

Necht’ P, Q jsou spojité funkce proměnných x , y definované na otev̌rené
jednoduše souvislé množině Ω ⊂ R2, které maj́ı na této množině spo-
jité parciálńı derivace Py , Qx . Pak výraz P(x , y)dx + Q(x , y)dy je dife-
renciálem nějaké funkce, právě když plat́ı

Py (x , y) = Qx(x , y) pro každé [x , y ] ∈ Ω.

Funkci z p̌redchoźı věty se ř́ıká kmenová funkce funkćı P a Q.
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